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COURS 

DE M É C A N I Q U E 

L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE. 

DISÉOBîS5 f RÉlffllNAIRE. 

La Mécanique est la science du mouvement et des forces. 

Nous savons tous ce que c'est que le mouvement; nous 
savons tous aussi ce que c'est que le temps et l'espace; et 
pourtant on peut affirmer qu'il n'est pas possible de définir 
clairement ces deux notions fondamentales, dont la combi
naison produit l'idée de mouvement. 

«Réunissez », dit Charles Nodier, « Orphée, Épicure.Démo-
crite, Àristote, Hippocrate, Àrchimède, Marc-Aurèle, Cicéron, 
Montaigne, Bacon, Locke, Leibnilz, Bossuet, Kant, Georges 
Cuvier, et toi aussi, mon cher Ballanche; donnez-leur pour-
rapporteur ce bon prince de la Mirandole, qui s'était engagé à 
soutenir une thèse contre tout venant, de omni re scibili; et 
demandez à ces gens-là s'ils savent ce que c'est que le temps 
et l'espace : ils vous répondront qu'ils ne le savent pas, que 
l'homme ne peut pas le savoir. » 

Essayerons-nous de dire, avec Leibnitz, que l'espace est 
l'ordre des choses qui coexistent, et le temps, l'ordre des exis
tences successives. Mais il est évident, non-seulement que 
nous n'avons rien expliqué, rien défini, mais encore que nous 
avons fait un cercle vicieux, l'idée de succession dérivant né
cessairement de celle de temps. 

La Géométrie est la science de l'espace et de sa mesure. On 
lait déjà quelquefois intervenir en Géométrie le mouvement: 

1. i 
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par exemple, quand on définit une ligne comme décrite par
le mouvement d'un point, une surface par !e mouvement d'une 
ligne. 

On pourrait définir la surface de la sphère, en disant que tous 
ses points sont à égale distance d'un point intérieur appelé 
centre. Mais quand on regarde cette même surface comme 
engendrée par le mouvement d'une demi-circonférence qui 
tourne autour de son diamètre, l'image devient, infiniment plus 
nette, plus continue, plus lumineuse : on a tout de suite l'objet 
défini devant les yeux, et on saurait l'exécuter au besoin. Ou 
n'est pas plus embarrassé quand on rencontre en Géométrie 
des définitions, telles que celle de l'hélice, basées sur des 
combinaisons de mouvement plus ou moins compliquées. Et 
en définitive ces emprunts de la science de l'espace à celle 
du mouvement n'offrent pas le plus léger inconvénient, puis
qu'ils ne donnent lieu à aucune pétition de principe, et qu'ils 
présentent à notre esprit des images d'une grande netteté, îa 
notion du mouvement étant au nombre de celles qui nous 
sont certainement le plus familières. 

Le mouvement et ses propriétés générales, dit d'Àlembert, 
sont le premier et le principal objet de la Mécanique. Cette 
science, dont l'élude doit suivre immédiatement celie de la 
Géométrie, s'en distingue nettement par l'introduction d'une 
notion nouvelle : celle du temps qui s'écoule pendant que 
les mobiles dont on s'occupe, passant d'une position à une 
autre, parcourent un certain chemin dans l'espace. 

On sait que le lieu d'un corps dans l'étendue se détermine ai: 
moyen de certaines grandeurs géométriques nommées coor
données. Si l'on observe ce corps (que nous réduirons, pour 
plus de simplicité, i; un point mathématique), et que l'on me
sure ses coordonnées à des instants suffisamment rapprochés, 
on connaîtra la série des positions successives de ce point; on 
pourra construire la courbe lieu géométrique de ces positions, 
courbe qu'on appelle la trajectoire du mobile. On n'a fait jus
qu'ici que de la Géométrie. 

Si, de plus, on a soin de noter le temps qui s'écoule entre 
deux observations consécutives quelconques, on connaîtra le 
mouvement d'une manière complète; et on le séparera de tous 
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les autres mouvements qui s'en distinguent, soit parce que la 
trajectoire n'est pas la même, soit parce que des espaces égaux 
sont parcourus dans des temps différents. C'est ce dernier 
point dont on n'avais pas à se_ préoccuper en Géométrie. 

L'Astronomie vous enseignera les moyens de mesurer le 
temps. Les appareils à' horlogerie, aussi bien ceux qu'on em
ploie dans la vie commune que ceux qui servent aux expé
riences de précision, sont en effet réglés sur les phénomènes 
célestes. L'unité de temps, dans la Mécanique, est invariable
ment la seconde île jour solaire moyen, comme l'unité de lon
gueur est toujours le mètre. 

Quand, par l'observation simultanée d'un corps en mouve
ment et d'une horloge à secondes, on est arrivé à déterminer 
les espaces parcourus par le mobile et les temps employés à 
parcourir ces espaces, on dit qu'on connaît la loi du mouvement; 
et l'on est en état de résoudre te double problème suivant : 

i° Quelle est, à un instant donné, la position du point mo
bile dans l'espace ? 

2U Réciproquement: Le lieu du mobile ayant été déterminé 
par l'observation, quelle heure est-il? 

C'est par la connaissance de la loi des mouvements des as
tres que l'Astronomie sait assigner le point du ciel où se t rou
vera, à une époque donnée, tel corps céleste que l'on voudra; 
qu'elle calcule plusieurs années à l'avance, le lever et le cou
cher du soleil, de la lune et des p lanètes ; qu'elle prédit les 
éclipses, les marées, et tous les phénomènes qui intéressent, 
à des degrés divers, l 'astronome, le géographe ou le naviga
teur. 

Inversement, l'observation de ces phénomènes donne les 
moyens de déterminer avec une grande précision, soit l 'heure 
du lieu où l'on se trouve, soit même l 'heure simultanée d'un 
autre point du globe, éléments dont la différence est égale, 
comme on sait, à la longitude de la station, prise par rapport à 
un point connu. 

Dans un autre ordre d'idées, c'est par la connaissance des 
mouvements des mécanismes qu'on est parvenu, depuis un 
siècle environ, à remplacer presque partout, dans nos ate
liers, la main de l'ouvrier par les forces aveugles de la nature 
inanimée. C'est ainsi que l'industrie a été dotée de ces engins 
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merveilleux, esclaves obéissants qui tissent nos vêtements, 
transportent nos fardeaux, façonnent les métaux pour les 
usages les plus variés, accomplissent en un mot toutes les 
fonctions qui semblaient jusqu'ici l'apanage exclusif du tra
vail intelligent. 

Il est évident que par l'observation directe, aidée de l'appli
cation seule de la Géométrie et du calcul, on peut, sans le 
secours d'aucun principe nouveau, trouver les propriétés gé
nérales du mouvement, varié suivant une loi quelconque. C'est 
ainsi qu'ont procédé les créateurs de la Mécanique propre
ment dite, les Kepler et les Galilée. 

Mais, comment arrive-t-il que le mouvement d'un corps 
suive telle ou telle loi particulière? C'est sur quoi la Géomé
trie seule ne peut rien nous apprendre; et c'est aussi ce qu'on 
doit regarder comme le premier problème qui appartienne, à 
proprement parler, à la Mécanique. 

On voit d'abord fort clairement qu'un corps ne peut se don
ner le mouvement à lui-même, il ne saurait donc être tiré du 
repos que par l'action de quelque cause étrangère (*). 

Telle est la loi fondamentale de Y inertie, sur laquelle nous 
aurons à revenir pour en faire apprécier le véritable caractère 
et la haute portée. Bornons-nous, pour le moment, à dire que 
quand un corps (dont nous pouvons toujours supposer les di
mensions plus petites que toute grandeur assignable, infini
ment petites, pour parler le langage de l'Analyse), quand un 
pareil corps, dis-je, passe de l'état de repos à l'état de mouve
ment, ce phénomène a nécessairement, une cause; et celte 
cause, d'après notre principe, il la faut chercher en dehors du 
corps qui en subit l'action. 

L'étude des causes capables de faire naître le mouvement, et 
la recherche des relations qui existent entre ces causes et le 
mouvement produit, sont de la plus grande importance au point 
de vue des applications. En effet, la connaissance approfondie 
de ces causes motrices peut seule nous permettre, en les met
tant convenablement en jeu, d'obtenir dans nos manufactures 

{*) DWi.K5ir.ERT, Trtdtc <h- Dynamique nouvelle édition, l'avis, I ; . J S ; Di-, 
."uni'; préliminaire. }.. ut . \in e! :.\, 

DWi.K5ir.ERT
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les mouvements dont nous avons besoin, de nous opposer, 
au contraire, à ceux qui seraient inutiles ou nuisibles. 

Celte étude est le deuxième objet dont la Mécanique ait à 
b'occuper. 

Or, les mouvements qui nous sont le plus familiers sont ceux 
que, dès notre enfance et par le moyen de nos organes, nous 
imprimons journellement soit à notre propre corps, soit aux 
objets qui nous entourent. La cause de ces mouvements 
•remarquez que je ne dis pas la cause première); la cause 
immédiate de ces mouvements est ce que nous appelons 
noire force musculaire, dont le déploiement est la condition 
indispensable de la manifestation des phénomènes qui nous 
occupent. 

La force de l'homme, telle est la première cause de mou
vement qui ait été connue, la première qu'on ait utilisée poul
ies travaux les plus essentiels à la vie. 

Mais on n'a pas dû tarder beaucoup à connaître et à em
ployer d'autres agents naturels, capables de suppléer à l'insuf
fisance de notre force musculaire. C'est ainsi qu'on a eu re
cours d'abord à VA force des animaux, convenablement dirigée, 
puis à \a forceûe l'eau, du vent; à celle de la vapeur, qui vient 
d'opérer pour ainsi dire sous nos yeux toute une révolution 
dans les conditions de la vie sociale; à celle de l'électricité, 
qui réserve à ceux qui viendront après nous des transforma
tions peut-être encore plus inattendues. 

En général, et nous conformant en cela au langage vulgaire, 
nous donnerons le nom de force à toute cause produisant ou 
pouvant produire le mouvement. Par exemple, un corps que 
nous cessons de soutenir se met en mouvement, il tombe. La 
cause de ce mouvement, d'après notre définition, est une 
force : c'est celle qui a reçu le nom de pesanteur. 

Maintenant, quelle est la cause de la pesanteur? Si nous 
répondons que c'est l'attraction de la terre, on nous demandera 
quelle est la cause de l'attraction, et ainsi de suite. Aussi nous 
abstiendrons-nous, avec le plus grand soin, de toute discussion 
relative à des questions de ce genre, ainsi que de toute hypo
thèse sur l'essence intime de la matière; ces problèmes ne 
paraissant pas, en ce moment du moins, susceptibles d'une 
solution basée sur l'expérience et le raisonnement. 
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Nous avons dit que l'objet de la Mécanique est l 'élude du 
mouvement et, des forces. La division de noire cours ressort 
tout naturellement de celle définition, suffisamment éclaircie 
par les explications que je viens de donner. 

I. L'étude des mouvements considérés en eux-mêmes, tels 
que nous les observons dans les corns qui nous environnent, et 
spécialement dans les appareils appelés machines, constitue 
une première partie à laquelle nous donnerons le nom de 
Cinématique, d'après une dénomination introduite par Ampère, 
et aujourd'hui généralement adoptée ( ' ). 

J'ai déjà indiqué, d'après ci'Àlembert, le caractère essentiel 
de cette partie en quelque sorte préliminaire, qui n'exige 
aucun nouveau principe, qui n'invoque aucun fait d 'expé
rience, et qui doit plutôt être rapportée à la Géométrie qu'à 
la Mécanique. 

Non-seulement la Cinématique étudie le mouvement comme 
effet, sans chercher à remonter aux causes; mais encore elle 
considère uniquement les éléments géométriques des corps, 
en faisant abstraction de la matière dont ils sont composés. 
Aussi les théorèmes de la Cinématique sont-ils indépendants 
de la connaissance plus ou moins complète que nous pouvons 
avoir de ia constitution des corps, et ont-ils toute la valeur des 
vérités géométr iques. 

On n'entre réellement dans le domaine de, la Mécanique, 
continue d'Alcmbert, que quand on se demande comment il 
arrive que le mouvement d'un corps, placé dans des condi
tions déterminées, suive telle ou telle loi plutôt que telle 
autre. 

Or nous verrons que, pour résoudre ce problème, nous au
rons besoin de poser des principes, des axiomes spéciaux, et 
de doter la matière, plus ou moins arbitrairement, de certaines 
propriétés, telles que celle de l'inertie dont nous avons déjà 
parlé; et l'on comprend qu'avant d'avoir recours à de nou
veaux axiomes, toujours, dans une certaine mesure, hypothé
tiques, «m tienne à s'être bien rendu compte de tout ce qui ne 
dépend pas de la vérité ou de la fausseté de ces axiomes. 

;•'' ^ F.y-o. ••/<•' ta P/ifto<"i>h.<< (!<•* Sctevccï. p , j o : iS3 . ) 



Mseouis l'uÉu.MKNAïut:. -
Carnol signale a plusieurs reprises la haute importance, à 'a 

j'ois pour la Géométrie et pour la Mécanique, de l 'élude des 
iiioiH'ements géométriques; notamment dans sa Géométrie de 
position, p . 336 : 

« 11 me semble même que la Géométrie no devrait point se 
borner là, et qu'elle pourrait embrasser les mouvements qui 
ne résultent pas de l'action et de la réaction des corps les uns 
sur les autres ; car la Mécanique n'est pas, à proprement par
ler, la science du mouvement, mais la science de la commu
nication du mouvement. 

» L'idée de mouvement est aussi simple que celle de di
mension, et peut-être en est-elle inséparable. Les premières 
notions de la Géométrie enseignent à regarder la ligne comme 
la trace d'un point qui se meut, et cette notion s'accorde avec 
l'opération matérielle par laquelle on trace effectivement une 
ligne sur le papier, avec une plume ou un crayon; elles en
seignent de même à regarder une surface comme produite par
le mouvement d'une ligne, et ie solide comme produit par le 
mouvement d'une surface. Pourquoi n'irait-on pas plus loin, 
en considérant ce que produit à son tour le mouvement du 
solide dans l'espace? Ce n'est pas ce mouvement en lui-même 
qui l'ail l'objet de la Mécanique, mais l'effet des modifications 
qu'il éprouve. , . . » 

Et plus loin (p . 338} : « Si la théorie des mouvements géo
métriques était approfondie, la Mécanique et l 'Hydraulique 
seraient infiniment simplifiées; elles se réduiraient au déve
loppement du principe générai de la communication du mou
vement, qui n'est autre chose que celui de la réaction toujours 
égale et contraire à l'action. Les grandes difficultés analytiques 
qu'on rencontre dans la science de l 'équilibre et du mouve
ment viennent principalement de ce que la théorie des mou
vements géométriques n'est point faite : elle mérite donc 
toute l'attention des savants. » 

C'est Ampère qui a définitivement constitué la science des 
mouvements géométriques, en la définissant d'une manière 
précise, traçant les limites de son domaine, enfin en lui don
nant un nom que chacun s'est empressé d'adopter. 

Il est juste de dire que, bien antérieurement, le général 
Poncclet avait professé à l'Écoie d'application et à l'hôtel de 
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ville de Metz ce que nous appelons aujourd'hui la Cinéma
tique. Depuis, M. Chasles, à qui la Géométrie du mouvement 
doit une partie de ses récents progrès, lui donna une place 
dans son cours de Machines (cours autrefois séparé du cours 
de Mécanique) à l'Ecole Polytechnique. Enfin, aujourd'hui, le 
vœu de Carnot se trouve entièrement réalisé : la théorie des 
mouvements géométriques est faite. Sous le nom de Cinéma
tique, elle constitue une science de deuxième ordre, laquelle 
a sa place marquée entre la Géométrie pure et la Mécanique 
proprement dite. 

Elle emprunte à la Géométrie ses méthodes, et par une 
juste réciprocité elle lui fournit de puissants secours pour la 
résolution de ses problèmes les plus transcendants. 

D'un autre côté elle se rattache à la Mécanique, pour le 
compte de laquelle elle se charge d'élucider toutes les pro
priétés nécessaires du mouvement, celles qui sont du même 
ordre que le théorème du carré de l'hypoténuse, et qui ne 
sauraient dépendre en aucune façon, ni de la nature des causes 
motrices, ni des conditions physiques de la réalisation du 
mouvement. 

Le mot de Cinématique ayant été pris, par les dhers auteurs 
qui se sont occupés de cette science, dans des acceptions qui 
diffèrent légèrement l'une de l'autre, il convient de rappeler 
ici la définition donnée par Ampère. 

a La Cinématique, dit-il, doit renfermer tout ce qu'il y a à 
dire des différentes sortes de mouvement, indépendamment 
des forces qui peuvent les produire. 

» Elle doit d'abord s'occuper de toutes les considérations 
relatives aux espaces parcourus dans les divers mouvements, 
aux temps employés à les parcourir, à la détermination des 
vitesses d'après les diverses relations qui peuvent exister 
entre ces espaces et ces temps. 

>•> Elle doit ensuite étudier les différents instruments a 
l'aide desquels on peut changer un mouvement en un 
autre (* ). » 

C'est donc a la Cinématique qu'appartient la connaissance 
des organes ou instruments servant à changer la direction ou 

•'*) Ajiriiuï, ouvi-ayc cité, p . Jo. 
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la vitesse d'un mouvement donné, connaissance qui, plus ou 
moins instinctive chez tous les hommes voués à la pratique 
des machines, leur inspire tant d'ingénieuses inventions. Il 
suffit à cet égard de nommer le métier à la Jacquart, les fila • 
tures mécaniques, les machines à coudre, etc. 

De là une sous-division de la Cinématique, à laquelle on 
peut donner avec Robert Willis le nom de Théorie des méca
nismes, division qui a une très-grande importance au point de 
vue pratique, et qui a fait depuis quelque temps de bien no
tables progrès. La théorie géométrique des mécanismes nous 
apprend à produire, au moyen d'un moteur donné, les mou
vements les plus divers; son application comporte une assez 
grande précision. 11 existe même un grand nombre de ma
chines, notamment dans l'horlogerie, pour lesquelles l'étude 
géométrique des mécanismes employés est pour ainsi dire ri
goureusement suffisante, tant est secondaire la considération 
des forces qui doivent leur donner le mouvement. 

Hâtons-nous pourtant d'ajouter que l'emploi exclusif de la 
Cinématique expose à de graves mécomptes ceux qui se li
vrent à la recherche de nouvelles combinaisons mécaniques, 
sans essayer de se rendre compte des forces qu'il faudra déve
lopper pour donner naissance aux mouvements qu'ils ont en 
vue. On citerait une foule de mouvements géométriques qui 
ne sont pas réalisables utilement, soit à cause des frottements, 
soit à cause des efforts considérables qui s'exercent entre les 
diverses pièces, soit enfin pour un grand nombre de raisons 
que nous étudierons à propos de chaque mécanisme. 

Par exemple : tout le monde sait ce que c'est qu'une vis et 
qu'un écrou ; tout le monde sait aussi qu'en tournant la vis on 
l'enfonce dans son écrou supposé fixe. Géométriquement, on 
devrait donc, en poussant la vis dans l'autre sens, l'obliger 
à se dévisser. Or ceci n'est généralement pas possible : c'est 
même sur cette propriété qu'est fondée la presse à vis, dans 
laquelle en tournant une vis on exerce sur un corps un effort 
considérable, sans que la réaction de celui-ci, quelque grande 
qu'elle soit, puisse avoir pour effet de desserrer la vis aban
donnée à elle-même. 

Autre exemple. Considérons la combinaison très-simple cl 
bien connue qui constitue le rouet de la Pileuse. Il est évident 
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qu'en tournant la roue à la main on fera prendre à la pédale un, 
mouvement d'oscillation autour de son point d'attache. Ré-. 
sulle-t-il de là qu'en imprimant directement ce mouvement^ 
à la pédale, on soit assuré de produire la rotation continue du( 

rouet? C'est là une chose qui n'est rien moins qu'évidente :• 
elle n'aura lieu en effet que sous certaines conditions, que. 
l'habitude enseigne promptement aux fileuses, mais dont nous ; 

aurons à faire une étude approfondie quand nous voudrons; 
appliquer le même principe géométrique à des machines puis-, 
santés. 

De là la nécessité de se rendre un compte exact des efforts 
qui s'exercent entre toutes les pièces des mécanismes étudiés 
en Cinématique, et en généra! d'apprendre à calculer les forces 
qu'il faut appliquer à un corps donné pour lui faire prendre 
un mouvement déterminé : tel est l'objet de la deuxième 
partie du cours, de la Dynamique. 

IL La Dynamique est relative aux forces, à leur mesure , 
et à la manière dont elles produisent ou modifient le mouve
ment . Celte science comprend l 'ensemble des principes et des 
théorèmes qui nous mettront à même de résoudre le double 
problème suivant : 

i° Etant données les forces qui agissent sur un corps quel
conque, déterminer le mouvement qui prendra naissance, si 
le corps est au repos; ou, dans le cas contraire, chercher com
ment se modifiera le mouvement acquis en vertu de causes 
antérieures. 

i° Réciproquement : Connaissant le mouvement d'un mo
bile, trouver les forces qui agissent actuellement {*) sur ce 
mobile. 

Lorsqu'un corps, primitivement en repos, vient à se trouver 
soumis à l'action de plusieurs forces, il ne se met pas néces
sairement en mouvement : c'est là un fait d'expérience jour
nalière. On voit souvent l'état de repos persister malgré la 

( *} ïl tant bien remarquer ïc mot actuellement ; car, philosophiquement, il 
est impossible de conclure des phénomènes aeluets aux causes antér ieures; el 
toute induction de ce ^enie doit être reléguée dans le domaine fantaisiste de 
rhvpotlièse. 
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présence des forces; on dit alors que les forces se font équi
libre, ou que le corps est en équilibre sous l'action des forces. 

Des forces appliquées à un corps en mouvement peuvent 
aussi se faire équilibre. On le reconnaît en ce que le mouve
ment du corps n'est pas changé, selon qu'on introduit ou qu'on 
supprime ces forces. 

Les questions relatives à l'équilibre sont évidemment com
prises parmi celles qui font l'objet de la Dynamique; elles em
brassent tous les cas où le mouvement cesse d'être. Ces ques
tions sont cependant beaucoup trop importantes pour qu'on 
puisse se borner à les traiter plus ou moins légèrement dans 
un chapitre de la Dynamique. 

En effet, l'art de la construction n'est autre chose que la re
cherche des moyens économiques de disposer des matériaux en 
équilibre, sous l'action des forces auxquelles l'édifice projeté 
doit se trouver soumis; et d'autre part, bien que les machines 
soient faites pour être en mouvement, pour marcher, nous ver
rons que les cas où elles sont en équilibre donnent en réalité 
la clef de tous les phénomènes du fonctionnement normal. 

La science de l'équilibre constitue une division spéciale de 
la Mécanique, division qui a reçu le nom de Statique. 

Nous avons dit, et l'esprit conçoit aisément, qu'on peut dé
duire la Statique de la Dynamique. Inversement, d'Alembert 
a su réduire à une simple question de Statique le problème 
général de la Dynamique que nous venons d'énoncer, et qui 
paraît au premier abord d'un ordre de complication infiniment 
supérieur. 

Mais il faut bien se garder d'escamoter ainsi l'une des deux 
sciences au profit de l'autre. Chacune d'elles a ses principes 
distincts, son enchaînement de théorèmes, ses applications 
spéciales : chacune a donc le môme droit que l'autre à l'indé
pendance. 

Historiquement, la naissance de la Statique a précédé de 
beaucoup celle de la Dynamique. Archimède nous a laissé 
deux traités relatifs à la théorie de l'équilibre. Il s'appuie sur 
le principe du levier, lequel consiste, comme on sait, en ce 
que, si un levier droit est chargé de deux poids quelconques 
placés de part et d'autre du point d'appui, à des distances 
de ce point réciproquement proportionnelles aux mêmes 
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poids, ce levier sera en équilibre, et son appui sera charge 
de la somme des deux poids. 

Pour trouver le premier exemple de la résolution d'un pro
blème de Dynamique, il faut franchir d'un bond dix-huit 
siècles, et passer d'Àrchimède à Galilée; car, suivant la belle 
expression de Lagrange, l'intervalle qui sépare ces deux 
grands génies disparait dans l'histoire de la Mécanique. Ga
lilée a trouvé les lois de la chute des graves, et celles du 
mouvement parabolique des projectiles. Muygens, Newton, et 
leurs successeurs, développant les idées de Galilée, ont résolu 
la plupart des problèmes qui se rapportent au mouvement des 
corps sous l'infiucnce de forces données. 

C'est ainsi qu'a été fondée la Mécanique céleste, science 
véritablement prodigieuse, si l'on considère a la fois la gran
deur de son objet, la simplicité de ses méthodes, et la rigou
reuse précision de ses résultats; science prodigieuse, ai-je 
dit, et qui pourtant doit en définitive être regardée comme la 
plus facile entre toutes les brandies de la Mécanique appli
quée, grâce à la netteté des conditions des problèmes, a l'an
cienneté des observations dont on dispose, et surtout à ces 
instruments puissants qui nous l'ont connaître les astres les 
plus éloignés aussi bien que les objets tombant immédiate
ment sous nos sens. 

Mais quittons le ciel de Newton et de Laplace pour reve
nir à ce qui nous intéresse plus particulièrement aujourd'hui, 
à l'objet et au plan de notre Cours élémentaire. Nous avons 
distingué dans la science du mouvement et fies forces trois 
grandes divisions traitant respectivement : 

i" Du mouvement, abstraction faite des forces qui l'ont fait 
naître ; 

:>." Des forces, indépendamment du mouvement qu'elles 
peuvent produire; 

3° En lin, du mode d'action des forces relath ement au mou
vement, c'est-à-dire de la manière dont les forces font naître 
le mouvement, ou modifient celui qui est acquis. 

Gcs trois parties : 
ClNt.MATlQLE, 

Sl'A l'iQCE, 

.DYNAMIQUE, 



DISCOURS PRÊLDUN'AIM. ] j 

constituent ce qu'on appelle communément la Mécanique ra
tionnelle. L'épithète de rationnelle indique que les spécula
tions de la Mécanique ne s'appliquent, immédiatement, qu'à 
des êtres de raison, c'est-à-dire à des êtres purement fictifs, 
que la raison conçoit, mais qui n'existent pas dans la nature. 

Ainsi nous considérerons les corps solides, tels que les mé
taux, les pierres, comme indéfiniment durs et rigides, quels 
que soient les efforts auxquels on les soumette; les liquides, 
au contraire, seront dotés d'une absence complète de cohé
sion et d'une incompressibilité absolue; les cordes seront 
parfaitement llexibles et inextensibles; et ainsi du reste. 

Mais, dira-t-on, à quoi bon cette savante étude de corps 
purement imaginaires, pourquoi tout ce laborieux échafau
dage de notions théoriques uniquement propres à fausser les 
idées, de calculs qui ne trouvent leur application que dans le 
ciel"? Cette objection est spécieuse: elle mérite que nous nous 
arrêtions un instant à la discuter, car elle touche à l'une des 
choses qui ont été et qui seront longtemps encore également 
fatales aux progrès des sciences et de l'industrie ; je veux parler 
de l'antagonisme radical qu'on cherche trop souvent à établir 
entre ce qu'on nomme la théorie et la pratique. 

Quand la science d'Archimède et de Galilée, fière d'avoir 
soumis les espaces célestes et trouvé le secret des mouve
ments des astres capricieux de notre système solaire; quand 
la Mécanique, dis-je, descendant du ciel sur la terre, voulut 
appliquer ses puissants moyens d'investigation aux questions 
de la pratique tecluiique et industrielle, elle trouva, dans la 
constitution moléculaire des corps matériels, comme autant 
d'univers nouveaux attendant à leur tour un législateur. 

« Sortes de systèmes, dit M. Biot ( * ), non moins merveilleux 
que le monde planétaire, mais d'une complication infiniment, 
supérieure; où des myriades de particules indiscernables, 
agissant et réagissant les unes sur les autres à des distances 
qui défient les moyens d'observation les plus perfectionnés, 
offrent au calculateur des difficultés incomparablement plus 
grandes que les mouvements réguliers qui s'opèrent dans la 
solitude des cieux. » 

• ;*; , BIOT, i / ,7„; /»v- , t. i, |>. r i . 
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Il faut le dire : on n'est pas encore parvenu à introduire en 
toute rigueur les considérations mathématiques dans l'étude 
de ce nouvel ordre de phénomènes. En attendant, le progrès 
suit son cours : l'industrie fait tous les jours de nouvelles 
découvertes, partout de puissantes machines sont créées, de 
gigantesques manufactures s'élèvent; et la science, impuis
sante à régulariser l'essor de la pratique, doit faire au moins 
tous ses efforts pour contenir les écarts inévitables dans des 
limites non dangereuses pour le développement de la civilisa
tion. C'est ainsi que les Xavier, les Coriolis, les Poncelet, ont 
créé une science de transition, si l'on peut s'exprimer ainsi, 
science que nous appellerons la Mécanique appliquée, par 
opposition à la Mécanique rationnelle. 

Le cours de l'Ecole Polytechnique ne peut en aucune façon 
passer pour un cours pratique. Mais quand on a fixé les bases 
des programmes actuels, on a voulu que, préparant aux tra
vaux variés des diverses carrières militaires ou civiles, notre 
enseignement renfermât à côté des principes de la Mécanique 
rationnelle, lesquels dérivent de la raison, des principes d'un 
tout autre ordre, qui nous sont révélés par une observation 
attentive des phénomènes que présentent les corps considérés 
par rapport au mouvement. 

Il importe, dès à présent, de nous bien pénétrer de l'esprit 
qui nous dirigera dans la partie du cours consacrée aux appli
cations de la Mécanique. 

Après avoir reconnu tout de suite l'impossibilité, pour ainsi 
dire absolue, de résoudre rigoureusement la plus simple des 
questions de ce genre, empressons-nous d'ajouter qu'une pa
reille solution serait tout aussi inutile au point de vue des 
applications (lequel nous préoccupe actuellement) que pour
rait l'être en Géométrie une solution exacte du fameux pro
blème de la quadrature du cercle, par exemple. Tout ce qu'il 
faut, c'est que l'exactitude des résultats soit suffisante pour 
les besoins de l'industrie. Or, ceci nous conduit tout naturel
lement à comprendre l'utilité pratique des spéculations rela
tives ai"; êtres de raison. 

En effet, après avoir étudié physiquement les corps soumis à 
l'expérience, et les conditions où ces corps se trouvent placés, 



DISCOURS PRÉLIMINAIRE. l 5 

nous imaginerons des corps fictifs, doués de propriétés qu'on 
leur attribuera de manière à simplifier la question, tout en 
s'écartant le moins possible des propriétés que l'observation 
aura révélées dans les corps naturels. Co dernier point est 
essentiel. 

C'est à ces corps hypothétiques, à ces êtres de raison bien 
définis qu'où appliquera le calcul. La solution obtenue ne 
s'appliquera évidemment pas au problème qu'on avait à ré
soudre, puisqu'on a supposé les corps différents de ce qu'ils 
sont dans la nature; mais du moins elle ne différera pas beau
coup de la solution cherchée, dont elle fournira une première 
approximation. 

Il faudra ensuite corriger celte solution, en évaluant numé
riquement les petites erreurs qui proviennent de l'inexacti
tude des Siypothèses fondamentales. Enfin, on passera à la 
vérification des résultats théoriques définitifs; car il ne faut 
jamais oublier qu'une solution fournie par la méthode que je 
viens de décrire ne saurait être valable pratiquement qu'après 
avoir été soumise à la sanction de l'expérience, et dans les 
limites où la vérification expérimentale a eu lieu. 

Nous verrons, dans la suite de ce cours, un certain nombre 
de théories où l'accord intelligent du calcul et de l'expérience 
conduit à des résultats qui, sans avoir la prétention de sup
pléer d'une manière absolue à la pratique proprement dite, 
fournissent cependant des indications précieuses à l'architecte, 
au mécanicien, à l'ingénieur. Et si dans d'autres cas nos efforts 
moins heureux ne parviennent pas à triompher des difficultés 
d'un problème plus rebelle, il faudra bien nous résigner à 
avouer franchement notre impuissance, et nous borner à re
connaître et à signaler les écueils, fameux souvent par quelque 
illustre naufrage. 

C'est d'ailleurs toujours une chose assez fâcheuse, que de 
voir la science pure forcée d'abdiquer la direction de l'activité 
industrielle d'une époque; car c'est l'ère des tâtonnements, 
des erreurs et des mécomptes; c'est l'ère des.efforts sublimes 
et des chutes douloureuses, (le Dédale et d'Icare, audacieux 
et infortunés précurseurs de Montgolfier; c'est l'ère de la 
machine à vapeur avant "Watt, des machines caloriques ou 
électro-magnétiaues encore aujourd'hui. 
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J'espère que ces quelques considérations préliminaires n 
vous auront pas paru trop inutiles : il importe, avant de se lan
cer dans une carrière aussi vaste que celle de la Mécanique, 
de savoir clairement d'où l'on part, et où l'on va. 

Cela fait, on peut se mettre en route. Mais il faut avoir le 
plus grand soin d'observer attentivement le pays qu'on tra
verse, afin de retrouver plus tard son chemin sans hésitation, 
quel que soit le point où l'on se voie accidentellement trans
porté, et de recommencer au besoin sans guide la route que 
nous allons aujourd'hui parcourir ensemble. 

Nous reviendrons d'ailleurs très-fréquemment et pour ainsi 
dire à satiété, dans toute la suite de ce cours, sur les principes 
généraux dont je viens de vous exposer l'enchaînement, prin
cipes qui s'éclairciront peu à peu par la vertu de la plus puis
sante des figures de rhétorique, la répétition. Enfin, quand 
nous reprendrons une dernière fois ces notions, dans les le
çons consacrées à la révision, nous serons, je l'espère, tout à 
fait en mesure d'embrasser d'un coup d'oeil l'harmonieuse 
unité de la Mécanique théorique et expérimentale, en com
prenant comment tout se réduit en définitive à un petit nombre 
de principes, et à un très-petit nombre de conséquences 
fondamentales, qui sont ce qu'on doit surtout s'attacher à 
retenir. 
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PREMIÈRE SECTION. 

CINÉMATIQUE PURE. 

Nous distinguons deux sections dans la science des mouve
ments géométriques, telle que nous l'avons délinie dans nos 
préliminaires : 

La Cinématique pure (*), sorte de Géométrie transcendante 
dans laquelle on étudie, comme le demandait (iurnoi, ce que 
produit le mouvement d'un solide dans l'espace, le temps se 
comportant ici, pour ainsi dire, comme une quatrième dimen
sion ultra-géométrique ; 

La Théorie des mécanismes, comprenant l'application des 
théorèmes de la Cinématique pure au tracé géométrique des 
organes de machines. 

Nous nous occuperons d'abord, pour suivre l'ordre logique, 
de la première des deux divisions que nous venons d'indiquer; 
et comme il est évident qu'on connaît le mouvement d'un 
corps quand on connaît le mouvement des divers points de 
ce corps, nous commencerons la Cinématique pure par l'étude 
du mouvement d'un point géométrique. 

(*) J 'emprunte la dénomination de Cinématique pure à M. Kesal, qui a pu
blié sous ce titre un Traité complet des mouvements, considérés au point de vue 
géométrique (1 vol. Mallet-Bachelier, 1862). 
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CHAPITRE PREMIER. 

MOUVEMENT SIMPLE D'UN POINT. 

On détermine la position d'un point dans i'espaco en rap
portant ce point à un système de comparaison fixe et inva
riable, généralement à trois axes rectangulaires. Pour savoir 
si un point est en repos ou en mouvement, il faut mesurer à 
des intervalles de temps déterminés les coordonnées de ce 
point par rapport à trois axes rectangulaires fixes, ou à tout 
aulre système de coordonnées bien défini. Si ces coordonnées 
varient, c'est que le point est en mouvement. 

On voit que, dans ce cas, nos observations nous font con
naître une série de positions successives du point mobile, 
c'est-à-diro la trajectoire de ce point, si ces positions sont suf
fisamment rapprochées. Elles donnent aussi, si l'on a eu soin 
de noter les temps des observations, les instants (*) du pas
sage de ce mobile à certains points bien déterminés de sa tra
jectoire ; et l'on a ainsi les deux éléments de ce que nous avons 
appelé la loi du mouvement étudié. 

C'est 'par l'application de celte méthode qu'on voit la liste 
des planètes lélcscopiques s'enrichir choque année de plu
sieurs nomsnouveaux. Les astronomes voués à ce genre de re
cherches explorent avec soin les régions du zodiaque dont ils 
possèdent des caries exactes. Aperçoivent-ils un astéroïde non 
marqué sur ces cartes, ils en mesurent, chaque jour les coor
données célestes, et, s'ils trouvent constamment les mêmes 
valeurs, le nouveau corps doit être rapporté aux étoiles fixes; 

> • Il ii,1 i'iiiiî j fn :iUiii;iii ;ILL mol ;,',j:i:...' "' a ï s d'intervalle de temps très-
roni't, <~<t : l 'instant est à. ta durée ce que te point est à t 'etcndue. 

Quant ;ui mot uc moment, synonyme à'iiiïUmt dans le îan;;a^o vulgaire, lions 
ïe ivneonuvvoiis plus la id i ïcquemmcnl en Mécanique, pris dans l'acception du 
laiin rnoirieiiiiun. 
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dans le cas contraire, ce corps est une planète ou une comète. 
De nlus, quand ies observations son? eu nombre siu'isant, on 
en conclut les éléments de l'orbite de la planète <!•. do la co
mète, et son moyen mouvement : en es! alors a même de dé
cider d'une manière définitive à quelle catégorie appartient 
l'astre qu'on vient de découvrir. 

Nous avons dit que la connaissance complète de la loi du 
mouvement d'un point comprend deux parties paifaitoment 
distinctes (*}, qui sont : 

i° La recherche de la trajectoire ; 
2° L'étude do la loi qui lie, sur cette trajectoire supposée 

connue, les espaces parcourus aux temps employés à les par
courir. 

Nous traiterons séparément ces deux éléments; eu commen
çant par le deuxième, c'est-à-dire par Sa relation des espaces 
parcourus sur une trajectoire donnée, aux temps employés à 
parcourir ces espaces. 

§ I . — E'i'LDE DE LA LOI BU MOUVEMENT D'UN l'OIXT, INDÉPENDAMMENT 

DE LA NATURE DE LA TRAJECTOIRE. 

Supposons la trajectoire connue: une position M du pois;! 
mobile sur cette trajectoire (/<£'• 1} sera déterminée par la dis
tance s du point M à un certain point fixe 0. Ce point O est 
l'origine des coordonnées s, mesurées suivant la courbe OM. 

Les longueurs OM seront naturellement affectées du signe -t-
ou du signe —, selon qu'elles devront être portées à droite ou 
à gauche de l'origine 0. 

Pour que la loi du mouvement soit définie, i! faut que l'on 
donne à chaque instant t la valeur de celle coordonnée s. À ce 
point de vue, la quantité s est une fonction de la variable in-

(*) ÎI est évident que ces deux choses sont absolument indépendante.-; l 'une 
de l 'autre, des trajectoires identiques pouvant être parcourues suivant des 'ois 
lùen différentes les unes des autres, et réciproquement. 

H est à peine utile de faire observer que celte indépendance subsiste seule
ment lorsqu'on considère le mouvement en lui-même sans se préoccuper de 
ses causes; autrement il est évident que ies cuises qui pioduiscnt un certain 
mouvement iulhieut à la ibis sur la nature de la îrajecioi; e, et sur les espaces 
parcourus dans des temps donnés. 
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dépendante /, ce qui s'exprime généralement par une équation 
de la forme 

s=f(t). 

Lorsque la relation do s à t est donnée analytiquement, on 
sait résoudre par les procédés ordinaires du calcul le double 
problème qui fait l'objet de la Cinématique : 

i° Quelle est, à un instant donné, lu position du point mo
bile dans l'espace P 

i" Réciproquement, le lieu du mobile étant donné, quelle 
heure est-il ? 

Quelquefois on connaî ts en fonction de / par une table dont 
les éléments ont été déterminés par l 'observation: Souvent 
alors, comme dans le problème de la chute des graves ou dans 
celui du mouvement elliptique des planètes, on peut substi
tuer à la table une formule qui en est la traduction fidèle; on 
rentre ainsi dans le cas précédent. Au contraire, il sera géné
ralement commode, pour l'usage des praticiens, de transfor
mer une formule en une table. Alors le problème de la déter
mination du lieu du corps, ainsi que le problème inverse, se 
résout par les méthodes ordinaires d'interpolation, ou par des 
méthodes graphiques qui sont extrêmement utiles et aux
quelles nous arrivons dans un instant. 

Mouvement uniforme. — La loi de mouvement la plus 
simple qu'on puisse imaginer est celle du mouvement uni
forme, dans lequel les espaces parcourus dans des temps égaux 
sont égaux, quelque petits que soient ces temps. Ceci revient 
à dire que, dans le mouvement uniforme, les espaces parcou
rus sont proport ionnels aux temps . 

Soient {fig- 2) M0 la position du mobile à l'instant pris pour 
l'origine des temps, M sa position à l 'époque t, 0 l'origine 
des coordonnées s. 

L'espace parcouru pendant le temps t est 

M,M = OM —0M„ = «—•*„; 

cette quantité devant être proportionnelle au temps t, on a 

s — s0 
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a étant une constante positive ou négative, suivant que s est 
plus grand ou plus petit que sûy t étant positif; c'est-à-dire sui
vant que le mouvement s'effectue dans le sens que nous avons 
choisi comme positif, ou dans le sens opposé. 

On déduit de là 

( i ) s = sa -+- al, 

équation du mouvement uniforme. On voit que, dans ce mou
vement, l 'espace s est une fonction linéaire du temps t. 

Vitesse dans le mouvement uniforme. — La constante a est 
'l'espace parcouru dans l 'unité de temps. Elle varie d'un mou
vement uniforme à un au t re , selon que le mouvement est 
plus ou moins rapide; c'est môme celte quantité qu 'on prend 
habituellement pour mesure du degré plus ou moins grand de 
rapidité ou de lenteur, quand on dit, par exemple, qu 'un train 
parcourt tant de lieues à l 'heure, ou un projectile tant de 
mètres par seconde : nous la nommerons la vitesse du mobile. 
Ainsi, 

On appelle vitesse, dans le mouvement uniforme, l'espace 
parcouru par le mobile dans l'unité de temps. 

La vitesse est, si l'on veut, le rapport constant de l'espace 
parcouru pendant un certain temps t, et d'un mouvement uni
forme, au temps t employé à parcourir cet espace. 

Inutile de dire qu'on ne peut pas ainsi comparer un espace à 
un temps, mais bien les rapports de ces deux quantités à leurs 
unités respectives. I! résulte de là qu'il n'y a pas d'unité de 
vitesse : la vitesse, définie comme nous venons de le faire, est 
un nombre abstrait, dont la grandeur varie à la fois avec l 'u
nité de longueur et l 'unité de temps, le rapport de deux 
vitesses étant toutefois indépendant de ces deux unités. 

Habituellement le temps est considéré comme un nombre 
abstrait, c'est-à-dire que l 'homogénéité des formules par rap
port au temps ne se trouve pas immédiatement en évidence. 
Dans ce système la vitesse est une longueur, un nombre de 
mètres; et il faut sous-entendre : parcourus dans une seconde. 

Mesure de la vitesse des navires. — Dans la navigation mari
time, les vitesses sont exprimées en nœuds. 

Un noeud répond à un mille marin, soit à un tiers de lieue 
marine, ou à i852 mètres par heure , c'est-à-dire à o"',5i4 par 
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seconde. On aura donc la vitesse d'un navire en multipliant 
om ,5i4 par le nombre de n œ u d s . 

Pour mesurer la vitesse d'un navire, il faut avoir un repère 
fixe, ou sensiblement fixe. On obtient ce repère en lançant à 
la mer un petit corps flottant nommé halcan de locfi, retenu 
par un cordage nommé ligne Je loch. L'observation prouve 
que les ébranlements qui se propagent à la surface d'un liquide 
n'impriment aux corps flottants qu'un mouvement d'oseiHatioi; 
à peu près vertical; et l'on peut admettre que le loch reste 
immuable dans le sens horizontal, dès qu'il se trouve à une. 
distance du navire égale à la longueur du bâtiment. 

Cet instant est indiqué sur la ligne de loch par un morceau 
d'étainine appelé iiouache. On retourne alors un sablier, et 
on laisse filer de la ligne pendant toute la durée de l 'écoule
ment du sable dans le sablier, durée qui est ordinairement 
d'une demi-minute . 

Le chemin parcouru pendant cette demi-minute est donné 
par des nœuds qui se trouvent sur la ligne de loch, à des dis
tances réglées de manière qu 'un nœud dans une demi-mi
nute réponde à un mille par heure . Telle est l'origine de l'ha
bitude d'estimer les vitesses en nœuds . 

Si l'on calcule la distance de deux nœuds par la proportion 
que nous avons indiquée, on trouve i5m,4-, o u environ 4 ; pieds. 
jlais il faut remarquer que le flotteur n'est pas entièrement 
libre, et que la ligne de loch, toujours légèrement tondue, lui 
communique nécessairement un petit mouvement ('ans le 
sens du navire. Pour corriger cette cause d'erreur, l 'expé
rience a prouvé qu'il fallait prendre la distance de deux nœuds 
égale à 43 pieds, ou g brasses. 

J'ai insisté v.n peu sur cette opération bien simple, qui nous 
a fourni un premier exemple de la résolution d'une question 
pratique. J'ajouterai encore que le bateau de loch a une forme 
triangulaire; qu'il est lesté de manière à se tenir verticale
ment, position qui diminue les mouvements latéraux; et 
qu'enfin, pour l 'empêcher de s'incliner par l'action de la ligne 
de loch, on emploie une cheville qui est rattachée à un point 
convenablement choisi sur celte ligne, et qui pénètre dans un 
trou À {Jig. 3). 

Tour retirer le loch, on commence par lui imprimer une 
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secousse; par l'effet de celte secousse, la ehoviï'e se dépasse. 
le triangle Hotte à plat, et on le ramène facilement à bord. 

Équations du mouvement uniforme. — ^\ous aurons défini 
la vitesse d'une manière complète si nous lui atiribuons le 
sens dans lequel s'effectue le mouvement. Alors elle est diri
gée vers les s positifs, ou en sens contraire, suivant que a est 
positif ou négatif. 

Convenons de regarder la vitesse comme positive lorsqu'elle 
est dirigée dans le premier sens, et comme négative lors
qu'elle est dirigée dans le sens opposé; le coefficient « re
présentera maintenant la vitesse du mobile en grandeur et en 
signe; et si nous la désignons d'une manière générale par e, 
nous aurons pour exprimer les lois du mouvement uniforme 
les deux équations 

s rr"' 
( c = a. 

Nous aurons achevé la discussion des diverses quantités qui 
figurent dans ces équations, si nous remarquons que le temps 
doit aussi être considéré comme pouvant, être pris positive
ment ou négativement. 

En effet, nous avons choisi arbitrairement un certain instant 
que nous avons appelé initial, à partir duquel nous avons 
commencé à compter les temps, comme on compte les dates 
historiques à partir de la naissance de Jcsus-Chrisl. Or, il n'y 
a aucune impossibilité à ce que le mobile ait été eu mouve
ment avant cet instant initial; et les équations (?.) pourront re
présenter ces positions antérieures, à la condition d'admettre 
pour t des valeurs négatives. 

Mouvement varié.-—Quand le mouvement n'est pas uni
forme, on dit qu'il est varié. La distance s du mobile à l'ori
gine des espaces n'est plus une fonction linéaire du temps / ; 
ces deux variables sont liées l'une à l'autre par une équation 
quelconque, que nous représentons par 

* = / ( * ) • 

Mouvements périodiques. — Il faut distinguer parmi les 
mouvements variés ceux qui sont périodiques, ou périodique
ment uniformes; c'est-à-dire dans lesquels les espaces parcou
rus dans des temps égaux convenablement ci'.oisis sont égaux, 
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comme dans le mouvement uniforme. Mais cette égalité, dans 
les mouvements périodiques, ne subsiste pas quelque petits 
que soient les temps égaux considérés, mais seulement quand 
ces temps sont des multiples d'un certain intervalle constant 
appelé période. 

La plupart des mouvements qui nous apparaissent comme 
uniformes dans la nature ne sont que périodiquement uni
formes ; tels sont la marche des animaux, le mouvement appa
rent du soleil autour de la terre, celui des aiguilles d'une 
horloge, d'une roue hydraulique, du volant d'une machine à 
vapeur, etc. 

Mouvements variés quelconques. Courbe des espaces. — 
Quelle que soit la fonction f{t), algébrique, transcendante, 
ou même non susceptible d'une expression analytique, on 
conçoit qu'on construise graphiquement l'équation s =_/'(/), 
en coordonnées rectangulaires ou obliques. 

Prenons [Jig. 4) deux droites rectangulaires KS, Kï, pour 
axes des espaces et des temps. Puis, ayant choisi arbitraire
ment une longueur convenable pour représenter une seconde 
de temps, portons sur l'axe KT des abscisses K/?,, Kp2, •••, pro
portionnelles aux temps /,, t2, ..., comptés à partir d'un certain 
instant initial. Enfin, par les points ainsi déterminés, élevons 
des ordonnées proportionnelles aux valeurs de s correspon
dantes. Nous aurons ainsi construit une courbe, dite courbe 
des espaces, dont l'équation sera s =f(t), et qui nous servira 
à résoudre graphiquement le double problème de la déter
mination de s au moyen de t, ou de t au moyen de s. Cette 
méthode d'interpolation graphique offrira une exactitude suf
fisante dans un grand nombre de cas. 

Les applications des courbes à la représentation des fonc
tions d'une variable, et celles des surfaces à la représentation 
d'une fonction de deux variables indépendantes, ont été expo
sées dans le cours de Géométrie. Même quand on a l'expres
sion analytique d'une loi, les courbes ont l'avantage de peindre 
cette loi aux yeux de la manière la plus nette; leur usage 
commence à se répandre dans la pratique. 

Mais c'est principalement quand on se propose de détermi
ner la loi d'un mouvement par l'observation qu'il est pour 
ainsi dire indispensable de consigner dans un tableau gra-
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phique les résultats bruts de l 'expérience. Les notions les 
plus élémentaires de la continuité des lignes courbes ne per
mettent pas à une erreur un peu grave de passer inaperçue; 
les particularités remarquables de la loi qu'on étudie se t rou
vent mises bien nettement, en évidence par les diverses affec
tions géométriques de la courbe ; les erreurs qui proviennent 
du défaut de précision de la méthode d'observation, du moins 
les erreurs non systématiques, se corrigent tout naturellement 
par le tracé même de la figure. 

Enfin, la comparaison de cette figure avec les principales 
courbes connues, paraboliques, hyperboliques, logarithmiques, 
trigonométriques, etc., facilitera, s'il y a l ieu, la recherche de 
l'expression analytique de la loi. 

Application au mouvement uniforme. •— La courbe des 
espaces est une ligne droite [fig. 5) . L'ordonnée à l'origine de 
cette droite est la distance s„, positive ou négative, qui sépare 
le mobile, à l'instant initial, de l'origine des espaces sur la 
trajectoire. 

Le coefficient angulaire de la droite des espaces fait con
naître la vitesse en grandeur et en signe. Pour avoir la vitesse 
en mètres par seconde, il faut porter, à partir d'un point quel
conque m et parallèlement à l'axe des temps, la longueur mu. 
qui représente une seconde à l 'échelle adoptée. La perpendi
culaire y.m' donne la vitesse, à l 'échelle des espaces. 

Tous les problèmes auxquels donne lieu le mouvement uni
forme se trouvent résolus par la théorie de la ligne droite, à 
laquelle on peut se contenter de renvoyer pour tous les dé
tails. Exemple : 

PROBLÈME. — Connaissant les positions d'un mobile à deux 
époques données, et sachant d'ailleurs que son mouvement sur 
Une ligne connue est uniforme, trouver l'équation de ce mou
vement. 

Prenons à volonté l'origine des distances et celle des temps, 
et soient : 

s, et s,, les distances à l'origine 0 des deux positions 
connues ; 

t, et t-it les temps écoulés depuis l 'instant initial jusqu'à 
ceux qui correspondent à ces deux positions. 
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Au moyen de ces donnée-::, on trouve 

s, t- — s_ tt s, — s. 

d'où 
„_s^ — s.t, s-, — ,ç, 

o u 

Vitesse dans le mouvement varié. — Dans le mouvemeni 
varié, la courbe des espaces est une courbe quelconque (Jîg.6). 
Considérons deux points, m, m', de cette courbe; la différence 
qm' des ordonnées correspondantes aux temps t' et t repré
sente l'espace parcouru pendant le temps t'—t; et, si cet 
espace avait été parcouru d'un mouvement uniforme, on au
rait eu, pour figurer la loi des espaces pendant le temps t'— t, 
la droite mm' au lieu de la courbe qui joint ces deux points. 
La vitesse de ce mouvement uniforme aurait été donnée par 

le rapport -±-^-5 ésal au coefficient angulaire de la corde mm' : 
mq 

ce rapport est ce qu'on peut appeler la vitesse moyenne du 
mouvement varié, correspondante au point M de la trajectoire 
cl à l'intervalle de temps />//; celte quantité est une fonc
tion à la fois de l'époque t et de l'intervalle considéré i'—t. 
Mais si l'on conçoit que cet intervalle et la longueur;;// di
minuent indéfiniment, la corde mm' tendra vers une position 
limite, qui est la tangente à la courbe des espaces au point m. 
En même temps la vitesse moyenne, le coefficient angulaire 

<ls , , 
de la corde, tendra vers une limite, -y> qui ne dépendra plus 
que da temps t, ou de la position du point M sur la trajectoire, 

Cette limite, - - ou f'[t), est ce que nous appellerons la 

vitesse du mouvement varié à l'époque t. 
L'éiément (7s é'.nnt positif ou négatif suivant que le mouve

meni est dirigé dans le sens des s positifs ou dans le sens 
, ,, . ils .. . , , . 

oppose, 1 expression -p lait connaître en même temps la gran

deur, et, par son signe, le sens de la vitesse. C'est la vitesse 
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du mouvement uniforme qu'on peut toujours considérer, pen
dant un temps infiniment petit, comme identique au mouve
ment étudié. 

Ainsi se trouve généralisée noire définition de la vitesse 
dans le mouvement uniforme. Ànalytiquement, la vitesse est 
la dérivée de l'espace par rapport au temps; géométriquement, 
c'est le coefficient angulaire de la tangente à la courbe des 
espaces : on la construit en prenant parallèlement à l'axe des 
temps une longueur m y. égale à une seconde, puis menant ]?. 
perpendiculaire y.v, limitée à la tangente au point m. 

C'est de cette manière qu'on détermine à chaque instant la 
vitesse d'un mobile dont le mouvement a été observé; directe
ment et réduit en tables. 11 faut alors passer par l'intermé
diaire de la courbe des espaces, et opérer comme précédem
ment. 

Quelquefois on se dispense de construire cl la table et la 
courbe, en obligeant le mobile à tracer lui-même cette der
nière au lo mati q uem ent. 

Nous reviendrons sur les divers procédés fort ingénieux 
au moyen desquels on oblige un mobile qui, par sa grande 
vitesse, semble se dérober à nos observations, à écrire lui-
même les lois de son mouvement dans le langage dont je 
viens de vous donner la clef. Je me contenterai pour le mo
ment de citer, comme exemple de cette méthode expérimen
tale, la détermination des lois de la chute des graves au moyen 
de l'appareil que le général Morin a fait construire, d'après les 
indications du général Poneelet. 

Le corps qui tombe est arme d'un crayon, et marque sa trace 
sur une feuille de papier qui se déplace horizontalement, par 
l'effet d'un mouvement d'horlogerie, de manière à présenter à 
chaque instant, en regard de la verticale de chute, des verti
cales dont les dislances sont proportionnelles au temps. Habi
tuellement, pour plus de commodité, la feuille de papier est 
enroulée sur un cylindre; en la développant sur un plan, on 
obtient la courbe des espaces. 

Courbe des vitesses. — Il résulte de ce qui précède que, dans 
le mouvement varié, la vitesse est une fonction du temps t, 
fonction dont on sait trouver la valeur à chaque instant quand 
on connaît la loi du mouvement. 11 est naturel de représenter 
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aussi celte fonction v par une courbe; et ceci nous procurera 
des avantages du même ordre que ceux qui résultent de la 
considération de la courbe des espaces. 

Pour construire la courbe des vitesses, connaissant la courbe 
des espaces mniiin, {fig. 7), nous déterminerons, comme 
nous l'avons indiqué, la vitesse y.v correspondante au point m 
de la courbe mm,, ou au point M de la trajectoire ; nous porte
rons ensuite la longueur y.v sur l'ordonnée du point p, en fai
sant bien attention au signe; et nous aurons ainsi autant de 
points que nous le voudrons de notre courbe des vitesses. 

Réciproquement, connaissant cette courbe des vitesses, on 
peut eu déduire la courbe des espaces : soit analyliquement, 
en intégrant l'équation 

( 3 ) ds = v dt, 

soit graphiquement, par une quadrature. 
Mais, pour que le problème soit déterminé, il faut qu'outre 

la courbe des vitesses on donne un premier point de la courbe 
des espaces cherchée, afin qu'on puisse trouver la valeur de 
la constante arbitraire introduite par l'intégration de l'équa
tion (3), équation dont on peut mettre l'intégrale sous la forme 

dt. 

Soit /H» ce premier point de la courbe [fig- 8) : pendant le 
temps dt, l'accroissement eh de l'ordonnée est égal à vdt, 
c'est-à dire au petit rectangle nap{, dont la base est égale à dt, 
et la hauteur à la vitesse c. Ayant pris </,/», égal à ce rectangle, 
nous prendrons de même q:ni2 = n]p.2; enfin un accroissement 
fini quelconque qm sera représenté par l'aire correspondante 
ii0npp0, qui est la limite de la somme de ces rectangles (*). 

Quand on ne saura pas calculer exactement l'intégrale défi

nie / vdt, ce qui arrivera, par exemple, toutes les fois que 

( * ) Les temps, c'est-à-dire l 'une des dimensions des aires dont nous partons, 
devant être considérés comme des nombres abstraits, on voit qu'en définitive 
chacune de ces aires représente un nombre de mètres, c'est-à-dire une longueur. 
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la courbe des vitesses sera donnée par un tracé graphique, 
on. calculera les espaces parcourus en appliquant à l'aire n6p 
les formules connues de quadrature approximative. 

(On a construit des machines qui tracent elles-mêmes la 
courbe des vitesses. 

11 existe aussi des appareils qui servent à quarrer mécani
quement une courbe quelconque supposée tracée, ce sont les 
planiinèlres; enfin, dans d'autres dispositions, la courbe se 
quiarre en même temps qu'elle se construit ou qu'elle est 
cessée se construire automatiquement. Nous retrouverons 
ces appareils dans une autre partie du cours. 

On prend quelquefois pour ordonnées des fonctions de l'es
pace ou de la vitesse, soit qu'on y soit forcé par la nature des 
instruments de mesure et de tracé, soit qu'on ail uniquement 
en vue de simplifier les opérations graphiques à exécuter sur 
ces courbes. Nous nous bornons à faire ici mention des courbes 
dont les ordonnées sont proportionnelles à la variable qu'il 
s'agit de représenter. 

Mouvement uniformément varié. — Le mouvement varié le 
plus simple est celui dans lequel les vitesses acquises dans 
des temps égaux sont égales, quelque petits que soient ces 
temps : c'est le mouvement uniformément varié. 

Soit e„ la vitesse à l'instant initial, v la vitesse au bout du 
temps t, la vitesse acquise est v— v0; et l'on a par définition 

v — t'a 

- 7 - = ' / ' 
1' étant une constante. On tire de là 

v = <•„ +jt, 

expression de la loi des vitesses dans le mouvement unifor
mément varié. 

La courbe des vitesses est une ligne droite, dont <>„ est 
l'ordonnée à l'origine, et j le coefficient angulaire (fig. 9). 

De l'accélération. — Cette quantité /, qui joue par rapport 
à a vitesse le même rôle que celle-ci par rapport aux espaces, 
se nomme l'accélération. Quand on introduit ainsi dans la 
science une expression tirée du langage vulgaire, il faut avoir 
sein de préciser le sens qu'on y attache. Il est possible que 
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notre accélération soil un ;e!ard, v étaitl plus petit que c0; 
alors / est itératif. D'autres l'ois, au contraire, le retard est 
indiqué par une accélération positive, lorsque la vitesse e est 
négative1, înuliie d'insister sur ces particularités, qui n'offrcni 
aucune oii'in uité. 

L'accélération c o n s t a n t e / est ce qui distingue l 'un de l'autre 
les différents mouvements uniformément variés ; c'est la vitesse 
acquise namhiH l'unité de temps. On la construit en prenant 
av égale à une seconde, et menant la perpendiculaire vn'. 

Lois de la chute des graves. — L'expérience prouve que le 
mouvement d'un corps qui tombe librement dans le vide est 
uniformément accéléré. L'accélération de ce mouvement est 
la même pour tous les corps; elle varie avec la position géo
graphique du lieu, et en même temps avec l 'altitude; enfin à 
la latitude de Paris et au niveau de la mer, elle est repré
sentée par le nombre 9,8088, qu'on remplace habituellement 
par la lettre g. 

D'après ce que nous avons dit à propos de ia vitesse, le 
temps (Haut un nombre abstrait, l 'acceleralion est un certain 
nombre de mètres, nombre qui varie quand on change l 'unité 
de temps . 

Par exemple, si l'on prenait pour unité de temps ia minute , 
la valeur de g serait 0600 l'ois plus grande. En effet, d 'une 
nart, la vitesse acquise au bout d'une minute est 60 fois la 
vitesse acquise au bout d 'une seconde, puisque les vitesses 
acquises croissent proportionnellement au temps; d'autre part, 
le nombre de mètres qui exprime une vitesse donnée est 
bo fois pins considérable en prenant pour unité la minute, 
puisque ia vit-.-sse est l'espace parcouru d'un mouvement uni
forme pendant l 'unité de temps, et que cette unne est devenue 
(ïo fois plus grande. Donc, en définitive, le nombre qui mesure 
l'accélération g est devenu 36oo fois plus considérable. 

Équations du mouvement uniformément varié. — Pour 
avoir la loi des espaces, il suffit d'égaler s — s, à l'aire du tra
pèze ii„p (Jig.io), dont ia hauteur est égale à î, et dont les 
bases sont respectivement : e„, et c ou v, + jt; on a ainsi 

s -~ so — t X - ( vt -;- e0 -\-ji ), 
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li'OU 
î . 

s = ^-f- v,t -\- - i>~- ; 

c'est ce qu'aurait donné l'intégration de l'équation 

as 

Construisons les équations 

i s = s,-hvj + -it\ 
(4) 

La première représente une parabole dont l'axe est paral
lèle à celui des s, et qui peut occuper les quatre positions 
indiquées par la/ïg. 11, suivant les M .nés des quantités eL1 et J : 

i° <'j^> o, j ^> o, mouvement uniformément accéléré p ro
prement dit. 

a" t'a <C o, / > o, mouvement d'abord retardé, puis accéléré, 
dans le sens ordinaire du mol ; c'est-à-dire que la vitesse di
minue d'abord en valeur absolue, s 'annule, puis que le mou
vement recommence dans le sens opposé, avec une vitesse 
indéfiniment croissante. 

3° c < c , j - < o , mouvement accéléré dirigé du côté des s 
négatifs. 

4° < o > o , j<o; le mouvement , d'abord dirigé vers les s 
positifs, voit sa vitesse diminuer jusqu'à zéro, pour reprendre 
ensuite vers les s négatifs. 

Propriétés du mouvement uniformément varié.— On peut , 
au moyen des équations ( i ) diversement combinées, démon
trer un certain nombre de propriétés du mouvement unifor
mément varié, l'ar exemple, éliminons j entre ces équations, 
il vient 

i° Dans le mouvement uniformément varié, la vitesse 
moyenne pendant un certain temps t est la moyenne arithmé
tique des vitesses prises aux deux instants extrêmes de ce 
temps. 
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Dans l 'équation précédente , remplaçons v par i\-\-jt, il 
vient 

s—st .t 
— — = "0H-7 - : 

t 2 

a" Dans le mouvement uniformément varié, la vitesse 
morenne du mobile, pendant un certain temps t, est égale à 
la vitesse v, prise à l'instant milieu de ce temps. 

Enfin l'élimination de t entre les équations (4) produit 

\{v* — v\)=j[s — s>)-

3° Dans le mouvement uniformément varié, la moitié de 
l'accroissement du carré de la vitesse est le produit de l'accé
lération constante par l'espace parcouru. 

On simplifie les équations (4) en comptant les temps à 
partir de l'instant où la vitesse <\, est nulle, et les espaces 
à partir de la position que le mobile occupe à cet instant; 
il vient alors 

La première de ces équations montre q u e : 

4° Dans le mouvement uniformément varié, l'accélération j 
est le double de l'espace parcouru pendant la première seconde 
du mouvement. 

Problèmes sur l'ascension et la chute des corps. 

Les équations(4) et (5) servent à résoudre tous les problèmes 
qu'on peut se proposer sur le mouvement vertical des corps 
pesants dans le vide, en faisant y = — g oa j = g, selon qu'on 
dirigera la partie positive de la verticale en haut ou en bas. 

PROBLÈME I. — Calculer la hauteur à laquelle s'élèvera un 
corps animé d'une vitesse donnée e„, dirigée de bas en haut. 

Les équations du mouvement sont 

s=vj — -gl\ 
(6) 

( v = v, — gt. 

(5) 
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On trouve la durée de l'ascension en taisant c = o, ce qui 
donne 

g 

en portant ensuite cette valeur dans l'équation des espaces, 
on a la hauteur à laquelle s'élève le mobile : 

v* 
ix o . 
" 1 _ '2 g-' 

c'est la hauteur due à la vitesse v„. 
Le temps de la descente est égal au temps de l'ascension : 

T'=*=l /»?: 
g V g 

et le mobile repasse au point de départ avec une vitesse égale 
à ('o, c'est-à-dire à 

c'est la vitesse due à la hauteur H. 

PROBLÈME II. — Un corps descend d'une hauteur II dans un 

/TU 
temps t plus petit que i / — : déterminer la hauteur de la
quelle il est tombé. 

Soit 5j la distance du point de départ inconnu à l'origine de 
la hauteur H : on a 

et 

•2g 

en éliminant c„, on trouve 

_ . / H ] 
A° ~~ •> S \ crf ' 

PROBLÈME ]IJ. — Deux corps partent d'un même point sans 
vitesses inilialeSy à des époques séparées par un intervalle 6 : 
déterminer l'instant où la dislance de ces deux corps sera a, 
et les chemins qu'ils auront alors parcourus. 

Soit t le temps écoulé depuis le départ du premier corps 
1. 3 
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jusqu'à l'instant cherché, et z la hauteur de chute correspon
dante : on a 

i 

= = -&* 
et 

PROBLÈME IV. — -Calculer la profondeur d'un puits d'après 
le temps qui s'écoula depuis le départ d'un corps qu'on kdsse 
tomber sans vitesse, jusqu'à l'instant où le bruit de la chute 
arrive à l'orifice du puits. 

Etc., etc. 

Mouvement varié quelconque. — Quand le mouvement n'est 
pas uniformément varié, la vitesse acquise pendant un certain 
temps, t'—t, n'est pas la même à une époque quelconque du 
mouvement. On considère alors l'accélération moyenne pen
dant le temps t'—t; et, en supposant ce temps infiniment 
petit, on appelle accélération du mouvement à une époque t 

• • dv . , . , , . . , „ 
la quantité —•> c esl-a-cure ia limite de 1 accélération moyenne. 

a t 
On a ainsi en général 

et l'on peut construire une courbe des accélérations analogue 
aux courbes des espaces et des vitesses (*}. 

Problèmes r.ur les lois de mouvement. 

Pour terminer ce qu'il y a à dire sur les lois du mouvement 
considéré indépendamment de la trajectoire, donnons la so-

(*) V^Lis avons simplement appelé accélération la quantité / ; et celte dé
nomination n'a aucun inconvénient pour le moment. Plus tard, quand nous 
étudierons le mouvement d'un peu plus pies, en y Taisant entrer la considé
ration de la trajectoire, nous introduito:is d'autres quantités auxquelles nous 
serons coudrais à donner aussi îe nom générique Oé accélération, accompagné 
d'une épithète caractér is t ique: nous veirons alors que , toutes les l'ois que le 
mouvement sera curviligne, la quantité y' s'appellera Xaccélération tangetitieile 
du mobile. Laissons pour le moment de cote ces distinctions, qui ne nous sont 
vioint encore nécessaires. 
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lution des six problèmes élémentaires qui sont relatifs aux 
espaces, aux vitesses et aux accélérations, problèmes qui se 
ramènent tous à des quadratures, c'est-à-dire à l'intégration de 
différentielles de la forme f{x)dx. 

I. On donne l'espace en fonction du temps, 

s=f(t). 

On déduit de là les expressions de la vitesse et de l 'accélé
ration : 

"=/'(o> i=f"[t)< 
II . Donnée v — î{t). On a 

j = î'{t), s = Sû+ f i(t)dl. 

III . Donnée j=o[t). On a 

t - = < • „ + / o(!)dt, s = s,-h f vdt. 
J O *.' o 

IV. Donnée e = i ( s ) . On a 

rs ds f/? 

V. Donnée j = T.{S). 

L'équation 
il2 S 

dt> ^T[S! 

n'est point immédiatement soluble par une quadrature: niais, 
ds 

multipliée par 2 — dt, elle devient inlégrabic et c 

-:l>" as, 

ce qui nous ramène au problème précédent, au cas où l'on a 
v en fonction de s. 

VI. Donnée j = - / ! , e ) . On a 

f" tk 
' = - 7 — - S — S.-T- j vin t— l —— - s — s,-+- / iv/--

•A-.. X ( ( ' i 
3 . 
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§ I I . — ETUDE DU MOUVEMENT SUR LA TRAJECTOIRE. 

Après avoir dit du mouvement d'un point tout ce qu'on 
peut en dire sans s'occuper de la trajectoire de ce point, il 
faut, pour compléter notre étude, examiner ce que peut ajou
ter à ce qui précède la considération purement géométrique 
de la trajectoire. 

À ce nouveau point de vue, le mouvement le plus simple 
est le mouvement rectil igne; la théorie développée dans le 
paragraphe précédent renferme tout ce qui est relatif à ce 
mouvement . 

Quant au mouvement curviligne, nous allons montrer 
comment on en ramène l'étude à celle du mouvement rec
tiligne, au moyen de la considération des mouvements simul
tanés. 

Théorie des mouvements simultanés. 

Soit MM' la trajectoire d'un point, rapportée à trois axes 
quelconques (fig.i'i). Considérons, en même temps qu'un 
point M de cette trajectoire, la projection P de ce point sur 
l'axe des x, faite parallèlement au plan zky. 

Pendant que le point M se déplace sur sa trajectoire, le 
point P se déplace sur l'axe A x ; on dit que ces deux mouve
ments sont simultanés. Ils sont d'ailleurs tellement liés entre 
eux, que l'un se déduit immédiatement de l 'autre, si la trajec
toire est connue. Si elle ne l'est pas, il faudra, pour que le 
mouvement du point M soit bien défini, connaître les mouve
ments des projections de ce point sur trois axes concourants 
quelconques. . 

Soient 
i x = cp, (t), 

( i ) ,y=:oJt), 

( * = «P^O-

les équations de ces mouvements rectilignes. L'élimination 

de t entre ces trois relations donnera les équations de la trajec-
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toire sous la forme ordinaire; à moins toutefois qu'on n'aime 
mieux conserver, pour représenter la trajectoire, les trois 
équations (i) qui définissent cette courbe par l'intermédiaire 
d'une variable auxiliaire t, ce qui sera tout aussi commode. 

Les relations (i) s'appellent les équations du mouvement du 
point M. 

Nous avons ainsi ramené l'étude d'un mouvement curvi
ligne quelconque à celle de trois mouvements rectilignes 
simultanés; mais il importe encore de faire voir comment on 
peut déduire les divers éléments du premier de ceux des 
deuxièmes, supposés connus. 

Auparavant, remarquons que, dans notre manière de consi
dérer la vitesse, cette quantité est une longueur, ds, affectée 
d'un dénominateur numérique dt. 

ds 
D'après cela, la direction de la longueur finie, -r-, est celle 

de l'élément ds, prolongé dans le sens du mouvement; et, si 
l'on veut avoir la définition complète de la vitesse d'un mo
bile, au double point de vue de la grandeur de cette droite et 
de sa position dans l'espace, il faudra porter une longueur 

égale à -y- sur la tangente à la trajectoire de ce mobile {fig- 12), 

à partir du point de contact et dans le sens du mouvement. La 
droite MN, ainsi obtenue, représentera à la fois la grandeur, la 
direction et le sens de la vitesse du mobile. 

Nous pouvons maintenant chercher les relations de posi
tion et de grandeur qui existent entre la vitesse du point M 
et les vitesses des trois projections de ce point. 

Vitesses dans les mouvements simultanés. — Considérons sur 
la trajectoire un point M'infiniment voisin du point M [fig. i4)> 
de sorte qu'on puisse indifféremment regarder ce point M' 
comme situé sur la courbe elle-même, ou sur la tangente au 
point M. 

Les accroissements infiniment petits des coordonnées, dx, 
dy, dz, forment les trois côtés d'un parallélipipede dont ds 
est la diagonale. Construisons un parallélipipede semblable 
sur les mêmes arêtes prolongées, et donnons-lui des côtés qui 
soient à leurs homologues dans le premier parallélipipede 
comme l'unité est à dt. 
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Les côtés de ce nouveau prisme seront respectivement 
égaux à 

d.v dy dz 
777' 777' 777 ; 

et il est évident que la diagonale prendra la valeur correspon-
ds 

dante, 4-5 en conservant d'ailleurs sa direction, qui est celle 
dt 

de la tangente à la trajectoire. 
On déduit de là les résultats suivants : 

THÉORÈME I. — La vitesse d'un mobile est représentée en 
grandeur et en direction par la diagonale du parallélipipède 
fait sur les vitesses simultanées de ses trois projections. 

THÉORÈME II. — La vitesse de la projection d'un point sur 
un axe quelconque esl égale à la projection, faite sur le même 
axe et parallèlement au même plan, de la vitesse du point 
donné. 

Enfin, si l'on considère le mouvement de la projection du 
point M sur un plan quelconque, x\r, on voit encore, à l'in
spection de la y?»'. 14, que : 

THÉORÈME III . — La vitesse de la projection orthogonale ou 
oblique d'un point sur an plan quelconque est, en grandeur et 
en direction, la projection de la vitesse du mobile sur ce plan. 

Cas d'une trajectoire plane.— Quand la trajectoire- est une 
ligne plan.e, i! esl naturel de la rapporter à des axes situés 
dans son plan {fi g. i 5 ) ; on n'a plus alors à considérer qu'un 
triangle infiniment petit MM'N, dont les côiés sont respecti
vement proportionnels à la vitesse du mobile et aux vitesses 
de ses deux projections. 

Ce triangle est connu dan-: la science sous le nom de triangle 
infinitésimal de Barrow, nom qu'on devrait remplacer par celui 
de triangle de Fermât. 

Fermât est en effet le premier qui ait étudié les proprié-
lés de ce triangle célèbre, propriétés qu'on doit reconnaître 
comme le point de départ de la méthode des fluxions, et de 
la découverte du calcul infinitésimal. 



CHAPITRE I . MOCYEMEXT SIMPLE B ' U N POIST. 3 g 

Les théorèmes auxquels donne lieu. la projection du mou
vement plan ne diffèrent pas de ceux que nous avons démon
trés plus haut. 

Digression sur les résultantes ou sommes géométriques. 

On énonce ordinairement les théorèmes sur les mouve
ments simultanés d'une manière qui nécessite quelques défi
nitions préalables. 

Péfinition. —Jetant donnée une série de droites ayant cha
cune une longueur, une direction et un sens bien déterminés, 
si, en partant d'un point quelconque, on porte toutes ces droites 
bout à bout, la ligne qui, pariant du même point, ferme le po
lygone ainsi formé, s'appelle la résultante des lignes données. 

Ainsi OF [Jig. 16) est la résultante des droites OA, A ï î , . . . , 
droites qui, relativement à la ligne OF, reçoivent la dénomi
nation de composantes. 

Propriétés des résultantes géométriques. — On voit en pre
mier lieu qu 'une rés i l iante ne change pas quand on intervertit 
l'ordre de deux composantes consécutives, et par suite celui 
de deux ou plusieurs composantes quelconques. 

En deuxième lieu, on voit que Sa résultante diffère seule
ment par le sens qui lui est attr ibué, du côté qui fermerait le 
polygone des composantes. 

Enfin, il est évident que la projection d'une résultante sur 
un axe quelconque est la somme algébrique des projections 
des composantes sur le même axe. 

Lorsqu'il y a seulement deux composantes {Jig. 17), la r é 
sultante est la diagonale du parallélogramme fait sur ces deux 
droites, supposées portées dans un sens convenable à partir 
d'une origine quelconque 0 . Quand ces mêmes composantes 
sont au nombre de trois {Jig. 18), la résultante est la diago
nale du parailélipipède des composantes. 

On peut donc énoncer le théorème suivant, qui comprend à 
à la fois le cas du mouvement dans un plan et celui d'un mou
vement quelconque : 

THÉORÈME IV. — la vitesse d'un mobile est la résultante des 
vitesses simultanées de ses projections. 
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Relations analytiques entre les composantes et la résultante. 
—i" Cas du triangle ou du parallélogramme. —Soient (fig. ig; 
A et B deux droites, Il leur résultante ; on a, par la trigono
métrie rectiligne : 

R A B 

sie.A, B sin B, il sinA, R 

II- = A- + B2-f- 2 AB cos A, B, 

A! = BJ -f- 11=— 2 B R e os ÏÏTiï. 

B- = A2 + R=— 2 AR cos A, R. 

La dissymélrie des dernières formules tient à ee que la 
résultante ne se compte pas dans le même sens que ses com
posantes. 

Quand l'angle des deux composantes est droit, les formules 
deviennent 

A = RcosA, II. 
B = llcosB7"K; 
R2=A2-r-B2 . 

2" Cas du parallélipipède. — Bornons-nous au cas le plus 
habituel, celui où les trois composantes sont rectangulaires. 

Soient A, B, C, les composantes, Il la résultante, c, j3, y (*) 
les angles formés par cette ligne avec les trois premières. 
On a 

A = Rcosa, 
B = Rcos(3, 
C = Ilcosy; 

l ' r = A J 4 - B 2 + C 5 . 

3° Cas d'un polygone, ou d'un nombre quelconque de com-

(*) Les angles v., ,3, y sont liés entre eux par la relation 

cos5 s: -f- cos-;3 -f- cos5 y — i ; 

il est pourtant nécessaire de connaître ces trois angles, pour que la direction 
de la droite à laquelle ils appart iennent soit bien définie; et même, lorsque ces 
angles sont donnés chacun par une ligne trigonométrique, il est indispensable 
que cette ligne soit un cosinus, c'est-à-dire une ligue qui change de signe quand 
on passe d'un arc à son supplément, et qui ne change pas, quel que soit le 
sens dans lequel on mesure l 'angle compris entre deux directions déterminées. 
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posantes. — Soit D l'une de ces composantes; on a, en proje
tant sur trois axes rectangulaires quelconques : 

RcosR, x—~y DcosD, x = X, 

RcosR, r = > DcosD, r = Y, 

RcosR, s = > DcosD, Z = Z, 

équations d'où l'on conclut : 

R2 = X !-+-Y2+Z ! ; 
X 

cosH, x — • 

cosR, y = 

cosR, z •• 

v/XJ4-\J-t-Z: 

Z 
V/X24-Y-+Z2 

Toutes les fois qu'on considère des grandeurs géométriques, 
c'est-à-dire des longueurs à chacune desquelles est affectée 
une certaine direction, un certain sens,les résultantes prennent 
la place des sommes proprement dites; on pourrait les appeler 
sommes géométriques, pour rappeler l'idée de sommes dans 
lesquelles on a égard à la direction, de même que dans les 
sommes algébriques on a égard au signe des quantités qu'il 
s'agit de sommer. * 

Une longueur n'a pas de signe, elle doit être portée sur sa 
direction dans un certain sens; ses projections ont un signe, 
c'est celui du cosinus de l'angle formé par la ligne qu'on pro
jette avec l'axe de la projection. Une fois que plusieurs lon
gueurs sont ramenées par la projection à une direction unique, 
la résultante se transforme en une somme algébrique. 

Il suit de là que les résultantes jouissent de toutes les pro
priétés des sommes : ainsi on peut les construire ou les calculer 
sans avoir égard à l'ordre de leurs éléments constituants; on 
peut aussi trouver d'abord la résultante d'un certain nombre 
de ces éléments, puis une deuxième résultante partielle, 
une troisième, etc., et chercher enfin la résultants de toutes 
ces résultantes. 
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J'ai dit qu'une longueur n'a pas désigne; cependant, quand 
la longueur qu'il faut porter dans un ceriain sens est une 
fonction de quantités algébriques susceptibles de prendre plu
sieurs valeurs, il est possible que certaines de ces valeurs 
rendent la fonction dont nous nous occupons négative. Mais 
ceci n'alière en rien la généralité des formules, cl ne peut 
donner lieu à aucune difficulté. 

Théorie générale des mouvements simultanés. 

La considération des mouvements simultanés d'un point et 
de sa projection sur un axe quelconque, nous a donné le moyen 
de ramener l'étude du mouvement sur une trajectoire courbe 
à l'étude du mouvement rectiligne. 

Mais là ne se borne point l'utilité de celte idée bien simple, 
qui consiste à chercher des relations entre les éléments de 
divers mouvements assujettis à s'accomplir simultanément. 

il esl évident que, si l'on se donne une loi géométrique 
quelconque, en vertu de laquelle la position d'un certain 
point mobile soit liée à celle d'un ou plusieurs autres points, 
celle loi établit nécessairement une relation entre les vitesses 
simultanées des divers points que l'on considère. On trouvera 
celte relation, annh tiquement par des diflerentintions, géomé
triquement par des procédés particuliers, basés su:- des règles 
que nous allons exposer, en généralisant la théorie qui pré
cède. * 

Les théorèmes de Cinématique qui sont relatifs aux vitesses 
simultanées dérivent des énoncés géométriques ordinaires, 
comme l'équation qui donne le coefficient angulaire de ia tan
gente à une courbe dérive de l'équation finie de cette courbe. 
Inversement : les rapports des vitesses de tous les points d'une 
figure mobile sont nécessairement indépendants du temps, en 
vertu de ia simultanéité des mouvements: donc ces rapports 
sonl des quantités purement géométriques, et l'on voit qu'on 
repasse immédiatement de la Cinématique à la Géométrie; ou 
plutôt, une relation quelconque entre des vitesses simultanées 
peut s'énoncer indifféremment avec le langage de la Cinéma
tique ou celui de la Géométrie pure : nous avons déjà dit que 
des considérations du genre de celles qui nous occupent ac-



CHAPITRE I . — MOUVEMENT SIMPLE D ' C N POINT. /^3 

luellemenl, fécondées par le génie de Newton, ont été l'ori
gine de la magnifique découverte de l'Analyse infinitésimale. 

Occupons-nous d'abord des formules qui se présentent 
quand on rapporte la trajectoire d'un point à un système de 
coordonnées polaires, en nous bornant d'ailleurs au cas où le 
mouvement s'effectue dans un plan. 

Soit PM le rayon vecteur correspondant à une époque quel
conque, t (Jig. 20); menons la tangente et la normale à la 
courbe (51), et soit i l'angle de la normale avec le rayon vec
teur. 

On a, par la Géométrie élémentaire : 

t • 1 dr ^. . ^ dr _ . _ rdB _ 
0 " /• d 9 " " * <is " cl s ' 

d>' ch I TcfrX* 

Voici maintenant quelles sont les différentes vitesses simul
tanées dont il est intéressant de s'occuper (J1g.11). 

Vitesse de circulation. — Considérons le mouvement du 
rayon vecteur assujetti à contenir toujours le point décri
vant 51. Dans ce mouvement, ions les points de la droite P5I 
décrivent simultanément des arcs de cercle concentriques 
autour du pôle P; et, en particulier, le point qui coïncidait 
avec le mobile 51, dans la position PM du rayon vecteur, dé
crira pendant le temps dt un arc ne cercle MM,, dont le rayon 
est égal à PM ou à r. Nous donnerons à la vitesse du point ~ 
dont le mouvement est ainsi défini le nom de vitesse de cir
culation. 

Vitesse de glissement. — Considérons un point qui soit en-
traîné avec le rayon vecteur, et qui glisse en même temps 
sur la droite PM, de manière à coïncider constamment avec 
le point de celle droite qui décrit ia trajectoire. Pendant le 
temps que le rayon vecteur aura mis à venir ce PM en P5I', 
ce nouveau mobile fictif aura déciil l'espace M,M'; la vitesse 
correspondante s'appelle vitesse de glissement, ou vitesse le 
long du rayon vecteur. 

Vitesse angulaire. — Prenons sur le rayon vecteur une lon
gueur constante Pm égale à l'unité. Le déplacement de ce 
point ni, assujetti à rester ainsi à l'unité de distance du 

J1g.11
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centre P, mesure l'angle décrit par le rayon vecteur. La vi
tesse du point m est ce qu'on appelle la vitesse angulaire ; on 
la désigne habituellement par w (*). 

Vitesse arèolaire,— Enfin, considérant l'aire décrite par le 
rayon vecteur, limité à la courbe que nous éludions, j ' adop
terai le nom de vitesse arèolaire pour désigner le quotient de 
l'aire PMM' par le temps dt, sans rapporter d'ailleurs cette 
vitesse à un point déterminé du rayon vecteur mobile. 

Relations entre les vitesses précédemment définies. — On a 
d'abord, en désignant par w la vitesse de circulation, par va la 
vitesse arèolaire, par vg la vitesse de glissement : 

— CI1 , — cIL 
61 — dt ' ('° ~~ <lt ' 

de 
w = / •— = &) r, 

dt 
i dû i 

c a = - r2 -j- — - or~. 
?, dt a 

D'un autre cô té , en considérant le triangle infinitésimal 
MM'M,, dont les côtés sont proportionnels respectivement, à 
la vitesse sur la trajectoire, à la vitesse de circulation et à la 
vitesse de gl issement; ou bien le triangle fini semblable au 
précédent , construit en prenant pour côtés ces vitesses elles-
mêmes, on a le théorème suivant : 

THÉORÈME \ . — La vitesse d'un mobile sur sa trajectoire est 
la résultante de la vitesse de circulation et de la vitesse de 
glissement. 

(*1 II ne faut pas oublier que, pour le calcul de w, le temps doit être ex
primé en secondes, et que l'arc mm^ est rapporté à son rayon, supposé égal à 
l 'unité de longueur. 

Dans les applications de la Cinématique aux machines, on est dans l'usage de 
définir une vitesse angulaire constante par le nombre des révolutions eflectuées 
par le rayon vecteur dans une minute . Soit une roue faisant N tours par mi
n u t e ; un point de cette roue, situé à l 'unité de distance du centre, parcourra par 

minute un arc égal à 2TT!\, et par seconde un arc égal a ',' *- , le mouvement 
° oo 

étant suppose uniforme. On a donc, pour un rayon quelconque de la roue, 

2?rN 
~~ 6o 
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Dans le cas actuel, le triangle infinitésimal est toujours rec
tangle. On a donc 

a' = v cos i, cg = v sin /, 

V- = r (V- -+- v\-

Ainsi que nous l'avons dit quand nous avons posé d'une 
manière générale les bases de la théorie des mouvements 
simultanés, tous les théorèmes de Géométrie infinitésimale 
qui se rapportent aux coordonnées polaires donnent lieu à 
des théorèmes corrélatifs de Cinématique, c'est-à-dire à des 
relations entre les vitesses que nous venons de définir. 

Par exemple, en divisant par dt les équations 

,-//•= PN, / 0, 

,h=j,\ydO, 

qui donnent les valeurs de la sous-normale et de la normale, 
on obtient les théorèmes suivants : 

THÉORÈME VI. — Quand on rapporte le mouvement d'un 
point dans un plan à un système de coordonnées polaires 
quelconque, le rapport de la vitesse de glissement à la vitesse 
angulaire est donné par la sous-normale à la trajectoire. 

THÉORÈME VII. — Le rapport de la vitesse d'un point mobile 
à la vitesse angulaire autour d'un pôle quelconque est égal à 
la normale correspondante. 

application au mouvement des planètes. — Dans le mouve
ment des planètes autour du soleil, on sait, d'après l 'une des 
lois de Kepler, que la vitesse aréolaire va est une constante. 

On a donc, en se reportant à l 'expression de cette vitesse : 

d'où 

r-

et enfin 
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en désignant par p la perpendiculaire, ;• cos /, abaissée du pôle 
sur la tangente MH {Jlg. 22). 

De là les énoncés suivants : 
Dans le mouvement d'une planète autour du soleil : 
i° La vitesse angulaire est en raison inverse du carré de la 

distance de la planète au soleil. 
20 La vitesse de circulation est en raison inverse de celte 

même distance. 
3° La vitesse de l'astre dans son orbite est en raison inverse 

de la perpendiculaire abaissée du centre du soleil sur la tan
gente à la trajectoire. 

Généralisation des résultais précédents. 

Dans tous nos raisonnements relatifs aux coordonnées po
laires, il faut bien remarquer que le pôle P est simplement le 
point de rencontre d'un certain rayon vecteur PM avec sa po
sition infiniment voisine (Jig.2.3). Rien n'oblige à supposer 
qu 'un troisième rayon vecteur infiniment voisin soit assujetti 
à enir passer au point de rencontre des deux premiers, en-
c j re moins que ce point de rencontre ou pôle soit fixe d'une 
manière absolue. 

Tous les résu in t s que nous venons de trouver pour les 
systèmes de coordonnées polaires ordinaires s'appliquent donc 
à des rayons vecteurs mobiles suivant une loi quelconque, en 
substituant au pôle fixe, pour chacun de ces rayons vecteurs, 
le point où ce rayon est coupé par sa position infiniment voi
sine, c'est-à-dire le point où il est tangent à son enveloppe. 

Cette remarque bien simple a une grande importance au 
point de vue des applications à la Géométrie. 

§ III. — MÉTHODE DE ROBERVAL POUR LE TRACÉ DES TANGENTES 

AUX LIGNES COURBES. 

Sur la fin du xvne siècle, les géomètres français et étrangers 
se préoccupèrent beaucoup du problème des tangentes aux 
lignes courbes. 

D'une étude historique faite par M. Duhamel, il ressort que 
Descartes donna la première méthode analytique rigoureuse 
pour la solution de ce problème. Descartes fui suivi dans 
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cette voie par Fermât, Barrow, Huygcns, Newton; et c'est de 
ces recherches que sont sorties les méthodes analytiques 
actuelles, basées sur le calcul inventé simultanément par 
Newton et par Leibnitz. 

Vers la même époque, Robcrval (*) avait fait connaître une 
méthode géométrique pour le tracé des tangentes, méthode 
fort remarquable que nous allons exposer avec détail. Des 
procédés directs, plus ou moins analogues à ceux de Rober-
va!, ont été mis en usage par plusieurs géomètres ses con
temporains, entre autres par le marquis de l 'Hôpital, dans 
son Analyse des infiniment petits; puis ce genre de spécu
lations s'est trouvé presque complètement abandonné, sous 
l'influence du vif éclat que jetait la nouvelle invention du 
calcul infinitésimal. On y est revenu de nos jours : et la 
méthode de Roberval, convenablement en tendue , peut s 'em
ployer avantageusement dans un grand nombre de questions 
auxquelles le calcul algébrique s'appliquerait peu élégamment. 

Principe de Roberval. — Pour arriver à tracer la tangente 
à une courbe définie géométriquement, Roberval considère 
cette courbe comme ht trajectoire d'un point mobi le ; puis i! 
pose l'axiome suivant : 

La direction du mouvement d'un point qui décrit une ligne 
courbe est la touchante de la ligne courbe en chaque position 
de ce point. 

Si donc nous pouvons trouver, par la définition donnée, soit 
les vitesses simultanées des projections d'un point de la courbe 
sur deux axes coordonnés rectangulaires ou obliques, soit la 
vitesse de circulation et la vitesse de glissement dans un sys
tème polaire quelconque, nous aurons, par une construction 
connue, la grandeur de la vitesse propre du point mobile, 
et la direction de cette vitesse, qui est celle de ia tangente 
cherchée. 

J'ai déjà fait observer que les définitions de la Géométrie 
ne peuvent donner les vitesses simultanées e l les -mêmes; 
mais elles donnent les rapports de ces vitesses : et c'est tout 
ce qu'il faut pour déterminer une direction. 

(*) Traité des mouvements composés: Divers o imrges de Mathématiques et 
de Physique, par Messieurs de "Académie des Sciences, p . 80. 
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Le principe de la méthode de Roberval est donc extrême
ment simple; nous allons en montrer l'utilité par de nom
breuses applications. 

Tangente à la conchoïde. — La définition de la conchoïde 
ordinaire, ou conchoïde de jNicomèdc, peut être généralisée 
de la manière suivante : 

D'un point fixe 0 [fig. i\), on mène un rayon vecteur qui 
vient rencontrer une courbe quelconque en M ; à partir de ce 
point d'intersection on porte sur la direction du rayon vec
teur une longueur constante MM'. La courbe que nous con
sidérons est le lieu des points M'. 

Pour mener la tangente à cette courbe, élevons au point M 
une perpendiculaire sur le rayon vecteur; et regardons une 
longueur arbitraire Mm, comptée sur celte perpendiculaire, 
comme représentant la vitesse de circulation correspondante 
au point M. Par le point m, ainsi déterminé, concevons une 
perpendiculaire mm, sur M/»; la longueur de cette perpen
diculaire, limitée à la tangente connue MT, représentera la 
vitesse du point M le long de son rayon vecteur. 

Faisons la môme construction pour le point M' : la vitesse 
de circulation M'm' est dirigée suivant la perpendiculaire a 
OM'; d'ailleurs cette vitesse e.-.t à la vitesse de circulation Mm 
dans le rapport de OM' à OM; donc le point m' est sur la 
ligne 0 / H prolongée. D'autre part, la vitesse de glissement est 
dirigée suivant la perpendiculaire à w'M' , et elle est égale à 
ninit, puisque la distance MM' est constante; donc entin on 
aura la tangente cherchée en prenant m' m\ — mmx, et joi
gnant M'ni.. 

On peut remarquer que les normales aux deux courbes se 
coupent en un point N de la perpendiculaire élevée en O sur 
le rayon vecteur. En effet, nous avons vu que la sous-noi-
male est égale au rapport de la vitesse de glissement à la vitesse 
angulaire; cette ligne a donc la même valeur pour la courbe 
(M) et pour la courbe (M') . 

D'après la remarque qui termine le g II, la construction 
précédente s'appliquerait encore si les droites telles que OM, 
au lieu de passer toutes par un point fixe, étaient menées 
tangentiellement à une courbe quelconque. 

La méthode de Roberval permet de trouver la tangente à la 
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spirale d'Archimède, et à un grand nombre d'autres courbes; 
mais, si elle peut rendre de très-grands services, elle est par 
contre assez délicate à appliquer : l'inventeur lui-même s'y 
est fréquemment trompé. L'erreur de Iloberval consistait à 
confondre les composantes de la vitesse du mobile suivant 
deux directions obliques, avec les projections orthogonales de 
cette même vitesse. La faute était d'autant plus difficile à aper
cevoir qu'on arrivait d'ailleurs à une construction exacte, par 
une compensation d'erreurs. Voici, par exemple, le raisonne
ment relatif au tracé de la tangente à l'hyperbole [fig. 25). 

Puisque la différence entre les rayons vecteurs menés d'un 
point de la courbe aux deux foyers est constante, la vitesse est 
évidemment la même le long de l'un ou de l'autre des rayons 
vecteurs MF, MF'. Partant de là, Roberval obtenait la tangente 
en portant sur les rayons vecteurs des longueurs égales repré
sentant cette vitesse commune, et composant ensuite ces deux 
droites par la règle du parallélogramme, lequel se trouvait 
dans l'espèce être un losange : la diagonale de ce losange était 
précisément la bissectrice de l'angle des rayons vecteurs. Le 
résultat était donc juste, mais le raisonnement était faux, car 
les vitesses de glissement MN, MX', ne sont pas les compo
santes de la vitesse du point M sur les directions obliques 
MF, MF'. 

Voici comment il eût fallu présenter les choses. Soit MT 
(fig.i&) la vitesse du point qui décrit l'hyperbole; si nous 
prenons le foyer F pour pôle, la vitesse MT se présente comme 
la résultante d'une certaine vitesse de circulation, MM,, et de 
la vitesse de glissement correspondante, M, T. Relativement 
au pôle F', nous aurons à considérer des composantes ana
logues, MM',, M',ï; et il résulte de l'égalité des deux vitesses 
de glissement que le point T est sur la bissectrice de l'angle M. 

Tangente à une conique définie par son foyer et sa direc
trice. — Soit {fig. 27) M un point de la courbe. Projetons le 
mouvement de ce point sur la directrice et sur une perpen
diculaire; la vitesse MM' est la résultante de deux longueurs, 
MQ> QM', proportionnelles aux vitesses des projections du 
point M. Celte même vitesse, si l'on rapporte le mouvement 
au foyer F considéré comme pôle, est la résultante de la vi
tesse de circulation MQ' et de la vitesse de glissement Q'M'. 

1. 4 
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Mais on a évidemment, d'après la définition de la courbe, 

M'Q' _ MF 
M'Q — MI1'' 

c 
si donc on élève FL perpendiculaire sur FM, le quadrilatère 
PMFL est semblable à QMQ'M', et le point M' se trouve sur 
la diagonale ML : cette diagonale est donc la tangente à la co
nique (M). 

Une construction identique fait connaître la tangente à une 
courbe définie par le rapport des dislances du point décrivant 
à deux courbes quelconques, question qui se rattache à une 
célèbre théorie de Géométrie. Supposons que des rayons lu
mineux, s'échappant normalement d'une courbe donnée (A) 
{Jig. 28), se réfractent sur une courbé [M). D'après les lois 
connues, le rapport du sinus de l'angle d'incidence au sinus 
de l'angle de réfraction est constant. De plus, si l'on prend sur 
le prolongement virtuel du rayon réfracté une longueur MR 
qui soit à MI dans le rapport des sinus, le lieu du point R 
coupe à angle droit tous les rayons réfractés : nous appelle
rons cette courbe (B) Y anticaustique (*) de (M) par rapport 
aux rayons incidents. 

Réciproquement, le lieu du point M est une courbe telle, 
que le rapport des distances d'un de ses points aux deux 
courbes (A) et (B), considérées comme données, est con
stant (**). En parlant de cette définition, et appliquant ce qui 
précède, on trouve aisément que, pour avoir un point de la 
tangente à la courbe (M), il faut élever aux points 1 et 11 des 
droites perpendiculaires respectivement sur MI et M!î, et 
prolonger ces droites jusqu'à leur point de rencontre, N. La 
ligne MN est la tangente cherchée.. 

La circonférence décrite sur MX comme diamètre passe par 
les points 1 et 11; d'où il suit que les sinus des angles / et i' 

(* ) L'expression ù'anticaustique est due à Jacques Rernoulli, qui s'en est 
ser\ i seulement dans le cas de la réflexion. 1\I. Quételet a étudié les anti-
caustiques sons le nom assez impropre de caustiques secondaires. 

(**) Lorsque les courbes (A) et (1S) se réduisent chacune à un cercle, le lieu 
est un ovale de Descartes; c'est une circonférence quand les deux cercles sont 
évanouissants. 
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sont dans le même rapport que les longueurs Mi et MK : on 
déduirait de la une démonstration à posteriori du théorème 
fondamental de la théorie des caustiques. 

Développement de la méthode de Roberval. 

Ces exemples suffisent pour montrer comment la méthode 
ingénieuse, imaginée par Roberval, conduit à la détermination 
géométrique des tangentes aux lieux courbes. Mais, si l'on 
appliquait directement le principe de celte méthode à tous les 
cas, on aurait souvent un grand nombre de vitesses simulta
nées à considérer, cl on pourrait se trouver conduit à des 
constructions, sinon impraticables, du moins extrêmement 
compliquées. 

Pour éviter cet inconvénient, il faut chercher à dégager du 
principe de Roberval un petit nombre d'éléments simples, élé
ments qui joueront dans cette théorie le rôle que remplissent 
dans le calcul différentiel les formules donnant la dérivée d'un 
produit, d'un quotient, d'une fonction de fonction, etc. C'est 
ce qu'a fait M. Mannheim dans des travaux encore à peu près 
inédits (*), dont nous allons extraire quelques formules fon
damentales, et les élégantes constructions qui en découlent. 

PREMIÈRE FORMULE : Expression de la variation de longueur 
d'une droite.— Considérons {fig. 29} un rayon vecteur issu 
du point 0, et coupé aux points M et M' par deux courbes 
quelconques. 

Soient N et JV les points où les normales à ces deux courbes 
viennent rencontrer la perpendiculaire élevée en 0 sur le 
rayon vecteur. Nous avons trouvé 

</.OM=OX dû, 
d.OW=^Oy,'dù; 

donc 

(1) f/.MM'=^M'(/0. 

{*) T'oir toutefois SouveUes Annales de Matiicnuatiques, t. XVI, j . . 3-.>3, et 
t. X\ 13 J, p. 071 ; ?iioïe do Géométrie infinitésimale [A un a les de Tort oh m, !. II ' ; 
enfin une JSoîe insérée à la fin du premier volume des Application* d'Jnahsc 
et de Géométrie du (général Puncelet. 

4-
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Celle formule donne la variation de la longueur MM', inter
ceptée sur une droite mobile par deux courbes quelconques. 
La loi du mouvement de la droite indéfinie OMM' est arbi
traire ; le point 0 est celui où cette droite est tangente à son 
enveloppe (*). 

application. —- Lue droite MM' [Jig. 3o; se ment suivant 
une loi qu'on définit en donnant Venveloppe des positions 
successives de cette droite ; elle rencontre deux courbes quel
conques aux points M, M'. On partage la dislance MM' au 
point M" en deux parties dont le rapport /, soit constant : 
trouver la normale au lieu du point M". 

Traçons la perpendiculaire ON, les normales MN, M'N', 
aux courbes données ; et soit M"N" la normale cherchée. On a 

MM" •= À M" M'; 
d'où l'on conclut 

d.mi"=ldM"W. 
Or 

c?.MM"=îS'N"rf0, 

d.W'W=Ts"Ts'dB; 
donc 

NN" = ;.N"N'. 

On obtient la normale en joignant M" au point N", qui di
vise NN' dans le rapport donné. 

Problème inverse de celui des tangentes. — Remarquons que 
l'inverse du problème qui consiste à mener la tangente à une 
courbe est celui dans lequel on demande, étant donnée la loi 
du mouvement d'une droite, de déterminer le point où cette 
droite est tangente à son enveloppe. Par exemple : 

Réciproque du problème précédent.— Une droite rencontre 
trois courbes données, de manière que le rapport des segments 
interceptés soit constant. On demande le point où la droite 
est tangente à son enveloppe. 

(*) Dans le cas où la longueur MM' est une constante, on a 

d. MM' = o, par conséquent X 5 ' = o. 

C'est un résultat que nous avons déjà eu occasion d'énoncer à propos de la 
conchoïde. 



CHAPITRE I. MOUVEMENT SIMPLE D'UN POINT. 5 3 

Dans ce cas, les normales aux trois courbes sont les don
nées de la question; et le problème se trouve ramené par ce 
qui précède à la recherche d'une perpendiculaire à la droite 
considérée, perpendiculaire qui soit divisée par les trois nor
males dans le rapport donné. 

Voici deux cas particuliers de ce problème. 
Centre de courbure de l'ellipse. — On sait que les parties 

de la normale à l'ellipse, comprises entre la courbe et les axes, 
b1 

sont dans le rapport constant — Il suit de la que la solution 
a2 

que nous venons de trouver nous l'era connaître le centre de 
courbure de l'ellipse, en considérant ce point comme celui 
où la normale est tangente à son enveloppe, c'est-à-dire à la 
développée de l'ellipse. 

Soit (fig. 3i) MM'M" la normale donnée. Nos trois courbes 
sont ici l'ellipse elle-même, et ses deux axes CA, CB. Traçons 
les normales M'N', M'N"; il s'agit de construire une perpen
diculaire à MM' telle que l'on ait, 

OjV _ M M ^ _ ^ 
ON" — MM" ~~ a2' 

Soit T le point où la tangente à l'ellipse rencontre l'axe 
focal, je dis que la ligne M"T passe par le point N'. 

En effet, prolongeons MT jusqu'au point K, où cette ligne 
rencontre M"N" : on a évidemment 

ON' _ MT _ MM' 
ON" — MK ~~ MM"' 

De là la construction suivante : 
Élever en M' une perpendiculaire à M'M; par le point I, où 

cette perpendiculaire vient couper le rayon CM, mener 10 
parallèlement à CB; cette ligne rencontre MM" au centre de 
courbure. 

Centre de courbure de l'épicycloïde. — L'épicycloïde est 
la courbe engendrée par un point M (fig- 3-?.), lié à un cercle 
(Ci), lorsque ce cercle roule sur un cercle fixe (C). 

On sait que la normale à cette courbe est la ligne qui joint 
le point décrivant, M, au point de contact M' des deux cercles. 
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Joignons MC, et menons par C une parallèle à cette ligne, 
jusqu'à la rencontre de la normale, en M". On a 

CM" _ R 
C M - R , ' 

en appelant R, R,, les rayons respectil's du cercle fixe et du 
cercle mobile. Or, C,M esl constant; donc CM" est également 
constant, et le lieu du point M" est un cercle concentrique au 
cercle (C). 

De plus, 
MM' R, 
M ' M ' ~ R ; 

donc la normale MM' est divisée par la courbe elle-même cl. 
par les deux cercles décrits autour du point C en deux seg
ments dont le rapport est constant; et l'on aura le centre de 
courbure 0 de l'opicycloïde en construisant une perpendicu
laire ON'X" à MM', telle que l'on ait 

ON' _ R , 
JV N" ~ R ' 

Pour cela, élevons en M' une perpendiculaire sur MM", ter
minée à MC,, joignons AC; le point de rencontre de celte 
ligne avec MM' n'est autre chose que le point 0 (*). 

En effet, prolongeons AM' jusqu'en B ; on a bien 

ON' _ A M ' _ R , 
N ' N ' ~ M ' B ~ R ' 

Ces exemples montrent que le problème des centres de 
courbure se résout par les mêmes principes que le problème 
des tangentes. 

De même que nous avons ramené au premier ordre les ques
tions qui se rapportent au deuxième ordre différentiel, nous y 
ramènerions évidemment celles du troisième ordre, et ainsi 
de suite. 

(*) ("ettc construction porte le nom île construction de Sitvarj. 
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Nouvelle application de la formule (i). — Résolvons en
core un problème long et pénible à traiter par la méthode 
directe de Roberval, mais pour lequel la formule (i) fournit 
une solution aussi simple qu'élégante. 

Considérons un certain nombre de droites qui se coupent 
toutes en un même point M {jîg- 33). Chacune de ces droites 
est tangente à une courbe fixe, et limitée à deux autres courbes 
données : on demande la normale au lieu du point d'inter
section de ces droites, lorsqu'on fait varier celles-ci de ma
nière qu'on ail entre les longueurs interceptées une relation 
donnée quelconque. 

Soit MA l'une des droites. Représentons les longueurs telles 
que AA' par r, et soit 

/ ( r , r , , . . . ) = o 

l'équation donnée; cette équation différentiée produit 

df j df i 
dr ai\ 

ou 

2' 
Mais en menant les normales aux trois courbes (A), (E), (A'), 
nous avons trouvé 

dr—'S'S'dO, 

d9 étant l'angle de deux positions infiniment voisines de AM. 
Donc 

** dr 

Au lieu de l'angle dô, différent pour chacune des droites, in
troduisons le facteur commun ds, qui représente le chemin 
élémentaire parcouru par le point M, et qui est lié à dô par 
l'équation 

ds = MVdO-
il vient 

dfSS' _ 
2 dr MP 

1 -P 

Prenons sur MA une longueur MF égale à -4-i élevons en F 
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une perpendiculaire sur MA, et joignons AN, A'N'; on a 

NNf _ GH 
MP — ML : 

, , . , , , . . , , (//' et, puisque Mr a ele pris égal a •—•, 
dr 

V MF g j = o. 
' ^d ML 

MF 
Mais le rapport ^j- est le cosinus de l'angle EMP, que nous 
avons toujours désigné par /; on obtient donc en définitive : 

(a) V GH cos i = o. 

Or GH cos i représente la projection de GH sur la tangente 

cherchée, et la somme V GH cos; est la projection sur cette 

même tangente de la ligne qui fermerait le polygone formé 
par toutes les droites telles que GH, mises bout à bouta partir 
du point M. Donc l'équation («) nous apprend que la résultante 
de ces droites est perpendiculaire à la tangente, c'est-à-dire 
qu'elle est précisément la normale au lieu (M). 

Comme cas particulier, supposons que la courbe (E) soit la 
développée de (A') {jtg. 34), et que les courbes telles que (A) 
se confondent avec le lieu décrit par le point M. 

L'équation'/^/-, ;•,,. . ,) = o établit alors une relation entre 
les distances d'un point du lieu à des courbes données, dis
tances comptées sur les normales à ces courbes. L'équa
tion (a) du cas général devient, comme il est facile de le voir, 

2 F L 
cos 1 = 0, 

V MF sinf = o. 

D'après cela, on peut remplacer la construction générale in
diquée plus haut par la suivante. 

On portera sur les normales MA', MA',,..., des longueurs 



CHAPITRE I. MOUVEMENT SIMPLE D'L'K POI>"T. 57 

MF, M F , , . . . , proportionnelles aux dérivées ~ , -~, • • ••> et 
dr dr, 

on composera toutes ces droites : la résultante est la normale 
cherchée. 

Cette solution, qu'il est très-simple d'obtenir directement 
en employant la formule 

dr= ds sin i, 

se trouve dans VAnalyse des infiniment petits {*). 
Application à l'hyperbole. — Dans ce cas, les courbes ( A' ) 

sont au nombre de deux, et se réduisent chacune à un point 
{fig. 35). On a 

f(r, r,) = r—/-, — 2a =o, 

d'où 

dr ' dr, 

DEUXIÈME FORMULE : Expression du rapport de deux arcs in
finiment petits. — Considérons toujours un déplacement infi
niment petit de la droite OM [fig. 29), et désignons par ds, 
ds', les arcs décrits par les points M et M' sur deux courbes 
données quelconques. 

On a 
ds = M N t f e , 

ds'=.WW de, 
d'où 

ds MX 
(2 ) 

ds' M'X' 

Application. — Soit un triangle MM'M" {fig. 36), variable 
de forme et de position suivant une loi quelconque ; on donne 
Venveloppe de chacun de ses côtés et les courbes décrites par 
les sommets M, M' : on demande la normale au lieu du troi
sième sommet M". 

Soient ds, ds', ds", les arcs décrits par les points M, M', M"; 
MB, M'B' les normales aux courbes (M) et (M') ; enfin M"B" la 

(*) Section II, Proposition X. Le marquis de l'Hôpital cite Tehirnhaus et 
Fatio, comme ayant résolu avant lui des cas particuliers de cette question. 
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normale demandée. On a, en menant les normales aux courbes 
(O).(O' ),(()"), 

^s _ MB <-V _ M'B' ds" _ M"B" 
ds' ~ M7Â~' '' ds" ~ M"A" ' Ils ~~ MA ' 

Kn multipliant ces relations membre à membre, il vient 

_ MB.M'B'.M'B" 
1 ~ MA.M'A'. M"A" l >' 

équation d'où l'on lire le rapport 

M "A" 
M"B"' 

On est ramené à un problème de Géométrie élémentaire, 
lequel consiste à mener par un point M" une droite qui soit 
coupée par deux autres droites dans un rapport déterminé. 

ds 
formule de Newton.-—-Newton a donné du rapport-y; une 

expression qu'on ramènerait aisément à la forme (2). 
Menons les tangentes MA, M'A (//g. 3-), et considérons la 

position infiniment voisine de la droite mobile comme une 
transversale coupant les trois côtés du triangle AMM'. En écri
vant que le produit de trois segments non consécutifs est égal 
au produit des trois autres, il vient 

OM'.AM'.û's=OM.AM.flV, 
d'où 
, . . . ds OM. AM 

Cette formule résout immédiatement le problème suivant: 

Une droite mobile détache d'une courbe donnée un arc con
stant : trouver le point où celte droite touche son enveloppe. 

Pour exprimer que l'arc intercepté est constant, il suffit 
d'écrire que les chemins infiniment petits ds, ds', parcourus 
respectivement par les points M et M', sont égaux. 

(*) Cette relation est vraie pour un polygone variable d'un nombre quel-
conque de côtés. Elle se trouve dans la Statique de Meebius pour le cas seule
ment où les côtés du polygone sont de grandeur constante. 
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Or la formule (2 bis) donne dans ce cas 

OM _ AM' 
OM' ~~ AM : 

on obtient le point 0 en menant la bissectrice AB de l'angle 
des tangentes [Jig. 38), et prenant OM' = BM. 

TROISIÈME FORMULE : Expression de la variation de Vangle de 
deux droites. — On donne les enveloppes des deux droites, 
et la courbe décrite par leur point de rencontre {fig- 3g). 

En désignant par dS et dO' les déplacements angulaires des 
rayons vecteurs OM, O'M, et appliquant les formules connues, 
on a 

m ds in ds 

£ / 5 = = M N ' d 0 = m ' i 

d'où 

(3) d<b=drj' — d5 = ds -2 LA 
MN' MN 

Application. — Considérons (jîg. 4°) la normale MN à l 'el
lipse, laquelle partage en deu^ parties égales l'angle des rayons 
vecteurs, FMF'. De l'équation 

FMN = NMF', 
on conclut 

J .FMN = f/.NMF'; 

d'où, d'après la formule (3), en supprimant ds et représentant 
par 0 le point où MN touche son enveloppe, c'est-à-dire le 
centre de courbure de l'ellipse, 

I 

WJ~ 
1 

~MN = 

2 

MÔ~ 

1 

~ MN' 
i 

~MN H 

1 

MO 
1 

h M V 

0 est donc l 'harmonique conjugué de M par rapport à N et à N'. 
QUATRIÈME FORMULE : Expression de la variation d'une aire 

curviligne. — Enfin la formule de la vitesse aréolaire, 

(4) dS = -r>d9. « 
2 * 

s'emploiera de la même manière que les précédentes, dans les 
questions où entreront des aires. 
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Par exemple, si l'on suppose qu'une droite MM' (fig- 4 0 s e 

meuve de telle sorte que l'aire du segment MM' soit con
stante, on trouve immédiatement que le point de contact 0 
de la droite MM' avec son enveloppe est le milieu de la corde 
interceptée. 

De plus, nous obtiendrons le centre de courbure de l'en
veloppe (0), en considérant la droite MM' comme assujettie 
à être coupée en deux parties égales par une courbe très-
voisine de l'enveloppe. D'après les principes établis, la nor
male à la courbe auxiliaire vient rencontrer la normale ON au 
milieu C de NN', et si l'on suppose que notre courbe fictive 
se confonde avec l'enveloppe, ce milieu G n'est autre chose 
que le centre de courbure de cette enveloppe. 

Application à l'hyperbole [fig. 42)- — f-a droite mobile MM' 
coupe deux droites fixes de manière à former avec celles-ci un 
triangle d'aire constante. L'enveloppe est une hyperbole ayant 
les droites fixes pour asymptotes; le point de contact est au 
milieu de MM', et la construction précédente fait connaître le 
centre de courbure correspondant, C. 

En résumé, les quatre formules primordiales que nous ve
nons d'établir sont les éléments d'une méthode générale qui 
permet de résoudre simplement un grand nombre de pro
blèmes de Géométrie infinitésimale. 

Ces formules, et d'autres analogues (*), facilitent singulière
ment les applications de la méthode de Roberval, et donnent 
à cette belle méthode une portée dont on ne paraît pas s'être 
jusqu'ici suffisamment rendu compte. 

(*) .l'ai dû me borner à donner iei ce court extrait des recherches de 
M. Maimheim, lequel sullit pour montrer de quelle utilité sont en Géométrie 
les considérations du domaine de la Cinématique. 

Il est facile de comprendre que les formules que nous avons posées, et qui 
se rapportent à de simples lignes planes, ne sont pour M. iilannheim que le 
point de départ de recherches relatives aux expressions géométriques d'infini
ment petits de divers ordres, se rattachant à des figures planes, sphériques, 
tracées sur des surfaces arbitraires, ou encore à des déplacements quelconques 
dans l'espace. 

Xous laissons à cet habile géomètre le soin de faire lui-même en temps et 
lieu l'exposition complète de ses travaux intéressants de Géométrie infinitési
male, avec tout le développement que comporte un pareil sujet. 
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§ IV. —- DE L'ACCÉLÉRATION" DANS LES MOUVEMENTS SIMULTANÉS. 

Nous avons réduit l'étude d'un mouvement curviligne 
quelconque à celle de trois mouvements rectilignes simulta
nés; et nous avons donné sous une forme élégante les rela
tions de grandeur et de direction qui existent entre la vitesse 

, ., ds . , . 
propre du momie, — •> et les vitesses de ses projections sur 

CtOC (L'X* Cl Z 
trois axes coordonnés : --,-? -f-> -5-• 

dt dt dt 
Cherchons de même les lois qui régissent les accélérations 

d^s d-x d2 v d- "• 
de ces divers mouvements, à savoir : -7—7 —,— » --,-'-1 -r—• 

df- df1 dt- dt2 

Étudions d'abord le cas d'une trajectoire rectiligne. 

Mouvement rectiligne, 

Soient {fig.fô) MD la trajectoire, Ax, À j , \z, trois axes 
que nous supposerons, pour fixer les idées, rectangulaires. 
De l'équation 

(1) f i = v COSa, 

a étant constant, on déduit 

dvx dv 
-r— = - 7 - COS a , dt dt 

c'est-à-dire, en désignant par j x et par j l'accélération de la 
projection et l'accélération du mobile lui-môme, 

(2) jx—jcosx, 

équation de même forme que l'équation (1). 
Ainsi, dans le cas du mouvement rectiligne, tous les résul

tats qui sont relatifs aux projections des vitesses s'appliquent 
aux accélérations; et nous pouvons énoncer, relativement à la 
projection orthogonale ou oblique du mouvement rectiligne, 
le théorème général suivant : 

THÉORÈME I. — Vans le mouvement rectiligne, la résultante 
des vitesses des trois projections du point mobile est dirigée 
suivant la trajectoire de ce mobile, et égale à sa vitesse v ; 
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la résultante des accélérations des projections est aussi dirigée 

suivant la trajectoire rectiligne, elle a pour valeur -j- • 

En supposant toujours le mouvement rectiligne, on trou
verait des relations projectives du même genre entre les déri
vées du troisième, du quatrième ordre, etc. , si l'on voulait 
s'en occuper. 

Mouvement curviligne. 

Les théorèmes relatifs aux vitesses s'appliquent à une tra
jectoire curviligne aussi bien qu'à une trajectoire rectiligne; 
en effet, tant qu'on s'occupe seulement de deux points infini
ment voisins, il est permis de remplacer une courbe quel
conque par sa tangente. 

Au contraire, la courbure de la trajectoire intervient néces
sairement dans les questions qui se rapportent aux accéléra
tions, questions dans lesquelles on doit considérer sur la tra
jectoire, non plus deux, mais trois points infiniment voisins, 
deux éléments consécutifs. 

En effet, dans le cas où la trajectoire MM' est une ligne 
courbe (jïg- 44)> l'angle x n'est pas constant, et la différen-
tiation de l'équation (i) produit 

. . (/. cos x 
(o) j x =j cos x •+• v dt • 

L'équation (i) cesse donc d'avoir lieu, et l'accélération de la 
projection n'est pas la projection de l'accélération du mobile; 
ou, si l'on veut, la résultante des quantités ji,jr,j=, dans le 
mouvement curviligne, n'est pas dirigée suivant la tangente à 

la trajectoire; elle n'a pas pour valeur -=-• 

On est ainsi averti de l 'existence d'un nouvel élément, qui 
dépend, on ne saurait en douter, de la courbure de la tra
jectoire du mobile : c'est en cherchant, par une étude appro
fondie, à apprécier l'influence de cette courbure, que nous 
arriverons à donner la relation géométrique qui existe entre 
les éléments du second ordre différentiel, dans les divers 
mouvements simultanés qui nous occupent. 

Mais auparavant faisons une application de ce qui est déjà 
acquis, afin de bien éclaircir toutes ces notions primordiales. 
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Mouvement de la projection d'un point qui se meut sur un 
cercle d'un mouvement uniforme. 

Soient S.x, \y {fig- 4^) deux axes auxquels nous rappor
tons le mouvement. Prenons le point 0 pour origine des 
espaces, et convenons de compter les temps à partir de l'in
stant où le mobile M est en ce point. 

Les équations du mouvement circulaire uniforme de ce 
mobile sont 

s = at, 
v = a = M R, 

en désignant la vitesse angulaire par o>. 
Considérons le mouvement du point P, projection de M 

sur l'axe des y. L'équation qui donne l'espace parcouru en 
fonction du temps est 

(4) J = O P = R ( I —cosw*); 

d'où, en prenant les dérivées des deux membres par rapport 
à t, 

(5) -^ = vr = toR sinwf. 
v ' at J 

Mais la quantité vx peut aussi s'obtenir, en vertu de la théo
rie précédente, en considérant la vitesse du point P comme 
la projection de la vitesse wR, comptée sur la tangente au 
cercle dans le sens de la flèche : on retrouve ainsi précisé
ment la valeur (5), ce qui vérifie le théorème de la projection 
des vitesses. 

Quant à l'accélération du point P, nous l'aurons en différen-
tiant l'équation (5) : 

(6) (^l=z^RCOsat = ^{R — r ) = M : xCP. 
at 

Cette accélération est proportionnelle à la dislance qui 
sépare le point P du point fixe C. 

Or, dans le cas actuel, l'accélération du point M étant nulle, 
il est bien évident que l'accélération de la projection n'est pas 
la projection de l'accélération. 

Construisons les courbes des espaces, des vitesses, des 
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accélérations, pour le mouvement du point P, d'après les 
équations (4), (5) et (6) {fig- 46). On voit par ces courbes 
que le point P est animé d'un mouvement de va-et-vient, 
dont l'amplitude est donnée par le diamètre du cercle. La 
durée T, d'une oscillation complète, est égale au temps d'une 

2 T 
révolution du point M, soit —-• En introduisant celte quan

ta • 
tité T dans les formules, à la place de &>, il vient 

: R ( T — C O S 2 77 =; 

, , 2rR . t 
^ ! < <•'-== —y- S1 I12 7T - : Jl \ vf— 'V S 1 1 1 2 

chr 4-2R t 
> n ~ ~ ^ T C0S27T- • \ dt i2 .1 

On a souvent besoin, dans les machines, de communiquer 
à certaines pièces un mouvement oscillatoire, reotiligne ou à 
peu près. Les données de la question sont alors l'amplitude 
de l'excursion et la durée d'une oscillation complète, c'est-
à-dire les quantités 2 R et T des formules (7); quant à la loi 
du mouvement entre les positions extrêmes, elle est assez 
généralement à peu près arbitraire. 

Toutes les fois qu'il en sera ainsi, on devra toujours se rap
procher le plus possible de la loi précédente. 

En effet, les trois courbes qui représentent cette loi sont 
parfaitement continues, régulières et symétriques : la vitesse 
et l'accélération diminuent graduellement jusqu'à l'instant de 
leur changement de sens; et les écarts de ces deux quantités 
suivent des lois identiques, de part et d'autre de leurs valeurs 
moyennes. 

Considérons une manivelle [fig. 47) tournant autour1 d'un 
centre fixe, et terminée par un bouton M. Pour projeter le 
point M sur une direction fixe, le moyen géométriquement le 
plus simple consiste à engager le bouton de la manivelle dans 
une rainure, fixée à l'extrémité d'une tige guidée : si le mou
vement de la manivelle est uniforme, un point quelconque de 
la tige est animé du mouvement dont nous venons de donner 
les lois. 

Nous verrons (IIe Section, § XIII) que le petit appareil ap-
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pelé excentrique triangulaire fournit également une solution 
du problème géométrique qui nous occupe, au moins dans 
certaines périodes de son mouvement. 

Mais, ces dispositions offrant certains inconvénients au point 
de vue pratique, on préfère généralement employer une barre 
rectiligne, ou bielle, qui s'articule d'une part avec le bouton 
de la manivelle, d'autre part avec la tige guidée qui doit rece
voir le mouvement de va-et-vient. Ce mouvement ne sera 
pas tout à fait identique à celui de la projection du point M, 
en raison de l'obliquité variable de la bielle; mais l'influence 
de cette obliquité est d'autant moins sensible que la bielle 
est plus longue par rapport à la manivelle : en supposant 
la bielle infinie, on retomberait exactement sur le cas pré
cédent. 

Pratiquement, quand la bielle dépasse cinq fois la longueur 
de la manivelle, le mouvement de l'extrémité de cette bielle 
diffère assez peu du mouvement oscillatoire type que nous 
venons d'étudier. 

Nous reviendrons sur toutes ces questions dans la partie du 
cours consacrée spécialement à l'étude géométrique des ma
chines. 

Théorie générale de l'accélération dans le mouvement 
curviligne. 

Considérons une trajectoire curviligne quelconque [fig. 48), 
rapportée à trois axes coordonnés rectangulaires ou obliques; 
et soit 

(8) x = 9{t) 

l'équation du mouvement de la projection du mobile sur l'axe 
des x. 

On peut toujours développer la fonction <p(f) par la for
mule de Maclaurin, et écrire 
(9) x = k-hBt 4-C<J4-D*' + . . . ; 
d'où 

dt 

( £ = ,C + . D . . . . . . 

1. 5 

10 
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En faisant < = o dans ces équations, on trouve 

(i i) A=x\ B = A C — - / " , • • • • 

D'où, en désignant par 6 un temps infiniment petit, et négli
geant les termes du 3e ordre, 

(i2) # = * • + *• e - t - i ^ o » (*). 

Cela posé, quel que soit îe système de projections em
ployé, nous savons que la vitesse v°c est la projection de la 
vitesse cD; mais nous ne connaissons aucune relation entre 
les accélérations, telles que j ' „ des projections du mobile sur 
un axe quelconque; nous ne savons pas non plus comment 
ces diverses quantités sont liées avec Taccéléiaiion propre
ment dite, j . 

Simplification des équations du mouvement. — Tour arriver 
à combler celle lacune, ce qu'il y a de mieux à faire, c'est de 
transporter les axes cooidonnés au point Mo, dans le voisi
nage duquel nous nous proposons d'étudier les diverses affec-
tions^du mouvement. On a ainsi 

x° = o, y" = o, z' = o. 

De plus, je prends pour plan des xy le plan oscillateur de la 
trajectoire; alors, quelle que soit la direction de l'axe des z, 
l'une des équations du mouvement sera nécessairement, avec 
l'approximation dont nous nous contentons, 

z = o, 

puisque le plan oscillateur contient par définition trois points 
infiniment voisins de la trajectoire du mobile, les seuls dont 
nous nous occupions actuellement. 

Enfin, dirigeons l'axe des x suivant la tangente à la trajec-

(*) On voit que négliger les termes du troisième degré en 0 revient à sup
poser le mouvement uniformément varié. Il est évident que, pour chercher des 
relations entre des accélérations simultanées, il n'est pas nécessaire de s'in
quiéter des variations que ces quantités doivent subir par la suite. A ce point 
de vue, on peut indifféremment conserver ou supprimer l 'indice o, dont les accé
lérations sont affectées dans les formules ( n ) , (12), et autres analogues. 
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toire, au point M.,; il résulte de là que, quel que soil l'axe 
des y dans le plan osculateur, la projection de la vitesse c°sur 
cet axe sera nulle, et la projection de la même vitesse sur 
l'axe des x sera égale à v". 

On aura donc en définitive, en négligeant d'écrire l 'équa
tion 2 = 0 , les équations du mouvement sous la forme 

x — v'B-^-i'O", 

j ' etjr'" étant de certains coefficients, qui dépendent du sys
tème d'axes adopté. 

Cela posé, à partir du point Mo [fig. 49Î> J e prends sur la tan
gente une longueur M.jT égale à c°5; je joins le point T, ainsi 
déterminé, au point M; et je prends un nouvel axe des y paral
lèle à TM. 

L'abscisse du point M , dans ce système, se trouve ainsi, 
par construction, égale à M/f ou à v"6; q u a n t a l'expression 
de y, elle conserve la forme ( i3) , à la condition d'attribuer 
au cof-fficienl que j 'avais représenté d'une manière générale 
par y la valeur particulière qui convient aux nouveaux axes 
coordonnés. Soit J cette valeur; nous pouvons énoncer le 
théorème suivant : 

THÉORÈME II. — Quelle que soit la trajectoire d'un point 
mobile, on peut toujours trouver dans le plan oscillateur de 
cette courbe deux axes, généralement obliques, tels que les 
équations du mouvement, rapporté à ces deux axes, aient la 
forme simple 

i x = v"0, c x = v", 

y=-JS\ v, = J9. 

Accélération totale. — La marche même que nous avons 
Suivie pour établir ce théorème démontre que le système 
d'axes dont il est ici question est unique; et il est naturel de 
penser que la quantité J doit jouer le principal rôle dans la 
théorie des accélérations. Cette quantité J, que nous venons 
de définir, est ce qu'on appelle Xaccélération totale, et la 

5 . 

( i 3 ) 
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direction de l'axe, Mty', qui correspond aux équations sim
plifiées (i4). est la direction de l'accélération totale. 

La considération de l'accélération totale est due au général 
Poncelet; elle a une très-grande importance en Cinématique. 

Cette importance résulte du théorème suivant, qui est fon
damental dans la théorie des accélérations simultanées. 

THÉORÈME III. — L'accélération de la projection d'un point 
mobile, sur un axe quelconque, est la projection de l'accéléra
tion totale sur le même axe. 

Reprenons l'équation générale 

x 2 

qui donne la loi du mouvement de la projection d'un point 
mobile sur une droite quelconque, quand on néglige les puis
sances de 9 supérieures à la deuxième. 

On sait qu'il n'y a qu'une seule manière de développer une 
fonction suivant les puissances croissantes de la variable dont 
elle dépend; dès lors, si, par un moyen quelconque, nous 
trouvons pour x une expression de la forme 

A + B9-f-C6 3 -K. . , 

le coefficient C sera nécessairement égal à la moitié de l'accé
lération, j x , du mouvement rectiligne du point P. 

Ceci posé, prenons trois axes quelconques kx, ky; hz 
(Jig.5i), et projetons l'arc infiniment petit M„M sur l'axe 
des^r : la projection de cet arc est égale à celle du chemin 
brisé M0TM. Or la projection de M„T est c°9; la projection 

0J 

de TM est de même le produit du facteur numérique — p r 

la projection de J, projection qu'il est naturel de représenter 
par J*; donc 

x = x>->rv'j-\-lixQ>. 

On conclut de là que j x est la même chose que 3X, c'est-à-dire 
que l'accélération de la projection sur un axe quelconque est 
la projection de l'accélération totale sur le même axe. 

Projection du mouvement sur un plan. — Si nous projetons 
sur un plan [fig- 52), parallèlement à une direction quel-
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conque, l'arc de courbe M„M et la ligne brisée M0TJVI, nous 
démontrerons par un raisonnement analogue que : 

THÉORÈME IV. — L'accélération totale de la projection d'un 
mobile sur un plan est la projection de l'accélération totale 
sur ce plan. 

Construction de l'accélération totale. — De la définition 
que nous avons donnée de l'accélération totale résulte un pre
mier moyen de construire cette quantité en grandeur et en 
direction. Il suit en effet de celte définition que : 

THÉORÈME V. — Si on considère l'arc parcouru pendant le 
temps infiniment court 6, et qu'on porte sur la tangente à cet 
arc une longueur MoT=f°0, la ligne TM donne la direction 
de l'accélération totale ; et, en divisant la longueur de cette 
ligne par le carré du temps, on obtient la moitié de 1. 

Ce résultat peut encore s'énoncer ainsi : 

La corde du chemin parcouru pendant le temps 0 est la ré

sultante des quantités v°9 et - J5S. 

Les équations 

V-r — JO, 

fournissent une autre construction de l'accélération totale 
[jig. 5o), quand on connaît les vitesses v° et v en grandeur et 
en direction; en effet : 

THÉORÈME VI. — La vitesse, au bout d'un temps infiniment 
petit 9, est la résultante de la vitesse initiale P' et de la 
vitesse J9. 

En d'autres termes : 

Si l'on décompose la vitesse v en deux, dont l'une soit la 
vitesse initiale c°, l'autre sera en grandeur et en direction 
égale à 5 9 (*). 

(*) Dans le mouvement rectiligne, les deux quantités *'„ et 30 ont uned i rec - -
tion commune, et c'est leur somme algébrique qui donne la vitesse finale e. 
Dans le cas général, la somme est remplacée par une résultante, comme cela 
arrive toutes les fois qu'on a à ajouter des longueurs dont les directions ne 
s°nt pas les mêmes. 
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Quand on connaît les lois du mouvement des projections 
du mobile sur trois axes, on a, d'après le théorème III, les 
projections correspondantes de l'accélération totale; on peut 
donc construire cette quantité. 

Ceci démontre le thcoème suivant, qui n'est autre chose 
que le théorème III sous une autre forme : 

THÉORÈME VII. — Les accélérations des projections d'un 
point mobile, sur trois axes coordonnés quelconques, ont une 
résultante qui est située dans le pian oscillateur de la trajec
toire, et qui représente en grandeur et en direction l'accélé
ration totale J. 

La grandeur et la direction de cette résultante sont indé
pendantes du système d'axes considéré. 

Enfin, quand on connaît la trajectoire, et la loi du mouve
ment du mobile sur cette trajectoire, on peut construire l'ac
célération totale en n'employant que des quantités finies, et 
sans passer par l'intermédiaire des projeclions du mouvement 
sur trois axes. 

dv 
Pour cela, calculons la quantité -,-.' que nous appelions 

simplement l'accélération, quand nous étudiions le mouve
ment indépendamment de la trajectoire. 

Reprenons pour axes !a tangente à la trajectoire, au point M,, 
et la direction de l'accélération totale [fig- 5o) : on a dans ce 
système, et pour tous les points compris entre M» et M, 

vx=v", vx = 30; 
d'où 

(-•- = ^'-4- J ' 6 2 + ?.v°3Q cos2. 

Différentions cette équation, il vient 

dv 
(i5) v -,- = J'-Q -i-VçJcoset; 

d'où, comme 0 est infiniment petit, et que par suite v diffère 
infiniment peu do v", • 

dv _ 
-y- = J C 0 S « . 

dt 
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dv 
II suit de la que -y est la projection de l'accélération totale 

sur la tangente à la trajectoire. 
dv 

Cette quantité — s'appellera désormais accélération tangen-

tielle (*); et l'on a le théorème : 

THÉORÈME VIII.—L'accélération tangentielle est la projec
tion orthogonale de l'accélération totale sur la tangente. 

Ayant ainsi la projection de l'accélération totale sur la tan
gente, nous aurons achevé de définir cette quantité, si nous 
en donnons la projection sur la normale principale. 

Or l'équation du mouvement, projeté orlhogonalement sur 
la normale principale, est de la forme 

r = - J sina.02 . 
J 2 

Mais, en considérant l'arc M»M comme appartenant au cercle 
osculateur de la trajectoire, et désignant le rayon de ce cercle 
par p, on a {fig. 53 ) 

ds* = ipy; 

d'où, en remplaçant y par sa valeur, 

ds- = Jp sin x.9\ 

Enfin, comme le quotient de ds par 9 ou dt n'est autre chose 
que la vitesse v, on trouve pour ia projection cherchée : 

(16} J s ino:= — • 
P 

THÉORÈME IX. — La projection de l'accélération totale sur 

la normale principale est égale à — : elle est centripète, c'est-

à-dire dirigée vers le centre de courbure de la trajectoire. 

L'accélération centripète est proportionnelle à la cour

bure-} quand on considère divers mobiles parcourant des 

(*)" Dorénavant le mot accélération, quand il nous arrivera, pour abréger, 
de l'employer sans épitbète, devra toujours être entendu dans le sens d'accé
lération totale. 
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trajectoires différentes avec des vitesses égales. Si l'on veut 
introduire, à la place de la vitesse propre v, la vitesse angu
laire M autour du centre de courbure, il faudra faire 

v = wp, 
d'où 

nouvelle expression de l'accélération centripète. 
L'accélération totale étant comprise dans le plan oscillateur 

de la trajectoire, l'accélération tangenlielle et l'accélération 
centripète suffisent à a détermination de cette quantité. Ces 
deux composantes dépendent des données immédiates de 
tiéométrie et de Cinématique qui définissent le mouvement 
dont on s'occupe; elles montrent distinctement l'influence, 
sur l'accélération du mouvement projeté, de la courbure de 
la trajectoire d'une part, du changement de la vitesse propre, 
de l'autre : 

Dans le mouvement curviligne uniforme, l'accélération tan-
gentielle est nulle, donc l'accélération totale est centripète (*}; 

Dans le mouvement rectiligne, l'accélération normale à la 
trajectoire est nulle, et il n'y a pas d'autre accélération que 
l'accélération tangentielle; 

Enfin, dans le cas général, les deux accélérations partielles 
se composent, pour donner naissance à l'accélération totale : 

THÉORÈME X. •— Si on mène en un point de la trajectoire 
d'un point mobile la tangente et la normale principale, et 

(*) On voit que nous appliquons ici à un mouvement uniforme le mot accé
lération, modifié d'ailleurs par une épithète convenable. 11 faut bien remarquer 
que, lorsqu'il s'agit de grandeurs géométriques, deux lignes dont les longueurs 
sont les mêmes, mais dont les directions sont différentes, ne doivent pas être 
considérées comme géométriquement égales. 

L'extension que nous donnons ici au mot accélération me semble donc 
parfaitement légitime, et je ne saurais admettre avec M. Duhamel {Cours de 
'Mécanique, 3 e édition, p . 19) que ce soit par trop détourner les mots de leur 
sens naturel. 

J'ajouterai que je ne crois pas que jamais personne ait désigné la quantité J 
sous le nom d'accélération du mouvement sur la trajectoire. La dénomination 
à'accélération totale, tirée des leçons du général Poncelet, ne peut donner lieu 
à aucune ambiguïté. 
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qu'on porte respectivement sur ces lignes des longueurs égales 

ïi~r et à—i la diagonale du parallélogramme construit sur 

ces deux droites représente en grandeur et en direction l'ac
célération totale du mobile. 

Nous avons maintenant ce qu'il faut pour compléter l'étude 
du mouvement oscillatoire défini parles équations (4), (5) 
et (6) (p. 63). 

Dans le mouvement circulaire uniforme du point M, l'accé
lération totale est centripète; elle a pour valeur M'R. La pro
jection de cette ligne sur le diamètre OC, ou sur l'axe \y, est 

J7 = &}!R cosw/. 

C'est précisément l'expression que nous avons trouvée di
rectement pour l'accélération du point P. 

Faisons encore une application de la théorie tout à fait capi
tale que nous venons d'exposer. 

décélération totale dans le mouvement des planètes autour 
du soleil. 

i° Je dis en premier lieu que l'accélération totale est diri
gée constamment vers le foyer ou pôle F, autour duquel les 
aires décrites sont proportionnelles aux temps [fig. 54). 

En effet, considérons la planète dans une position quel
conque Mo, et soient M, M,, deux positions infiniment voi
sines de la première, répondant à deux intervalles de temps 
consécutifs égaux. 

Comme les aires parcourues sont proportionnelles aux 
temps, on a 

MM,F = FMMo. 

Cela posé, pour avoir la direction de l'accélération totale, il 
faut prendre sur la direction de l'élément M„M une longueur 
M„T, égale à l'espace parcouru en vertu de la vitesse v" pen
dant le temps correspondant au déplacement réel M„M,, et 
joindre le point T au point M,. 

Les deux éléments consécutifs du temps ayant été pris 
égaux, on a 

MT = M.M, 
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d'où l'on conclut 
MTF = FMMÛ = MM,F. 

Mais, les deux triangles MTF et MM,F ayant la base MF com
mune , leurs sommets T, M,, sont sur une parallèle à cette 
base; donc TM, est parallèle à MF, et la direction de l'accéléra
tion totale, au point M», est celle du ra\on vecteur MF, ou M„F. 

2" Nous avons trouvé précédemment , en supposant la vi
tesse aréolaire constante et égale à C, que la vitesse corres
pondante, v, du mobile sur sa trajectoire, avait pour expres-

sion : : donc 
/' COSi 

p p/-2cos3î 

D'après la théorie précédente, cette quantité est aussi égale à 
J cos i : on a ainsi pour l'accélération totale : 

' r ' X p c o s ' j 

Newton a démontré d'autre part que le produit pcos3i est 
constant dans l 'ellipse; donc l'accélération totale varie en 
raison inverse du carré de la distance de la planète au soleil. 

Remarquons que notre premier résultat est indépendant de 
la nature de la courbe décr i te ; ainsi : 

Toutes les fois que les aires décrites par un mobile autour 
d'un point fixe F sont proportionnels s aux temps, l'accélé
ration totale est dirigée vers le point F. 

Quant à la grandeur de celte accélération totale, elle dépend 
de la nature de la trajectoire, et de la prsiiion du pôle F dans 
le plan do cette courbe, par la quauiii'1 o eu»3 /. Ainsi : 

Dans l'ellipse rapportée à son centre, ou trouve 

K T . . . 
p cos31 == ~) J = h. /• ; 
r / 0 

Dans !a spirale logarithmique, on a 

p cos3 i = Ivr, J — —. 
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CHAPITRE II. 

MOUVEMENT D'UN POINT RELATIVEMENT A UN SYSTÈME MOBILE. 

La notion du mouvement relatif nous est aussi familière que 
celle du mouvement absolu. Nous avons dit que, pour étudier 
le mouvement d'un point dans l'espace, on compare les posi
tions successives de ce point à certains points fixes, qu'on 
nomme points de repère. Le géomètre emploie habituelle
ment pour système de comparaison trois axes rectangulaires; 
on peut d'ailleurs faire usage de tout autre système de coor
données que l'on voudra. 

Mais si, au lieu de comparer les positions successives du 
mobile à des points fixes, on les rapporte à des points de re
père qui soient eux-mêmes en mouvement, il est clair que le 
mouvement qu'on observera ainsi ne sera pas le mouvement 
véritable ; on l'appelle mouvement relatif. 

C'est ainsi qu'un voyageur en bateau voit se déplacer tous 
les objets parfaitement fixes qui sont sur les rives. Par contre, 
un objet qui se mouvrait sur le pont du bateau, en sens inverse 
de la marche de celui-ci et avec une vitesse égal?, serait 
réellement au repos. Dans tous les cas il est évident que le 
mouvement réel, ou absolu, dépend à la fois du mouvement 
apparent, et du déplacement du bateau ou mouvement d'en
traînement. On dit que le mouvement absolu est composé 
des deux derniers; et le problème qui consiste à déterminer 
le mouvement absolu, quand on connaît le mouvement relatif 
et le mouvement d'entraînement, est connu sous le nom de 
problème de la composition des mouvements. 

§ V. — DÉFINITION DU MOUVEMENT RELATIF D'UN POINT. 

Il s'agit de préciser ces notions. Imaginons que nous mesu
rions à chaque instant les coordonnées d'un point mobile par 
rapporta trois axes, rectangulaires ou obliques. Si ces axes sont 



7 6 PREMIÈRE SECTION. CINÉMATIQUE PURE. 

fixes, les variations des coordonnées nous feront connaître le 
mouvement absolu du point. 

Dans le cas contraire, considérons quelque part trois axes 
fixes pareils aux premiers, et un point fictif assujetti à avoir 
à chaque instant, par rapport à ces axes fixes, des coordon
nées égales à celles du point en question par rapport aux axes 
mobiles. Le mouvement absolu de ce point est ce qu'on ap
pelle le mouvement relatif du point donné. Ainsi : 

DÉFINITION. — Le mouvement d'un point relativement à des 
axes mobiles est le mouvement absolu d'un point fictif qui 
aurait à chaque instant, par rapport à des axes fixes, les 
mêmes coordonnées que le premier par rapport aux axes mo
biles. 

La trajectoire de ce point fictif est la trajectoire relative du 
point donné, sa vitesse est la vitesse relative, son accéléra
tion totale est l'accélération totale relative. 

Importance de la théorie des mouvements relatifs. — C'est 
ici le lieu de remarquer qu'au commencement du cours nous 
avons fait une pétition de principe, qui n'avait pas alors d'in
convénients, mais sur laquelle il faut revenir à présent. 

Nous avons dit qu'on reconnaissait l'état de repos ou de 
mouvement d'un point, en mesurant les coordonnées de ce 
point par rapport à trois axes fixes. Or, il est clair qu'en 
supposant que nous possédions ainsi trois axes reconnus pour 
fixes, nous avons admis précisément ce qui était en question. 
Ceci n'infirme d'ailleurs en rien les résultats auxquels nous 
sommes arrivés, du moins au point de vue rationnel; en effet, 
si jusqu'ici nous n'avons aucun moyen de nous procurer des 
axes fixes, nous concevons certainement l'existence d'un 
pareil système d'axes : et cela suffit pour légitimer toutes les 
spéculations qui précèdent. 

Mais il importe actuellement d'examiner le cas où les axes 
auxquels on rapporte le mouvement d'un corps sont mobiles, 
puisqu'on n'est jamais assuré d'avoir à sa disposition des points 
de repère fixes d'une manière absolue. 

Les anciens, croyant à l'immobilité de notre globe, rap
portaient les mouvements qui s'effectuent à la surface de la 
terre, et même dans le ciel, à des axes tels que la verticale 
du lieu où ils observaient, l'horizontale méridienne, et celle 
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qui est perpendiculaire à celle-ci. On sait aujourd'hui que la 
terre tourne; et il est à remarquer que des phénomènes pure
ment mécaniques auraient pu, à défaut des découvertes astro
nomiques, conduire les savants à la connaissance de cette 
vérité. En effet, la rotation de la terre produit, comme nous 
le verrons plus tard, des perturbations sensibles dans les 
mouvements des pendules, le tir des projectiles, la chute 
des corps pesants, etc. Pour ne citer qu'un seul exemple, 
l'observation attentive des oscillations du pendule, en mon
trant que les phénomènes observés sont incompatibles avec 
l'hypothèse de la fixité de la terre, aurait démontré récem
ment le mouvement de rotation de notre globe, si cette vérité 
n'avait été déjà bien et dûment acquise à la science. C'est 
dans le ciel qu'on cherche aujourd'hui des points de repère 
fixes. Encore est-il des phénomènes, exigeant une observa
tion plus délicate, qui semblent démontrer que les étoiles 
dites fixes elles-mêmes sont en mouvement par rapport à 
notre système solaire. Il suit de là que, quoi que nous fas
sions, nous n'observerons jamais que des mouvements rela
tifs : c'est ce qui donne un grand intérêt à la théorie que nous 
allons aborder. 

Admettons donc qu'on rapporte le point mobile qu'on 
étudie à un système de comparaison animé lui-même d'un 
certain mouvement. Pour définir le mouvement de ce sys
tème, il faut que nous anticipions un peu sur le chapitre sui
vant, consacré au mouvement des systèmes de points et en 
particulier des corps solides; mais il n'y a à cela aucun incon
vénient : il y en aurait au contraire beaucoup à vouloir s'as
treindre à un ordre trop méthodique, si 'on devait y perdre 
sous le rapport de la clarté. 

Considérons un système de points mobiles dont la réunion 
constitue un corps solide, c'est-à-dire non déformable. Pour 
appliquer le calcul aux mouvements de ce système, nous choi
sirons trois axes, fixes par rapport à lui, 0.r,, Q)\, Oz, : les 
coordonnées de tous les points du corps par rapport à ces 
axes seront des constantes, le corps étant supposé invariable 
de forme; et il suffira évidemment de connaître le mouvement 
de ces trois axes pour que celui du système tout entier soit 
déterminé. En effet, on pourra toujours assigner à un instant 
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donné la position d'un point du système d'après la connais
sance de la situation actuelle des axes, et des coordonnées .r,, 
j , , zx, prises par rapport à ces axes, coordonnées qui n'ont pas 
changé de valeur. Quand nous dirons que nous considérons un 
point comme lié invariablement au solide, cela voudra dire 
qu'à partir de l'instant où nous établissons cette liaison, les 
coordonnées xt,Vi, z-i, de ce point resteront constantes. 

D'autres fois, on trouvera plus commode de définir sim
plement les mouvements de trois points du système (non 
situés en ligne droite) : ceci fait également connaître le mou- ; 

veinent du solide tout entier, puisque les dislances mutuelles 
de deux points d'un solide sont invariables, quel que soit le 
déplacement commun de l'ensemble. 

Cela posé, si l'on cherche à se représenter un corps solide 
qui se transporte dans l'espace d'une manière quelconque, on 
se fait fort difficilement une idée d'un pareil mouvement. On a, 
au contraire, une idée très-nette de deux mouvements simples 
que nous allons définir, et qui sont les seuls dont nous nous 
occuperons pour le moment. 

Mouvement de translation. 

Si trois points, À, B, C, d'un corps solide en mouvement 
[fig. 55) ont à un instant donné quelconque des vitesses 
égales et parallèles, le mouvement porte le nom de mouve
ment de translation. 

Les côtés du triangle ABC se meuvent parallèlement à eux-
mêmes : car, dans un espace de temps infiniment petit, les 
sommets de ce triangle parcourent tous trois des chemins 
parallèles, et égaux au produit de la vitesse commune par 
l'élément du temps. Une droite quelconque du système reste 
également parallèle à elle même dans toutes les positions 
du solide : on dit souvent que le corps tout entier se meut 
parallèlement à lui-même. Enfin les trajectoires de tous les 
points sont superposables, elles peuvent être d'ailleurs recti-
lignes ou curvilignes. 

La vitesse commune de tousles points, à un instant donné, 
s'appelle la vitesse du solide à cet instant. La direction et la 
grandeur de celle vitesse varient en général avec le temps 
d'une manière quelconque. 
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Mouvement de rotation. 

Si deux points d'un solide en mouvement restent constam
ment immobiles dans l'espace, tous les points de la ligne qui 

..joint ces deux points restent aussi fixes. Les autres points du 
'.'cpfps décrivent des cercles perpendiculaires à cette droite. On 

dit que le solide tourne autour de la droite fixe, à laquelle on 
donne le nom d'axe de rotation. 

"*' Il serait possible que cet axe n'appartînt pas au solide pro
prement dit; c'est ce qui arrive dans le cas d'un anneau tour
nant autour de son axe de figure. Cette circonstance ne mo
difie en rien ce que nous venons de dire, d'après la définition 
que nous avons donnée de ce qu'on doit entendre par un 
solide, au point de vue géométrique. 

Dans le mouvement de rotation, les perpendiculaires abais
sées des divers points du solide sur l'axe décrivent simulta
nément des angles égaux; la valeur commune de tous ces 
angles, correspondante à un temps quelconque, est ce qu'on 
appelle le déplacement angulaire du solide pendant ce temps. 
Un mouvement de rotation est défini par la loi qui donne la 
valeur de ce déplacement angulaire en fonction du temps. 
La vitesse angulaire est le quotient d'un déplacement angu
laire infiniment petit par le temps dt. 

Soient « celte vitesse angulaire, et v la vitesse d'un point 
quelconque situé à une distance r de l'axe de rotation; on a 

v = w r. 

Un mouvement de rotation est uniforme ou varié, selon 
que la vitesse angulaire est constante ou variable : dans ce 

Il faut bien se garder de confondre une translation suivant 
une trajectoire circulaire avec une rotation. On dit commu
nément que la lune tourne autour de la terre; mais pour 
que cette assertion soit fondée, il faut démontrer que le 
mouvement de la lune est bien un mouvement de rotation 
et non pas une translation circulaire. 

Représentons par C (fig- 56) une position du globe lunaire, 
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et par AB la trace, sur le plan de l'orbite, du cercle de contour 
apparent. 

Dans l'hypothèse d'un mouvement de translation; le dia
mètre AB doit rester parallèle à lui-même; et il est évident 
qu'on verra successivement de la terre, supposée en T, 
toutes les parties de la lune dans la période entière de sa0ré
volution. Si, au contraire, le mouvement est une rotation* le 
diamètre AB restera toujours perpendiculaire à la ligne des 
centres, et par suite on ne verra jamais qu'un seul des hémi
sphères de la lune. L'observation ayant démontré que c'est 
précisément là ce qui arrive (du moins si l'on fait abstraction 
des petites inégalités du mouvement de notre satellite), il 
s'ensuit qu'on a le droit de dire que la lune a un mouve
ment de rotation autour de la terre supposée fixe. 

Le soleil, dans son mouvement apparent, décrit, lui aussi, 
à peu près un cercle autour de la terre; mais comme cet 
astre se montre successivement à nous sous toutes ses faces, 
on voit que son mouvement n'est pas une rotation. Ce n'est 
d'ailleurs pas davantage une translation : c'est un mouvement 
plus compliqué sur lequel nous reviendrons. 

Il est évident qu'il n'y a lieu de faire ces distinctions que 
dans le cas où il s'agit d'un corps de dimensions finies : le 
mouvement d'un point n'est pas plus une translation qu'une 
rotation; c'est un mouvement simple. 

Données numériques relatives à la rotation diurne de la 
terre. — La terre est animée d'un mouvement de rotation 
uniforme autour de la ligne des pôles. La durée d'une révo
lution complète est ce que les astronomes appellent le jour 
sidéral, lequel secomposede86i64secondes de temps moyen. 

On a donc pour la vitesse angulaire de la terre : 

ft = 8êT7S4 = 0 '0000 '3-
La vitesse d'un point situé à l'équateur est nR ou 

o,000073.R, c'est-à-dire environ 4^5 mètres : c'est à peu près 
la vitesse d'un boulet de canon. 

Enfin le carré de la vitesse angulaire de la terre est une 
quantité fort petite dont la valeur est 

ri1 = o,oooooooo53. 
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Représentation géométrique des rotations. 

Pour qu'une rotation soit définie d'une manière complète, 
il faut qu'on connaisse l'axe autour duquel elle s'effectue, la 
vitesse angulaire w, et enfin le sens du mouvement. On re
présente la vitesse angulaire par une longueur, en la rappor
tant à une unité arbitraire, et on porte cette longueur sur la 
direction de l'axe; de sorte qu'une simple ligne terminée OP 
{fis- ^l) représente à la fois l'axe et la grandeur de la rotation. 
Cette même ligne en indiquera encore le sens, par cette con
vention qu'en se plaçant à l'extrémité P considérée comme 
le nord, pour regarde devant soi le point 0 considéré comme 
le midi, la rotation se fera de gauche à droite, comme se fait, 
à nos yeux, le mouvement du soleil (*). 

Ce sens est celui dans lequel tournent les aiguilles d'une 
montre, celui d'une vis que l'on enfonce. C'est le sens rétro
grade des astronomes, le sens direct étant celui des mouve
ments réels. 

Axe de la rotation terrestre. — Il suit de là que la ligne qui 
représente la rotation diurne est dirigée du centre de la terre 
vers le pôle sud : si l'on veut prendre pour axe la partie nord 
de la ligne des pôles, il faut attribuer à la vitesse angulaire la 
valeur négative 

M = — n. 

Il résulte encore de la convention précédente que, si l'on 
considère trois axes rectangulaires disposés à la manière ordi
naire {Jig.58), une rotation Oz correspond à un mouvement 
dirigé de Ox vers Or; et ainsi de suite, conformément aux 
flèches. 

Composition et décomposition des mouvements. 

Le problème de la composition des mouvements est celui 
dans lequel on demande de trouver le mouvement composé, 
quand on connaît le mouvement d'entraînement et le mouve
ment relatif. Le problème inverse consiste, étant donné le 
mouvement réel d'un point, à trouver son mouvement par 

(*) POINSOT, Théorie nouvelle de la rotation des corps, 

I. b 
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rapport à un système dont le mouvement est également 
donné; ou bien encore, connaissant le mouvement réel et le 
mouvement apparent, à trouver le mouvement dont est animé 
le système de comparaison. 

Nous prendrons toujours pour ce système de comparaison 
trois axes rectangulaires, Ox, Oy, Oz {f-g- 5()). Nous mesu
rerons à chaque instant les "coordonnées du point mobile par 
rapport à ces trois axes : en reportant ces coordonnées sur 
trois axes fixes, nous obtiendrons la trajectoire relative. Le 
mouvement relatif est celui qu'on observe quand on participe, 
sans en avoir conscience, au mouvement des axes de com
paraison, et, dans ce cas, on qualifie souvent le mouvement 
relatif de mouvement apparent; mais on conçoit qu'il est éga
lement possible de mesurer les coordonnées d'un point par 
rapport à des axes mobiles desquels on est soi-même tout à 
fait indépendant, et dont on connaît parfaitement le mouve
ment. 

Reportons-nous maintenant à l'origine du mouvement (c'est-
à-dire à un instant quelconque, pris pour origine des temps), 
et supposons qu'à partir de cet instant les axes mobiles en
traînent avec eux la trajectoire relative; le point M, dans son 
mouvement absolu, restera constamment sur celle-ci : et l'on 
saura trouver à chaque instant la position de ce mobile dans 
l'espace, puisqu'on connaît par le mouvement des axes la 
position de la trajectoire relative, au temps t, et par la loi du 
mouvement sur cette trajectoire, le lieu apparent du mobile 
à la même époque. 

Soient {fig. 60) AB, A'B', A"B" , . . . , les positions de la tra
jectoire relative, aux temps t, t', t",...; et supposons qu'à ces 
diverses époques le mobile se trouve aux points M, N, P , . . . . 
de la courbe mobile AB. 

A la fin du temps t, le mobile est en M ; à la fin du temps t' 
il est au point N de la courbe AB; mais cette courbe se trouve 
alors dans la position A'B', et le point N a été transporté en 
N' : donc, à la fin du temps t', le mobile est en N'. On verra 
de même qu'à la fin du temps t" il se trouve en P", et ainsi 
de suite. Le point mobile décrit donc dans l'espace la trajec
toire MN'P"...., et il occupe sur cette trajectoire les positions 
M, N', P",..., aux valeurs t, t', t",,.., du temps. 
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On a ainsi la trajectoire absolue, ainsi que la loi du mouve
ment sur cette trajectoire, c'est-à-dire que l'on connaît d'une 
manière complète le mouvement absolu, par le moyen des 
deux mouvements composants. 

Ànalytiquement, le problème de la composition et de la 
décomposition des mouvements est une pure question de 
transformation de coordonnées. 

Soient £', r', 'C', les coordonnées de l'origine des axes mo
biles; désignons par a, a', a"; b, b', b"; c. c', c" ies cosinus 
des angles formés par ces axes mobiles avec les axes fixes; 
c'est-à-dire posons 

( a — cosx,'£, a'=cosy,£, a"=cosz;'£, 

< b — cosx, r,, b'=cosy,-/i, b"=cosz, r,, 

\ C — COSX, Ç, c ' = COSJ% Ç, C " = C 0 S 2 , Ç; 

enfin soient x, y, z, les coordonnées relatives du point dont 
nous étudions le mouvement. Les formules générales de trans
formation donnent les valeurs suivantes pour les coordonnées 
du même point par rapport aux axes fixes : 

l l — l^ax-\-a'y-]-a"z, 
) 7j — •//-(- bx -+- b'y-\- b"z, 
( Ç — r'-Jr ex -f- c'y +• c"z. 

En différentiant ces équations une première, puis une se
conde fois, on trouverait les relations qui existent, d'abord 
entre les vitesses, puis entre les accélérations des divers mou
vements considérés. 

Ce sont ces relations que nous allons établir géométrique
ment dans les deux paragraphes suivants. 

Composition d'un nombre quelconque de mouvements. —11 
est aisé de cpmprendre qu'on peut avoir à composer non pas 
seulement deux, mais un nombre quelconque de mouvements. 

Un point se meut sur un bateau, le bateau se meut à la sur
face de la terre, la terre tourne autour de la ligne des pôles; 
enfin cet axe du monde lui-même se transporte aux divers 
points de l'orbite elliptique que décrit notre globe autour du 
soleil. Le mouvement absolu du point doit être considéré 
comme composé de tous ces divers mouvements; et l'on peut 

6. 
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effectuer cette composition de proche en proche, au moyen 
des principes que nous venons de poser, absolument comme 
s'il n'y avait que deux mouvements. 

Le mouvement du point sur le bateau est un mouvement 
relatif: en considérant le mouvement du bateau par rapport à 
la terre comme un mouvement d'entraînement, et compo
sant ces deux mouvements, on trouvera le mouvement du 
point mobile par rapport à la terre. 

Le mouvement qu'on obtient par cette composition est en
core un mouvement relatif, puisque la terre n'est pas en 
repos; et la rotation diurne autour de la ligne des pôles est 
un nouveau mouvement d'entraînement, par rapport au mou
vement que nous venons de déterminer : la composition de 
ces deux derniers mouvements donnera le mouvement du 
point mobile par rapport à des axes de direction constante, 
passant par le centre de la terre, et ainsi de suite. 

§ VI. — COMPOSITION DES VITESSES. 

Bornons-nous d'abord au cas de deux mouvements compo
sants. La vitesse absolue d'un point, à chaque instant t, peut 
se déduire par une construction très-simple de la vitesse rela
tive du même point, et de la vitesse dite d'entraînement : 
c'est-à-dire de la vitesse d'un point qui coïnciderait avec le 
point mobile Ma l'époque t, et qui resterait ensuite invaria
blement lié aux axes mobiles. 

Soient M {jig. 61) la position du mobile à l'époque t, AB 
sa trajectoire relative. Au bout du temps t' cette trajectoire, 
par l'effet du mouvement des axes, s'est trouvée transportée en 
A'B', les divers points, M, N, P , . . . , venant en M', N', P ' , . . . . 

Si le point M n'avait pas de mouvement relatif, il serait 
en M' au bout du temps t'; mais on sait qu'il "se déplace sur 
sa trajectoire relative, et qu'au lieu de se trouver en M' il 
occupe la position N' à l'époque l '. 11 suit de là que 

M'N' est le déplacement relatif du point mobile, 
MN' est son déplacement absolu, 
MM' est le déplacement du point du système de compa

raison qui coïncidait avec M, à l'époque t. 
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A la simple inspection de la figure, et quel que soii l'inter
valle t'— t, on reconnaît que : 

THÉORÈME I. — La corde du chemin réellement parcouru 
dans un temps quelconque est la résultante (*) de la corde du 
déplacement relatif, et de celle du chemin suivi par le point 
lié aux axes, qui coïncidait avec le point mobile à l'instant 
initial. 

Parallélogramme des vitesses.—Imaginons maintenant que 
l'intervalle t' — t tende indéfiniment vers zéro : les cordes 
tendront de plus en plus à se confondre avec leurs arcs, et à 
la limite elles auront pour valeurs respectivement 

vdt, vrdt, vedt, 

si l'on se reporte à la définition de la vitesse relative et de la 
vitesse d'entraînement. En même temps la figure MNN'M' a 
pour limite un parallélogramme, et nous venons de voir que 
les côtés infiniment petits et la diagonale de ce parallélo
gramme sont proportionnels aux vitesses <v, ce, v. Si donc sur 
la vitesse relative et la vitesse d'entraînement on construit 
un parallélogramme semblable à celui-ci {Jig. 62), la diago
nale de ce parallélogramme représentera en grandeur et en 
direction la vitesse absolue du mobile. 

Donc : 

THÉORÈME II. — La vitesse absolue est la résultante de la 
vitesse relative et de la vitesse d'entraînement. 

Celte proposition est connue sous le nom de parallélo
gramme des vitesses. 

On peut observer que, si les vitesses <'„, tv, changeaient de 
rôle, c'est-à-dire si la première était une vitesse relative et la 
deuxième une vitesse d'entraînement, la construction qui 
donne la vitesse absolue conduirait à un résultat parfaitement 
identique au précédent. Dans ce sens, on confond souvent les 
deux vitesses vt, vr, sous le nom de composantes de la vi
tesse absolue : c'est là une chose parfaitement indifférente, 

(*) On sait ce que nous entendons par une droite résultante de deux autres. 
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au point de vue géométrique. Au point de vue de la réalité 
des choses, il faut bien remarquer que l'une des composantes 
est la vitesse du mobile, observée d'une certaine manière, 
et que l'autre est une vitesse d'entraînement qui n'a aucun 
rapport nécessaire avec le mouvement de ce mobile. 

Si l'on se proposait de trouver la vitesse relative, les don
nées étant la vitesse absolue et la vitesse d'entraînement, on 
aurait à construire un côté d'un parallélogramme, connaissant 
la diagonale et le deuxième côté. On peut aussi considérer 
le côté inconnu MVr {fig. 63) comme la diagonale du paral
lélogramme MYVrVé, ce qui conduit au théorème suivant : 

THÉORÈME III. — La vitesse relative est la résultante de la 
vitesse absolue, et de la vitesse d'entraînement prise en sens 
contraire. 

Problème général de la composition des vitesses. 

La règle que nous venons de démontrer pour un mouve
ment, composé de deux mouvements donnés seulement, 
s'étend sans difficulté au cas où les mouvements composants 
sont en nombre quelconque. 

Dans ce cas, la vitesse MB [fig. 64), fournie par ia compo
sition de i'e et de er, doit être considérée comme une deuxième 
vitesse relative v'n ; en la composant avec la deuxième vitesse 
d'entraînement, on aura une nouvelle résultante MC, et l'on 
continuerait ainsi tant qu'on aurait de nouvelles vitesses à 
composer. La vitesse absolue est la ligne qui ferme le poly
gone de toutes les vi'.esses composantes, c'est leur résultante, 
dans le sens géométrique du mot. On a donc le théorème 
général : 

THÉORÈME IV. — Quel que soit le nombre des mouvements à 
composer, la vitesse absolue est la résultante de toutes les 
vitesses correspondantes. 

Ce théorème est indépendant de l'ordre dans lequel on con
sidère les vitesses composantes. Il permet de déterminer la 
direction et la grandeur de la vitesse absolue : soit géométri
quement, en construisant le polygone des vitesses, soit ana-
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lytiquement, en projetant ce polygone sur trois axes rectangu
laires quelconques. On a ainsi les équations : 

VcosV, x — ^ , vcosv, x = X, 

V cosV, : i ' = y v c o s c, r = Y, 

VcosY, - s r ^ ^ ^ 0 0 3 ^ £ = Z; 

Y2 = X2-f-Y2~f-ZJ. 

Remarques sur la composition des vitesses, 

I. Dans la théorie qui précède, nous n'avons pas eu à nous 
préoccuper de définir les mouvements d'entraînement d'une 
manière complète : il nous a suffi de considérer la vitesse d'un 
seul point dans chaque système mobile, de celui qui coïncide 
avec le point M, à une époque déterminée. 

Cependant, si l'un des mouvements d'entraînement n'est 
pas une translation, la direction des axes auxquels on doit rap
porter la vitesse relative correspondante est essentiellement 
variable, tandis que la vitesse absolue cl la vitesse d'entraîne
ment sont rapportées à des directions fiscs. Mais comme, 
pendant un temps très-court, la direction des axes mobiles 
no peut changer qu'infiniment peu, les angles formés par les 
différentes vitesses avec ces axes, considérés au commence
ment ou à la fin du temps dt, diffèrent seulement de quan
tités infiniment petites : quantités qu'on est en droit de négli
ger, devant les angles finis formés parles côtés du polygone 
des vitesses. 

Les théorèmes relatifs à la composition des vitesses ne dé
pendent donc en aucune façon du mouvement de tout le 
système de comparaison, mais uniquement de la vitesse d'un 
seul point de ce système. 

II. Sur la théorie des mouvements simultanés. — Nous avons 
ramené le mouvement curviligne au mouvement rectiligne, 
en substituant au premier certains mouvements simultanés, 
dont nous avons indiqué les relations avec le mouvement prin
cipal qu'il s'agissait d'étudier. 

La considération des mouvements relatifs nous aurait con-
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duits à des résultats du même genre; en effet, quel que soit 
le mouvement d'un point M [fig. 65), on peut toujours ra
mener ce mouvement à s'effectuer sur une ligne droite, en 
supposant cette droite animée elle-même d'un mouvement 
convenable (*). Mais on ne devra jamais dire qu'un point est 
animé de plusieurs mouvements simultanés. 

Plusieurs points ont des mouvements simultanés, si leurs 
positions sont liées l'une à l'autre par une loi géométrique; 
un point n'a qu'un seul mouvement : on peut d'ailleurs rap
porter ce mouvement, par la méthode des coordonnées, soit 
à un système fixe, soit à des axes mobiles; le point de vue de 
l'observateur aura changé, mais ce sera toujours le même 
mouvement. Quant au mouvement des axes de comparaison 
(mouvement d'entraînement), il est absolument indépendant 
de celui du point lui-même, et ne saurait dans aucun cas, et 
scus aucun prétexte que ce soit, être considéré comme ap
partenant à ce point. 

Ceci une fois éclairci, il est évident qu'on pourra faire les 
conventions de langage que l'on voudra, pourvu qu'on se 
comprenne bien. 

§ VII. — COMPOSITION DES ACCÉLÉRATIONS. 

Nous avons clairement défini le mouvement d'un point rela
tivement à un système d'axes mobiles, en disant que c'est le 
mouvement absolu d'un point fictif dont les coordonnées, par 
rapport à trois axes fixes, seraient les mêmes à chaque instant 
que celles du point donné par rapport aux axes mobiles. 

Quant au mouvement d'entraînement proprement dit, nous 
ne pouvons pas pour le moment nous le figurer d'une ma
nière suffisamment nette, puisque nous n'avons pas encore 

(*) Il faudra évidemment que , de la définition du mouvement d'entraîne
ment, il résulte nettement que le point M soit assujetti à se trouver à chaque 
instant sur la droite mobile. 

Les mouvements d 'entraînement les plus simples qu 'on puisse imaginer 
( s u r un plan) sont un mouvement de translation dans une direction bien dé
finie, ou un mouvement de rotation autour d'un point fixe. Nous nous sommes 
bornés à considérer ces deux mouvements-là, mais il est évident qu'il en existe 
une infinité d'autres. 
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étudié toutes les différentes sortes de mouvement dont un 
solide invariable peut être animé. 

Quoi qu'il en soit, il est bien clair qu'en général, et sauf le 
cas où le mouvement d'entraînement est une translation, les 
divers points du système solide de comparaison n'auront ni la 
même vitesse, ni la même accélération totale. Et il ne faudra 
jamais perdre de vue quand nous dirons, en étudiant le mou
vement relatif d'un point, la vitesse ou l'accélération d'en
traînement, que nous entendons par ces mots la vitesse ou 
l'accélération du point du système de comparaison nui coïn
cide avec le point mobile, à l'instant considéré. 

Notre théorème I, relatif à la composition des cordes, ré
sulte immédiatement de la définition du mouvement relatif: 
il est vrai pour un mouvement fini quelconque, et quel que 
soit le mouvement des axes de comparaison. En appliquant ce 
théorème à un déplacement infiniment petit, nous en avons 
déduit la règle évidente de la composition des vitesses, règle 
dont Aristole paraît avoir eu déjà la connaissance. 

Le même théorème I, si nous considérons deux éléments 
consécutifs sur chaque trajectoire {fig- 66), va nous permettre 
de résoudre le problème de la composition des accéléra
tions. 

Ce problème, de la composition des accélérations, diffère du 
problème de la composition des vitesses par la nécessité où 
l'on se trouve d'avoir égard, s'il y a lieu, au changement de 
direction des axes. En effet, l'accélération totale se construit 
en décomposant la vitesse V existant au bout du temps dt 
en deux autres, dont l'une soit la vitesse V au commencement 
de l'intervalle dt : l'autre est l'accélération totale J, multipliée 
par dt. Pour appliquer cette construction-au cas d'un mouve
ment relatif, il faut remarquer que les angles qui déterminent 
la vitesse initiale vr sont rapportés à la position initiale des 
axes mobiles, tandis que la vitesse </ doit être rapportée à la 
position finale; dès lors une variation infiniment petite dans 
la direction des axes influe sur l'angle infiniment petit que 
font entre elles les vitesses vr et e'r, et par conséquent sur la 
direction et sur la grandeur de la ligne 3rdt qui joint leurs 
extrémités; donc, l'accélération totale relative est fonction de 
cette variation, et le problème de la composition des accélé-
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rations sera tout de suite assez compliqué, dès que les axes 
n'auront pas un simple mouvement de translation. 

Nous examinerons d'abord le cas où les axes sont animés 
d'un mouvement de translation, puis celui d'une rotation uni
forme autour d'une droite fixe. Nous nous bornerons d'ailleurs, 
pour le moment, à ces deux cas particuliers. 

ier CAS. —Étude de la composition des accélérations, lorsque 
le système solide est animé d'un mouvement de translation. 

Rappelons les trois théorèmes suivants : 

I. Dans tout mouvement, la corde du chemin parcouru dans 
un temps infiniment petit, 6, est la résultante de la quantité v 9, 
portée sur la tangente, et de la quantité \ J6% portée dans la 
direction de l'accélération totale. 

II. La corde d'un déplacement absoïu quelconque est 3a 
résultante de la corde du mouvement relatif et de la corde du 
mouvement d'entraînement. 

III. La vitesse absolue d'un point est la résultante de la 
vitesse relative et de la vitesse d'entraînement. 

Cela posé, considérons toujours notre triangle curviligne 
MM M,, et soient {fig. 67) : 

MT = f0, T.M, = iJOJ, 

M 'T ,= c1.0, TMi=-JrrS. 

D'après le théorème du parallélogramme des vitesses, Ï 'T 
est égal à M'T,; de plus, ces deux lignes sont parallèles, puis
que la trajectoire relative s'est déplacée parallèlement à elle-
même, le mouvement d'entraînement étant une translation. 

Il suit de là que ÏT, est aussi égal et parallèle à TM'. Donc 
la ligne qui représente en grandeur et en direction \ J52, est 
la résultante des lignes qui représentent de môme |-J£S! 

et \l-ô> : 

THÉORÈME V.—Lorsque le mouvement d'entraînement est un 
mouvement de translation, l'accélération totale du mouve
ment d'un point est la résultante de l'accélération totale re
lative et de l'accélération d'entraînement. 
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Ou bien : 

THÉORÈME VI.—Lorsque le mouvement d'entraînement est un 
mouvement de translation, l'accélération totale relative est 
la résultante de l'accélération totale absolue, et de l'accélé
ration d'entraînement prise en sens contraire. 

Construisons (fig. 68) le triangle MA A, formé, à une époque 
déterminée, par les vitesses ve, vr et v. Au bout du temps 0, 
ce triangle est devenu MA'A',, et la ligne A, A', représente 
l'accélération J, du mouvement absolu, multipliée par le fac
teur numérique 8. 

Quel que soit le nombre des mouvements composants, 
pourvu que tous les mouvements d'entraînement soient des 
translations, on obtient toujours {fig. 69) l'accélération du 
mouvement composé en joignant les sommets homologues 
du polygone des vitesses; et la figure montre que cette accé
lération est bien la résultante géométrique da toutes les ac
célérations composantes. 

Ces résultats ne diffèrent en aucune façon de ceux qui sont 
relatifs à la composition des vitesses. 

2e CAS. — Étude de la composition des accélérations lorsque 
le système solide est animé d'un mouvement de rotation. 

Si nous supposons maintenant que les axes auxquels on 
rapporte le mouvement relatif soient animés d'un mouve
ment quelconque, la tangente à la trajectoire relative, au 
point M (fig. 70), ne conserve pas une direction constante; de 
sorte que, quand le point M se trouve transporté en M', le 
point ï , , extrémité de la longueur vr0, ne coïncide pas avec 
ie quatrième sommet du parallélogramme construit sur Ï 'T 
et T'M'. Soit V',. ce quatrième sommet, on a 

TM1 = i J 6 î , 

T,M, = {J rS
J , 

T Y V ^ T ' M ' ^ i J ^ 2 ; 

mais ces trois lignes ne forment pas les trois côtés d'un trian
gle, et l'on ne peut plus dire que la première soit la résultante 
des deux autres. 

En effet, il existe une lacune entre les points V, et T,, en 
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raison du déplacement angulaire de la tangente MVr. De plus, 
on ne peut pas dire que cette lacune soit négligeable; car la 
distance T,V'. est le troisième côté d'un triangle isocèle dont 
les côtés égaux sont infiniment petits du premier ordre, et 
comprennent un angle qui est lui-même infiniment petit du 
premier ordre. Il suit de là que le troisième côté de ce triangle 
est infiniment petit du second ordre, et comparable aux autres 
grandeurs considérées (*). 

Il faut donc ajouter une quatrième ligne aux trois lignes 
que nous considérions tout à l'heure, pour avoir un polygone 
fermé; et, dans le cas général, on doit considérer l'accéléra
tion relative comme la résultante de l'accélération absolue, de 
l'accélération d'entraînement prise en sens contraire, et d'une 
troisième accélération complémentaire, dont la direction est 
celle de la droite T.V,'., et dont la grandeur s'obtiendra en 
divisant la longueur TA'r par | 6 2 . 

Détermination de l'accélération complémentaire. — Cette 
longueur TW^ est le produit de M'T, par l'angle infiniment 
petit T,M'\'7; or M'T, est égal à vr6, et l'angle M' n'est autre 
chose que l'angle formé par deux positions infiniment voi
sines de la tangente à la trajectoire relative, au point M. 

Pour calculer cet angle, qui dépend uniquement du mou
vement des axes mobiles, nous supposerons que ce mouve
ment soit une rotation uniforme, w, représentée par la 
droite OP {fig. 71). C'est ici seulement qu'il y a lieu d'intro
duire cette restriction, tout ce qui précède s'appliquant à un 
mouvement d'entraînement quelconque. 

Par le point 0 , menons deux droites, parallèles respective
ment aux droites MVr (ou M'Y,'. ), et M'T,. Ces deux lignes sont 
également inclinées sur l'axe OP : on peut les considérer 
comme deux génératrices d'un cône de révolution dont l'axe 
serait OP; et l'angle formé par les deux plans méridiens cor
respondants est précisément égal au déplacement angulaire, w0, 
de tout le système pendant le temps 6. 

(*) Cette lacune existait également dans le triangle des vitesses, mais il n'y 
avait pas à en tenir compte, car les grandeurs dont on s'occupait alors étaient 
des infiniment petits du premier ordre. 
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Il suit de là que l'angle des génératrices elles-mêmes est le 
produit de M9 par le sinus du demi-angle au sommet du cône, 
c'est-à-dire par le sinus de l'angle formé par la direction de 
la vitesse relative vr, avec la direction de la droite qui repré
sente la rotation w. 

On a donc en définitive 

T, Y,'.= vrQ X « 9 sin M, vr 

• = Mcvsinco, cr x 6~-, 

relation de laquelle on conclut la longueur de la droite qui 
ferme le polygone des accélérations : 

a.T.v; . — . 
—j-— =2we rsinco, vr. 

Accélération centrifuge. — Remarquons enfin que dans le 
cas auquel nous nous bornons actuellement, celui d'un sys
tème de comparaison animé d'un mouvement de rotation uni
forme, l'accélération d'entraînement, pour un point situé à 
une distance r de l'axe, est centripète et égale à w2r; donc 
cette accélération, prise en sens contraire, est centrifuge, et 
elle a la même valeur «'/•. 

De là le théorème suivant : 

THÉORÈME VII. — Quand le mouvement d'entraînement est 
une rotation uniforme autour d'un axe fixe, l'accélération 
relative est la résultante de l'accélération absolue, de l'accé
lération centrifuge, et d'une troisième accélération qu'on 
appelle accélération centrifuge composée. 

Cette dernière est égale au double produit de la vitesse re
lative par la vitesse angulaire des axes mobiles, et par le 
sinus de l'angle formé par la vitesse relative avec l'axe de 
rotation du système. 

Ce théorème est connu sous le nom de Théorème de Co-
riolis. 

Coriolis est en effet le premier qui ait introduit dans la 
théorie des mouvements relatifs la notion de Y accélération 
centrifuge composée (*). Celle manière d'interpréter les for-

(*) Journal de l'École Polytechnique, XXIV e cahier, p . 1^1 ; année J 8 3 J . 
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mules est fort élégante; elle permet d'étudier géométrique
ment un mouvement relatif, sans passer par l'intermédiaire 
du mouvement absolu, et d'une transformation de coordon
nées (*). 

Il résulte de l'expression écrite plus haut que l'accélération 
centrifuge composée s'annule dans trois cas : 

^° Lorsque M = O; 
i" Lorsque vr=.o; 
3° Enfin, lorsque 

sino3 rc r=o, 

c'est-à-dire quand la tangente à la trajectoire relative est pa
rallèle à l'axe de la rotation d'entraînement. 

Lesftg. 70 et 71 montrent que la droite TWJ. est perpendi
culaire à la fois à la vitesse relative, et à l'axe de la rotation 
d'entraînement. Quand on projette le mouvement sur un plan 
perpendiculaire à OP, l'accélération centrifuge composée est 
perpendiculaire et proportionnelle à la projection de la vitesse 
relative; elle est dirigée de T, vers Y^, c'est-à-dire en sens 
contraire de la rotation de l'extrémité Vr de la vitesse relative. 

Si nous supposons un observateur placé dans la direction OP 
[fie- 71)* e t regardant dans le sens de la vitesse relative, l'ac
célération centrifuge composée sera dirigée vers la gauche de 
cet observateur. En empruntant à FÉlectrodynamique une 
forme de langage très-usitée dans l'enseignement, nous dirons 
que 

L'accélération centrifuge composée est dirigée à gauche 
de la vitesse relative. 

(*) Coriolis emploie dans son Mémoire 11 méthode analytique directe, ainsi 
que l'avaient fait ses devanciers, à savoir : Newton, dans le cas où les axes 
mobiles ont u n simple mouvement de t ranslat ion; Clairaut, pour le cas d'un 
mouvement plan quelconque; Ampère, etc . 

MM. Bélanger et Poncelet n 'ont pas tardé à démontrer géométriquement le 
théorème de Coriolis; depuis, divers auteurs ont donné de ce même théorème 
un grand nombre de démonstrat ions élémentaires, toutes plus ou moins iden
t iques quant au fond. 

L'analyse de Coriolis n'est pour tan t pas entièrement dénuée d' intérêt; nous 
la donnons à la fin de cette Section, en restituant aux axes un mouvement 
quelconque. 
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Application aux mouvements terrestres. 

Occupons-nous d'abord de notre hémisphère boréal, et pro
jetons cet hémisphère sur le plan de l'équateur {fig. 72). La 
rotation de la terre, pour un observateur placé au pôle nord X, 
ayant lieu dans le sens opposé à celui du mouvement des 
aiguilles d'une horloge, l'axe de celte rotation est dirigé vers 
le pôle sud. Il suit de là que l'accélération centrifuge com
posée, pour un mouvement quelconque, est dirigée à droite 
de la projection de la vitesse relative du point mobile. 

Cela posé, considérons un certain nombre de cas particuliers. 
1" Mouvement vertical ascendant. — La vitesse relative se 

projette suivant une direction telle q u e / ; l'accélération cen
trifuge composée est dirigée dans le sens de la flèche a, c'est-
à-dire du côté de l'occident par rapport au méridien dans 
lequel s'effectue le mouvement. 

20 Mouvement de haut en bas. — Le sens de la flèche/ 
étant renversé ( / ' ) , l'accélération centrifuge composée change 
également de sens, et se tourne du côté de l'orient (*). 

3° Mouvement horizontal. — Si nous considérons nos flèches 
comme représentant actuellement les projections d'une vitesse 
relative horizontale, telle que la vitesse d'une bille sur le tapis 
d'un billard, celle d'un glaçon flottant sur une rivière, d'un train 
parcourant une ligne de fer; nous trouverons toujours aisé
ment la direction de l'accélération centrifuge composée, en 
prenant la droite d'un observateur qui suivrait la direction de 
la vitesse relative. Avec cette règle simple, on sera toujours 
assuré de ne pas commettre d'erreur. 

Supposons par exemple que la vitesse relative d'un mo
bile M {fig. ^4) s ° i l horizontale et contenue dans le plan 
méridien NS; supposons de plus qu'il n'y ait pas d'accélération 
absolue. 

Si la terre était immobile, le point M ne sortirait pas de 

(*) Nous devons pour le moment nous borner à ces indications. Nous revien
drons sur ce sujet dans la partie du cours qui est consacrée à la Dynamique; 
nous serons alors en mesure d'analyser complètement l ' induence de ia rotation 
du globe sur le mouvement vertical des corps pesants dans le vide, sur les 
oscillations du pendule simple, etc. 
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l'horizontale méridienne, suivant laquelle est dirigée sa vitesse 
initiale; et il se trouverait sur celte droite, au bout du temps S, 
à une distance vrQ de son point de départ. 

Eu égard à la rotation du globe, il faut, pour avoir le dépla
cement relatif de notre point, composer avec le chemin c,6 
deux autres chemins élémentaires, parcourus respectivement 
dans les directions des deux composantes de l'accélération 
totale relative. 

Par l'effet de l'accélération centrifuge, le corps se détachera 
du plan horizontal, dans le sens du prolongement du rayon du 
parallèle terrestre. Cette conséquence géométrique évidente 
de la rotation de la terre n'avait pas échappé à Galilée. 

Par l'effet de l'accélération centrifuge composée, ce môme 
corps déviera de la méridienne : à l'occident si son mouve
ment est dirigé vers le sud, à l'orient dans le cas contraire. Il 
est à remarquer que, dans cette dernière hypothèse, le mo
bile est en avant, dans le sens du mouvement diurne, des 
points de la méridienne avec lesquels il aurait dû coïncider 
successivement, si la terre avait été en repos. 

Dans l'hémisphère austral [fig. 73), l'accélération centrifuge 
composée est dirigée à gauche de la vitesse relative; il est aisé 
de voir quelles sont les modifications introduites par cette 
circonstance dans les résultats précédents, et nous nous dis
penserons d'insister davantage sur ce sujet. 

Théorie générale du mouvement relatif d'un point. 

Il y a lieu d'ajourner le complément de la théorie des mou
vements relatifs, jusqu'à ce que nous ayons défini les divers 
mouvements dont un système solide est susceptible d'être 
animé, sans que son invariabilité de forme soit compromise. 

Nous verrons d'ailleurs que le paragraphe actuel renferme 
implicitement la solution du problème de la composition des 
accélérations dans le cas le plus général ; celui où le mouve
ment d'entraînement n'est ni une translation, ni une rotation. 
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CHAPITRE III. 

MOUVEMENT D'UN CORPS OU SYSTÈME SOLIDE. 

Après avoir élucidé les principales questions qui se rap
portent au mouvement d'un point mathématique, il faut passer 
à l'élude du mouvement d'un corps de dimensions finies. 

Un corps, au point de vue géométrique, c'est la collection 
d'une infinité de points, remplissant une portion limitée de 
l'étendue; un corps solide est un système de points, formant 
une figure invariable. Pour se représenter un pareil système, 
il suffit de considérer trois axes mobiles, U.r,, 0>-,, Oz,, et 
l'ensemble des points dont les coordonnées, relatives à ces axes, 
restent constantes. II est bien évident que les mouvements 
simples de tous ces points ne sont pas indépendants les uns des 
autres : c'est la recherche des relations qui exi tent entre ces 
mouvements qui constitue l'élude des mouvements d'un solide. 

Ainsi que nous l'avons remarqué, on n'a qu'une idée extrê
mement obscure de ce qu'est en général le mouvement d'un 
corps de figure quelconque; et les seuls mouvements qu'on 
voie immédiatement sont le mouvement de translation et le 
mouvement de rotation. <"e n'est que par une succession de 
travaux bien remarquables, dont nous allons ici présenter 
l'analyse, que les géomètres sont armés par degrés à réduire 
le mouvem Mil le plus général dont un corps solide puisse 
être animé, aux deux mouvements simples que nous avons 
déjà eu occasion de définir. 

Décomposition du mouvement d'un solide. 

Pour simplifier la question, nous commencerons parla di
viser en deux autres : attachons-nous à regarder un point quel
conque Odu solide, par lequel nous ferons passer trois axes 
assujettis à rester constamment parallèles à eux-mêmes. Il 
est clair que le solide, d-ms sou mouvement ivlalif à ces axes, 
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ne peut que tourner sur l'origine mobile 0, comme autour 
d'un centre fixe, de sorte que le mouvement se trouve dé
composé en deux, dont l'un est une pure translation. Si nous 
connaissions à priori un point fixe dans le système, c'est par 
ce point que nous ferions passer nos axes de comparaison, et 
le premier des deux mouvements composants disparaîtrait. 

Mais le second de ces mouvements : c'est-à-dire celui d'un 
corps mobile autour d'un point fixe, sur lequel il a la liberté 
de pirouetter dans tous les sens, ne présente lui-même qu'une 
idée très-obscure; et c'est cette idée que nous allons tout 
d'abord nous proposer d'éclaircir. 

§ VIII. — MOUVEMENT D'UN CORPS SOLIDE AUTOUR D'UN POINT FIXE. 

Vers le milieu du siècle dernier, d'Alembert et Euler, à 
peu près dans le même temps et par des méthodes différentes, 
ont les premiers traité la question du mouvement d'un corps 
solide dans l'espace, question qui se ramène immédiatement, 
comme nous l'avons vu, à celle qui fait l'objet de ce para
graphe. Ils se sont occupés, chacun à deux reprises séparées 
par plus de vingt-cinq ans, de ce problème qui donne lieu, 
comme le dit Euler, à deux ordres de recherches, les unes 
géométriques (cinêmatiques) et les autres mécaniques. Ces 
deux points de vue sont ici, et peut-être pour la première fois, 
nettement séparés par Euler. 

La priorité de la découverte de la proposition fondamentale 
de cette théorie appartient à d'Alembert (*). Il fut d'ailleurs 
bientôt suivi dans celte voie par Euler (**), qui s'empara de 
ce sujet avec sa ténacité habituelle, et s'en préoccupa toute 
sa vie (***). 

Euler ne réussit pourtant pas à éclaircir tous les points déli
cats qui se rencontrent dans la théorie de la rotation des corps 

(*) Traité de la procession lies éqninoxes (17'ig'. 

(**) Découverte d 'un nouveau principe de Mécanique (Mémoires de VAca-
cadémie de Berlin pour 17JO, imprimes en 1-,'ri). 

(***) « Le sujet que je me propose de traiter ici est de la dernière impor
tance dans la Mécanique, et j 'a i déjà fait plusieurs efforts pour le mettre dans 
tout son jour . Mais, quoique le calcul ait assez bien réussi, et que j 'aie décou
vert des formules analytiques qui déterminent tous les changements dont le 
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autour d'un point fixe; il ne put triompher à sa pleine satis
faction de l 'obscurité qui régnait sur cette question, et qui, 
dit-il quelque part (*), tire son origine de la difficulté qu'on 
éprouve à se bien représenter le mouvement dont un corps 
tourne sur un point fixe. 

Il était réservé à Poinsot de dissiper cette obscurité d 'une 
manière complète, et de donner du problème de fa gymtion 
d'un corps solide autour d'un point fixe une solution qui est 
un véritable chef-d'œuvre de clarté et d'élégance géométrique, 
véritable solution du problème, dit-il (**), en ce qu'elle fait 
image, et qu'on y voit le mouvement du corps avec autant de 
clarté que le mouvement d'un point. 

Théorème fondamental de d'JIembert. 

Le seul mouvement de rotation dont nous ayons une idée 
nette est celui d'un corps qui tourne sur un axe immobile; 
c'est donc à cette idée qu'il faut tâcher de réduire celle du 
mouvement d'un corps qui pirouette d'une manière que l 
conque autour d'un point ou centre fixe 0 . 

Considérons (fig. y5) la sphère décrite du point 0 comme, 
centre avec l 'unité pour rayon, et la perspective du corps mo
bile sur cette sphère. 11 est évident que le mouvement de cette 
figure sphérique est déterminé par le mouvement de notre 
solide, et que réciproquement, à un instant quelconque, la 
position de la perspective sur la sphère suffit pour faire con
naître le lieu du corps lui -même dans l 'espace. 

Cela posé, nous allons établir la proposition suivante, qui 
se rapporte au mouvement , considéré pendant un temps infi
niment court . 

Lorsqu'un des points d'un solide en mouvement est fixe, les 
autres points du corps ne sauraient, à un instant donné, être 

mouvement d'un corps autour d 'un point fixe est susceptible, leur application 
était pourtant sujette à des difficultés qui m'ont paru presque tout à fait insur
montables. » (Mémoires de VAcadémie de Berlin pour I - J J S , imprimés en lySj) . 
Voir aussi : Theoria motus corporum solldoriun sea rigldorum (iy6,>), et_uc 
grand nombre de Mémoires du même auteur. 

(*) Mémoires de VAcadémie de Berlin pour 1760, p . 179. 
(**) Théorie nouvelle de la rotation des corps. 

1-



IOO PREMIÈRE SECTION. — CINÉMATIQUE PURE. 

tous à la fois en mouvement ; et il y a toujours une infinité de 
points, situés sur une même ligne droite, qui ont à l'instant 
considéré une vitesse nulle, c'est-à-dire qui conservent des 
positions fixes pendant un temps très-court. 

Ain -̂i que je l'ai dit, ce beau théorème est dû à d'Alembert; 
j'emprunte la démonstration géométrique suivante à Euler (*). 

Soient AB (Jig. 76) un arc de grand cercle réunissant deux 
points de la perspective, et A'B' la nouvelle position de cet 
arc de grand cercle, au bout du temps 6. 

Prolongeons les arcs AB et A'B' jusqu'à leur rencontre au 
point C, et prenons 

A'C'=AC : 

nous aurons en C la nouvelle position du point C, considéré 
comme lié à l'arc AB. 

Pour trouver de même la position finale d'un point quel
conque M de notre perspective, il faut rattacher ce point aux 
poii ts déjà connus A, B, C, par un système de coordonnées 
quelconque. On pourra, par exemple, joindre MC par un 
arc de grand cercle; puis, faisant au point C un angle M'C'A' 
égal à MCA, et prenant CM' = CM, on aura un point M' qui 
occupera par rapport à l'arc A'B' la même situation que le 
point M par rapport à l'arc AB. 

Prolongeons MC et M'C jusqu'à leur point de rencontre, 1. 
Tous les points du cercle IMC sont venus se placer quelque 
paît sur le cercle IM'C; et, si l'on avait CI = CI, le point I 
serait resté fixe dans le mouvement. Cherchons s'il ne serait 
pas possible, en choisissant convenablement l'arc CM, dont 
nous avons jusqu'ici supposé la direction arbitraire, de rendre 
le triangle CIC isocèle. 

Il faut pour cela satisfaire à l'égalité 

(1) ICC = ICC. 

Mais on a 
1 1CC' = ICB — BCB' 

^ j I C C = 180"—1CB'= 180"-- 1CB, 

("*) Découverte d'un nouveau principe, etc. 
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puisqu'on a fait 
v IC'B'=ICIÎ. 

En substituant les valeurs (2) dans l'équation (1), il vient 

ICB —BCB'^iSo"—ICB. 
D'où 

BCB' 
(3) ICB = 9 o ° - + - - ^ — 

En donnant à l'angle ICB celte valeur, c'est-à-dire en pre
nant l'arc CM perpendiculaire à l'arc Cy, bissecteur de l'angle 
BCB', nous satisferons à l'équation de condition (1); et nous 
serons assurés qu'il existe quelque part sur l'ar<- CM un point I, 
qui n'a pas participé au déplacement de la figure. 

Pour trouver la grandeur de l'arc CI, menons Ic> perpen
diculaire sur le milieu de la base de notre triangle isocèle. 
Dans le triangle rectangle 1C&>, on connaît le côté Cw qui est la 
moitié de CC, et l'angle C qui est égal à go"— \ BCB'; on a 
donc 
. , . „. tangCw tangi-CC' 
(4) ttnsa = - s f e = si4àcïT 

Mouvement infiniment petit. 

Dans tout ce que nous avons dit jusqu'ici, le déplacement 
de nos points de repère, A et B, pouvait èlre quelconque. Si 
nous supposons ce déplacement infiniment petit, on voil aisé
ment les modifications qu'il faut l'aire subir aux constructions 
et aux calculs précédents. Le point C, intersection de deux 
posilions infiniment voisines de la ligne AB, est le point de 
contact de celte ligne avec son enveloppe, l'arc CI devient per
pendiculaire à l'arc AB ; enfin la formule (4) se transforme en 

(5) tang CI ( ' l / 

BCB' 

Axe instantané de rotation. — Notre système ayant, à 
l'instant considéré, deux point-; fixes : le centre 0 de la sphère 
et le point I, il lésulte des principes que nous avons posés 
que tous les points de la droite 01 sont également immo
biles; le mouvement du solide ett une rotation autour de 
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cette droite tant qu'elle reste fixe, c'est-à-dire pendant un 
temps infiniment court (*). 

Pendant l 'élément de temps suivant, le mouvement du corps 
est encore une rotation simple, mais autour d'un autre axe, 
de sorte que le mouvement du corps peut être considéré 
comme une suite de ces mouvements simples, dont chacun 
ne présente à l'esprit qu 'une idée net te . 

Ainsi se trouve établi le théorème suivant : 

THÉORÈME DE D'ALLSIBERT. — Le mouvement d'un corps qui 

toiune d'une manière quelconque autour d'un point fixe 
n'est autre chose qu'une rotation de ce. corps sur un axe qui 
passe toujours par le point fixe, mais dont la direction change, 
d'un instant à l'autre : axe que, pour cette raison, l'on ap
pelle AXE INSTANTANÉ DE ROTATION (**)• 

Caractère de l'axe instantané. — Il faut bien remarquer 
que cet axe instantané change de position et dans le corps et 
dans l'espace tout à la fois. En effet, comme il est immobile 
dans le corps et dans l'espace pendant le temps dt, et qu'au 
bout de ce temps on le trouve dans une nuire position, il est 
clair qu'il ne peut plus être au même lieu, ni dans l'espace 
absolu, ni dans l ' intérieur du corps (***). 

Lors donc que nous venons un corps tourner sur un axe qui 
semble invariable' de position dans le corps, mais qui change 
de position dans l'espace, nous devons affirmer que cet axe 
n'est point l'axe instantané autour duquel se fait réellement 
la rotation, car l'axe instantané ne pourrait : ester immobile 
dans le corps sans rester également immobile dans l'espace. 

De cette remarque bien simple on déduit immédiatement 

(* ) Ceci veut dire que les 7'iwsses de tous les points du corps sont les mêmes 
que si ce coips tournait effectivement autour de l'axe que nous venons de dé
terminer. 

Il faut Lien se garder d'étendre ce résultat aux accelé:ations; car notre axe 
ne ïesle pas (i\e pendant deux éléments successifs du temps. 

(> * ) Kxp'ession introduite par d'Alenibert, Traité de ta précessien des équi-
noxes, p . 83. 

(*"* ) On peut même ajouter que l'angle qu'il décrit dans l'espace, et qui 
fait son mouvement absolu, est égal il celui qu'il décrit dans l 'intérieur du 
corps, et qui lait son mouvement relatif. 
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des résultats importants, dont nous allons présenter deux 
exemples. 

PREMIER EXEMPLE : Mouvement diurne de la terre. — On a 
longtemps considéré la terre comme animée d'un mouvement 
de rotation autour d'une droite fixe, qu'on nomme ligne des 
pôles ou axe du monde. Depuis la découverte de la précession 
des équinoxos et de la nutation de l'axe de la terre, on sait 
que cet axe prétendu n'est pas fixe dans l 'espace; et l'on se 
représente le mouvement diurne de la terre en supposant 
que, pendant qu'elle tourne uniformément autour de son axe, 
cet axe même ait un certain mouvement par lequel il déeiit à 
peu près, autour delà perpendiculaire au pian de l 'écliptique, 
un cône dent le demi-angle au sommet est de 23°2 ,j'3o". 

Celte manière d'envisager le mouvement diurne de la terre, 
dit Euler, parait d'abord la plus naturelle et la plus convenable 
pour la pratique, et on aura de la peine à s'imaginer qu'elle 
soit assujettie à de fort grandes difficultés : non pas à l'égard 
des petites irrégularités de ce mouvement, lesquelles peut-être 
ne sont pas encore toutes connues, mais à l'égard de la ma
nière même de concevoir ce mouvement (*). 

Et d'abord, en effet, qu'est-ce que l'axe de la terre? 
L'observation prouve qu'il y a toujours dans le ciel deux 

points diamétralement opposés qui semblent, du moins pour 
quelque temps, cire en repos, et autour desquels le ciel avec 
les étoiles nous paraît accomplir ses révolutions journalières. 
C'est la droite qui joint ces deux points (droite qu'on peut tou
jours supposer menée par le centre de la terre) qu'on nomme 
l'axe du monde. Cela posé, on admet, tout à fait gratuite
ment, que celle ligue passe toujours par les mêmes points 
de ia terre. 

Cette hypothèse ne saurait être vraie, d'après la théorie 
précédente, qu'autant que la ligne des pôles répondrait tou
jours aux mêmes points du ciel; or, comme cela n'arrive pas, 
on est forcé d'admettre que la rotation diurne ne se l'ait pas 
autour d'un axe fixe dans l 'intérieur de la terre, mais bien 
autour d'un axe instantané, mobile à la fois dans le globe et 

(*.) Remaïques ijénéiaïes sur le mouvement diurne des planètes (Mcmoires 
ae CAcadciKU de iUrilti peur 17.SS, imprimes en t;6.~>, p . 194)-
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dans l'espace. Autrement: le pôle effectif delà rotation ter
restre n'est point fixe, il décrit à la surface du globe une 
courbe dont nous allons tout à l'heure déterminer la nature, 
et calculer les dimensions. 

Nous verrons alors que les variations des pôles terrestres 
sont contenues dans des limites fort resserrées, rie sorte 
qu'on peut regarder ces pôles comme fixes sans qu'il ré
sulte de cette supposition aucune erreur bien grave. Quoi 
qu'il en soit, je le répète, la mobilité absolue et la mobilité 
relative des pôles sont deux choses qui ne sauraient exister 
l'une sans l'autre; de sorte que, l'un quelconque de ces phé
nomènes étant une l'ois bien établi par l'observation, l'autre 
s'en conclut comme une conséquence nécessaire. 

DEUXIÈME EXEMPLE : Rotation des projectiles. — On sait 
que, par des taisons que nous n'avons pas à développer ici, 
on s'attache aujourd hui à donner aux projectiles une forme 
oblongue, et à leur communiquer dans l'âme de la pièce un 
mouvement de rotation autour de leur axe de figure. 

Ces projectiles décrivent à leur sortie de l'arme une trajec
toire plus ou moins courbée; d'où il suit qu'ils se présentent 
obliquement à la résistance de l'air, du moins tant que l'axe 
de figure conserve sa direction initiale, qui est celle de la tan
gente à la liaject ire au point de départ. 

Si, pour diminuer la résistance, on veut chercher à rendre 
cet axe de figure constamment langent à la trajectoire, il est 
bien essentiel d'être prévenu que l'axe géométrique, en chan
geant ainsi de direction d.ins l'espace, cessera par le fait même 
d'être axe de relation. En effet, l'axe de rotation, par défini-
lion, est à chaque instant la ligne dont la direction reste fixe 
à la l'ois dans le corps et dans l'espace. 

Mouvement fini. 

La démonstration par laquelle Euler prouve l'existence 
d'une ligne invariable, dans le mouvement d'un corps autour 
d'un point fixe, s'applique sans modification au cas où l'on 
considère en déplacement fini du corps, au lieu d'un dépla
cement infiniment petit. 

On comprend même difficilement qu'Euler n'ait pas aperçu 
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tout de suite celte conséquence immédiate de ses recherches ('), 
et qu'il ait attendu vingt-cinq ans pour donner cette généra
lisation du théorème de d'Alembert (**). 

Mais si l'on peut concevoir que le corps (supposé toujours 
fixé par un point) passe d'une position à une autre position 
quelconque par l'effet d'une simple rotation autour d'un axe 
fixe, nous savons que les choses ne se passent pas ainsi dans 
la réalité, et que le mouvement réel consiste en une suite de 
rotaiions autour d'axes sans cesse variables. C'est là une idée 
qui présente encore une sorte d'obscurité : c'est-à-dire qu'on 
ne voit pas très-bien ce qui arrive au corps, et qu'on a quelque 
peine à le suivre dans le cours de celle espèce de rotation 
changeante. Nous allons, avec M. Poinsot, tâcher d'éclaircir 
encore cette idée, et de présenter à l'esprit quelque image 
plus netie et plus sensible. 

Dr, on vient de démontrer qu'un mouvement quelconque 
d'un corps autour d'un point fixe est une rotation de ce 
corps sur un certain axe, qui change de position d'un instant 
à l'autre. Comme cet axe instantané passe toujours par le 
point fixe, il ne peut décrire dans l'espace qu'une cet laine 
surface conique dont le sommet est en ce point; et de même, 
il esl évident qu'il ne peut décrire dans l'intérieur du corps 
qu'une autre surface conique de même sommet. 

Suieni O ce commun sommet, et 01 l'axe instantané dans 

(*) « Quamobrc:n maximi momenti erit investigare, u t rum si translatio 
fuerit iinita, elium detur talis axis. » ^Formula' générales pro translatiùne quâ-
cumque corporurn ri^idorum Nouveaux Commentaires de Saint-Pétersbourg pour 
1771, t. XX, p . 199; 1776...] 

Le mot translatio est pi is ici dans le sens de déplacement, et non dans celui 
de notre mot translation. 

( ' * . Encoie l'aut-i] icmarqucr que , môme à cette époque , Euler est obligé 
de renoncer, après plusieurs eii'orts, à démontrer anal) t iquement la propriété 
dont il s'agit. 

Ce fut Lexell qui, dans le même volume de l'Académie de Saint-Pétersbourg, 
leva la difficulté ( Tt.eoremata nonrullagenerulia de translatione corporurn rigi-
dorwn, p. -iog-'i/O). 

D'Alembeit, de son côté, r.e tarda pas à démontre- , par des voies différentes 
et l'oit simples, les deux thiorèiries d'EuIer sur le déplacement fini v t . Vil des 
Opitscu.es matl.éma'ii/iKs, p . 3~}l; i"/'o). 

Citons encoiè un .Mémoire de M. O. Kod' ijrues (Journal de Mathématiques, 
• r e seiie, t. V}, où la question est traitée par l 'analjse. 

Opitscu.es
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sa position actuelle (fig- 77). Concevons du centre 0 , et d'un 
rajon 01 égal à l 'unité, une sphère décrite qui coupe les deux 
surfaces coniques suivant deux courbes , lesquelles seront 
comme les bases de ces surfaces. De ces deux: courbes, la 
première (<r) est fixe dans l'espace absolu; la seconde [s) est 
fixe dans le corps," et, par conséquent, mobile avec lui dans 
l 'espace. 

Divisons le temps t en intervalles égaux infiniment petits dt\ 
et marquons sur la courbe fixe (7) les positions correspon
dantes, a, (3, y, ô,. . . , du pôle I de l'axe de rotation. 

Prenons sur l'autre courbe {s), qui sert de base au cène 
n:obile, des arcs, la, ab, bc,..., respectivement égaux aux 
premiers ; il est clair qu'au premier instant le corps, qui 
tourne sur 0 1 , amène le point a du corps sur le point ce de l'es
pace; que , dans l'instant suivant, le corps qui tourne sur Oa 
amène le point b du corps sur le point p de l'espace, et ainsi 
de suite d'un instant à l 'autre. Il suit de là que les deux 
courbes, et par conséquent les deux surfaces coniques, sont 
tangcnies : car une rotation infiniment petite autour de 01 ne 
fait décrue au point a qu 'un espace infinimenl petit du second 
ordre. Comme de plus les aies la et la sont égaux, ai,;si que 
les arcs ab cl y.p, bc cl py, etc., on voit que le mouvement 
du corps pourrait être produit par celui du cône mobile rou
lant, sans glisser, sur le cône fixe dont il s'agit. . 

Nous avons donc ce nouveau théorème : 

THÊOREÏE DE I'OISSOT. — D e quelque manière qu'un corps se 
meuve 1 11 tournant autour d'un point fixe, ce mouvement ne 
peut être aulie chose que celui a'un certain due, dont le 
sommet est en ce. point, et qui roule actuellement, sans glis
ser, sur la surface d'un autre cône fixe de même sommet. 

Je veux dire que le cône mobile, considéré comme attaché 
au corps et l 'entraînant avec lui, s'il vient à rouler sur l'outre 
cône qui e-A fixe dans l'espace absolu, fera prendre à ce corps 
le mouvement précis dont on le suppose an imé ; la ligue de 
contact des deux cènes est, à chaque instant, l'axe autour du
quel ie corps tourne dans cet instant, ou ce qu'on appelle 
l'axe instantané: d'où l'on voit comment cet axe est à la fois 
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mobile dans le corps el dans l'espace absolu, décrivant dans 
l'espace la surface du cône fixe, et dans l'intérieur du corps la 
surface du cône mobile dont on vient de parler (*). 

Tel est, dilPoinsot, le plus haut point de clarté où l'on puisse 
porter l'idée si complexe et si obscure du mouvement d'un 
corps qui tourne d'une manière quelconque autour d'un centre 
fixe. 11 n'y a point de mouvement de cette nature qu'on ne 
puisse exactement produire en faisant rouler un certain cône 
sur un autre cône fixe de môme sommet; de sorte que, si l'on 
imagine tous les cônes possibles, et qu'on les fasse ainsi rouler 
l'un sur l'autre, on a l'image fidèle de tous les mouvements 
dont un corps toit susceptible, autour d'un point sur lequel 
il a la liberté de pirouetter en tous sens. 

Formules diverses relatives à la rotation autour d'un point. 

Si les deux courbes (s) et (s-), qui servent de bases aux 
deux surfaces coniques dont il a été question, sont données, 
ainsi que la vitesse angulaire M autour de l'axe instantané 01, 

(*) il n'est peut-être pas inutile d'insisler sur l'idée nette qu'il faut attacher 
aux mots quand ou dit « le moiwement de l'axe inslanlaue », ou qu'on emploie 
quelque autre terme qui suppose la mobilité de cet axe, soit dans le corps, 
soit dans l'espace. Ce n'est ici qu 'une manière de s'exprimer. L'axe instantané 
ne se meut point : car il est immobile de sa nature pendant un instant, et 
au bout de cet instant, c'est une autre ligne qui devient à son tour l'axe de 
rotation. Mais en se iigurant l 'ensemble de toutes ces lignes, menées d'avance, 
les unes dans le corps, les autres dans l'espace, et leur donnant le commun 
nom cYau:e instantané, on peut dire naturel lement la surface décrite par cet 
axe, au lieu de dire la surface formée par la suite de loules les lignes, dont 
chacune doit dexenir à son tour l'axe de rotation. Kl de même, au lieu de 
l'angle d^, compris entre deux génératrices consécutives de cette surface, on 
peut dire l 'angle décrit pendant le temps dt par l'axe instantané, et nommer 

do 
ainsi le rapport -— la vitesse angulaire avec laquelle cet axe trace à la fois 

les deux surfaces coniques dont il s'agit. C'est dans le même sens qu'on 

nomme le rapport — , ou le rapport -r- qui lui est égal, la intesse avec laquelle 

le pôle instantané I se meut le long de l 'une ou de l 'autre des deux courbes {s) 
et ( T / , tracées l 'une dans le corps et l 'autre dans l'espace, quoique le point 
du corps qui fait en ce moment l'office du pôle instantané n'ait de sa nature 
aucune vitesse. En ef!*e', ce point du corps, tant qu'il fait le pôle, est immobile; 
et, sitôt qu'il se meut, il n'est plus le pôle de la rotation. 
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il est évident que le mouvement du corps sera entièrement 
déterminé. 

Si, la vitesse angulaire &> étant toujours connue, une seule 
des deux courbes (s) et ( <J) est donnée, avec la vitesse du pôle 
qui ladéciit, l'autre courbe seia nécessairement déterminée. 

Supposons, par exemple, que la courbe fixe (o-) soit donnée, 

avec la vitesse -..- du pôle instantané I, le long de cette courbe. 

Comme le corps tourne sur 01 avec une vitesse angulaire co, 
qui est aussi donnée, il est clair que le point du corps qui, au 
bout du temps dl, doit venir tomber sur la courbe donnée (c) 
pour y être à son tour le pôle instantané, est un point déjà dé
terminé dans le corps; et il en est de môme des autres points 
du corps que les rotations successives doivent amener l'un 
après l'autre sur la courbe fixe (o-), pour servir de pôles à 
leur tour. D'où l'on voit que l'autre courbe {s), qui marque 
la route du pôle dans l'intérieur du corps, est entièrement 
déterminée. 

Et réciproquement, si, au lieu de la courbe fixe (o-), on se 
ds 

donne la courbe mobile (s), avec la vitesse — •> et la vitesse de 

rotation M, on verra de même que la courbe fixe (c) se trou
vera entièrement déterminée dans l'espace. 

En g'néral, dans l'étude du mouvement d'un corps autour 
d'un point fixe, il se présente naturellement plusieurs élé
ments à considérer, tels que : la vitesse angulaire M autour de 
l'axe instantané 01 ; la vitesse angulaire 0 avec laquelle cet 
axe Irace les deux suifaces coniques S et 2 qu'il déciil en 
même temps, l'une dans l'intérieur du corps, l'autre dans 
l'espace absolu; les rayons de courbure r et p de ces deux 
surfaces; les mouvements angulaires p et T. du pôle, l'un au
tour de l'axe OP du cône osculateur de la surface mobile S, 
et l'autre autour de l'axe 011 du cône osculateur de la surface 
fixe 2\ etc. Et si, de ces différentes choses, trois quelconques 
sont connues, on peut dire que les autres le sont aussi, et 
que le mouvement est entièrement déterminé. 

Cherchons les relations qui existent entre ces quantités. 
Par l'effet de la rotation insîantanée autour de 01, le cône 

mobile tourne, pour venir appliquer l'élément ds de sa base 
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sur 1'élémenl égal de, d'un angle formé par la somme de son 
angle de contingence de, et de l'angle de contingence du cône 
fixe de (ou par la différence de ces deux angles, si les deux 
courbes {s) et (<r) ont leurs convexités tournées dans le 
même sens) [fig. 78). La vitesse angulaire &>, autour de l'axe 
instantané 01, est donc exprimée par la somme ou par la dif
férence de ces deux angles, divisée par l'élément dt du temps; 
de sorte qu'on a 

de -+- de 
" = -dT~-> 

en ayant soin d'affecter les angles de et de d'un signe conve
nable. 

Or, l'angle de contingence de a pour mesure —-, si l'on 

nomme r.le rayon de courbure de la surface conique (c'est-
à-dire le rayon de courbure de la seciion normale à la géné
ratrice du cône) au point I que l'on considère ; donc 

, ds 
de = —' 

r 
On a de même 

, da 
de = — , 

P 

en nommantp le rayon de courbure de l'autre surface au même 
point I; d'où résulte, en substituant ces valeurs dans l'équa
tion précédente, 

ds de 
lù — —, 1- —7— 

rat pat 
. , . ds I da . , . . , ,\ . 
Mais — I ou -7- qui lui est toujours égal I n eM autre chose 

que la vitesse angulaireavec laquelle l'axe instantané 01 décrit 
à la fois les deux surfaces coniques; en faisant donc 

ds dcr . 
dt ~ Ht ~ ' 

on 3 

°<H)> 
ce qui donne une relation très-simple entre la vitesse de ro-
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talion w, le mouvement angulaire 8 de l'axe instantané, et les 
rayons de courbure r et p des deux surfaces coniques qu'il 
décrit. 

Si l'on suppose menés ces deux rayons de courbure IP = r, 
111 = p {fig. 79 , et qu'on joigne OP et OII, on aura les axes 
des deux cônes droits et circulaires, oscillateurs des deux sur
faces, S et 2. Les perpendiculaires abaissées du pôle I sur 
ces deux axes OP et OII sont les-rayons, a et a, des cercles 
qui servent de bases à ces cônes oscillateurs. 

Or, on a, par la figure, 

/•* — p7 = 
i — a- i — a L 

En introduisant dans l 'équation précédente, au lieu des 
rayons de courbure /-et p des deux cônes, les rayons a et a 
des deux cercles qui leur servent de bases, il vient 

6 i 8 : 
w = - v i — a- H— v i — ='-!-

a x 

Mais 6 é'tant la vitesse angulaire de l'axe instantané sur la sur

face du cône, il est clair que — est la vitesse angulaire de la 

projection de cet axe 01 sur la base ; et, par conséquent, c'est 
le mouvement angulaire du pôle 1 autour de l'axe OP de 

6 
ce cône; de même, — est son mouvement angulaire autour 

de l'axe OII de l'autre cône. Si donc on désigne ces deux 
mouvements angulaires par p et T., OU qu'on fasse 

a "' x 

on a d'une part l'égalité 

ap = v.r., 

et ensuite, d'après l'équation précédente, 

M = p y' i -— a2 -\- 7Ï ^i — a7 

= pcosx + - c o s L 
en faisant 

IOP = X, noi = ;. 
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Comme on a 
« = s i n x , a = s i n ç , 

les deux relations précédentes équivalent à cette suite de rap
ports égaux : 

p : r. : w '.'. sin ï : sin x : sin [x -+- £) , 

ce qui montre que p et - sont les deux côtés d'un parallélo
gramme dont « est la diagonale; c'est-à-dire que M est la r é 
sultante des deux longueurs p et - , portées respectivement 
sur les axes OP et O n . 

Si trois des quantités dont il vient d'être question sont con
stantes, toutes les autres le sont auss i ; et le mouvement du 
corps est celui d'un cône droit à base circulaire, qui roule 
uniformément sur un cône fixe également droit et circulaire. 

application à la rotation diurne. 

Soit 01 {ftg- 80) l'axe instantané, 011 l'axe de Pécliptique. 
Prenons sur ce dernier axe une longueur 0 - , représentant la 
vitesse angulaire T. du mouvement rétrograde (positif) des 
équinoxes, quantité qui est environ de o", 136795 par jour . 
Portons de même sur l'axe Oî, et dans un sens convenable, 
une longueur O M représentant la rotation diurne. La con
struction du parallélogramme Q~Mp nous fait connaître l'axe 
OP du cône fixe par rapport à la terre ; et les points d'inter
section de cette ligne avec la surface du globe sont ceux qu'il 
convient de désigner sous le nom de pôles terrestres. 

Cela posé, on a, en prenant le jour sidéral pour unité de 
temps, 

p = — 36o°, 77 = O",Î 36795, ? = 23027'3o' ' ; 

d'où l'on conclut 
O " , I 3 6 T Q 5 sin a.3é27'3o" 

sin x = • ~ J .. ~ • 
3bo X 60 x bo 

•L'angle x, mesuré à la surface do la terre, répondrait à peine 
a un arc de 27 centimètres : ce qui donne à peu près 1 '",684 
de longueur à la petite circonférence que le pôle instantané de 
la rotation de la terre décrit chaque jour à sa surface. Quant 
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à la rolalion réelle et instantanée M, on voit aussi qu'elle dif
fère très-peu de la rotation apparente p, sur l'axe de ligure ON. 

§ IX. — MOUVEMENT D'UN SOLIDE PARALLÈLEMENT A UN PLAN FIXE. 

Je passe à un cas particulier de la question précédente. 
L'importance de ce cas particulier réclame une élude spéciale; 
mais les détails que nous venons de donner nous permettront 
d'abréger considérablement ce qu'il nous reste à di :e . 

Je veux parler du mouvement d'un solide invariable, paral
lèlement à un plan fixe. Dans ce mouvement, les distances de 
chacun des points du solide au plan fixe restant constantes, 
il suffit de connaître à chaque instant la position de la projec
tion de ce corps sur le plan fixe. Cette projection conserve 
d'ailleurs une figure invariable; et le problème qui consiste à 
déterminer le mouvement de celte figure dans son plan est 
un cas particulier de la question précédente, où il s'agissait 
du mouvemenl d'une ligure sphérique sur sa sphère. 

Nous n'avons, en effet, qu'à supposer le rayon de la sphère 
infini; et tous les théorèmes qui ne dépendent pas de 11 gran
deur de ce rayon s 'appliqueront, convenablement modifiés, 
au problème actuel. 

On a ainsi les résultats suivants : 

THÉORÈME I. — Quand une figure plane se déplace dans son 
plan sans changer de forint', il y a ton joui s à chaque instant 
un point de celte figure dont la vitesse est nulle, et autour 
duquel la figure tout entière tourne pendant un espace de 
temps très-court. 

Ce point s'appelle centre instantané de rotation. Quand 
il est à l'infini, la rolalion se change en une translation. 

Ce beau théorème, cas particulier de celui de d'Alembert, 
a été découvert, quelque temps avant ce dernier, par Jean 
Bernoulli (*). La démonstration donnée par Bernoulli a toute 

(*) De eentro spontaneo rotatlonU. Opéra, t . IV, p . 'Aij; t~:\2. 
La solution donnée par Descartes du problème de la lanr;ente à la cycloïdo 

(Lettres de Descartes, t. II de l'édition de i7->'|, p . 39) repos ; sur un cas par
ticulier du théorème de Bernoull i ; et c'est dans celte solution merveilleuse de 
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la rigueur et toute la généralité désirable; mais elle a l'incon
vénient d'être fondée sur des considérations de Dynamique, 
tandis que l'existence d'un point qui reste fixe dans le dépla
cement d'une figure plane sur son plan, ou d'une figure sphé-
rique sur sa sphère, est une propriété purement géomé
trique. 

Il est facile en effet de démontrer directement le théorème 
suivant, sans faire intervenir aucune considération de mouve
ment. 

THÉORÈME II. — Quand deux polygones égaux [ou en général 
deux figures égales quelconques) sont placés d'une manière 
quelconque dans un plan (*), il existe toujours un point du 
plan qui est également distant de deux sommets homologues 
quelconques des polygones ; ce point est semblablement placé 
par rapport aux deux polygones. 

Soient (fig. 81) ABCDE, A'B'C'D'E', deux polygones égaux. 
Tous les points de la perpendiculaire, élevée au milieu de 

la corde AA', sont également distants des points A et A'. Le 
point 0, où cette perpendiculaire est coupée par la perpen
diculaire élevée sur le milieu de BB', est également distant à 
la fois des points, A et A' d'une part, B et B' de l'autre. Je dis 
qu'on a de même 

OC = OC, OD = OD ' , . . . . 

En effet, les deux triangles ABO, A'B'O sont égaux, comme 
ayant leurs trois côtés égaux chacun à chacun. Il suit de là 
que le point 0, considéré comme appartenant à la première 
figure, est lui-même son homologue dans la seconde; par 

simplicité, dit M. Chasles, que se trouve la première trace des propriétés d'une 
figure eu mouvement. 

Nous verrons plus tard que le mouvement épicycloïdal, étudié par Descartes, 
comprend comme cas particuliers tous les mouvements possibles d'une figure 
plane invariable dans son plan; mais Descartes et Bernoulli ignoraient l'exis
tence de cette propriété. 

(*) Pour que le théorème soit vrai, il faut que les deux polygones repré
sentent deux positions d'une même figure dans son plan; c'est-à-dire qu'où 
doit pouvoir effectuer la superposition, sans être obligé de retourner l'une des 
figures. 

1. 8 
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suite, il est également distant des points C et C, D et D', et 
de tous les autres couples homologues. 

Nous appellerons indifféremment point central ou centre 
de rotation ce point autour duquel on peut faire tourner une 
des figures pour S'amener à coïncider avec l'autre. 

L'énoncé du théorème II, qui s'applique à un déplacement 
fini ou infiniment petit, est emprunté à M. Chasles (*), qui 
a restitué au théorème de Bcrnoulli son véritable caractère, 
et qui a fondé sur ce théorème une méthode géométrique des 
tangentes, laquelle n'est autre chose que celle de Descartes 
généralisée. 

La méthode de M. Chasles est basée sur cette observation 
que, si le déplacement qui nous occupe est infiniment petit, 
le point 0 se trouve à la fois sur les normales à toutes les tra
jectoires des divers points À, B, C,..., de la figure. Il suit de là 
que ces normales se croisent toutes nécessairement en un 
point unique, et l'on a le théorème suivant : 

THÉORÈME i ï ï .— Quand une figure plane invariable est ani
mée d'un mouvement quelconque dans son plan, les normales 
aux trajectoires des différents points de cette figure se cou
vent toutes en un même point (**). 

De là résulte une méthode fort simple pour déterminer les 
normales ou les tangentes des courbes décrites dans le mou
vement d'une figure de forme invariable. 

Considérons par exemple une droite de longueur con
stante AB {fig. 82), dont les extrémités s'appuient sur deux 
droites fixes Ox, Or, ou sur deux courbes quelconques (P) 
et (Q); et supposons qu'on demande la tangente au lieu décrit 
par le sommet d'un triangle invariable, construit sur la 
base AB. ' - -

Le point A décrit Oy. donc le centre instantané est sur la 
perpendiculaire élevée au point A su rO/ . De môme, la tra
jectoire de B étant la ligne Ox, le centre de rotation se trouve 

(*) Bulletin des Sciences mathématiques de Férussac, t. XIV, p . 322; iS3o; 
et Correspondance mathématique de M. Quetelet, t . VII, p . 333. 

(**) Ce point rempli t , pour un déplacement infiniment petit de la figure, 
le rôle du point central dont il \ ient d'être question : c'est un centre instan
tané de rotation. 

file:///ient


CHAPITRE I I I . SI0UYE3IEST D ' o CORPS SOLIDE. I l ' ) 

sur la perpendiculaire élevée en B sur Ox: donc le centre in
stantané est au point de rencontre C de ces perpondiculaires-
Or la normale à la trajectoire du point M doit passer par le 
point ainsi déterminé ; donc cette normale est CM. 

« Cette méthode, dit M. Chaslcs, diffère de celle de Rohc-r-
val, qui repose aussi sur des considérations de mouvement : 
elle est en outre susceptible d'un bien plus grand nombre 
d'applications. Elle se prête môme à la détermination des 
ravons de courbure des courbes (*). 

» Mais on conçoit que cette méthode si facile sera aussi, 
comme celle de lloberval, bornée dans ses applications, pu is 
qu'elle suppose qu'on connaîtra les conditions géométriques 
du mouvement d'une figure de forme invanable à laquelle 
appartient le point décrivant. » 

THÉORÈME IV. — Les normales aux différentes courbes qu'on 
peut considérer comme entraînées dans le mouvement de la 
figure mobile, élevées aux points de contact de ces courbes 
avec leurs enveloppes respectives, vont passer au centre instan
tané de rotation. 

Ce théorème, qui se déduit du théorème d'Euler sur les 
mouvements sphériques, est facile à démontrer directement. 

Considérons une courbe (K) [fig. 83), entraînée dans le 
mouvement d 'une figure invariable, (F ) . 

Un point quelconque, M, décrit une trajectoire dont.la nor
male est MC, C étant le centre instantané de rotation de F . 
Quant au point A, où la courbe proposée touche son enve-

(~) Propriétés relatives au déplacement fini (fueleojique, clans l'espace, d'une 
i'gure de forme invariable 'Comptes ix-nilus, t. I.ï et LIT . J'oir aussi si perçu 
Historique sur l'origine et le développement des méthodes en Géométrie, l83~, 
P- 04S; et Journal de -Mathématiques, t. \ , p . 1.̂ 8 et 2o'[. 

Remarquons à celle occasion que la méthode de 31. \Tannhehn, que nous 
avons exposée ( p . 51-60), apprend à construire la normale à la trajectoire 
cum poinl, considéré comme faisant partie d'un système susceptible de chan
ger déforme en même temps que de position d 'une manière quelconque. Cette 
méthode est donc plus générale que celle de M. Chasïes. 

rious verrons, quand nous aurons terminé l'étude des propriétés du centre 
instantané, que ces propriétés sont de simples cas particuliers de celles qui 
ont été démontrées précédemment, et qui sont relatives à des figures défor
mantes. 

file:///Tannhehn
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loppe, il doit, en se transportant sur la position voisine de (K), 
rester en même temps sur la position première, puisque l'en
veloppe est le lieu des intersections de deux positions suc
cessives de l'enveloppée. La direction du mouvement du point 
A doit donc être celle de la tangente AT de la courbe (Kl; 
donc cette tangente est perpendiculaire à la ligne AC. 

THÉORÈME V. —Les vitesses des différents points de la figure 
sont entre elles comme les distances de ces points au centre 
instantané de rotation. 

Celte propriété résulte de ce que le mouvement peut être 
regardé, pendant un temps très-court, comme une rotation 
autour du centre instantané. Le quotient de la vitesse d'un point 
quelconque par sa distance au centre est la vitesse angulaire 
du mouvement instantané de rotation (*). 

Les théorèmes III et V expriment d'ailleurs tout ce qu'un 
centre instantané a de commun avec un centre effectif de rota
tion : ce sont les propriétés qui se rapportent à un élément 
infiniment petit du temps. La distinction s'établit dès qu'on 
considère deux éléments consécutifs. 

Soit MM, {fig. 85) la trajectoire d'un point d'une figure 
mobile : la normale au point M passe par le centre instantané 
de rotation C, mais la normale au point M, est dirigée vers 
un nouveau centre C,, dont la distance au point C est du même 
ordre que l'arc MM, lui-même ; donc le centre de courbure 
de cet arc est un point distinct de C et de C,. 

Les propriétés que nous venons d'exposer donnent lieu à 
un grand nombre d'applications : en voici un exemple. 

(*) Dans le cas général d'une figure qui se déforme {fig. 84), le rapport 
des vitesses de deux points M, M'de cette figure, s'exprime par le rapport 

MN 
M'K' ' 

en considérant les points N, N', où les normales aux lieux, (31) et (M'), sont 
coupées par la normale à l'enveloppe de la droite MM'. 

On voit ainsi le centre instantané se dédoubler, pour ainsi dire, quand la 
longueur MM' est variable; et la distance des deux points résultant de ce 
dédoublement est proportionnelle à la variation de MM'. On sait, en effet, 
que cette variation de longueur est proportionnelle à la distance NÎV. 
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Des systèmes de corps rigides articulés. 

Considérons un système de corps rigides, réunis par des 
articulations. 

Le polygone dont les points d'articulation sont les sommets 
est variable de forme, mais chacun de ses côtés constitue, 
pris isolément, une figure invariable; et la théorie précédente 
fait connaître les relations géométriques qui existent entre les 
vitesses des divers points du système, quand le mouvement de 
celui-ci est suffisamment déterminé. 

Par exemple : deux droites de longueur constante [fig. 86) 
tournent respectivement autour des centres C et C . Pour 
transmettre le mouvement de l'une de ces droites à l'autre, 
c'est-à-dire pour faire en sorte que le mouvement de l'une 
soit déterminé par celui de l'autre, on articule les extrémités 
M, M'des deux rayons ou manivelles à un lien invariable : on 
demande le rapport des vitesses des points M et M'. 

Dans ce cas le centre instantané de rotation du lien MM' est 
au point 0, intersection des deux rayons prolongés ; donc 

v _ OM 
v' ~ OM'' 

En remplaçant les longueurs OM, OM' par les sinus des angles 
qui leur sont opposés dans le triangle MOM', on a : 

i" Les vitesses des deux extrémités du lien sont en raison 
inverse des sinus des angles de ce lien avec les rayons. 

La même propriété subsiste évidemment quand les trajec
toires des points M et M' sont des courbes qnelconques : CM, 
C'M' étant les normales à ces courbes, et la longueur MM' res
tant toujours invariable; donc, en général : 

a0 Les vitesses des deux extrémités du lien sont en raison 
inverse des cosinus des angles du lien avec les trajectoires de 
ses extrémités. 

Pour trouver le rapport des vitesses angulaires des deux 
manivelles, on écrira l'équation précédente sous la forme 

M .CM _ MO 
w ' . C ' M ' - M ' O ' 
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d'où 
<a _ C ' M ' x M O __ CT 
B ' ~ C M X M ' 0 — C T ' 

en appliquant le théorème des transversales au triangle OCC. 
Donc : 

3° Les vitesses angulaires des deux rayons vecteurs sont en 
raison inverse des segments déterminés par le lien sur la ligne 
des centres (*). 

Enfin les triangles CPT, C'P'T étant semblables, on peut 
encore énoncer le théorème suivant : 

4° Les vitesses angulaires sont en raison inverse des perpen
diculaires abaissées des deux centres sur le lien. 

Des propriétés géométriques identiques se retrouvent dans 
un autre mode de transmission, fort usité dans l'industrie. 

Transmission du mouvement par courroies. — Au lieu de 
relier par une barre rigide deux corps assujettis à tourner 
autour des centres C et C, on peut employer un lien flexible, 
tel qu'une corde, une courroie, qu'on enroule sur deux sur
faces convexes fixées à chacun des deux corps respective
ment (fig. 87). 

Seulement, avec ce système, un corps ne peut entraîner 
l'autre que- dans un sens, la courroie ne fonctionnant qu'à la 
condition d'être tendue. Cette restriction étant posée, cher
chons le rapport des vitesses angulaires des deux corps tour
nants. 

Relativement au corps (C), la droite MM' tourne autour de 
son point de contact M avec la courbe sur laquelle elle s'en
roule, absolument comme s'il y avait une articulation en M. 
Les choses se passent de la même manière au point M'; et 
comme on admet que la courroie reste tendue, on rentre, 
pour un mouvement infiniment petit, dans le cas d'une barre 
rigide articulée à deux bras de longueur invariable. Il suit de 
là que tous les théorèmes précédents s'appliquent sans modi
fication. Ainsi : 

Les vitesses angulaires des deux arbres sont en raison in-

(*) Dans le cas où les trajectoires, (M) et (31'), sont quelconques, le» 
points C et C sont les centres de courbure de ces trajectoires. 
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verse des deux segments déterminés sur la ligne des centres 
par le prolongement de la partie rectiligne de la courroie. 

Mouvement épicycloïdal plan. 

Ainsi que je l'ai dit, le point de départ des recherches rela
tives aux propriétés du mouvement d'une figure plane, est 
le théorème suivant, dû à Descartes : 

THÉORÈME VI. — Lorsqu'une courbe mobile roule sans glis
ser sur une courbe fixe, le centre instantané de rotation de 
toute figure invariablement liée à la courbe mobile est à 
chaque instant le point de contact actuel des deux courbes. 

Soit {m) (fig. 88) une courbe qui roule sur une courbe ( / ) . 
Si M et Mi sont deux points de contact successifs des deux 
courbes, et que M' soit le point de la courbe mobile qui se 
trouvait d'abord en M, on a 

MM, = M'Ml. 

Il résulte delà que MM'est un infiniment petit du deuxième 
ordre; donc le point M est animé, à l'instant considéré, d'une 
vitesse nulle, ce qui est le caractère d'un centre instantané de 
rotation. 

Dès lors, en raisonnant comme dans le paragraphe précé
dent, et considérant dans un mouvement quelconque d'une 
figure plane invariable le lieu décrit parle centre instantané 
dans l'espace absolu, et le lieu correspondant décrit par le 
même point sur le plan de la figure mobile (fig. 89), nous 
arriverons, par une image analogue à celle qu'a donnée 
Poinsot pour les mouvements sphériques, à nous représenter 
clairement le mouvement fini le plus général d'une figure 
plane dans son plan : 

THÉORÈME VII. — Quel que soit le mouvement d'une figure 
invariable dans son plan, on peut toujours le ramener à 
un mouvement épicycloïdal. 

En d'autres termes, on pourrait produire le même mouve
ment en supposant que les points qu'on étudie soient en
traînés par une certaine courbe mobile, roulant sans glisser 
sur une courbe fixe convenablement choisie. 
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La courbe mobile est la courbe roulante ou la roulette, 
d'après une dénomination anciennement usitée. La courbe 
fixe s'appelle la base de la roulette. 

Propriétés des épicycloïdes. — Le cas de mouvement epicy
cloïdal le plus intéressant à étudier est celui dans lequel la 
courbe mobile et la courbe fixe sont deux circonférences de 
cercle. En effet : non-seulement les courbes ainsi engendrées 
ont un grand nombre d'applications industrielles; mais de'plus 
il est évident que, pour toutes les questions qui se rapportent 
au deuxième ordre infinitésimal, on a le droit, dans un mou
vement epicycloïdal quelconque, de remplacer la roulette et 
sa base par leurs cercles osculateurs respectifs. 

On distingue les épicycloïdes extérieures et les épicycloïdes 
intérieures ou hypocycloïdes. Elles sont allongées ou raccour
cies, selon que le point décrivant est à l'extérieur ou à 
l'intérieur du cercle mobile. On appelle plus particulière
ment èpicyclo'ides (* ) celles qui sont décrites par un point de 
la circonférence roulante. 

On areprésenté [fig-§i) quelques épicycloïdes et hypo
cycloides. On voit que, dans celles qui sont allongées, les 
points de rebroussement sont remplacés par des boucles ; ces 
mêmes points sont représentés par de simples sinus dans les 
épicycloïdes raccourcies. 

(*) Ces dernières possèdent une propriété géométrique remarquable : celle 
de pouvoir être engendrées de deux manières différentes par le roulement 
d'un cercle mobile sur un même cercle fixe. 

Considérons par exemple une épicycloïde extérieure (jt%. 90) : soient C le 
centre du cercle fixe, C, le centre du cercle mobile, R et R, les rayons de ces 
cercles, enfin M une position du point décrivant. 

La normale MA rencontre le cercle fixe en un deuxième point A'. Si l'on 
décrit une circonférence passant par le point M et tangente en A' à la circon
férence fixe, et qu'on fasse rouler la circonférence ainsi déterminée sur la base 
primitive (C), le point M, considéré comme fixé à la nouvelle roulette, décrira 
une épicycloïde identique à la proposée. ( J'oir DUHAMEL, Eléments de calcul 
infinitésimal, 2 e édit. , t. I, p . 188.) 

Le rayon d e l à nouvelle roulette est donné par la relation 

R; = R + R , , 

qui devient, dans le cas d 'une épicycloïde intérieure : 

R', = R —R, . 
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Ligne droite et ellipse considérées comme hypocycloïdes.— 
L'hvpocycloïde la plus curieuse est celle qui est engendrée 
par un point d'une circonférence, roulant dans l'intérieur 
d'une circonférence de rayon double. On sait que chacun 
des points de la circonférence mobile décrit un diamètre du 
cercle fixe (CARDAS) : il suit de là qu'une corde quelconque, AB, 
de la roulette peut être considérée comme une droite dont les 
extrémités parcourent des droites fixes. 

Si l'on se donne la droite AB [fig. 92), ainsi que les direc
trices du mouvement de cette droite, Ox, Oy, on déterminera 
comme nous l'avons vu le centre instantané C : OC est le 
diamètre du cercle mobile et le rayon du cercle fixe, qu'il faut 
choisir pour ramènera un mouvementépicycloïdal le mouve
ment d'une droite dont les extrémités parcourent des droites 
fixes. 

Un point M de la droite AB décrit une ellipse dont on 
connaît immédiatement la normale MC, et dont on obtient le 
centre de courbure au moyen de la construction de Savary. 

Les directions des axes de cette ellipse se construisent en 
joignant le point M au centre I du cercle mobile : en effet, 
le point M est sur la droite de longueur constante ab, mobile 
sur les droites rectangulaires OX, OY. Ma et Mb sont les 
longueurs des deux demi-axes; OM etMC sont les longueurs 
de deux demi-diamètres conjugués, le dernier étant dirigé sui
vant ON, perpendiculaire à la normale MC ( * ). 

Si l'on faisait rouler la grande circonférence sur la petite, 
les diamètres de la première pivoteraient chacun autour d'un 
point fixe de la seconde. Ce théorème est le corrélatif du 
théorème de Cardan. 

Rayon de courbure d'une courbe épicyclo'idale plane. — 
Soit M le point décrivant [fig. g3). Prenons sur la courbe 
fixe et sur la courbe mobile, à partir du point de contact A, 
deux arcs infiniment petits égaux, AB, AB,; et soit M' la posi
tion qu'aura prise M, lorsque B, sera venu en B. La normale 
en M' se construit en joignant le point M' au point B ou B, : 

( ) M. Mannheim a déduit de cette figure un procédé pour construire les 
ses dune ellipse, quand on connaît un système de diamètres conjugués (Nou-
•lies Annales de Mathématiques, t. XVI, p. 187). 
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cette ligne vient couper la normale MA au centre de courbure 
cherché, X. 

Faisons 
MM' = ds, ÀB = AB, = cl 7, 

AC = R, AC, = R„ MA = r, M X = o . 

La rotation de la figure mobile autour du centre instan
tané A, pour le déplacement AB du point de contact, est égale 
à la somme des angles de contingence respectifs des deux 
cercles : elle a pour expression 

ce qui donne pour la valeur de l'arc MM' 

D'un autre côté, si l'on désigne par / l'angle que fait Ali 
avec la ligne des centres, on a, dans les triangles infiniment 
petits XMM', XAB,, 

ds : du cos i '. : p : p — r ; 

d'où enfin, en égalant les deux valeurs de ds : 

p cos / / 1 , 1 
•p—7 ~~ '" \R ~1~ R, 

ou 
1 1 \ . 1 

cos 1 = j - p— r ) R R, 

On déduit de ces équations la construction de Savoir, que 
nous connaissons (*} (voir p. 54). 

(*) Développée de ï'épicj cloide ordinaire. — Pour exprimer que îe point 
décrivant est sur la circonférence (C, ) , il faudra faire dans ia relation (i) 

d'où 
p 2 ( R - H R , 1 p— r R 

a — r R r R -i- 2 R, 

Décrivons un cercle qui passe par le point X (fig. 9/1), et qui soit tangent 
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Centre de courbure de l'enveloppe d'une figure mobile.'— 
Considérons maintenant, au lieu d'un point unique, une 
courbe (e) entraînée dans le mouvement de la roulette [m) 
sur la base (/) [fig. 96). Nous savons que le point M, où la 
courbe (e) touche son enveloppe, est sur la normale qui passe 
au centre instantané A. 

Pour trouver le rayon de courbure de l'enveloppe (E), je 
remarque qu'une série de courbes parallèles (e), (e,), [e,), en
veloppent évidemment des courbes parallèles, la distance nor
male des enveloppes étant constante et égale à la distance des 
enveloppées correspondantes. 

Il résulte de là que les centres de courbure de toutes les 
enveloppes sont en un même point X, lequel est aussi le 
centre de courbure de la trajectoire du point Y, centre de 
courbure commun à toutes les enveloppées. On trouvera doue 
le point X en appliquant la construction de Savary au point V. 
De là le théorème suivant : 

THÉORÈME VIII. — Quand une figure entraînée dans le roule
ment d'une courbe mobile sur une courbe fixe reste constam
ment tangente à une certaine enveloppe, les lignes qui joignent 
les centres de courbure respectifs des deux courbes mobiles 
d'une part, et des deux courbes fixes de l'autre, se coupent 
en un point de la perpendiculaire élevée au centre instantané 
de rotation, sur la normale commune à la courbe donnée et à 
son enveloppe. 

La question précédente, qui nous sera utile dans la théorie 

en A aux deux précédents; soit R, le rayon de ce cercle : on a 

R, r R + a R, 

Si l'on désigne de môme par R' la longueur C.V ou R — î E ' , , on trouve 

R ' _ R 

¥ ~ R -r- 2 R, ' 
d'où 

£j — 5i 
R' ~ R ' 

On trouvera aisément que le lieu géométrique du point X est une épîcy-
cloïde semblable à l'opicycloïde (M), mais non semblablement placée. Le rap
port de similitude est égal au rapport du rayon du cercle fixe, à ce même 
rayon augmenté du diamètre du cercle mobile. 
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des engrenages, a été résolue pour la première fois par 
Euler (*). 

Faisons 
. . I I I 
(2) E + R; = â' 
la formule (i) devient 

(3) P = - , 
;• — a COSJ 

On voit que p dépend seulement des quantités r e t a c o s z : 
si l'on prend {fig. g5) 

AI = acosi, 

le rayon de courbure MX est une troisième proportionnelle 
aux lignes MI et MA. 

La formule (3) ne change pas quand on fait varier les 
rayons II et R,, sans altérer a : on peut donc prendre 

R = co , R, = a, 

c'est-à-dire remplacer le mouvement épicycloïdal par un mou
vement cycloïdal, tant qu'il s'agit seulement de déterminer 
les centres de courbure des trajectoires des points d'une figure 
invariable, ou des enveloppes des courbes liées à cette figure. 

Le cercle de rayon a a reçu de M. ïranson le nom de cercle 
de roulement (**). 

Centre instantané du deuxième ordre. 

Quand on connaît le centre A, {fig- 95) du cercle de rou
lement, on trouve le point X en prolongeant la ligne MA, 
jusqu'à son intersection avec la perpendiculaire AP, et menant 
par lefpoint P une parallèle à AA,.'C'est la construction de Sa-
vary, appliquée au cas où le point C est à l'infini. 

Il suit 'de là qu'il suffit de connaître le point À,, pour être 
en étafde résoudre toutes les questions géométriques qui se 
rapportent au deuxième ordre différentiel, de même que le 
point A nous donne la solution des questions relatives au pre
mier ordre. 

(* ) Nouveaux Commentaires de Saint-Pétersbourg pour 1766, t. XI, p . 209. 
(**) TIUXSON, Méthode géométrique pour les rayons de courbure [Jourinilde 

Matlièinatiques, t . X, p . i 5 ^ ; i845). 
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Il convient donc de donner au point A, le nom de centre 
instantané du deuxième ordre (*). 11 existe des points doués 
de propriétés analogues pour le troisième, le quatrième 
ordre, etc. ; c'est-à-dire qu'il suffit pour chaque ordre de con
naître un point unique, pour résoudre toutes les questions 
de l'ordre correspondant, auxquelles donne lieu le déplace
ment infiniment petit d'une figure plane dans son plan (**). 

Circonférence des inflexions. — Bornons-nous aux élé
ments du second ordre, et soient A et A, les deux centres 
instantanés {fig. 97). 

Décrivons une circonférence dont le diamètre soit le 
rayon AA, du cercle de roulement : le centre de courbure de 
la trajectoire d'un point quelconque de la circonférence AA,, 
dans le mouvement qui nous occupe, est à l'infini (***); donc 

THÉORÈME IX. — La circonférence décrite sur la ligne qui 
joint les deux centres instantanés comme diamètre est le 
lieu géométrique des points qui décrivent des éléments de li
gnes droites à l'instant considéré. 

Toutes ces droites passent au centre instantané du deuxième 
ordre. 

Circonférence des centres. — La construction que nous ve
nons de donner fait trouver le point décrivant M, quand on 
connaît le centre de courbure correspondant. Ce point M 
passe à l'infini quand le centre X' est situé sur la circonférence 
symétrique de la précédente ; donc 

THÉORÈME X. — La circonférence symétrique de la circon
férence des inflexions est le lieu des centres de courbure des 

(*) Je ne puis adopter le nom de centre des accélérations proposé par 
M. Bresse dans un Mémoire inséré au XXXV e cahier du Journal de l'École Poly
technique, p . 89. Le centre instantané des accélérations (dont j e ne m'occupe 
pas ici) ne coïncide généralement pas avec le point A,. On trouvera tous les 
détails relatifs à la théorie qui fait l 'objet de ce paragraphe dans le Traité de 
Cinématique pure de M. Resal, p . \-fi. 

(**) Traité de Cinématique pure, p . 3 u . 
La théorie des centres instantanés des divers ordres a été faite par la méthode 

la plus simple et la plus directe par M. Nicolaïdès ( Théorie du mouvement d'une 
figure plane dans son plan, l863) . 

(***) MAXSHEIM, Construction des centres de courbure, etc. {Journal de l'E
cole Polytechnique, XXXVII e cahier, p . 179). 
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trajectoires décrites par les points du plan situés à l'infini, 
ou, si l'on veut, des enveloppes de toutes les droites, mobiles 
avec la figure considérée. 

Les deux cercles que nous venons de définir servent à con
struire les centres de courbure des trajectoires des divers points 
d'une figure invariable. 

Il est rare, en effet, qu'on puisse trouver ces centres par la 
construction de Savary, à moins que la roulette et sa base 
ne soient des données immédiates de la question. Dans le cas 
contraire, il faudrait commencer par construire les courbures 
de ces deux lignes ; or ces quantités sont des éléments du troi
sième ordre (*), plus difficiles à déterminer que les rayons 
de courbure des trajectoires des points de la figure mobile. 

Considérons un point M et le centre de courbure corres
pondant X : le point I (fig- ç>5), déterminé par la relation 

SÏÂ2 = M I X M X , 

est un point de la circonférence des inflexions, laquelle passe 
aussi pa r l e centre instantané A. Si donc on connaît les centres 
de courbure des trajectoires de deux points, on pourra con
struire cette circonférence, et, par suite, on saura trouver le 
rentre de courbure de la trajectoire d'un point quelconque, 
formant un triangle invariable avec les deux premiers. 

Considérons seulement le cas où les deux points directeurs 
défiivent des lignes droites. 

PROBLÈME. — La base d'un triangle invariable se meut entre 
deux droites fixes [fig. 98 j . On demande le centre de cour-
ùme de la trajectoire du sommet de ce triangle, c'est-à-dire 
d'un point quelconque lié à la base mobile. 

Solution. — Les points E et F, décrivant des lignes droites, 
sont situés sur le cercle d'inflexion, lequel passe aussi, 
d'après une remarque que nous avons faite, au point d'inter
section Ai des droites (E) , (F ) . 

* ; Il est ;i remarquer que les termes du troisième ordre disparaissent 
1 1 1 . , 

orjis h\ somme — -f- -r—t pmsqu on a 
ri Hj 

I 1 I 
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Le centre instantané de rotation est en A, diamétralement 
opposé au point A,; et l'on obtient le centre de courbure de 
il) en élevant AP perpendiculaire à MA, et menant PX paral

lèle à AA,. 
Le symétrique du cercle d'inflexion, par rapport à sa tan

gente en A, contient les centres de courbure des enve
loppes des trois côtés du triangle MEF. Ce cas particulier du 
théorème X avait été remarqué par Bobillier. 

Mouvement le plus général d'un solide parallèlement 
à un plan fixe. 

Si nous considérons une figure plane mobile dans son plan 
comme la projection d'un solide invariable, assujetti à se mou
voir parallèlement au plan de cette figure, nous nous repré
senterons immédiatement le mouvement infiniment petit de ce 
solide comme une rotation autour d'un axe instantané, per
pendiculaire au plan directeur (*). 

Quant au mouvement fini de ce même solide, nous l'obtien
drons en considérant les deux surfaces cylindriques formées 
par la série des axes instantanés, l'une dans le corps, l'autre 
dans l'espace, et en supposant que le corps soit entraîné dans 
le mouvement épicycloïdal du premier cylindre sur le second. 

§ X. — MOUVEMENT DE DEUX SOLIDES ASSUJETTIS A RESTES 

EN CONTACT. 

Transmission de mouvement par contact. — Deux corps 
terminés par des surfaces cylindriques, et tournant respec
tivement autour des axes 0 et 0', sont assujettis à rester con
stamment en contact. Il suit de là qu'un de ces corps ne peut 
se mouvoir sans entraîner l'autre, sans lui transmettre, comme 

(*) Signalons pour mémoire un cas d'exception assez curieux. Considérons 
un plan (P) , et une figure quelconque tracée dans un plan (Q) , perpendicu
laire à ( P ) . Si l 'on l'ait tourner cette figure autour d'une droite contenue dans 
son plan, les vitesses de tous ses points seront perpendiculaires ace plan (Q , 
et par conséquent parallèles à ( P ) ; et pourtant la projection de la figure sur [V ; 
ne conservera pas sa forme rectiligne pendant un temps infiniment petit, les 
points de l'infini parcourant dans ce temps des espaces finis. 
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on dit, son mouvement, suivant une loi géométrique évidem
ment déterminée : on demande le rapport des vitesses angu
laires de ces deux corps. 

Puisque nous supposons les deux surfaces cylindriques, 
si nous admettons de plus qu'elles ne se déplacent pas dans 
le sens de leurs génératrices, il nous suffira de considérer le 
mouvement des sections droites de ces surfaces. 

Soient [fig- 99) C le point de contact, M et M' les centres 
de courbure des deux courbes. Pour un mouvement infini
ment petit, je substitue aux courbes leurs cercles oscillateurs: 
la longueur MM', qui est la somme des rayons de ces cercles, 
ne variera pas, non plus que les longueurs des lignes OM,0'M'. 
Les mouvements angulaires de ces deux lignes, c'est-à-dire de 
deux rayons quelconques de chaque solide, sont donc les 
mêmes que si les points M et M' étaient articulés à un lien 
rigide MM', lien dont la direction est celle de la normale com
mune aux deux courbes en contact. 

On peut donc dire, en appliquant le théorème relatif à la 
transmission de mouvement par tiges articulées (p. 118): 

Dans la transmission par contact, le rapport des vitesses 
angulaires des deux corps tournants est l'inverse de celui des 
segments déterminés sur la ligne des centres de rotation par 
la normale commune. 

Le rapport des vitesses angulaires n'est pas le seul élé
ment géométrique qu'il soit important d'étudier, dans la 
théorie qui nous occupe. Pour aller plus loin, nous réduirons 
l'une de nos deux courbes au repos; c'est-à-dire que nous 
prendrons deux axes, fixes par rapport à celle-ci, auxquels 
nous rapporterons le mouvement. 

Théorie du roulement et du glissement des lignes planes. 

Soient donc deux figures planes quelconques, l'une fixe, 
l'autre mobile, assujetties à rester en contact. La courbe fixe 
est l'enveloppe de la courbe mobile, puisque l'enveloppe d'une 
figure mobile n'est autre chose que la ligne à laquelle 
celle-ci reste constamment tangente. Mais la condition, pour 
une figure mobile, de rester constamment tangente à une en-
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veloppe donnée, ne suffit pas pour déterminer la série des 
positions de cette figure : en ayant égard à la loi qui règle les 
déplacements simultanés du point de contact sur les deux 
courbes, on distingue les trois genres de mouvement que 
voici : 

i° Si les arcs infiniment petits, parcourus par le point de 
contact sur les deux courbes, ont même longueur, on dit qu'il 
y a roulement ; 

i° Si cet arc est nul pour l'une des deux courbes, le mouve
ment est un glissement simple; 

3° Enfin, dans tous les autres cas, on a affaire à un mou
vement mixte, qui tient à la fois du roulement et du glis
sement. 

Soient [Jig- ioo) (e) la courbe mobile, (E) la combe fixe, 
m le point actuel de contact, m^nh les points qui doivent arriver 
en coïncidence, par l'effet d'un mouvement infiniment petit. 

Ce mouvement infiniment petit, dans le cas le plus général, 
peut être considéré comme composé d'un roulement et d'un 
glissement. On peut en effet, pour amener la courbe (e) de sa 
première à sa seconde position, faire d'abord rouler cette 
courbe sur son enveloppe jusqu'à ce que le point m, soit 
arrivé en un point y., tel que mu. = miih, et la faire ensuite 
glisser jusqu'en m:. 

La longueur y.m, mesure l'étendue du glissement élémen
taire, étendue qui est aussi égale à m, nu, ou à mm', puisque 
les dislances des points m, et m' à la courbe (E) sont infini
ment petites du second ordre. Donc 

THÉORÈME I. — L'étendue du glissement élémentaire est égale 
à la distance qui sépare, au bout du temps dt, les deux points 
qui se trouvaient réunis au commencement de ce temps dt. 

Ce théorème s'applique sans modification, quand on res
titue à la courbe supposée fixe le mouvement dont elle est 
animée en réalité, puisque la grandeur de l'arc de glissement 
dépend uniquement du mouvement relatif des deux courbes. 

En divisant l'arc mm' par dt, on a la vitesse de glissement. 
La direction de cette vitesse est celle de la ligne p.nu., ou mm' : 
c est-à-dire, à la limite, celle de la tangente commune »i'f. 
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Construction du centre instantané de rotation. — Le mou
vement élémentaire, que nous venons de décomposer en un 
roulement et un glissement (c'est-à-dire en une rotation au
tour du point m, et une translation dans la direction mT), 
revient aussi, comme on sait, à une simple rotation autour 
d'un centre instantané A {Jtg. 101), situé quelque part sur la 
normale commune XX' (*). Le point A est facile à déterminer 
quand on connaît les centres de courbure de la courbe (e 
et de son enveloppe, ainsi que le rapport des arcs mm,, 
mm,. C'est la limite vers laquelle tend le point y, intersection 
des deux normales G,m,, Gm. (**). L'angle de rotation J9 
est la somme des angles de contingence des deux courbes : 

do = d~-r- drt. 

Calcul de Varc de glissement. —• La figure montre que 
l'arc m, ni, a pour expression 

r ( (h -\-d-l) = rd o, 

(*) Considérons une carne, dont le profil soit la courbe quelconque (?). II 
résulte du beau théorème relatif au mouvement épieycloïdal, que nous pour
rons toujours faire prendre à cette came le mouvement précis dont nous avons 
besoin qu'elle soit animée, en attachant la courbe {e* à une iigurc (/»} con
venablement choisie, et assujettie à rouler san* glisser sur une courbe iixe [f . 

Ceci est important au point de vue des applications, lin effet, le glissement 
donne lieu dans les machines à une résistance dite•frottement, aussi nuisible 
sous le rapport de l'économie du travail que sous celui de la précision du jeu 
de la machine; le roulement, au contraire, n'occasionne qu 'une résistance 
négligeable par rapport à la pi entière : ce que nous venons de voir nous 
apprend à produire un mouvement plan quelconque, sans faire intervenir k-
glissement. 

D'autres fois, au contraire, il y aura un intérêt majeur à passer par-dessus 
les inconvénients du frottement, et à substituer au roulement im mouvement 
mixte : I;i théorie actuelle nous guidera également dans le tracé des courbe: 
qui, par ' ca r action mutuelle, produiront d'une autie manière le mouvement 
qu'on se propose d'obtenir. 

(**) 11 est à remarquer que les données dont nous nous sommes servi ne 
déterminent pas la tangente au lieu décrit par le point A. Cette tangente est 
un élément du deuxième ordre , qui se construit quand on connaît les ravons 
de courbure des trajectoires de deux points de la ligure mobile : points non 
eu ligne droite avec le point A. 

En eiîèS, chaque rayon de courbure fait connaître la projection [du centre 
du deuxième ordre sur la normale COÏ îespondanle [p . 12G); deux projections 
déterminent ce centre A,', et la ligne AA, est la normale demandée. 
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r étant la distance du centre instantané au point m (*). L'un 
des deux angles d-,, d-, est nul , si le mouvement est un 
glissement s imple , mais ces deux angles ne sauraient s'éva
nouir tous les deux à la fois ; donc le glissement ne peut être 
nu! que quand on a r = o : 

THÉORÈME IL —Pour que le glissement soit nul dans le mou
vement de deux courbes assujetties à rester en contact, il faut 
et il suffit que. le point de contact des deux courbes coïncide 
avec le centre instantané de la rotation relative. 

Le roulement est au contraire nul, et le mouvement est un 
glissement simple, dans deux cas distincts : selon que le point 
de contact est invariable sur la courbe mobile ou sur lu courbe 
fixe. On peut remarquer les propriétés suivantes : 

TnÉoiïÈ.'iE III . — Quand une courbe glisse sur une courbe fixe 
quelle louche toujours par le même point, la normale en ce 
point roule sur la développée de la courbe fixe. 

THÉORÈME IV. — Quand une courbe se meut en touchant 
constamment une courbe fixe au même point, la développée 
de la courbe mobile roule sur la normale fixé du point de 
contact. 

Mouvement relatif de deux surfaces quelconques en contact 
par un point. 

Le mouvement d'une surface quelconque par rapport à une 
autre surrace à laquelle elle reste constamment tangente 
(c'est-à-dire par rapport à trois axes invariablement liés à 
celle-ci) peut s'effectuer de bien des manières différentes. 

En nous bornant pour le moment à considérer les cas où le 
contact a lieu en un point seulement , c 'est-à-dire où les sur
faces n'ont de commun qu 'un élément du second ordre, nous 
aurons à distinguer trois genres de mouvements simples : 

i° On dit, à proprement parler, qu 'une surface glisse sur 

(*) L'expression rd-j est remarquable, en ce qu'elle ne contient pas explici
tement les courbures des deux figures en contact, mais seulement l'angle qui 
mesure la rotation instantanée relative. 

9-
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une surface fixe, quand son mouvement est une translation 
parallèle au plan tangent commun : c'est le mouvement d'un 
traîneau sur un plan incliné. Poinsot avait proposé, pour dé
signer cette sorte de mouvement, le mot de rasion, qui n'a 
pas été adopté. 

1° Une surface pivote sur une autre surface, quand elle 
tourne autour d'un axe perpendiculaire à l'élément commun ; 
c'est le mouvement d'un pivot dans sa crapaudine. Comme on 
doit toujours considérer dans le contact de deux surfaces, non 
pas un simple point commun, mais bien un élément superficiel 
commun, on voit que, dans le genre de mouvement que nous 
étudions, il y a en définitive glissement de l'élément mobile 
6ur l'élément fixe; et, bien que les points dont il s'agit soient 
à une distance infiniment petite du centre de rotation, l'arc de 
glissement pourra avoir une valeur quelconque, selon la 
grandeur du déplacement angulaire relatif. 

3° Enfin la surface mobile roule sur la surface fixe, quand 
son mouvement instantané est une rotation autour d'un axe 
situé dans le plan de contact, c'est-à-dire autour d'un des 
côtés de l'élément commun (*). De la sorte, l'élément sui
vant vient, en tournant autour de ce côté, s'appliquer exacte
ment sur un élément égal, et ainsi de suite. La série des élé
ments, qui se sont trouvés successivement en contact, forme 
sur la surface fixe et sur la surface mobile deux zones qui par 
l'effet du roulement, se développent l'une sur l'autre, et sont 
susceptibles de se recouvrir sans déchirure ni duplicature. 

C'est ce qui se passe quand une sphère ou une zone cylin
drique roule en ligne droite sur un plan ; une jante conique, 
au contraire, ne peut avoir sur un plan un mouvement recti-
ligne, ou une jante cylindrique un mouvement circulaire, sans 
que le roulement soit compliqué de pivotement (**). 

(*) On confond assez souvent le roulement avec certains mouvements com
pliqués de pivotement (et par conséquent de glissement, si l'on tient à conser
ver aux mots leur signification précise,1. C'est ainsi que M. Delaunav, dans 
l'énoncé d'un célèbre théorème de Poinsot {Mécanique rationnelle, p. !\n\; 
i856), se sert, à tort suivant moi, du mot de roulement pour désigner un mou
vement qui se réduit, dans un cas, au pivotement simple d'une sphère sur un 
de ses plans tangents. 

(**) On utilise cette propriété dans la construction des meules à broyer. 
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En résumé, les trois cas que nous avons définis répondent : 
i° A une translation (laquelle ne peut évidemment avoir 

lieu que parallèlement à une ligne tracée dans le plan tan
gent); 

2° A une rotation perpendiculaire au plan tangent commun; 
3° A une rotation contenue dans ce plan. 
Nous verrons dans le chapitre suivant qu'un mouvement 

quelconque est susceptible de se résoudre en ces trois élé
ments simples. 

§ XI. — MOUVEMENT LE PLUS GÉNÉRAL D'UN CORPS SOLIDE. 

NOUS avons démontré avec Euler que, relativement à des 
axes de direction invariable, assujettis à se croiser constamment 
en un point déterminé d'un solide en mouvement, le mouve
ment de ce solide, à un instant quelconque, est une rotation 
autour d'une droite dite axe instantané, fixe pendant un temps 
infiniment court. 

Le mouvement le plus général d'un corps solide, pendant 
un temps infiniment petit, peut donc être considéré comme 
composé de cette rotation et du mouvement des trois axes, 
lequel est une translation dont la vitesse est égale à celle du 
point pris pour origine. Comme ce point a été choisi arbitrai
rement, on voit qu'il y a une infinité de manières de décom
poser un mouvement donné en une translation et une rotation. 

Théorème de Giulio Mozzi. 

Parmi ces divers systèmes de décomposition, il en existe tou
jours un, plus simple que tous les autres, dans lequel la trans
lation s'effectue parallèlement à l'axe de la rotation (*). Le 

(*) 11 résulte d 'une >'ote de M. Chasles que ce beau théorème se trouve men
tionné pour la première fois dans un ouvrage d'un géomètre florentin par
faitement inconnu, Giulio Mozzi, ouvrage inti tulé : Discorso matematico sopra 
il rotamento momentaneo dei corpi ; Naples, i ; 6 3 . 

« L'auteur, dit M. Chasles, après avoir démontré que tout corps en mouve
ment possède à chaque instant un mouvement de rotation autour d'un axe 
qui passe par le centre de gravité, et un mouvement rectiligne commun à 
toutes ses parties, ce qui était connu de d'Alembert et d'Euler, ajoute que ces 
deux mouvements se réduisent à deux autres, dont l 'un, rectiligne, est com-
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mouvement qui résulte d'une pareille combinaison est ana
logue à celui d'une vis qui se meut en pénétrant à l'intérieur 
d'un écrou fixe. 

Pour démontrer ce théorème, et donner en même temps 
un moyen de construire l'axe de la vis dont ii s'agit, considé
rons dans notre solide trois points quelconques non en ligne 
droite, formant un système invariable. 

Soient A, B, C les trois points choisis : menons par un 
point arbitraire 0 (,/%• 102) des droites Oa, Qb, Oc, respec
tivement égaies et parallèles aux vitesses des points A, B, 
C; abaissons du point 0 une perpendiculaire sur le plan du 
triangle abc, et joignons le pied P de cette perpendiculaire aux 
trois sommets de ce triangle. On peut regarder la vitesse Oa 
comme la résultante de deux vitesses représentées en gian-
deur et en direction par les droites OP, P«; on peut de même 
remplacer Qb par OP et P£, Oc par OP et Pc. 

mun à toutes les parties du corps et parallèle à l'axe de rotation qui passe 
par le centre de gravité, et l 'autre est une rotation autour d'un axe parallèle 
à celui-là : axe dont il détermine la position et qu'il appelle axe spontané de 
rotat ion. 

T) M. Cauehy a aussi considéré le mouvement infiniment petit d'une figure 
de forme invariable sur le plan et dans l'espace, dans un Mémoire intitulé : 
Sur les mouvements que peut prendre un système invariable, libre, ou assujetti 
à certaines conditions (Exercices de Jlathémaliques, t. II, année iS"-̂ 7, p . 70-go;. 
C'est du principe des vitesses virtuelles qu'i l conclut le centre instantané de 
rotation d'une figure plane qui glisse sur son plan, puis, après d'assez longs 
calculs, le théorème sur l'axe instantané de rotation d'un corps qui éprouve 
un déplacement infiniment peti t dans l 'espace; théorème qu'il énonce en ces 
termes : 

» Quelle que soit la nature du mouvement d'un corps solide, les relations 
existantes entre les différents points seront toujours celles qui auraient heu 
si le corps était retenu de manière à pouvoir seulement tourner autour d'un 
axe fixe, et glisser le long de cet axe. 

r> M. Cauehy s'arrête à ce résultat final, sans chercher aucune des pro
priétés qui peuvent se rapporter à cette belle question., . . » 

Parmi les propriétés du mouvement hélicoïdal, nous citerons seulement les 
suivantes, qui sont susceptibles de nombreuses applications géométriques. 

Les plans normaux aux trajectoires des divers points d'un plan mobile pas
sent tous par un même point du plan. 

Ce point, ou forer, a sa trajectoire normale au plan. 
La caractéristique du plan (c 'est-à-dire l 'intersection de ce plan avec sa 

position infiniment voisine) est le lieu des points dont les trajectoires sont con
tenues dans le plan lui-même; elle est parallèle à la projection de l'axe de 
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Cela posé, concevons des axes animés d'un mouvement de 

translation dont la vitesse soit égale et parallèle à OP. Rela
tivement à ce système d'axes, les vitesses P«, P6, Pc, des 
trois points A, B, C sont parallèles au plan abc; donc le mou
vement relatif du triangle ABC, et par suite celui du solide 
lui-même, est une rotation autour d'un axe instantané : axe 
qu'on détermine par les règles relatives au mouvement d'un 
corps parallèlement à un plan. Cet axe est parallèle à Ol1, c'est-
à-dire à la direction de la translation. 

Tous les points de la ligne que nous venons d'apprendre à 
construire n'ont d'autre mouvement qu'une simple translation 
le long de l'axe lui-même; c'est-à-dire que celte droite, après 
un mouvement infiniment petit du solide, se retrouve dans 
la même position géométrique. Elle n'est pourtant pas restée 
immobile, mais elle n'a fait que glisser sur elle-même : nous 
lui donnerons le nom d'axe instantané de rotation glissant. 
On l'appelle également axe central {*). 

l'hélicoide sur le ]dan, et perpendiculaire à la ligne cui j'^la: le forer à la 
trace de Vaxe sur ce nuine plan. 

Scient li le pas de l'héliçoïde (ce pas est négatif pour un liéliçoïdc dextror-
sum, d'après nos conventions sur la manière de Jlxcr !e signe d'une rotat ion) , 
B l'angle de la normale au plan avec l'axe, a et b les distances respectives 
du loyer et de ia caractéristique à la projection de cet axe sur le p lan ; on a 

h , h 
a = tant; 6, b = — cot 1. 

•1- 2 î t 

Le produit de ces deux distances est indépendant de l'inclinaison du plan. 
Le foyer d'un plan parallèle à taxe est à l'infini. îl suit de là que les vi

tesses de tous les points d'un pareil plan sont parallèles à un autre plan, 
lequel est perpendiculaire au premier. 

Réciproquement : si les xitesscs des divers points d'un plan ? sont paral
lèles à un même plan perpendiculaire à P, l'axe central est parallèle au plan P, 
et même à la caractéristique de ce plan. 

Voici une conséquence curieuse de ces théorèmes. Considérons dans un 
solide en mouvement une ligure quelconque, tracée dans un plan parallèle à 
l'axe instantané glissant : les vitesses de tous les points de cette ligure seront 
parallèles à un même plan, sans que le mouvement de la ligure soit réductible 
à une rotation perpendiculaire à ce plan. (Consulter diverses communications 
de M. Chastes à l'Académie des Sciences, t. XVI, LI, LU des Comptes rendus. 

(*) Il existe une droite douée de propriétés analogues, pour un déplacement 
fini quelconque d'un solide invariable; et l'on peut énoncer le théorème 
suivant : 

THÉORÈME. — Si l'on considère un même corps solide dans deux positions 
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La démonstration élémentaire par laquelle nous venons d'é
tablir l'existence de l'axe central, ainsi que la construction de 
cet axe qui s'en déduit, est due au général Poncelet. 

La construction suivante, que j'emprunte àM.Chasles, est un 
peu moins simple, mais elle offre une analogie complète avec 
la construction du centre instantané de rotation d'une figure 
mobile dans un plan : en ce sens qu'elle exige seulement 
qu'on connaisse les directions de trois vitesses AA', BB', CC. 

Soit >, l'intersection commune des plans normaux aux tra
jectoires des points A et B; la droite sur laquelle se mesure 
la plus courte distance des droites, À et AB, rencontre l'axe 
central et lui est perpendiculaire. 

Les deux points A et C donnent lieu de même à une autre 
droite qui rencontre l'axe instantané et lui est perpendiculaire. 
Ces deux droites déterminent l'axe cherché, qui n'est autre 
que la droite sur laquelle se mesure leur plus courte distance. 

Scolie. — Si les points a, b, c, sont en ligne droite, notre 
première construction est en défaut, car le plan abc n'est pas 
déterminé. 

Il faudra donc, pour appliquer cette construction, prendre 
trois points A, B, C, dont les vitesses ne soient pas parallèles 
à un même plan (*). 

Remarques sur le mouvement infiniment petit d'un 
corps solide. 

I. — Trois droites données quelconques Oa, Ob, Oc ne 
peuvent généralement pas être considérées comme les vitesses 
de trois points pris arbitrairement, et constituant un système 
invariable. 

différentes quelconques, il y a toujours dans ce solide une droite dont la posi
tion n'a pas changé, de sorte qu'on peut concevoir que le solide passe d'un 
lieu à l'autre par un mouvement hélicoïdal autour de cette droite comme axe. 

(Cn.isLEs.) 
Cette droite s'appelle Vaxe central des deux positions du solide, quelle que 

soit la grandeur du déplacement considéré. 
(*) Quand il n'est pas possible de satisfaire à cette condit ion, c'est-à-dire 

quand les 'vitesses de tous les points du solide sont parallèles à un même plan, on 
sait que le mouvement se réduit à une rotation autour d 'un axe perpendicu
laire à ce p lan . 
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Il existe certaines relations entre les grandeurs et les direc
tions de ces vitesses, et les longueurs des côtés du triangle 
ABC, mais je ne puis insister davantage sur ce sujet. 

]I. — Quels que soient les points du solide que l'on choi
sisse pour les employer à la détermination de l'axe instantané, 
la direction de cette ligne, ainsi que la grandeur de la vitesse 
de glissement, ne sauraient être altérées. Donc, si par un point 
quelconque 0 on mène des lignes égales et parallèles aux vi
tesses des divers points d'un solide en mouvement, les extré
mités de ces droites sont toutes situées dans un même plan, 
normal à l'axe instantané glissant. 

III. — Menons du point 0 à ce plan une oblique quel
conque OP,, au lieu de la perpendiculaire OP, nous pourrons 
de même décomposer la vitesse d'un point quelconque en 
deux autres, dont l'une soit représentée par OP, ; les deuxièmes 
composafïtes seront toutes parallèles au plan abc. 

Si donc nous considérons trois axes animés d'un mouve
ment de translation dont la vitesse soit égale et parallèle à OP,, 
le mouvement relatif à ces axes sera encore une rotation per
pendiculaire au plan abc; mais la translation ne sera plus pa
rallèle à l'axe de cette rotation. 

On voit que, dans les diverses manières de décomposer le 
mouvement d'un système invariable en une translation et une 
rotation, la direction de la translation est arbitraire, tandis que 
celle de la rotation est déterminée. 

Mouvement fini d'un solide invariable. 

Ce mouvement fini, si on le rapporte à trois axes de direc
tion invariable, passant toujours par le même point du corps, 
est celui d'un cône mobile, roulant sans glisser sur un autre 
cône de même sommet, lequel est relativement fixe. 

En se figurant ce dernier cône animé du mouvement de 
translation des axes, pendant que le cône lié au corps roule 
sur lui, on aura l'image du mouvement. 

Mais il me semble que cette image n'est peut-être pas suffi
samment nette; de plus, un même mouvement est susceptible 
d'une infinité de représentations de ce genre, selon qu'on 
prendra tel ou tel point du solide pour origine des axes mo-
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biles. Au contraire, l'axe de rotation glissant est unique; et il 
est naturel de s'appuyer sur cette propriété pour chercher 
à se faire une idée simple du mouvement. 

Pour cela, considérons, avec le général Poncelet (*), l'en
semble de toutes les positions successives de l'axe central, 
pour un mouvement fini quelconque. Ces droites forment 
une surface réglée dans le corps, et une autre dans l'espace. 
L'axe centra! actuel se trouve à la fois sur la surface mobile 
et sur la surface fixe; d'ailleurs toutes les génératrices de la 
première viennent l'une après l'autre s'appliquer sur celles de 
la seconde, pour jouer à leur tour le rôle d'axe instantané. 
Or, au moment où la rotation autour d'une génératrice com
mune amène les deux génératrices suivantes à coïncider, les 
surfaces dont nous parions ont deux, génératrices communes, 
et par conséquent elles sont tangentes dans toute l'étendue 
de l'élément gauche correspondant. 

i! suit de là que le mouvement du corps est celui d'une 
surface réglée, liée à ce corps, sur une autre surface réglée 
fixe à laquelle elle est tangente suivant toute une génératrice, 
et sur laquelle elle roule en glissant le long de cette génératrice. 

Le rapport du glissement à la rotation, c'est-à-dire le pas de 
la vis qui nous donne l'idée du mouvement élémentaire du 
corps, change en même temps que l'axe de celte vis. 

Quelquefois ce pas est nul : et tout se réduit, à cet instant, 
à une simple rotation sur un axe immobile. Mais, en général, 
il n'y a dans le corps aucun point dont la vitesse soit nulle, 
bien qu'il y ait toujours une droite qui conserve, en tant que 
ligne géométrique, une position invariable pendant un temps 
très-court. 

Digression sur le raccordement des surfaces réglées. 

Pour que deux surfaces gauches puissent se raccorder exac
tement tout le long d'une génératrice commune, il faut et il 
suffit que le paramètre de distribution des plans tangents, cor
respondant à cette génératrice, soit le même pour les deux sur
faces : on sait que ce paramètre, que je désignerai par la lettre (3, 

(*) Voir les Additions aux Éléments de Mécanique de M. Resal, p . 1S7. 
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est le rapport de la plus courte dislance de deux génératrices 
consécutives à l'angle infiniment petit formé par ces généra
trices. 

Le plan tangent en un point situé à une distance x du point 
central, est déterminé par son inclinaison 6 sur leplan centra;. 
Or on a la formule 

tang5 = f : 

de sorte que, quand on a fait coïncider les points centraux de 
deux génératrices appartenant à des surfaces différentes, ainsi 
que les plans tangents correspondants, ou plans centraux, tous 
les autres plans tangents des deux surfaces coïncident égale
ment, si les paramètres sont égaux. 

Considérons deux surfaces, ainsi raccordées suivant la gé
nératrice G (Jig. io3). Les deux génératrices suivantes, G,, g,, 
se confondent, à un infiniment petit du second ordre près ; et, si 
les paramètres de ces deux génératrices sont encore égaux, on 
amènera les deux surfaces à se raccorder suivant ces nouvelles 
génératrices, au moyen : 

i° D'un glissement Ce., égal à la distance qui sépare les 
deux nouveaux points centraux ; 

a0 D'une rotation représentée par l'angle des plans cen
traux correspondants. 

Le mouvement sera susceptible de se continuer indéfini
ment ainsi : les paramètres étant supposés égaux pour toutes 
les génératrices qui viennent s'appliquer successivement l'une 
sur l'autre. 

Le glissement est nul quand les lignes de striction des 
deux surfaces coupent les génératrices correspondantes sous 
des angles égaux. Il suffit alors d'une rotation autour de la 
génératrice commune pour transporter le raccordement sur la 
génératrice suivante : ce qui revient à dire que les deux sur
faces sont susceptibles d'être appliquées, ou développées l'une 
sur l'autre, sans déchirure ni duplicature, absolument comme 
les cylindres ou les cônes sont développables sur le plan. 

Supposons en effet que, pendant que la surface mobile 
tourne autour de g,, pour amener g, sur G2, l'élément (G, g,) 
reste appliqué sur celui qu'il recouvre actuellement, et ainsi 
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de suite. Par cette opération qui peut se faire sans déchirer la 
surface, simplement au moyen de plis effectués le long de ses 
génératrices, on l'appliquera exactement sur l'autre surface 
gauche, tout comme on développe sur un de leurs plans tan
gents les surfaces communément appelées développables. 

Application à l'hyperboloide de révolution. — Dans cette 
surface, le cercle de gorge est la ligne de striction. Pour trou
ver le paramètre (3, lequel est évidemment constant, consi
dérons deux génératrices infiniment voisines quelconques 
[fig. io4). Appelons i l'angle de ces génératrices avec l'axe, 
ou, ce qui est la même chose, l'angle de la ligne de striction 
avec la plus courte distance AP des génératrices : on a, pour 
la longueur de cette plus courte distance, 

AP = AB cos i = Jkdx cos i, 

en appelant R le rayon du cercle de gorge. 
D'un autre côté, si l'on considère le cône directeur de la 

surface, on voit que l'angle de deux génératrices voisines est 
égal à docsini; donc enfin, 

„ RJœcosî _ , . 
S = —j : T- = R COt t. 
' docsini 

Pour que deux hyperboloïdes de révolution puissent se rac
corder, il faut que le produit R cot i soit le même pour les 
deux surfaces; ce produit n'est autre chose, comme on sait, 
que le demi-axe non transverse de l'hyperbole méridienne. 

La Jig. io5 représente deux hyperboloïdes tangents tout le 
long d'une génératrice commune GG'(*) : nous verrons dans 
la deuxième section comment on utilise actuellement dans 
les machines les propriétés de deux solides de ce genre. 

(*) Cette épure a été empruntée , avec l 'autorisation de l 'auteur, au Traité 
de Géométrie descriptive de M. de la Gournerie (2e partie), ouvrage auquel je 
renverrai pour toutes les questions relatives aux surfaces gauches. 
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CHAPITRE IV. 

COMPOSITION DES MOUVEMENTS SIMPLES D'UN CORPS SOLIDE. 

Nous avons étudié dans le chapitre précédent les divers 
mouvements simples dont un corps solide est susceptible 
d'être animé : mouvements qui, pendant un temps infiniment 
petit, se réduisent nécessairement, ou à une translation, ou à 
une rotation, ou au mouvement d'une vis dans un écrou, 
lequel est une combinaison des deux premiers. Nous avons 
vu comment les données géométriques, qui définissent indi
viduellement ces divers mouvements, varient, en général, dans 
la suite des temps, et comment on arrive à se faire une idée 
du mouvement fini qui résulte de la succession de ces mou
vements élémentaires. Cherchons actuellement à composer 
plusieurs mouvements de ce genre. 

Définissons d'abord ce que nous entendons par la composi
tion de deux mouvements. 

Supposons que nous possédions les lois du mouvement d'un 
solide, rapporté à trois axes quelconques, et que ces axes 
fassent partie d'un autre système solide, dont le mouvement 
nous soit également connu. 

Ces données nous permettent de construire la vitesse rela
tive d'un point quelconque de notre solide ainsi que la vi
tesse d'entraînement correspondante (c'est-à-dire la vitesse 
du point, considéré comme faisant partie du système empor
tant les axes mobiles): la vitesse absolue du même point est 
la diagonale du parallélogramme fait sur les deux vitesses 
dont il est ici question. Mais au lieu de construire ainsi sépa
rément la vitesse de chaque point, il est plus simple de cher
cher à définir à la manière ordinaire le mouvement absolu 
du solide, mouvement en vertu duquel chacun des points qui 
nous occupent aurait précisément la vitesse que nous venons 
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de trouver. L'objet de ce chapitre est de donner les règles au 
moyen desquelles on effectue directement la composition de 
deux mouvements quelconques. 

Si on cherchait le mouvement relatif, connaissant le mou
vement réel et le mouvement d'entraînement, le problème 
serait absolument identique. En effet, la vitesse relative d'un 
point s'obtient en composant sa vitesse absolue avec la vitesse 
d'entraînement prise en sens contraire. On trouvera donc ie 
mouvement apparent du solide en composant le mouvement 
absolu avec un mouvement égal et de sens contraire au mou
vement d'entraînement. 

Autre manière d'envisager le problème de la composition 
des mouvements. — Si l'on se reporte aux premiers éléments 
de la théorie du mouvement relatif d'un point, on reconnaîtra 
que le problème précédent ne diffère pas de celui qui consiste 
à chercher le mouvement unique, capable de remplacer deux 
déplacements successifs infiniment petits d'un même corps 
solide : de là une deuxième manière de définir la composition 
de deux mouvements. 

Souvent dans ce système on considère les deux mouve
ments composants comme simultanés, ce qui ne veut rien 
dire, à proprement parler. Celle locution s'explique en ce sens, 
que des mouvements infiniment petits successifs peuvent sans 
inconvénient, au point de vue de l'application du calcul, être 
considérés comme s'effectuant simultanément. 

On peut en effet, dans la détermination du déplacement 
infiniment petit d'un corps solide, supposer que le corps 
au lieu de partir de la position donnée, parte d'une position 
infiniment voisine de celle-ci : les variations des coordon
nées de chacun des points du corps, ainsi calculées, ne diffé
reront pas de celles qu'on cherchait. Si donc on doit faire 
éprouver successivement à un corps un nombre quelconque 
de déplacements infiniment petits, on pourra supposer chacun 
d'eux effectué à partir de la position primitive du corps, comme 
si ces déplacements étaient en réalité simultanés; et la somme 
totale des variations des coordonnées de chaque point, cal
culée dans cette hypothèse, sera égale à celle qui résulterait 
des mouvements opérés les uns à la suite des autres, et dans 
un ordre quelconque. 



CHAPITRE IV. COMPOSITION DES MOUVEMENTS D'UN SOLIDE. l 4 3 

§ XII. — COMPOSITION ET DÉCOMPOSITION DES TRANSLATIONS. 

Si les deux mouvements qu'on demande de composer sont 
deux mouvemcnls de translation, la vitesse relative OA 
(jig. 106) est constante à un instant donné en grandeur et en 
direction, quel que soit le point considéré; et il en est de 
même de la vitesse d'entraînement OB. 

Donc la vitesse résultante OC est également constante, en 
grandeur et en direction, pour tous les points du système so
lide qui nous occupe; c'est-à-dire que le mouvement composé 
de deux translations est lui-même un mouvement de transla
tion, dont la idtesse est la résultante des vitesses des deux 
mouvements composants. 

Ce théorème est vrai, quel que soit le nombre des transla
tions à composer. On pourra donc, tout comme dans le cas où 
il s'agissait des vitesses d'un point unique, remplacer autant de 
translations qu'on le voudra par une seule. Inversement, on 
peut décomposer une translation donnée en trois autres, pa
rallèles respectivement à trois axes rectangulaires ou obliques. 

Les formules qui résolvent analytiquement les problèmes 
relatifs à la composition et à la décomposition des translations 
sont celles que nous avons données (p. 3r), et qu'il est inutile 
de transcrire ici. 

| XIII. — COMPOSITION ET DÉCOMPOSITION DES KOTATIONS. 

Supposons maintenant que le mouvement relatif d'un so
lide se réduise à une rotation OQ (*), et que l'axe OQ, relati-

(*} Remarquons à cet égard que pour définir une rotation relative, il ne 
suffit pas de donner la ligne autour de laquelle s'effectue cette rotation, ainsi 
que la vitesse angulaire et le sens du mouvement : il est indispensable d' indi
quer le système des trois axes mobiles, par rapport auxquels le corps est 
animé de la rotation dont on veut parler. Supposons en effet qu 'un de ces 
axes soit l'axe OQ de la rotation relative : si les deux axes, qui sont perpen
diculaires à celui-ci, tournent eux-mêmes aussi vite que le corps et dans le 
même sens, il est clair que la rotation apparente sera nu l le ; et, en général, 
selon qu'on fera tourner ces axes autour de OQ plus ou moins rapidement 
que le corps mobile, la rotation apparente se trouvera positive ou négative. 

Cette rotation est donc absolument indéterminée, tant que le système do 
comparaison n'est pas suffisamment défini. 
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vement immobile, fasse partie d'un système qui tourne lui-
même autour d'un axe O'P (jig. 107), fixe d'une manière ab
solue. 

Proposons-nous de composer ces deux mouvements, en 
commençant par le cas où l'axe de la rotation relative et celui 
de la rotation d'entraînement sont contenus dans un même 
plan. 

Composition de deux rotations dont les axes se rencontrent. 

Soit( fig. 108) un corps solide animé de deux rotations simul
tanées, autour des axes OP et OQ, qui se rencontrent en 0. 
Les deux composantes de la vitesse du point d'intersection 
des deux axes sont nulles : par suite le mouvement composé 
est une rotation autour d'un axe qui passe par ce point 0. 
Pour déterminer la direction de cet axe, il faut trouver un 
deuxième point dont la vitesse soit nulle. 

Or, je dis d'abord que ce point doit être cherché dans le 
plan POQ. 

En effet, les deux composantes de la vitesse d'un point 
silué hors de ce plan ne sont pas dirigées suivant une môme 
droite : elles ne peuvent donc se détruire ; et l'axe de la rota
tion composée ne saurait être en dehors du plan des deux ro
tations données. 

Cela posé, soient m un point pris dans l'intérieur de l'angle 
des deux axes, x et y les distances du point m aux lignes OP 
et OQ : les deux composantes de la vitesse de ce point sont 
perpendiculaires au plan POQ; elles sont de sens contraire, 
comme on le voit aisément en se reportant à nos conventions 
relatives aux sens des rotations; enfin elles ont pour valeurs 
absolues respectivement px et qy, p et q étant les vitesses 
angulaires données. Il suit de là que le point m restera fixe, 
si l'on a la relation 

Cette équation détermine la direction de l'axe cherché, la
quelle est celle de la diagonale du parallélogramme construit 
sur les deux lignes OP et OQ, qui représentent à une échelle 
convenue les vitesses angulaires des deux rotations compo
santes. 
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Je dis de plus que la vitesse angulaire de la rotation com
posée est représentée à l'échelle de la figure par la diagonale 
OR elle-même; de sorte que cette ligne OR nous fait connaîtra 
à Sa fois la grandeur, la direction et le sens de la rotation 
rm'il s'agissait de déterminer. 

Pour établir ce dernier point, nous remarquerons que le 
quotient de la vitesse d'un point quelconque du solide par sa 
distance à la ligne OR est nécessairement constant, puisqu'il a 
été démontré que le mouvement est une rotation autour de 
OR : c'est ce quotient qui est la vitesse angulaire cherchée. 
Désignons par ;• cette vitesse angulaire, et considérons un 
point Q situé sur l'axe OQ. L'une des composantes de la 
vitesse de ce point est nulle, l'autre a pour valeur 

p X QH : 

d'après ce que nous venons de dire, l'expression de /• est 

' QH' 

Or, les deux triangles OPR, OQR sont égaux ; les produits 
OP x Q H et O R x QH', qui représentent les doubles de leurs 
aires, sont donc égaux : c'est-à-dire qu'on a 

QH _ O R _ r 
QH' ~(TP~p' 

Donc r est égal à OR, puisque OP a été pris égal à p. 
Parallélogramme des rotations. — En réunissant les deux 

résultats qui précèdent, on dira simplement que deux rota
tions simultanées, autour de deux axes concourants, se rédui
sent à une rotation unique, représentée par leur résultante 
géométrique. Cette règle est identique à celle qui se rapporte 
à la composition de deux vitesses d'un point mobile. 

On conclut de là que des rotations en nombre quelconque, 
s'effectuant autour d'axes qui passent tous par un même point, 
se réduisent à une seule représentée parla ligne qui ferme le 
polygone des rotations composantes (*). On en conclut encore 

(*) Cette représentation lumineuse d j la composition des rout ions est due 
à (.arrange. 

I . 10 
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qu'une rotation quelconque, dont l'axe est donné, peut toujours 
être remplacée par trois rotations autour de trois axes rectan
gulaires ou obliques, qui se croisent en un point de l'axe donné. 

Composition des rotations autour d'axes parallèles. 

Considérons d'abord deux rotations de même sens, et soient 
AP, BQ [fig. 109) les axes de ces rotations : les deux compo
santes correspondantes de la vitesse d'un point sont dans un 
plan perpendiculaire à ces axes; donc tous les points du corps 
ont des vitesses parallèles à ce plan, et par conséquent le mou
vement se réduit à une rotation autour d'un axe parallèle aux 
axes donnés. 

Il est d'ailleurs évident que les points animés d'une vitesse 
nulle sont situés dans le plan des deux lignes AP, BQ : qu'ils 
se trouvent entre ces deux lignes, si, comme nous l'avons 
supposé, les deux rotations sont de même sens : enfin que 
les distances x et y de ces points aux deux axes doivent satis
faire à la relation 

px = qy. 

On conclut de là que les distances de l'axe de la rotation 
composée aux axes des rotations composantes sont inverse
ment proportionnelles aux vitesses angulaires p, q. 

Remarquons enfin que la vitesse d'un point de la ligne BQ 
s'exprime indifféremment par p (x -+-v) elpar ry, si on désigne 
par ;• la vitesse angulaire autour de l'axe CR que nous venons 
de déterminer; donc 

p[x-\-y) = ry. 

En remplaçant dans le premier membre de celte équation px 
par qy, on obtient 

r — p + q: 

Deux rotations p et q, parallèles et de même sens, se com
posent en une seule égale à leur somme p -+- q. L'axe de cette 
rotation est parallèle aux axes donnés, et divise leur distance 
dans la raison inverse des quantités p et q. 

Si les deux rotations p et q étaient de sens contraires 
[fig. no) , on trouverait aisément : 

i° Que le mouvement résultant est une rotation autour d'un 
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axe parallèle aux axes des rotations/? et q, et situé dans le plan 
de ceux-ci ; 

a" Que cet axe est en dehors de la portion du plan comprise 
entre les axes AP, BQ, et du côté de l'axe qui correspond à 
la plus grande vitesse angulaire p ; 

3° Qu'en nommant toujours x et y les distances d'un point 
de cet axe aux lignes ÀP et BQ, on a la relation 

px = qy; 

4° Enfin, que la rotation résultante a lieu dans le sens de p, 
et que la vitesse angulaire de celte rotation est égale à la 
différence p — q. 

Composition d'un nombre quelconque de rotations paral
lèles. — Lorsqu'un solide est animé d'un nombre quelconque 
de rotations dont les axes sont tous parallèles, on trouve le 
mouvement de ce solide en composant successivement, et 
dans un ordre quelconque, les rotations données. 

On prendra par exemple deux rotations de même sens, et 
on en déterminera la résultante; on composera cette résul
tante avec une troisième rotation de môme sens; puis, quand 
on aura épuisé toutes ces rotations, on traitera de la même 
manière celles dont les axes ont la direction inverse. On arri
vera ainsi à remplacer toutes les rotations données par deux 
rotations seulement : ces deux rotations seront de sens op
posé, et leur composition donnera la résultante définitive. 

Soient/? et # les deux résultantes partielles, I) la distance des 
axes de ces deux rotations; on a, pour déterminer l'axe de leur 
résultante, la relation 

px = qy = q(T)-\-x); 
d'où 

a? = D — ? — , v = D — £ _ • 
p — q ^ p—q 

Cas singulier. —Si q et p sont très-peu différents l'un de 
l'autre, la vitesse angulaire, p — q, de la rotation résultante se 
trouve très-petite; et en même temps l'axe de cette rotation 
s éloigne de plus en plus des deux axes donnés. 

Vient-on à supposer p et q rigoureusement égaux, on 
10 . 
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trouve, en appliquant les règles précédentes, que ces deux 
rotations équivalent à une rotation nulle, s'elïectuant autour 
d'un axe situé à l'infini. Ceci ne nous apprend absolument 
rien: sinon que, dans ce cas remarquable, il n'y a plus de 
points fixes dans le corps; par suite, le mouvement de 
celui-ci doit changer de nature, et il est facile de démontrer 
qu'il se réduit à une pure translation. 

Soit M (Jig.m) la projection d'un point du corps sur un 
plan perpendiculaire aux deux axes ; joignons MA', MB'. La 
vitesse du point M est la résultante des vitesses M«, N£>, res
pectivement perpendiculaires aux rayons MA', MB', et propor
tionnelles aux longueurs de ces rayons. 

Construisons celte résultanteMc. Les triangles, M 5c etMA'S', 
sont semblables, comme ayant un angle égal compris entre côté? 
proportionnels; on conclut de là : d'une part que la droite Mr.-
est perpendiculaire à AB, et d'autre part que la longueur de 
cette droite est exprimée par le produit pT>,J) étant toujours !n 
distance AB. Ces deux résultats sont indépendants de la posi
tion du point M. 

Ceci prouve que, lorsqu'un solide est animé simultanément 
de deux rotations égales, contraires, mais non directeraem 
opposées, la vitesse est constante en grandeur et en direction 
pour tous les points de ce corps; et par conséquent le mou
vement résultant des deux rotations que nous venons de 
définir est un pur mouvement de translation. 

Des couples de rotations. 

L'ensemble de deux rotations parallèles égales et de sons 
contraire, mais non directement opposées, forme ce qu'en 
appelle un couple de rotations, et jouit des propriétés sui
vantes : 

i° Un couple de rotations équivaut à une translation per
pendiculaire à son plan, translation dont la vitesse s'obtient en 
multipliant la vitesse angulaire commune des deux rotations 
qui constituent le couple, par la distance des axes autour des
quels ces deux rotations s'effectuent. 

Le produit ainsi obtenu, pi), est le moment du couple. 
20 Lu couple de rotations peut être trar.spc rlé d'eue manière 
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quelconque dans son plan ou dans tout autre plan parallèle, et 
tourné comme on voudra. En effet tous les couples ainsi ob
tenus sont équivalents à une même translation : ils sont par 
conséquent équivalents entre eux. 

3° On peut par la même raison disposer à volonté de la 
trandcur de la rotation />, ou de celle du bras de levier!) (*), 
pourvu qu'on n'altère pas le moment du couple, 

4° Inversement, une translation quelconque étant donnée, 
on a le droit de lui substituer un couple situé dans un plan 
perpendiculaire à la direction de la vitesse de la translation, 
plan passant d'ailleurs par tel point de l'espace que l'on voudra. 
De plus, on peut choisir arbitrairement dans ce plan la direc
tion commune des deux: rotations du couple, ainsi que l'un 
des deux éléments, p, D, en déterminant l'autre parla relation 

pV = v. 

Usage des couples de rotations. — L'idée d'un mouvement 
de translation est éminemment simple, et il ne peut être 
question de lui substituer l'image beaucoup moins nette four
nie par deux rotations égales et contraires. L'introduction des 
couples dans la Cinématique doit être considérée comme un 
pur artifice de raisonnement, propre à simplifier la résolution 
de certains problèmes. 

Transport d'une rotation parallèlement à elle-même. — On 
peut par exemple, grâce aux propriétés des couples, rempla
cer une rotation quelconque OP {fig- 112) par une rotation 
égale, dont l'axe passe par tel point de l'espace que l'on vou
dra, 0' , plus une translation perpendiculaire au plan OPO'. 

Il suffit pour cela de prendre cette translation équivalente 
au couple (0'P",OP), ce qui est toujours possible : on voit que 
la réunion de cette translation avec la rotation O'P' produit 
précisément la rotation OP. 

application. — Nous nous sommes représenté le mouve
ment le plus général d'un corps solide en attachant à un point 
quelconque, 0, de ce corps, trois axes animés d'un mou
vement de translation dont la vitesse est égale à la vitesse 

(" ' I.a longueur D s'appelle le bras de levier du couple : nous verrons plus 
^rd l'origine de cette dénomination, empruntée au langage de la Statique. 
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variable OA de ce point : le mouvement du solide, relative
ment à ces axes, est une rotation OP, dont l'axe passe par le 
point 0 . 

Soit 0 ' un autre point quelconque du solide; ajoutons aux 
deux mouvements OA, OP, deux rotations contraires dont 
les axes soient tous les deux dirigés suivant la parallèle à 
l'axe OP, menée par le point 0' , et dont les vitesses angu
laires soient égales en valeur absolue à OP. Il est clair que 
nous n'avons rien changé au mouvement du solide; seule
ment ce mouvement se présente maintenant comme composé 
de quatre mouvements simples, savoir : les trois rotations 
OP, O'P', O'P", et la translation OA, ou O'A' (*). 

Mais OP et O'P" forment un couple de rotations; ce couple 
équivaut à une translation O'B qu'on peut composer avec 
O'A'; et il ne nous reste plus, outre la translation résultante 
O'V, que la rotation O'P', laquelle n'est autre chose que la 
rotation OP, transportée au point 0 ' . 

Le mouvement du solide peut être indifféremment consi
déré comme composé : soit de la translation OA et de la rota
tion OP, soit de la translation O'V et de la rotation O'P'. 

Les diverses décompositions dont un même mouvement est 
ainsi susceptible donnent lieu aux remarques suivantes : 

i° Quel que soit le point choisi pour origine des axes mo
biles, on trouve toujours une même ligne pour représenter 
en grandeur et en direction l'axe de la rotation du corps. Cette 
ligne est évidemment parallèle à l'axe centrai. 

2° La translation varie d'un point à un autre : cependant 
on trouve toujours la même valeur pour tous les points d'une 
même ligne telle que OP, parallèle à l'axe central. 

3° La ligne qui, en un point donné, représente la transla
tion, n'étant autre chose que la vitesse du point lui-même, 
on voit que la construction qui précède nous fait connaître 
d'une manière simple la vitesse d'un point quelconque d'un 
système solide, quand on se donne la translation et la rotation 
de ce système. 

4° Enfin, pour déterminer l'axe central, i! faut décomposer 

(*) Il est évident que la ligne qui lepiésente une translation peut être 
indiflëremment mente par un point quelconque de l'espace. 
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la translation OA, parallèlement et perpendiculairement à l'axe 
de la rotation OP {Jtg. n 3 ) . 

La composante OM revient à un couple de rotations situé 
dans un plan perpendiculaire à PO M ou à POA. Arrangeons-
nous de manière que l'une des rotations du couple détruise 
la rotation OP : le point 0,, où l'autre rotation devra être appli
quée, est un des points de l'axe central. On trouvera la lon
gueur 00 , par l'équation 

OM = OP X 00, . 

Composition des mouvements quelconques. 

Pour composer un nombre quelconque de mouvements élé
mentaires, lesquels se réduisent chacun en particulier à la 
combinaison d'une translation et d'une rotation, on prendra une 
origine arbitraire 0, et on transportera en ce point toutes les 
rotations. Ces rotations se composeront toutes en une rota
tion unique, à laquelle il faudra joindre, pour avoir le mou
vement réel, la résultante qu'on obtient en composant toutes 
les translations données, plus celles qui proviennent du trans
port des rotations au point 0. 

Concevons par le point 0 trois axes quelconques : ce qui 
précède donne le moyen de décomposer le mouvement d'un 
solide en trois translations, parallèles aux trois axes, et trois 
rotations s'effectuant autour de ces mêmes axes. 

Enfin tout mouvement élémentaire peut encore être décom
posé, et d'une infinité de manières, en deux rotations autour 
de deux droites non situées dans un même plan. L'une de ces 
droites peut être prise à volonté (*); l'autre est la conjuguée 
de celle-ci, et réciproquement. 

(*) Il suit de là qu 'une droite peut être amenée d'une position à une autre 
par l'effet d 'une simple rotation autour de sa conjuguée. Il est h remarquer 
que cette conjuguée est unique, quel que soit le système solide dans lequel on 
insère la première droite. 

Lorsqu'on considère une droite mobile, sans se préoccuper de iîser les t ra
jectoires des divers points de cette droite, il y a une infinité de manières de la 
faire passer d'une position à la position voisine, au moyen d'une simple rota
tion. Le lieu des conjuguées qui répondent à ces divers mouvements, c'est-
à-dire le lieu des axes des hvperboloïdes de révolution qui se raccordent 



\5l PREMIÈRE SECTIOX. — CINÉMATIQUE TIRE. 

g XIV. —- MOUVEMENT RELATIF DE PEUX SOLIDES QUI SE DÉPLACENT 

CHACUN D'i'NE MANIÈRE QUELCONQUE. 

PROBLÈME GÉNÉRAL. — Deux corps sont animés de mouve
ments connus quelconques : trouver le mouvement relatif de 
l'un d'eux par rapport à l'autre, c'est-à-dire par rapport à 
trois axes rectangulaires invariablement liés à celui-ci. 

La solution de ce problème, dont on rencontre de nom
breuses applications dans l 'étude des machines, résulte immé
diatement de la théorie de la composition des mouvements . 

En effet, il est évident qu 'on ne change pas le mouvement 
relatif cherché, en imprimant à l 'ensemble des deux corps un 

avec la surface gauche décrite par la droite, n'est au Ire chose que le parabo-
loïde normal à cette surface le long de notre droite. 

De la définition que nous avons donnée des droites conjuguées, considérées 
comme axes de rotation, découle immédiatement la propriété suivante, qui 
définit ces mêmes droites au point de vue de la Géométrie pure : 

Les plans normaux aux trajectoires de tous les points d'une droite ?nob:lc 
ont pour intersection commune la droite conjuguée. 

Menons la perpendiculaire commune ù l'axe central et à la droite donnée I); 
le pied de cette perpendiculaire P sur la droite D est le point central de 
l 'élément gauche décrit par cette droite dans son mouvement iniiniment pe t i t ; 
nous l 'appellerons le point central de la droite. 

Cela posé, considérons le paraboloïde normal à la surface de vis à filets 
carrés décrite par la perpendiculaire P, on a le théorème suivant : 

La conjuguée d'une droite est parallèle à la génératrice du paraboloïde nor
mal qui passe par le point central de cette droite. 

Cette propriété étant réciproque, la conjuguée se trouve aussi déterminée de 
position, puisqu'il suffit pour eu avoir le point central de chercher sur la ligne P 
le point où la génératrice du paraboloïde est parallèle à la droite donnée. 

Plaçons-nous sur l'axe central, supposé vertical, de manière à voir la rota
tion instantanée s'effectuer dans notre sens positif, et regardons toutes les 
droites dont le point central i-st sur la ligne P. Les portions de ces droites 
situées au-dessus du paraboloïde sont les axes des rotations conjuguées équiva
lentes au mouvement hélicoïdal qui nous occupe. Il n'est donc pas possible, 
au point de vue cinématique, pour toutes les droites qui descendent au-des
sous du paraboloïde, d'assigner une direction conjuguée. Quant aux génératrices 
du paraboloïde et de tous les autres pa-raboloïdes de même nature, il n'existe 
aucune manière de les amener d'une position à la position voisine, au moyen 
d'une simple rotation. 

Je ne développerai pus davantage les propriétés des droites conjuguées, 
lesquelles s'étendent au cas où l'on considère un déplacement fini d'une droite 
clans l'espace. (Consulter les nombreux Mémoires do M. Chasles, déjà cites.) 
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gouvernent commun quelconque. Prenons ce mouvement 
commun égal et contraire au mouvement de l'un des deux 
•-olidcs : celui-ci se trouvera réduit au repos, et le mouve
ment absolu de l'autre sera précisément le mouvement relatif 
demandé. Ce mouvement s'obtient, comme on voit, en com
posant par les règles établies dans le paragraphe précédent, 
le mouvement propre du solide avec un mouvement égal et 
contraire à celui des trois axes de comparaison. 

Appliquons cette solution générale aux cas particuliers les 
plus intéressants. 

PROBLÈME I. — Deux corps tournent en sens inverse autour 
de deux axes fixes et parallèles C, C, avec les vitesses angu
laires respectives (o>), (— M') : trouver le mouvement relatif du 
solide ( C ) par rapport au solide ( C ). 

Solution. — Composer la rotation o), dont l'axe est projeté 
enC(fig. 114)> avec une rotation «' égale et contraire à la rota
tion C. Les deux rotations à composer sont de même sens, 
puisque les rotations données ont été supposées de sens 
contraire : la résultante est égale à la somme, M + O'; et l'axe 
de cette rotation résultante, axe instantané de la rotation re
lative, s'obtient en divisant la distance CC, dans le rapport 
inverse des quantités w et M'. 

Le mouvement de (C) par rapport à (C) est une rotation 
égale et contraire à celle que nous venons de trouver : elle 
s'effectue autour du même axe A. 

Corollaire. — Si le rapport —, est constant, l'axe déterminé 
0) 

en vertu de la règle précédente occupe une position fixe dans 
l'espace (*). 

PROBLÈME II. — Deux corps assujettis à tourner autour de 
deux axes fixes et parallèles (Z,C, sont en contact par deux 
cames déforme quelconque [cylindrique] : trouver le rapport 
des vitesses angulaires de ces deux corps autour de leurs axes 
respectifs. 

Solution. — D'après ce que nous venons de voir, le mou-

\ ; Il n'en mérite pas moins le nom d'axe instantané, ea.i' il n'est axe de 
itatien que dans le mouvement relatif; et il n'est pas leiativement fixe. 
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vemcnt du corps (C) par rapportai! corps (C) est une rotation 
autour d'un centre instantané A {fig- 115), situé sur la ligne CC. 

D'autre part, nous savons que la normale commune à deux 
courbes qui sont assujetties à rester constamment en contact 
passe au centre instantané de la rotation relative ; donc ce 
centre n'est autre que le point où la normale MN vient ren
contrer la ligne des centres. 

Une fois le point A déterminé, nous savons, parle problème-
précédent, que le rapport des vitesses angulaires est l'inverse 
de celui des segments CA, C'A. 

De là ce théorème déjà établi précédemment, d'une manière 
indirecte : 

Les vitesses angulaires de deux courbes planes qui s'appuient 
l'une sur l'autre, sont en raison inverse des segments déter
minés par la normale commune sur la ligne qui joint les cen
tres autour desquels tournent ces deux courbes. 

Corollaire. — Pour que le rapport des vitesses angulaires 
soit constant, il faut et il suffit que la normale commune 
aux deux cames vienne couper la ligne des centres eu un 
point fixe. 

PROBLÈME III. — Les choses étant comme dans le problème 
précédent, trouver l'étendue du glissement relatif. 

Soit 31 le point de contact [fig- n6 ) : au bout d'un temps 
infiniment petit dl, le contact se fait en un autre point 31,, et 
les points primitivement réunis en M se trouvent transportés 
en n et n'. La dislance nn' est d'après notre définition l'arc de 
glissement : arc dont la direction limite est celle de la perpen
diculaire à la normale commune. 

Considérons le triangle infiniment petit M/m', dont les côtés 
ont pour valeurs 

M n =ds =&> rf(XQI, 
Mn' = ds' = o)'dtxC'M, 
nn' = f/S = vgdt : 

les rapports de ces côtés sont égaux aux rapports des sinus des 
angles opposés. Mais, les trois côtés du triangle Mnn' étant 
perpendiculaires respectivement aux droites MA, MC, MC, on 
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peut remplacer les angles de ce triangle par les angles égaux 
formés autour du point M, et poser la proportion 

c/S : ds : ds' : : sin MCTUÏI' : sin ML', MA : sin MC, MA. 

On conclut de là le rapport de la vitesse de glissement à l'une 
ou à l'autre des vitesses angulaires. 

Corollaire. — Pour que le glissement élémentaire soit nul, 
il faut qu'on ait 

sinMC,MC = o, 

c'est-à-dire que le point de contact des deux combes soit sur 
la ligne des centres. 

PROBLÈME I \ . •— Déterminer les deux courbes, de manière 
que la transmission du mouvement s'effectue sans glissement, 
et que le rapport des vitesses angulaires soit constant. 

Solution. — Pour que le glissement soit nul, il faut que le 
point de contact des profils cherchés soit sur la ligne des cen
tres de rotation. Si de plus on veut que le rapport des vitesses 
soit constant, ce point doit être un point fixe M, de la ligne CC. 

Il suit de là que les longueurs CM, CM sont constantes, cl 
que par conséquent les courbes décrites par le point M, rela
tivement aux centres respectifs C et C, sont deux circonfé
rences de cercle (flg.ii^). Les rayons de ces circonférences 
sont déterminés par leur somme, égale à la longueur CC, et 
par leur rapport, qui est l'inverse du rapport de vitesses 
donné. 

Scolie. •— Si l'on supprime la restriction, sans glissement, 
le point de contact des deux courbes peut être n'importe où : 
le rapport des vitesses ne cessera pas d'être constant, et con
servera la même valeur que précédemment, pourvu que la 
normale commune vienne passer au point de contact M des 
circonférences dont nous venons de parler; de sorte que, géo
métriquement, le problème admet une infinité de solutions : 
nous savons qu'on peut se donner arbitrairement l'une des 
deux courbes, et que l'autre est l'enveloppe des positions 
relatives de celle-ci. 

Nous verrons plus tard, parmi ces solutions en nombre in
fini, quelles sont celles que la pratique a adoptées. 
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PROBLÈME V.— Etant donnée la courbe (C) {Jig. 118 J, déter
miner la courbe (C) f/e manière que le glissement soit nul : 
trouver dans cette hypothèse le rapport variable des vitesses 
simultanées des deux cames. 

Solution. — Posons : 

CC' = «, CM = ;•, C M = / , 

et soient 0 et 6' les angles des rayons vecteurs ;• et ;•' avec 
deux axes CP, C'P' , fixés respectivement aux centres C el C. 

La courbe ( r, 0} devant être tangente au point Ai à la courbe 
(/•', 0'), on a ies relations suivantes : 

( ] ) ! • + ! • ' = « , 

. (10 ,dV 
dr ar 

Comme on tire de l 'équation (i) 

( o ) (;;• = — i t r , 

c;'! voit que l 'équation (?.) se réduit à 

(•î) rdQ = — r'dr/ {') : 

c'est l 'équation différentielle de la courbe cherchée. 
Une fois qu'on connaît ;• en fonction de r', on a pour le rap

port des vitesses 

(5) m=~. 

PROBLÈ.'.ÏE Vf. — Réciproquement, le rapport variable des 
vitesses étant donné : trouver les deux courbes (C) et (C), le 
glissement devant toujours être nul. 

La solution analytique de ce problème inverse est fournie 

(*y On vérifie que le mouvement est lueu un roulement s imple; en effet : 

ds = \'dr'--t- /•'it'j"- = yi/r'l-\-r"dO'' = (k'. 

il résulte de celte équation que les arcs parcourus simultanément par ' e 

point de contact sur les deux courbes sont égaux. 



CIIAriTRE IV. COMPOSITION DES MOLYE3IEXTS D'I ' .X SOLIDE. I J 7 

par les équations qui résolvent le problème précédent; à sa
voir (1), (4) et (5 ) . 

Généralement, !e mouvement d'un des arbres est uniforme, 
et on se donne la loi du mouvement qu'on veut imprimer ,'s 
l'autre : on connaît alors m en fonction du temps, ou de 
l'angle 0 qui varie proportionnellement au temps. 

Scolie. — Quand on a trouvé deux courbes convenables, 
on peut, sans cesser de satisfaire à la question, déformer ces 
deux courbes de la manière suivante. 

On réduira tous les angles 0 et 0' dans un rapport constant 
quelconque, rapport qui doit être le même pour les deux 
courbes conjuguées; puis, sur chacun des rayons correspon
dant aux angles réduits, on portera des longueurs égales à 
celles des rayons vecteurs primitifs : les courbes ainsi obte
nues répondront à toutes les conditions du problème. 

PROBLÈME VII. — Lu corps tourne autour d'un axe C 
[fig. 119): trouver son mouvement par rapport à un autre 
corps animé d'un mouvement de translation dans le sens de 
la flèche ( / } . 

Solution. — On passe des problèmes précédents à celui-ci 
en supposant que le centre C s'éloigne à l'infini, sur la per
pendiculaire à la direction de là translation. 

Pour résoudre le même problème directement , il faut 
composer la rotation ( C ) avec une translation contraire à la 
translation donnée. Remplaçons cette translation par un 
couple de rotations et prenons l 'une des rotations du couple 
égale et contraire à la rotation ( C ) , ce qui est toujours pos
sible : le mouvement composé se trouvera simplement repré
senté par l 'autre rotation du couple , laquelle est égale et 
parallèle à la rotation (C) , et dirigée dans le même sens. 

La position À de l'axe de cette rotation est déterminée par 
l'équation 

6/ X L'A = v, 

v étant Sa vitesse de la translation donnée (*). 

(*) Le point A n'est autre chose que le point du corps touillant, dont in 
vitesse est précisément égale à la vitesse c, et dirigée clans le même sens. !'ar 
suite la vitesse relative de ce point est mille. 
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On obtient donc le mouvement relatif en transportant la 
rotation (C) parallèlement à el le-même, en un certain point 
de la perpendiculaire abaissée du centre C sur la direction de 
la vitesse de la translation. 

PROBLÈME VIII. — Deux corps tournent uniformément au
tour de deux axes non situés dans le même plan : trouver le 
mouvement relatif. 

Solution. — Soient (fig. 120) Vp, Qq les axes des deux ro
tations données. Menons la plus courte dislance PQ de ces 
deux droites, et soit h la longueur de cette plus courte distance. 

Pour avoir le mouvement relatif du deuxième corps, il faut 
composer sa rotation Qq avec une rotation Vp,, égale et con
traire à la rotation de l'autre solide. 

Introduisons deux rotations contraires Qp2, Qp?„ égales à p 
en valeur absolue : nous n'aurons rien changé au mouvement 
relatif cherché. Or les rotations q et p, se composent en une 
seule r; et l'on a en outre le couple (p,, p^), lequel équivaut 
à une translation QÂ perpendiculaire au plan PQ/?3. 

Le mouvement relatif se compose de la rotation Q;- et de 
la translation QA, dont la vitesse est représentée par le pro
duit ph. 

PROBLÈME IX. — Les choses étant comme dans le problème 
précédent, déterminer l'axe de rotation glissant du mouve
ment relatif. 

Solution. — Décomposer la translation QA [fig. 121) en 
deux, dont l 'une QB soit dirigée suivant l'axe de la rotation 
résultante, l 'autre QC étant perpendiculaire à cet axe : on a 

QB=jpAsin^>, r, 

QC =phcosp, r. 

Remplaçons QC par un couple dont l 'une des rotations soit 
égale et contraire à /• : l 'autre s'effectuera autour d'un axe 
contenu dans le plan PQ/'. Soit OR ce nouvel axe, et z le bras 
de levier du couple, c'est-à-dire la distance QO, on aura 

rz=ph cosp, r. 
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La ligne ainsi déterminée n'est autre chose que l'axe de 
rotation glissant. 

On déduit de l'équation précédente 

ph cosp, r j qh cos q, r 
z — ? fi — z — — Î 

r r 
en ayant égard à la relation évidente 

r = pcosp, r-\-q cos q, r. 
Donc 

z p cosp, r col p, r 
n ~ z qcosq, r coiq, r 

car 
p sin q, r 

1 sin p, r 

Pour construire z, inscrivons dans la projection horizontale 
de l'angle des axes donnés, et perpendiculairement à l'axe 
de la rotation résultante, une longueur P, Q, = PQ = // ; cette 
ligne est divisée au point I dans le rapport demandé. En effet, 
on a 

Q I = Qil cotç, r= IPi cotp, r, 
d'où 

Q , I _ z 
1P, ~ h — z 

Scolie. — Quand les axes sont rectangulaires, les angles 

désignés par p, r et q, r sont complémentaires; donc 

THÉORÈME. — L'axe de rotation glissant divise la plus courte 
distance des deux axes, supposés rectangulaires, dans le rap
port inverse du carré des vitesses p et q. 

Autrement : les vitesses angulaires des deux arbres sont 
entre elles inversement comme les racines carrées des dis
tances des axes à l'axe instantané (*). 

(*) Et non comme ces distances elles-mêmes, ainsi que l'ont écrit plusieurs 
auteurs. 
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PROBLÈME X. — Détenu hier les deux surfaces réglées que décrit 
l'axe instantané dans l'intérieur de chacun des deux corps. 

Considérons seulement le cas où le rapport '- est constant • 
<7 

l'axe instantané est fixe dans l'espace, mais il ne l'est pas dans 
les deux corps; et ses positions successives tracent respec
tivement deux hyperboloïdes de révolution qui, dans le mou
vement, se touchent constamment tout le long de la généra
trice commune. 

Scolie. — 11 est facile de vérifier à posteriori que ces deux 
surfaces satisfont à la condition nécessaire et suffisante pour 
le raccordement des hyperboloïdes de révolution. 

En effet, les rayons R et R, des cercles de gorge de ces 
hyperboloïdes sont respectivement égaux à z et h — : ; Ses 
inclinaisons / et (', de la génératrice sur chaque axe sont les 
angles que nous avons désignés par q, r e t p, r. Donc l'équa
tion 

z cot q, r= {h — ; )co t^ , /' 

revient à la relation que nous connaissons : 

Rcot z" = R, cot /,. 

| XV. — THÉORIE ANALYTIQUE DE LA ROTATION 

AUTOUR D'UN POINT. 

Après avoir établi géométriquement les théorèmes relatifs 
à l'existence et aux propriétés de l'axe instantané de rotation 
dans le mouvement d'un corps autour d'un point fixe, ainsi 
que ceux qui se rapportent à la composition des rotations, il 
ne sera pas inutile de montrer comment l'analyse s'applique 
à ce genre de questions. Il importe en même temps de cal
culer, une fois pour toutes, les formules de Géométrie ana
lytique dont nous aurons plus lard à faire un usage continuel, 
dans l'importante théorie de la rotation des corps. 

Nous nous bornerons d'ailleurs au cas où il y a un point fixe 
dans le système, et nous démontrerons analytiquement : 

i° Que dans le mouvement d'un corps autour d'un point 
fixe, il y a toujours dans ce corps une infinité de points situés 
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sur une même ligne droite, points animés à un instant donné 
dîme vitesse nu l le ; 

a" Que les vitesses de tous les autres points du solide sont 
les mêmes que si le corps tournait effectivement autour (la 
cette droite dont la vitesse est nulle, droite qui porte le nom 
d'axe instantané ou spontané de rotation ; 

3-' Enfin que ces vitesses sont encore les mêmes que si le 
corps tournait s imultanément autour de trois axes rectangu
laires quelconques ( menés par le point fixe), avec des vitesses 
angulaires représentées par les projections sur ces trois axes 
de la vitesse angulaire autour de l'axe instantané. 

Il suffit, pour établir ces propositions, de différentiel" les 
formules ordinaires de la transformation des coordonnées, 
en appliquant ces formules au passage d'un système d'axes 
liés au corps à un système fixe dans l 'espace. Nous suppose
rons ces deux systèmes rectangulaires. 

Prenons pour origine le point fixe; soient OX ;, OV,, 07.,, 
' Jlg. 122) trois axes rectangulaires immobiles par rapport au 
corps, et OX, OV, OZ, trois autres axes fixes dans l'espace. 

Un point du solide est déterminé à un instant quelconque 
par ses coordonnées x„j\, z,, prises par rapport aux axes mo
biles, et par les positions de ces axes au même instant : posi
tions qu'on définit en donnant les neuf cosinus des angles 
formés par les axes mobiles avec les axes fixes. 

Si l'on pose, pour abréger, 

a = cos X,, X, a' =. Y,, \ , «" = ces Z,, X , 

h = cos X, , Y, V = Y,, Y, h" = cos Z, , Y , 

c = cos X,, Z, c' = Y,, '/., c" = cos Z ; , Z ( * ) , 

en a les expressions suivantes pour les coordonnées du point 
•>•;, j \ , :•,), considérées par rapport aux axes OX, OY, OZ ; 

x = a:c, -;- a'j\ -,-a"z,, 
y ' — 0X1 -\- o )'[ —f— (> z,, 

z = cxt -+- c'y\ -r- c" z,. 

(*} Ci's neuf cosinus sont les mêmes à chaque instruit pour tons les points 
ca corps; mais iis varient pendant le mouvement. Ce sont donc des ('onctions 
<-u temps, et du temps seulement. 

Ces cosinus s:U;.-i'oni aux i'eîa:io::s que l'en ro!!i::'.i;. 

1. , 1 
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Différentions ces équations, en considérant J , , y,, zt 

comme des constantes; nous obtiendrons les composantes de 
la vitesse du même point, projetée sur les trois axes fixes ; 

dx da t da' i da" 
7t=Vx~~Xl ~dt^rr[7it^~Zl~dt' 

dy db db' db" 
dt J dt - dt dt 

dz de de' | _ de'' 
~d~t~~i"~~' X'' dl.~^ dl~ "'' ~dt ' 

Cela posé, je dis en premier lieu que le mouvement du 
corps est une rotation autour d'un axe que nous allons déter
miner. 

Cherchons les projections vXl, e n , c.-, de la vitesse de notre 
point sur les axes mobiles . 

On obtient <v. en multipliant respectivement ex, <y, i>z par a, 
b, e, et ajoutant; l 'expression à laquelle on arrive présente 
ceci de remarquable : qu'elle ne contient pas de terme en x,. 
On a en effet 

da , db de d 1 . , 
a -j- + b -r- -f- c — = -y- • - [a- +• b- -+- c- , 

dt dt dt dt 1 

quantité ident iquement nulle, puisque la somme a--{-b2-i-c: 

est égale à l 'unité. 
Il suit de là que l'expression de vXl se compose uniquement 

de termes multipliés par r , ou par z, : nous la mettrons sous 
la forme 

qzi — ry» 

les coefficients q et ;• satisfaisant, aux relations 

da" , db" de" 
1 dt dt dt 

d^^_b<^^ (h/_ 
dt ' dt ' dt 

Si on calcule c,., par le même procédé, on trouve naturel
lement zéro pour le coefficient (1er , ; de plus, il arrive que 
Je : •(•.efficient de xt 

, da , ,,(11; , ,('c 
a - . - -t- " —; !" <" — ^ 

(!l Cl (il 
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est égal et de signe contraire à celui de r, dans l'expression 
de <v 

C'est ce qu'on voit tout de suite en ayant égard à l'équation 

cl 
-j- [aa' -+- bb' -+- ce' ) = o, 

de laquelle on déduit 

da ., db , de i da' , db' de' 
a ' -n + b' -j- -+- c' -r- = — [a -,- -+- o -r- + c dt dt dt ~~ \ dl ' dt dl 

On a donc en définitive 

<v, = rx,—p:,, 
en faisant 

, da" ,, dbr , dc': 

— p = a —. \- b' —.—\- c , : 
1 dt dl dt ' on trouverait de même 

' ' - - • = p y < — i x •• ' 

les coefficients p et q étant les mômes que ceux qui figurent 
dans les expressions de vXl et <>_,.,. 

Nous verrons tout à l'heure la signification des quantités 
p, q, /'(*), qui jouent le principal rôle dans cette théorie, et 
qui jusqu'ici représentent simplement,-pour abréger l'écriture, 
certaines fonctions des neuf cosinus et de leurs dérivées. 

Axe instantané de rotation. — Considérons les expressions 
que nous venons de trouver, pour les vitesses projetées sur 
les axes mobiles 

('.,, = qz, — >y„ 
(y. = rx, —p:„ 

<':,=Pfi — qxr, 

(*) On peut dès li présent remarquer, avec M. Duhamel, que les produits 
pat, qdt, rdt, représentent respectivement les angles formés par chacun des 
axes mobiles avec sa position infiniment voisine. Si l'on prend pour axes 
lises les positions initiales des axes mobiles, on trouve, pour déterminer la 
position de ces axes au bout <\u temps dr, les cosinus suivants : 

7 = — q'I-, y' = rdl< '/" = ' • 
I I . 
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on annule à la fois ces trois quantités, en posant 

Or, ces équations sont celles d'une ligne droite, dont tous 
les points ont à l'instant considéré une vitesse nulle : ainsi se 
trouve démontrée la première partie de ce que nous nous 
proposions d'établir. 

La droite immobile passe par l'origine; elle fait avec les 
axes mobiles des angles dont les cosinus ont pour expressions : 

P <1 '' 
- 5 -1 — 1 
0 ) 'f> 0) 

en prenant 

;,i = v7->2+ (f •+- '''• 

Cela posé, faisons la somme vl -+- vl + v'; des carrés des 
1 1 J i "1 

trois composantes de la vitesse d'un point du système, il 
vient, en vertu d'une formule algébrique bien connue : 

v"-z=[p--irrf-^-r'){x]+y\ + z2)—{px,+ qy + rz,)2. 
Désignons par p la distance du point (.r,, y,, zt) à l'origine, 

par 12 l'angle de ce rayon vecteur avec la droite (p, q, r]; 
c'est-à-dire faisons 

il vient 
v2 = o)2p2sin' 12, 

ou, en désignaiil par /; la distance du point considéré à la 
droite immobile : 

V = r,)fl. 

La vitesse v est donc proportionnelle à la distance //. De 
plus, cette même vitesse est perpendiculaire au plan de la 
droite [p, q, r) et du rayon vecteur : c'est ce qui résulte des 
équations 

^. <'x, -f-y-. cri -1- r, c.-, = o, 
P (i, -+• q c7l + r <•-, = o; 

donc les vitesses de tous les points du corps sont bien lc-3 
mêmes que si ce corps tournait effectivement autour de ia 
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droite dont la vitesse est nulle, cette rotation s'effectuant avec 
une vitesse angulaire égale à w, c'est-à-dire à \jp\ -+- q- -+- r?. 

Les formules précédentes déterminent à la fois la direc
tion de Taxe instantané de rotation, et la vitesse angulaire 
du mouvement correspondant. 

Décomposition de la rotation instantanée. — Cela posé, il 
est facile de voir qu'on arriverait pour les vitesses compo
santes à des expressions parfaitement identiques à celles qui 
précèdent, si l'on supposait le corps animé de trois rotations 
simultanées, p, q, r, s'effectuant autour des lignes OX,, OY,, 
OZ, (c'est-à-dire si l'on prenait pour vXi, c7l, vtl, les sommes 
des valeurs qu'on obtiendrait séparément si chacune des trois 
rotations p, q, r existait seule). 

En effet la rotation p {fig. i23) donne lieu à une vitesse III, 
perpendiculaire à l'axe OX,; cette vitesse a pour'expression 
p^y]-\-z\, et ses projections sur les trois axes sont égales 
respectivement à 

o, —pz„ py,. 

De même, les rotations q et r fournissent 

qzt, o, —qx \ , 

— rn, rXi, o. 

En faisant la somme de ce qui se rapporte à chacun des trois 
axes respectivement, on trouve pour les composantes vXi, 
vn, v,h, des expressions qui ne diffèrent pas de celles qui ont 
été écrites plus haut. 

Des quantités p, q, r. — 11 suit de là que les fonctions que 
nous avons désignées par les lettres p, q, r, sont les compo
santes de la rotation instantanée suivant les axes mobiles OX,, 
0Y„ OZ,. Nous venons de voir comment ces fonctions se 
trouvent déterminées, quand on connaît les neuf cosinus en 
fonction du temps : on a 

„ da' ,.. db' „ de' 
' dt dt dt 

da" , db" de" 
fi = aW+b -dT+c W 
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Mais on sait que les neuf cosinus, qui nous ont servi à passer 
d'un système d'axes coordonnés rectangulaires à un système 
du même genre, ne sont pas absolument arbitraires, et qu'ils 
s'expriment au moyen de trois quantités seulement. 

Les variables qu'on emploie ordinairement, d'après Euler, 
pour déterminer les axes mobiles, sont : 

iQ L'angle 1,07. [fig. 124), que l'on désigne par G; 
20 L'angle <i formé avec OX par la trace OA du plan X,OY, 

sur YOX ; 
3° Enfin l'angle 9 de cette même trace avec OX,. 
Les expressions des coefficients a, a', a", b, b', b", c, c', c", 

sont alors les suivantes : 

a = cos 9 cos •!) — sin <p sin d* cos 9, \ ' 

a' = — sin 9 cos i — cos 9 sin d; cos 9, • OX 

a" = sin à sin 0, ) 

b = cos 9 sin à -+- sin 9 cos i cos 9, \ 

b' = — sin 9 sin i + cos 9 cos à cos 9, OY 

b" — — cos à sin 9, 
! 

c = 
c' = cos 9 sin 9, \ OZ 

t ' " = cos 9. \ 

En remplaçant ces quantités et leurs dérivées par leurs va
leurs dans les expressions de p, q, r, on trouve 

p = sin 0 sin 9 —r- -+ r ' dt 

. rd-b 
q = cos 0 sin 9 —^ 
1 ' dt 

do r d'b 
> — —r- + cos 5 ——• 

dt dt 

d9 
-COS O - 7 - 5 

' dt 
. d9 

- s i n 9 ^ , 

Ces équations nous serviront dans le cours de deuxième 
année, quand nous étudierons les relations qui existent entie 
le mouvement de rotation d'un corps solide autour d'un point 
fixe, et les forces qui agissent sur les divers points de ce 
corps solide. 
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§ XVI. — THÉORIE ANALYTIQUE DES MOUVEMENTS RELATIFS. 

Soient, comme précédemment (p . 83), \, r,, t, les coordon
nées d'un point mobile M, par rapport à trois axes fixes; 'i', 
r,', '~ les coordonnées, prises par rapport aux mêmes axes, 
d'une origine mobile 0 . 

Soient enfin x, y, z, les coordonnées de notre mobile par 
rapport à trois axes passant par cette origine 0 . Nous avons fait 

a — cosx,\, rt' = c o s j \ i , « " = c o s £ , £, 

(i) l b = cosx,r,, b' = COS y, r, , b" = cos z, r,, 

[ c = cosx,£, c' = cosj;'Ç, c"=cos z,'Ç; 

et cela posé nous avons écrit les formules qui lient les coor
données apparentes aux coordonnées absolues sous la forme 
suivante : 

l 1 = 1' X- ax H- a' v + a"z, 

(2) - r, = r,'+bx + b'y+b"z, 

| 'Ç='C'X~cx-+-c'y+c"z. 

Désignons par V la vitesse absolue du point mobile, par V,. sa 
vitesse relative, par \ e la vitesse d'entraînement. 

Cette dernière est la vitesse absolue d'un point qui aurait à 
l'instant considéré les mêmes coordonnées que le point M, 
mais qui resterait en repos relatif: on a donc, pour ce point 
idéal, 

dx dy dz 

Ht"0' Ht~°' 77F-0 ' 
et par conséquent on trouvera les composantes de sa vitesse 
en différentiant par rapport au temps les équations (2), sans 
faire varier les coordonnées apparentes x, y, z : 

(3) 

'e 

', 

X: 

Xi 

X) 

\-t i 

dl' 
— dt 

dr/ 
~ dt 

_d'C 
~ dt 

da 
-+- X —r-

dt 
db 

+ xTt 
de 

X-x --
dt 

x-y 

x-y 

+ r 

da' 
' dt 

db' 
Ht 
de' 
dt 

+ 

-H 

4 -

da" 
Zllt 

db" 
z~dt 

de" 
Z dt 
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Les mêmes équations (2), si on les diltereniie en tenant 
compte du mouvement apparent du mobile, fournissent les 
projections de la vitesse absolue sur les axes fixes; on a, en 
ayant égard aux relations (3) : 

V I = V < 

V„ = Y, 

„ , , . . • dx dy dz , . . . . 
Or les dérivées -=-5 -7-5 -7-; sont les projections de >a v;-

dt dt dt l J 

tesse relative sur les axes mobiles; et l'on a, en se reportant 
à la signification des coefficients a, b, e, a',... : 

a 

b 

c 

dx 

777 
dx 
777 

dx 

m 

1 

~i-

+ 

(L 

I ! 
V 

c' 

dy 
dt 

dy 
777 

.dy 
777 

~ r t"77 

^" ,77 

ci 

dx 
i a -rr -+- a' 
\ dl. ! , dx 

I dx 
\ cdT^c 

dy , „dz 
-i—\-a — 
dt dt 

dy dz 
dt ^ b dt 

. dy „ dz 
di + c Tt 

= yr'J 

= V r ( , 

= v ' - c ; 

Ces relations permettent de mettre les équations (4; se 
la forme 

(61 V = V f f , - M ' , , 

v; = v<; ) + v(.,,.. 
Donc : 

THÉORÈME I. — La vitesse absolue est la résultante de la 
vitesse d'entraînement et de la vitesse relative ; 

ou bien 

La vitesse relative est la résultante de la vitesse absolue, et 
de la vitesse d'entraînement prise en sens contraire. 

Pour avoir les relations qui existent entre les accélérations 
il faut différentier une seconde fois les équations (2). Les pre-
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îiiicrs membres des équations qu'on obtient par celle opé
ration sont les composantes de l'accélération absolue du 
point M, projetée sur les trois axes fixes; quant aux deuxièmes 
membres des mêmes équations, on peut en grouper tous les 
ternies sous les trois divisions suivantes : 

i° Ceux qui ne contiennent pas les dérivées des coordon
nées apparentes : termes dont la somme fournit les compo
santes de l'accélération cl' entraînement ; 

?.° (leuK qui contiennent les dérivées secondes de ces mêmes 
coordonnées apparentes. On reconnaît comme précédemment 
que ceux-ci représentent les projections de l'accélération re
lative sur les axes fixes; 

3" Enfin les termes qui restent en dehors des deux pre
mières catégories, c'est-à-dire ceux qui sont fonction des eom-

dx fly clz , 
posantes -77? -77'-77; c>e i a vitesse relative. ut ai ut 

En ayant égard à ces remarques, et faisant usage de nos 
notations habituelles, nous écrirons les équations dont i! 
s'agit sous la forme suivante : 

, , T , . / cla dx da' dy. à a" dz \ 
i = L--> ''--' \dt dt dt dt dt dt) 
' (db dx db' dy db" dz\ 

> ; \'*- ** W + J<-M + 2 [dt Tt + W tt ^ Ht Tt) ' 
r I de dx de' dy de" dz \ 
I • ' ; - J e ( ï / + J , ( : ) + 2 \TtTt ^ ~dt tt + Tt Tt ) ' 

11 faut maintenant projeter toutes les lignes dont nous nous 
occupons sur les axes mobiles (*) : pour cela ajoutons les 
trois équations (7) multipliées respectivement, d'abord para, 
b, c, puis par a', b', e', enfin par a", b", e". 

Remarquons, avant de faire le calcul, que les cosinus 
qui figurent dans les équations précédentes définissent le 
mouvement du système solide de comparaison (système que 
nous réduisons pour plus de clarté aux seules lignes Ox, Or, 

(*) Il ne faut pas oublier que les axes mobiles sont nos véritables ax;-s 
coordonnés; les axes fixes sont cle simples lignes auxiliaires, dont il ne res
tera plus de traces ù îa fin des opérations. 

file:///TtTt
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0 " ) , relativement à trois axes menés par l'origine mobile 0 , 
parallèlement à Ci, Cn, CC. 

Nous savons que ce mouvement , sur lequel nous n'avons 
fait aucune hypothèse, est une rotation instantanée autour 
d'un axe passant au point 0 (*); et nous avons trouvé dans le 
paragraphe précédent les expressions des projections de cette 
rotation sur les axes mobiles : 

„ da' , „ db' „ de' 

[P = a ~di^h Hï + C 777' 
da" , db" de" 

i b ) ' q=a —rr-r-l> —rr -+- C —rri 
v ' j i dt dt eu 

da ,, db , de a' -j- +b' -,-
dt dt c dt 

Or il est t rès-remarquable que ces quantités, qui restent 
les mêmes quels que soient les axes fixes, soient précisément 
les seules fonctions des neuf cosinus qui subsistent dans les 
résultats auxquels nous voulons arriver. 

En effet, si nous effectuons les opérations indiquées plus 
haut, et que nous résolvions les relations obtenues par rap
port aux composantes de l'accélération relative, il vient : 

i T T / (lr dz 
Jr :*;. = Jx — Je;*; 4 - 2 (r -j- — q - j -

\ dt dt 
/ , ' T T i f dz dx . 
( 9 ) \ Jr(;-) = J r — ^ ; j ) + 2 (p j : — r-j-), 

T T T [ (^V d) 

THÉORÈME II. — L'accélération relative est la résultante de 
l'accélération absolue, de l'accélération d'entraînement prise 
en sens contraire, et d'une accélération complémentaire qu'on 
appelle accélération centrifuge composée. 

Il résulte des formules (9) que les composantes de celle der-

(*) Cette rotation reste la même, en grandeur et en direction, quel que 
soit le point du système auquel on place l'origine 0 (p . i5o). 
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nière accélération ont les valeurs suivantes : 

v / dv dz 
X = 2 { r —: Q —T-

\ dt l dt 
, r I dz dx 

y dt r ai 

On conclut facilement de ces relations que l'accélération 
centrifuge composée est perpendiculaire à la vitesse relative 
et à l'axe instantané de la rotation d'entraînement, en lin 
qu'elle a pour expression : 

2w\, .s in o), Vr. 

Mouvements relatifs terrestres. 

Occupons-nous spécialement des mouvements rapportés à 
des repères choisis sur le globe terrestre, et voyons ce que les 
formules précédentes deviennent dans ce cas particulier. 

Prenons pour axe des z la verticale du lieu d'où l'on ob
serve [fig. i25), pour axe des x la tangente au méridien de ce 
lieu, dirigée vers le nord, enfin pour axe des y la tangente au 
parallèle dans le sens du mouvement diurne : nous aurons 
pour les projeclions de la rotation terrestre sur ces trois axes 

p = —11 sin /., 

r = — ncosl, 

/. étant le complément de la latitude du lieu, et n la valeur 
absolue de la rotation diurne, soit 0,000073. 

Les composantes de l'accélération centrifuge composée sont 

. dv 
X = — in cos/. -j-1 

dt 
I dx . . dz\ 

l = = H ^ C 0 S A _ _ s l l l / . _ j , 
-, • - dy 

dt 
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Considérons un corps tombant librement dans le vide : l'ex
périence nous apprend que ce corps suit à peu près dans sa 
chute la verticale de son point de départ, de sorte qu'on peut, 
dans une première approximation, négliger les deux compo
santes horizontales de la vitesse du mobile, devant la compo
sante verticale. 

Ouant a cette composante verticale, —> elle est négative, 1 at ° 
puisque notre axe des z est dirigé de bas eu haut; donc l'ac
célération Y est positive, et par suite le corps considéré 
doit s'écarter de la verticale, du côté de l'orient. 

Veut-on pousser l'approximation plus loin; on conclut du 
dy 

fait de la déviation orientale que la vitesse -7- est positive; 

donc l'accélération X est négative, ce qui indique une nou
velle déviation dirigée vers le sud. Celle-ci est du deuxième 
ordre de petitesse, la déviation orientale étant considérée 
comme du premier. 
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DEUXIÈME SECTION. 

THÉORIE DES MÉCANISMES OU ÉLÉMENTS 
DE MACHINES. 

CHAPITRE PREMIER. 
GÉNÉRALITÉS SUR LES MACHINES, ET SUR LES TRANSMISSIONS 

OU TRANSFORMATIONS DE MOUVEMENT. 

Toute machine est destinée à accomplir certaines opéra
tions mécaniques, et suppose l'existence de deux choses, indé
pendamment de la machine elle-même. Ces deux choses sont : 
i° une puissance motrice; 1° un ouvrage à faire. La machine 
est un intermédiaire qui donne au moteur la facilité d'exé
cuter l'ouvrage proposé. 

Une machine se compose de trois parties principales : 

I. Le récepteur, qui reçoit directement l'effort du moteur; 
cet appareil est variable selon la nature de la force dispo
nible : ce sera, par exemple, une manivelle, si l'on emploie 
la force de l'homme, une roue, s'il s'agit d'utiliser un cours 
d'eau, un piston pour la tension de la vapeur, etc. La théorie 
des récepteurs dépend de la combinaison des lois de la dyna
mique avec les principes physiques qui sont relatifs aux divers 
agents capables de servir comme moteurs. 

II. L'outil ou opérateur, qui se trouve en contact immé
diat avec la matière à travailler. C'est une lime, un marteau, 
"ne pompe, un soufflet, etc. La connaissance pratique des 
outils est un des objets des études spéciales à chaque profes-

i - 3 
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sion. La tliéorie de ces appareils esl d'ailleurs fondée, comme 
celle des récepteurs, sur les principes généraux de la dyna
mique rationnelle. 

III. Enfin, la transmission de mouvement, c'est-à-dire les 
pièces ou mécanismes interposés entre le récepteur et l'outil, 
pour que le mouvement du premier détermine sur le second 
le mouvement qui correspond à l'ouvrage à effectuer. 

Notre deuxième Section est consacrée à l'étude géométrique 
des transmissions. Cette étude, exclusivement basée sur les 
considérations développées dans la Section précédente, fait 
partie de la Cinématique, telle que nous l'avons définie d'après 
l'illustre auteur dé l'Essai sur la Philosophie des Sciences ( * ) : 
on pourrait l'intituler Cinématique appliquée, par opposition 
à la Cinématique pure. De toutes les branches de la Méca
nique, il n'en existe pas donl la connaissance approfondie soil 
plus indispensable aux praticiens. 

Elle ne suffit pourtant pas : et nous avons déjà eu occasion 
de dire qu'on se tromperait grandement si l'on croyait pou
voir inventer et exécuter des combinaisons d'organes, sans 
se préoccuper des efforts qui doivent s'exercer par l'intermé
diaire de ces organes. Mais d'un autre côté les rapports des 
vitesses de tous les points d'une machine sont du domaine 
de la Géométrie : ces rapports ne dépendent en aucune façon 
des causes appelées à faire naître ou à entretenir le mouve
ment de la machine. Il est donc possible do soumettre les 
mécanismes de transmission à une première étude purement 

( * ) « La Cinématique, dit Ampère ( p . 5i) , doit étudier les différents in-
» struments à l'aide desquels on peut changer un mouvement en un antre; en 
» sorte qnVn comprenant, comme c'est l'usage, ces instruments sous le nom 
» de machi/ies, il faudra déiinir une machine, non pas comme on t'ait ordinai-
» rement, un instrument à V(ride duquel on veut changer la direetion et l'inten-
» site' d'une forée donnée, mais bien un instrument à Fende duquel on peut 
» changer ta direction et la vitesse d'un mouvement donné. On rend ainsi cette 
» définition indépendante de la considération des forces qui agissent sur la 
» machine; considération qui ne peut servir qu'à distraire l 'attention de celui 
» qui cherche à en comprendre le mécanisme. Pour se l'aire une idée nette, par 
» exemple, de l'engrenage à l 'aide duquel l'aiguille des minutes d'une montre 
» l'ait douze tours tandis que l'aiguille des heures n'en fait qu 'un, est-ce 
» qu'on a besoin de s'occuper de la force qui met la montre en nvjuve-
» ment ? » 



CHAPITRE I. GÉNÉRALITÉS SLU LES MACHINES. 1^5 

géométrique, dans laquelle il ne sera question, ni delà force 
molrice, ni de la résistance à vaincre; mais il est bien entendu 
que la mécanique des forces pourra toujours opposer son veto 
à la marche,, surtout à la marche fructueuse, de tout engin 
créé sans sa participation. 

L'introduction de la théorie des mécanismes dans l'ensei
gnement de l'Ecole Polytechnique date de la première orga
nisation donnée par Monge à l'instruction de cette école. 

« On entend, dit Monge (*), par éléments des machines, 
» les moyens par lesquels on change la direction des mouve-
» ments, ceux par lesquels on peut faire naître les uns des 
» autres, le mouvement progressif en ligne directe, le mou-
» vement de rotation, le mouvement alternatif de va-et-vient. 
» On sent que les machines les plus compliquées ne sont que 
» les résultats des combinaisons de quelques-uns de ces 
» moyens individuels, dont il faudra faire en sorte que l'énu-
» méralion soit complète. » 

Cette énumération. commencée par Hachette, fut exécutée 
par Lanz et Bétaneour (**) dont le travail, adopté par le con
seil de l'École, est bien longtemps demeuré classique. Dans 
l'exposé que nous allons faire, nous prendrons de préférence 
pour guide le traité plus récent de M. Robert AVillis (***), 
lequel est certainement l'ouvrage le plus parfait qui ait été 
publié sur les applications de la Cinématique aux machines. 
Le livre de M. "NYillis est également remarquable par la net
teté avec laquelle le sujet est circonscrit et traité, par la jus
tesse des idées, et par l'habileté avec laquelle la théorie et 
la pratique y sont combinées. 

On peut aussi consulter avec beaucoup de fruit l'ouvrage de 
M. Laboulaye, et enfin, au point de vue spécial de notre pro
gramme, le Traité de Cinématique de M. Bélanger. La partie 
de cet ouvrage, qui est relative aux organes de machines, 
est entièrement conforme aux nouveaux programmes rédigés 
en i85o par le général Poncelet, et en usage depuis cette 
époque à l'École Polytechnique. 

(*) Rapport lu à la Convention nationale, le .'! vendémiaire an III. 
(**) Essai sur la Composition des jiïachnus; l^o^. 
(***) Principles of IJccJawi'in, î8/ | i . 
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£ i . — CLASSIFICATION DES .MACHINES ÉLÉMENTAIRES, 

D'APRÈS ROBERT W I L L I S . 

Lanz et Bétancour commencent par distinguer les. mouve
ments qu'on emploie dans les ails en trois classes, suivant 
que ces mouvements sont ou reclilignes, ou circulaires, ou 
déterminés, d'après des courbes données. Chacun d'eux est 
d'ailleurs continu ou alternatif {de va-et-vient); et on peut, 
par conséquent, les combiner deux à deux de quinze manières 
différentes, ou de vingt et une, si l'on combine chacun de ces 
mouvements avec lui-même. Toute machine a pour but de 
changer ou de communiquer un ou plusieurs de, ces vingt et 
un mouvements. 

Ce système célèbre a été généralement adopté : il est com
mode de s'y conformer, quand on se propose seulement de 
dresser un catalogue, de faire une énumération complète, 
ainsi que le demandait Monge. Mais, au point de vue d'une 
étude méthodique, on peut faire à la classification de Lanz 
et Bétancour les reproches suivants : 

I. Le caractère dislinclif principal est pais dans la nature du 
mouvement des pièces en action, mouvement qui est recti-
ligne ou circulaire, continu ou alternatif : on n'a pas oublié 
qu'Ampère définit une machine, comme servant à modifier un 
mouvement donné.. 

Mais si l'on se reporte à la théorie géométrique des mou
vements simultanés, on reconnaîtra bien vite que les relations 
établies par un mode de liaison quelconque entre les vitesses 
des diverses pièces qu'il met en rapport, ne dépendent en 
aucune façon de la nature du mouvement qui anime ces 
corps. Les engins qui servent à lier deux mouvements conti
nus-, fonctionnent identiquement de la même manière dans 
le cas de deux mouvements alternatifs (au moins tant qu'on 
reste dans le domaine de la Géométrie purej, de sorte qu'il 
serait assez peu philosophique de les faire figurer deux fois 
dans une classification. 

Il convient donc de changer la définition d'Ampère; ei, au 
lieu de considérer une machine comme ayant pour effet de 
modifier un mouvement donné, nous d i r .n ; : 
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['ne machine, au point de vue cinématique, est un instru
ment destiné à établir, entre les mouvements simultanés de 
deux corps, une relation géométrique donnée. 

C'est ainsi que la minuterie d'une horloge a pour efl'et d'o
bliger les deux aiguilles à tourner dans le même sens l'une 
que l'autre, avec des vitesses angulaires dans le rapport de 
douze à un. Et il est clair que cette loi n'est aucunement in
fluencée par la nature du mouvement, lequel peut indiffé
remment être lent ou rapide, continu ou alternatif. 

II. Il y a lieu également de faire assez bon marché de la dis
tinction entre le mouvement circulaire et le mouvement rec-
tiligne : les engins qui se rapportent à ces deux mouvements 
sont fondés sur les mêmes principes, et se déduisent trop faci
lement les uns des autres pour qu'il soit convenable et même 
possible de les étudier séparément (*). Toutes les différences 
se réduisent à quelques détails de construction dont l'impor
tance, à notre point de vue, est très-minime. 

III. Mais une distinction qu'il importe au contraire de bien 
établir, c'est celle des mouvements susceptibles d'une éten
due indéfinie, et des mouvements, reclilignes ou circulaires, 
dont l'amplitude est géométriquement limitée (**). 

La bielle d'un rouet, par exemple, met en relation deux 
points assujettis chacun à tourner autour d'un axe fixe; mais 
les mouvements de ces deux points jouissent de propriétés 
toutes différentes : en effet, les dimensions et les positions rela
tives des diverses pièces sont telles, que rien n'empêche la 
roue de faire son tour complet, tandis que l'excursion de la 
pédale est forcément limitée. 

Il suit de !à que, la roue étant animée d'un mouvement de 
rotation continu, lé mouvement de l'autre extrémité de la 
bielle devra changer périodiquement de sens, chaque fois que 
la pédale atteindra le point le plus haut ou le point le plus 

(*) A plus forte raison ne consacrerons-nous pas une classe spéciale aux 
mouvements qui s'effectuent suivant des courbes autres que la ligne droite et 
le cercle. 

( *) l-ii mouvement rectiligne quelconque aura nécessairement dans la pra
tique une étendue limitée : nous langeons dans notre première catégorie tous 
ceux de ces mouvements dans lesquels la limitation ne résulte pas d'une im
possibilité géométrique. 

I . 11 
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bas de sa course. On ne pourra donc pas, dans ce mécanisme, 
assigner une relation constante entre les sens des mouvement? 
des deux pièces en rapport, comme nous l'avons fait dans le 
cas des aiguilles d'une horloge. 

IX. Ayant adopte pour premier élément de notre classifi
cation des organes de machines, la permanence ou ïa périodi
cité de la liaison entre les directions des vitesses, nous nous 
occuperons en second lieu des relations de grandeur do ces 
mêmes vitesses : e'esi-à-diro que nous sénareroris les méca
nismes dans lesquels le rapport des vitesses est eûissinni, des 
combinaisons à rapport variable. i\ous obtiendrons ainsi les 
trois classes suivantes : 

JIOUVEVESTS 

Joui l'alendue est limitée, 
et ieK (juc le sens i'e 'a viiesse 

d'une des pièiv- ce reolr.s 
det.ve iihaeçer p.eéoequeeteni 

C L A S S E C 

Ranpoi't .Les vitesses eon-eeet • 
ou va talde •;*',. 

X. Eniin, pour subdiviser nos classes, nous aurons égard àb 
nature de l'agent qui établit la transmission du mouvement: 
cette considération nous conduit à constituer trois genres. 
qui se retrouvent dans chacune des trois classes : 

PREMIER GENRE. Communication du mouvement par conlar: 
immédiat; 

DEUXIÈME GENRE. Communication par l'inlerniédiair,: d'un 
lien rigide; 

TROISIÈME GENRE. Communication par le moyen d'un lien 
flexible. 

Yoici le résumé de notre classification, laquelle n'est autre 
chose que celle de Willis, un peu simplifiée : 

(*) Il n'y a pas lieu de séparer en deux classes les mécanismes à mouve
ment d'étendue limitée : ceux de ces mécanismes où le r a p p e l des vitesses est 
constant sont t rop rares pour qu'on puisse en former une classe distincte. 

MOUVEMENTS 
pouvant continuer indéfiniment dans le menu 

sens. 

Rapport des vitesses Rapport des vitesses 
variable. 
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Pièce* 
eu coiitact 

immé
diat. 

|U t ' GESUK. 

Emploi 

d'un lien 

rigide. 

IIIe GENRE. 

Emploi 
d'un Uen 
flexible. 

DE I.A TRANSMISSION 

Rapport dos u 

Cylindres cl 
de l'iiction. 

Hvpei-Sjolo'hit-

appui'f des \ iîesn 

SK.\S 

1- i': ftï'li) !o TCy, i. NT VA •; IABLE . 

S i'iimcs, excentriques Roues à double tien- j 
courbes diver-j Une îionquée. | 

C^'émailières doubles ; 
oscillanles. j 

Joint universel splu- "--• 
rique. \ is variables. 

Entremises divers. "•.Uuivemenis iniei-
mittents. 

(..remanierez. 

Cames el plions. 

\ i:-> e' écroi;.-. 

\ îs sans fin. 

'-enappemenls 

Accouplements i 

roues. 

Renvois de soi 
nettes. 

Tir.es et varleis. 

Poulies et tambours 
pour cordes, chaî
nes et courroies. 

Treuils et cabestans. 

Poulies de renvoi, 
de tension. 

Moufles et palans. 

touCs ne ilremer oîi Manies, exeentei -
de Thiygens. 

Systèmes articules à 

mouvement eon-

tinu. 

Joint Je Cardan on 

joint universel. 

Poulies et tambours 
à section non cir
culaire. 

Bobines pour câbles 

plats. 

Fusées des montres 
et chronomètres. 

f.riqueis, roues à 
rochet, déclics. 

BïeUcsetiïianivelles. 

l\u*a1 leloQramme de 

Wal t . 

Poulies spéciales avec 

tendeur oscillant. 
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Avant de commencer la description des mécanismes indiqués 
dans ce tableau, disons quelques mois des pièces accessoires 
qui servent à assujettir les organes mobiles aux supports fixes, 
de manière à assurer la direction du mouvement de ces or
ganes. f 

§ I I . — ORGANES PROPRES A ASSURER LA DIRECTION DU MOUVEMENT 

CIRCULAIRE OU KECT1LIGNE DE CERTAINES PIÈCES. 

1° Guides du mouvement circulaire. 

Les pièces qui doivent être animées d'un mouvement de 
rotation sont ordinairement montées sur un arbre, qui se ter
mine à ses extrémités par des parties cylindriques tournant 
dans des appuis fixes. 

Tourillons et paliers. •— Dans le cas où l'axe de rotation est 
horizontal, les extrémités cylindriques de l'arbre se nomment 
tourillons, et les supports fixes des tourillons prennent le 
nom de paliers. 

Les tourillons sont des cylindres exactement tournés, dont le 
diamètre est généralement plus petit que celui de l'arbre pro
prement dit. Quelquefois ces tourillons font corps avec l'arbre: 
ils peuvent aussi être rapportés; l'un d'eux porte un épaute-
ment ou renflement destiné à empêcher les déplacements du 
corps tournant, dans le sens de la longueur de l'axe. L'épaule-
ment se raccorde par un congé avec la surface du tourillon. 

La partie principale d'un palier {fig. 126 et 127) est le cous
sinet, qui se trouve en contact immédiat avec lej tourillon. 
Le coussinet est formé de deux coquilles, laissant entre elles 
un léger intervalle quand elles sont en place, afin que 
l'usure de la surface intérieure ne détruise pas le contact de 
celle-ci avec le tourillon. Un intervalle semblable est ménagé 
entre le corps du palier, et le chapeau qui s'applique sur la 
coquille supérieure. Des boulons établissent un serrage con
venable. 

La mise en place du palier doit être faite avec une grande 
précision, afin de ne pas fausser l'arbre, surtout quand celui-ci 
a une grande longueur. Dans le but de faciliter l'ajustage, on 
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fait porter ie palier proprement dit sur une pièce intermédiaire 
appelée semelle ou patin {fig. 126), solidement reliée par de 
longs boulons à un fort massif de maçonnerie. Le palier est 
à son tour boulonné sur la semelle; mais les trous de ces 
derniers boulons sont ovales, ce qui permet de rectifier la 
position du palier, en cas de petits mouvements dans les ma
çonneries. 

Nous n'avons encore rien dit de la question du graissage : 
il n'en est pourtant pas qui mérite à un plus haut degré l'atten
tion du constructeur chargé d'installer les supports d'un arbre 
tournant. Dans les paliers ordinaires {fg. 126}, le chapeau 
porte un godet qu'on maintient constamment plein de graisse. 
Cette graisse fond en partie par suite de réchauffement du 
coussinet, traverse la coquille supérieure par un trou ménagé 
à cet effet, et se répand de là par des rainures héliçoïdes sur 
toute la surface intérieure de la coquille. 

Ce système est assez imparfait : la graisse ne vient rafraîchir 
les surfaces que lorsqu'il s'est produit un léger grippement, 
ce qui est toujours fâcheux; et il est infiniment préférable 
d'entretenir les contacts constamment lubrifiés par un cou
rant d'huile continu, qui s'oppose à tout échauffement. 

Dans le palier graisseur Decoster {fig. 127), l'huile contenue 
dans un réservoir inférieur est puisée par un disque d'acier 
fixé au tourillon ; elle retombe dans lé réservoir après avoir 
rempli son office. Le tout est parfaitement fermé, de sorte que 
l'huile ne s'altère pas et n'a pas besoin d'être renouvelée,sinon 
à de très-longs intervalles. 

Dans certains cas exceptionnels, les tourillons reposent sur 
tles galets ou roulettes, dont nous verrons l'utilité dans la 
théorie du frottement (Quatrième Section). On peut citer dans 
ce genre la suspension de la grosse cloche de la cathédrale de 
Metz : les galets sont réduits à de simples secteurs, qui corres
pondent à l'amplitude des oscillations de la cloche. 

Dans d'autres cas, au contraire, on simplifie les dispositions 
habituelles. C'est ainsi qu'on termine les arbres des tours, en 
guise de tourillons, par deux pointes en fer, lesquelles pé
nètrent dans des trous coniques pratiqués dans des plaques 
de fer fixes. 

Les poulies sont percées d'un trou cylindrique nommé œil, 
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que traverse à frottement doux un essieu iixe (*}.Les roues 
des voilures ordinaires présentent la même disposition (" ; . Si 
le trou cylindrique est un peu long relativement à l'épaisseur 
de la roue ou de la poulie, l'espèce de moyeu où il est pra
tiqué s'appelle manchon ou canon.'L'arbre porte des épau-
lemcnts qui empêchent le manchon de glisser parallèlement 
à l'axe. 

Crapaudines et pivots. — Les arbres verticaux se terminent 
à leur partie inférieure par une sorte do tourillon appelé pivot 
[fig- i'-'.S:, qui tourne dans une pièce iixe nommée crapau-
dine. 

La crapandine la plus simple se compose d'un collet en 
bronze, qui maintient le pivot dans le sens horizontal, es 
d'un grain d'acier qui supporte tout le système. Divers agen
cements permettent de soulever le grain au fur et à mesure 
de l'usu' e, afin de maintenir l'arbre au même niveau. 

Outre a crapaudine, il y a généralement, à une certaine 
hauteur, un collier destiné à assurer la verticalité de l'arbre : 
le collier fait ainsi fonction le deuxième palier. L'arbre est, en 
ce point, parfaitement arrondi. Quand la pression qui s'exerce 
entre l'arbre et le collier est considérable, comme dans cer
taines espèces de grues, on interpose entrel 'arbre et son appui 
fixe un système de galets, dont les axes sont fiscs à. une cou
ronne mobile {fig. 129) : ces galets roulent à la fois sur la cir
conférence de l'arbre (À), et sur le collier fixe (B). 

Rendons-nous compte du mouvement de ces galets, con
sidéré, soit au point de vue absolu, soit relativement à 
l'arbre (Ai. Désignons par R et il le rayon et la vitesse angu
laire de i'arbre, par Hc rayon d'un galet: le mouvement absolu 
de ce galet est une rotation autour du centre instantané B, ro
tation dont je représenterai la vitesse angulaire par «. 

Pour déterminer M, on s'appuie sur ce que le galet est 

(*) Souvent l'essieu d'une poulie porte d'autres r o u e s : il tourne alors 
d'un mouvement tout à fait indépendant de celui de la poulie. IVous verrons 
plus loin des exemples de pareils agencements. 

(**) On dit dans ce cas que la roue ou ïa poulie est folle sur son arhrc ; 
une ruue est cv.'/tV sur son arbre, quand elle ne peut pas tourner Indépen-

^jr .ent de celui ci. 
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supposé rouler sur l'arbre mobile, en À, d'où il suit qu'en ce 
point les deux solides en contact sont animés de vitesses 
égales : on doit donc avoir 

RQ 
•2r« — R û , <•> = — • 

s r 

Q étant donnée, cette équation fait connaître la vitesse instan
tanée (». 

La couronne qui porte les axes des galets n'est pas fixe (*) : 
elle a besoin d'être soutenue intérieurement d'une manière 
qui ne gêne pas le mouvement qu'elle est obligée de prendre 
autour de son centre. On dispose à cet effet une surface plane 
reliée au bâti de la machine, et, pour éviter le frottement de 
la face inférieure de la chape contre cette surface, on emploie 
ui> système d'autres galets à axes horizontaux, sur lesquels 
s'appuie tout cet appareil. 

Plaques tournantes. — Les plaques tournantes des gares de 
chemins de fer sont supportées par un pivot central qui tourne 
dans une crapaudine fixe. Il n'y a pas de collier supérieur, vu 
le peu de longueur de l'arbre; mais dans la crainte de voir la 
fonte se briser sous la'charge qu'elle est destinée à supporter, 
on soutient la plaque, près de sa circonférence extérieure, au 
moyen de galets dont les axes sont réunis par une couronne 
mobile, comme dans le cas précédent. 

Si l'on faisait ces galets cylindriques, on n'atteindrait pas 
complètement le but qu'on se propose, à savoir : la suppres
sion du glissement. En effet, les diverses sections droites des 
galets, qui sont toutes égales dans l'hypothèse d'une forme 
cylindrique, devraient en vertu du mouvement circulaire se 
développer sur des circonférences inégales de la plaque mo-

(*) En effet, il résulte de ce qui précède.que la vitesse du centre G d'une 
roulette est égale 'noir; cette quantité, divisée par le rayon de la couronne, donne 
la vitesse angulaire, f l ' , de celle-ci : 

, _ r » _ R f l 
1 1 ~ R + r ~ 2 ( R - f - r ) ' 

La vitesse angulaire de la couronne est à peu près la moitié de la vitesse de 
1 arbre, car le rayon de colui-ci est toujours assez grand relativement au 
rayon des galets. 
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bile et de l'appui fixe : il y aurait donc nécessairement glis
sement, à la fois en haut et en bas. Pour éviter cet inconvé
nient, on emploie des galets coniques [fig. i3o) ayant leur 
sommet sur l'axe de rotation : ces galets roulent, d'une part, 
sur un cône fixe dont le sommet est au même point de l'axe, 
et d'autre part sur la partie inférieure de la plaque, à laquelle 
on donne aussi la forme conique (*) avec le môme sommet. 

On trouve, le rapport de la vitesse des galets à celle de la 
plaque, en exprimant que la vitesse du point B, considéré 
comme appartenant au galet, est égale à la vitesse du point 
correspondant de la plaque : on a 

en conservant les notations du calcul précédent. Dans le c;;s 
actuel, la vitesse angulaire de la chape mobile est exactement 

o 
il' = — : 

La couronne des galets fait un demi-tour pendant que la 
plaque fait un tour complet. 

On met sous les grandes plaques pour machine et tender 
deux et jusqu'à trois couronnes, pareilles à celles dont nous 
venons d'indiquer le principe. 

Au contraire, depuis quelque temps, en Angleterre et en 
Belgique, on supprime, précisément pour les grandes plaques, 
tout l'attirail des galets-supports. On ne peut alors conserver 
les plaques de fonte, qui n'offriraient pas assez de garanties, 
et l'on fait porter les rails sur des longerons en fer d'une 
grande rigidité. La plaque au repos est calée. Quand elle doit 
servir, on place la machine autant que possible en équilibre 
sur le pivot, on décale, et la plaque oscillant librement sous 
la charge oppose une résistance beaucoup moindre que celle 
des plaques à galets. 

(*) Dans l 'application de ce système au grand pont tournant de la Penfeld, 
à tirest, la l'ace intérieure de la plaque mobile est plane. Cette disposition est 
un cas particulier de la précédente : rien n'empêche en effet de placer If 
sommet commun aux trois cônes, sommet dont la position est arbitraire, de 
manière ù transformer le cône supérieur ou le cône inférieur en un plan. 



CHAPITRE I . GÉXÉItAUTES'SUn LES MACHINES. l 8 5 

Articulations mobiles à charnière. —Il arrive fréquemment 
que deux corps réunis par une articulation, ou charnière, sont 
tous les deux en mouvement : la liaison des deux pièces s'ef
fectue, tout comme si l'une d'elles était fixe, au moyen d'un 
tourillon qui tourne entre deux coquilles soigneusement po
lies et graissées. Quant aux. pièces boulonnées dont la fonction 
est de maintenir le coussinet, dans les appareils fixes, elles sont 
remplacées par diverses dispositions plus ou moins analogues 
à la suivante, qui se rapporte à la bielle d'une machine de 
Watt. 

Le coussinet mobile est fixé à la tête de bielle par une chape 
{fig. I 3 I et i3a), qui embrasse les deux coquilles et les tient 
appliquées sur l'embase terminale de la bielle; on produit le 
serrage au moyen de deux coins inverses nommés clef et 
contre-clef à talon, les talons de la contre-clef empêchant les 
branches de la chape de s'écarter (*). 

Quand la bielle est en bois, la clef doit être renfermée 
entre deux contre-clavettes; on empêche ainsi qu'elle ne dé
chire le bois pendant le serrage. 

2° Guides du mouvement rectiligne. 

11 existe un grand nombre de systèmes ayant pour effet 
d'obliger un point d'une pièce mobile à suivre une trajectoire 
rectiligne. Nous nous bornerons à énumérer brièvement les 
dispositions les plus employées : 

i° OEilletons, douilles ou patins, glissant le long de tiges 
fixes {fig. i33, i34 et i35). 

La fig. i35 est le plan d'un puits guidé, servant à l'extrac
tion de la houille. 

On s'est longtemps contenté, pour amener au jour les pro
duits d'une exploitation souterraine, du procédé primitif qui 
sert à tirer de l'eau d'un puits : c'est-à-dire qu'on plaçait sim
plement le charbon ou les minerais dans un seau suspendu à 
une corde. Ce procédé ne comportait pas de grandes vitesses; 
de plus, il était assez dangereux, appliqué au transport des 

(*) On distingue deux variétés de tètes de bielles, l 'une à chape mobile 
(fig. 131), l 'autre à cliape fixe [Jîg. i32) : la figure en l'ait suffisamment com
prendre les différences. 



; & ' DEUXIÈME SiCTICCï. ' ï l î tOIUa EF.S MÉCANISMES. 

hommes. Aujourd'hui les bennes, chariots ou wagons pleins 
de charbon sont reçus dans des cages guidées par des lon-
srin^s en bois, régnant dans toute la longueur du puits. On 
peut imprimer à ces cages la vitesse que l'on veut sans avoir 
d'accidents à redouter. Les guides se l'ont aussi en fil de 1er. 

Le../%. ;?3 représente le châssis d'une scierie à lames ver
ticales. 

Citons enfin, comme application du même principe, le gui
dage du piston d'une machine à vapeur horizontale. La tige 
du piston est terminée par une pièce appelée coquille, sur 
laquelle vient s'articuler la bielle {PL XV, jig. i36;. Deux 
glissières sont disposées de part et d'autre de la tige mobile, 
qui s'appuie sur elles par les deux larges patins de la co
quille; un godet de graissage complète le système. La bielle 
est laite en l'orme de fourche quand les glissières sont dans 
le plan vertical de la tige, ainsi que le suppose la ligure. 

a° Galets à gorges roulant entre deux guides arrondis, 
{PL XIV, fig. i38j. Dans les machines verticales de Maudslay, 
on emploie une disposition analogue à la précédente; mais la 
coquille à patins est remplacée par un galet, dans ie but d'éviter 
le glissement. Le galet roule alternativement sur l'un ou l'autre 
des deux guides, selon que la tige qu'il doit diriger tend à s'é
carter à droite ou à gauche. 

L'inconvénient de ce système, c'est qu'au moment où le 
changement de sens va se produire, il y a presque toujours 
glissement; la moindre irrégularité dans les galets aggrave cet 
effet, et ou obtient rapidement des méplats qui ne tardent pas 
à s'opposer complètement au roulement. Cette disposition 
n'est donc point à recommander; et, puisqu'il est pour ainsi 
dire impossible d'éviter le glissement, mieux vaut adopter de 
larges patins bien graissés et fonctionnant régulièrement que 
les galets à mouvement indécis. 

Au contraire, on emploie avantageusement, pour supporter 
les meubles, des galets cylindriques mobiles dans des rainures 
fixes {fig. 13g 1. 

3" Tiges mobiles dans des douilles fixes.— Exemples : Tige 
du piston d'une pompe à incendie (fig. i3~); prisons des bo-
cards {PL XVII, fig. 170;, etc. 

4° Rainures et languettes {fig. i40)-
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5" Roues coniques roulant sur des rails à champignons 
1 fi»: I41)- Dans le matériel ordinaire de nos chemins de 1er, 
les deux roues d'une même paire sont calées sur leur essieu 
commun, et sont par conséquent solidaires l'une de l'autre f * ). 
Les jantes ont la l'orme d'un tronc de cône dont le sommet est 
en dehors de la voie; et les raiis sont inclinés vers l'intérieur 
de celle-ci, de manière à présenter une surface de roulement 
tangente à la surface de la roue. 

Voici maintenant comment ce matériel fonctionne. 
Quand un wagon parcourt régulièrement une portion de 

voie en alignement droit, ce qui est le cas normal, les roues 
sont symétriquement placées par rapport à l'axe de la voie, et 
le roulement s'effectue de part et d'autre sur des circonfé
rences égales. L'une des roues, par l'effet d'une circonstance 
quelconque, présente-t-el'e une tendance à sortir des rails : 
dès qu'elle commence à se porter vers l'extérieur, sa circon
férence de roulement devient plus grande que celle de la 
roue solidaire. Or, comme la vitesse angulaire des deux roues 
calées sur un essieu est la même, la roue extérieure prend 
de l'avance et ce mouvement la ramène du côté de l'intérieur 
de la voie. 

Dans une courbe, au contraire, le wagon s'écartera légère
ment de l'axe de la voie, et les deux circonférences roulantes 
seront inégales, de manière à racheter le plus grand dévelop
pement du rail extérieur. On voit que l'angle du cône des 
jantes est intimement lié à la grandeur du rayon des courbes : 
la conicité est de ~ sur nos chemins ordinaires à grandes 
courbes; elle est de -j sur les chemins américains qui admet
tent des courbes de petit rayon. 

Le chemin de fer de Sceaux admet également de fortes 
courbes; mais comme le matériel articulé, en usage sur cette 

(*) Les essieux dos roues tournent dans des boites à graisse ou à huile, 
qui remplacent les paliers des arbres ordinaires, l.a liaison de ces sortes de 
paliers au corps du wagon n'est pas rigide ; elle a lieu par l ' intermédiaire des 
ressorts do suspension, qui sont fixés aux boîtes à graisse, et sur lesquels re
pose le châssis. Ce même châssis porto des plaques de tôle verticales, dites 
plaques de garde, dans lesquelles sont découpées dos entailles dont la fonction 
est de maintenir les boites à graisse dans le sens horizontal, de manière à 
assurer la perpendicula i re des essieux à la voie; elles laissent un petit jeu 
pour le passage des courbes. 
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ligne, comporte un système de guidage spécial, les roues sont 
indépendantes et cylindriques, ce qui présente un certain 
avantage au point de vue de l'usure des bandages. 

J'ai omis à dessein de parler jusqu'ici du rebord intérieur 
ou mentonnet des roues, lequel ne joue, comme on l'a vu, 
aucun rôle dans le guidage normal, et n'intervient que dans 
les cas exceptionnels. Bans la position moyenne du wagon, et 
pour que la conicité puisse produire son effet, il existe un 
centimètre de jeu entre le mentonnet et le boudin du rail. 

6° Chariots des mull-jenny[Pl.XIV,fig. i42)- —Bans les 
métiers à filer dits mull-jenny, le chariot qui porte les fu
seaux, et dont la longueur est de 6 à 9 mètres, doit avoir sur 
son chemin de fer un mouvement parfaitement rectiligne, 
ce qui nécessite un système de guidage susceptible d'une 
grande précision. « Après avoir épuisé les moyens les plus coù-
» teux et les plus compliqués, » est-il dit dans l'Essai sur la 
composition des machines, « les Anglais ont enfin résolu le 
» problème d'une manière très-simple, et avec une exactitude 
» qui surpasse tout ce qu'on pouvait attendre. » Beux cordes 
tendues dans une direction parallèle à celle du mouvement 
sont enroulées autour de deux poulies fixées au chariot, de 
manière à décrire chacune un Z : la tension modérée des cor
des croîtrait rapidement par la moindre obliquité, et la direc
tion rectiligne du mouvement est parfaitement assurée. 

70 Parallélogramme articulé de Watt [fig. >43). — L'il
lustre inventeur auquel l'industrie est redevable de la machine 
à vapeur sous sa forme actuelle a également résolu d'une 
manière éminemment pratique le problème du guidage en 
ligne droite de la tige du piston de sa machine. 

Il est juste de dire que le parallélogramme articulé de Watt, 
dont nous verrons plus tard la théorie géométrique, ne donne 
pas à l'extrémité de la tige un mouvement rigoureusement 
rectiligne; mais il rachète cet inconvénient par de précieux 
avantages, et d'ailleurs la déviation est tout à fait insignifiante, 
quand on emploie des dispositions convenables. 
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CHAPITRE IL 

ORGANES DE MACHINES. 

CLASSE A. — SENS DE LA TRANSMISSION CONSTANT. KAI'I'ORT DES 

VITESSES CONSTANT. 

La classe à laquelle est consacré ce chapitre comprend 
les organes de transmission qui sont de beaucoup les plus 
usuels (*), ceux dont il est facile, en général, de faire dériver 
presque tous les mécanismes employés dans les arts et dans 
l'industrie. 

Ainsi que nous l'avons dit, nous considérerons plus spé
cialement les cas où l'on a affaire à deux corps assujettis à 
tourner chacun autour d'un axe fixe; et nous examinerons 
successivement les trois modes de liaison, qui ont servi de 
base à notre division en trois genres. 

§ III. — PREMIER GENRE. — TRANSMISSION DU MOUVEMENT PAR 

CONTACT. 

Pour mettre un peu d'ordre dans l'étude des engins qui se 
rapportent à ce paragraphe, il convient de distinguer trois cas : 
selon que les axes des deux solides en contact sont parallèles, 
concourants, ou enfin non situés dans un même plan. 

(*) JNOUS verrons que les mouvements continus doivent toujours être, autant 
que possible, uniformes; les organes de la classe A sont donc ceux qu'il y a 
lieu de préférer, pour relier l'un à l 'autre deux mouvements continus. L'uni
formité du mouvement serait au contraire très-niiisilde dans le cas des mouve
ments alternatifs, où les organes à recommander sont ceux dans lesquels la 
vitesse diminue régulièrement jusqu'au moment du changement de sens. On 
évite ainsi les à-coups et les élûtes que causerait inévitablement ce change
ment, si les corps étaient à ce moment animés d 'une vitesse un peu considé
rable. 
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1° Axes parallèles, — Engrenages cylindriques, 

La Géométrie nous enseigne qu'il y a une infinité de ma
nières d'établir un rapport de vitesses constant entre d'eux 
axes fixes et parallèles, au moyen de deux cames liées à r?s 

axes, et maintenues d'ailleurs appuyées l'une sur l'autre. 
Cylindres de friction. —Le problème devient déterminé, 

si l'on s'impose la condition que le mouvement relatif soit un 
roulement simple. Nous avons démontré eue les surfaces qui 
répondent à la question ainsi particularisée sont des cylindres 
circulaires centrés sur les axes fixes (p. 155}. Les rayons des 
bases de ces cylindres satisfont à la relation 

« i l = c-hiii, 

laquelle établit l'égalité entre les vitesses des deux solides, 
mesurées à la circonférence de contact: On voit que : 

Dans la transmission par cylindres de friction, les vitesses 
angulaires sont en raison inverse des rayons des cylindres. 

Examinons la solution précédente au j-oint de vue pratique. 
Cette solution présente ceci de particulier, que chacune des 
surfaces n'est pas nécessairement, géométriquement obligée 
de chasser l'autre devant elle pour se faire place : rien n'em
pêche d'une manière absolue le cylindre moteur de glisser sur 
le deuxième sans le meure en mouvement, 

Ce qui s'oppose a cet effet, c'est le frottement qui se déve
lopperait aux points de contact de la surface mobile avec celle 
qui resterait fixe. Quand ce frottement est plus considérable 
que ia résistance appliquée à l'arbre correspondant, Vadhérence 
des deux corps détermine la transmission du mouvement : ua 

' accroissement de résistance la ferait instantanément cesser (*). 
On emploie divers artifices pour s'opposer au glissement. 

Souvent la surface de l'un des cjlindres est recouverte d'un 
cuir rugueux, dont l'élasticité maintient la pression malgré les 

(*) On utilise cette propriété dans le cas où la résistance peut accidentelle
ment devenir énorme, ce qui occasionnerait la rupture de quelque pièce si la 
transmission était obligatoire. L'inconvénient est beaucoup moindre quand les 
corps ont la faculté de glisser l'un sur l'autre. . 
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hiégalî L'S inévitables dans la forme des surfaces de contact. 
D'autres fois, l'un des arbres n'est pas absolument fixe 
(fis- I44)J

 e t i' c s t appuyé S l l r l'autre par un ressert ou par un 
poids (*). 

Quoi qu'il en soit, l'emploi des cylindres de friction est 
limité à un petit nombre do cas tout à fait spéciaux. I! est im
possible, avec ce, système, de compter sur l'exactitude du 
ranpori des vitesses, à cause des glissements qui peuvent se 
produire à chaque instant, sans que le mécanicien en soit 
averti. De plus, lorsque l'appareil doit supporter de grands 
efforts, il faudrait une pression considérable pour déterminer 
une adhérence suffisante; et les frottements qui se produi
raient sur les tourillons des arbres compenseraient et au delà 
l'avantage que l'on tire de la suppression du frottement au 
point de contact. 

Principe des engrenages. —-On obvie à cet inconvénient en 
armant chacun des deux cylindres de saillies ou dents, qui pé
nètrent dans des creux ménagés à cet effet. Il est à remarquer 
qu'avec cette disposition le mouvement relatif ne peut plus 
être un roulement simple : en effet, les surfaces en contact 
sont maintenant celles qui sont formées par la suite des saillies 
et des creux, sous lesquels ont disparu les cylindres primitifs. 
Mais en altérant ainsi les lois géométriques de la transmission 
du mouvement, il importe du moins de maintenir rigoureuse
ment constant le rapport des vitesses angulaires des deux 
arbres. 

Pour cela, on s'impose d'abord la condition que les dents 
soient égales et également espacées sur les deux roues, de 
manière que deux arcs égaux contiennent le'même nombre de 
dents. On cherche un arc qui soit contenu un nombre exact 
de fois dans chacune des circonférences en contact : cet 
arc est ce qu'on appelle le pas; le pas est ensuite divisé en 

(*) Dans les tire-sacs des moulins à blé (fig. l'iô), I e cylindre B est main
tenu à une petite distance du cylindre A, lequel est mû par la machine et 
tourne d'une manière continue. Au moyen d'un eflbrt convenable exercé en E, 
on appuie le cylindre B contre la poulie motrice : le mouvement se transmet 
jusqu'au moment où, le sac étant arrivé à la hauteur voulue, ou lâche la corde 
qui établissait la pression. 



1Q1 DEUXIÈ31E SECTION'. THÉORIE DES MÉCANISMES. 

deux parties, égales ou inégales, correspondant, l'une à la saillie 
de la dent, l'autre au creux qui doit donner passage à la dent 
opposée. Quant aux circonférences qui servent pour ainsi dire 
de base à la denture, il n'en reste pas de traces matérielles, 
une fois l'engrenage taillé ; elles jouent néanmoins le princi
pal rôle dans la théorie des roues dentées : on les désigne 
sous le nom de circonférences primitives. 

Pour que deux roues engrènent régulièrement, il est tout 
à fait indispensable que les deux dentures aient le même pas. 
Sous cette condition, et quelle que soit la forme des dents, la 
transmission sera périodiquement uniforme, puisque chaque 
fois que le point de contact aura parcouru sur chacune des 
circonférences primitives un espace égal au pas commun, les 
deux roues se retrouveront dans la même position relative. 

Mais on ne se contente pas de cette régularité périodique; 
et l'on a soin de déterminer la forme de chaque paire de dents 
en conformité avec les règles établies dans la Cinématique 
pure, de manière que, pendant toute la durée de l'action indi
viduelle de la paire, le rapport des vitesses reste égal à l'in
verse du rapport des rayons des circonférences primitives. On 
emploie d'ailleurs presque toujours, pour limiter les dents 
des engrenages à axes parallèles, des surfaces cylindriques, 
dont les génératrices sont parallèles aux. axes de rotation : 
de là la dénomination d'engrenages cylindriques. 

La première chose à faire pour établir un engrenage entre 
deux axes parallèles C, C, [fig. i46), c'est de déterminer les 
circonférences primitives : les rayons de ces circonférences 
sont en raison inverse des vitesses qu'on veut obtenir. 

Or le problème de géométrie consistant à partager la lon
gueur CC, en deux segments qui soient dans un rapport donné, 
comporte deux solutions : l'une donne le point À situé entre 
les deux centres, l'autre le point A' situé au dehors. 

Si l'on adopte le point A comme point de contact des cir
conférences primitives, ces circonférences sont extérieures et 
leurs rotations sont de sens contraire ; si l'on choisit le point A', 
Tune des circonférences est intérieure à l'autre et les rotations 
sont de même signe. C'est là ce qui distingue les engrenages 
extérieurs des engrenages intérieurs : on emploie les uns ou 
les autres, selon le sens du mouvement à produire. 
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fa). Engrenages cylindriques extérieurs. 

Une fois les circonférences primitives déterminées, il faut 
s'occuper de chercher, pour les surfaces des dents, des profils 
qui satisfassent à la fois aux convenances pratiques et aux con
ditions géométriques du problème. Les solutions adoptées par 
les constructeurs se rapportent à cinq types, dont nous allons 
faire connaître les propriétés les plus essentielles. 

PREMIÈRE SOLUTION PRATIQUE.— Engrenage à fuseaux et lan
terne. — Soit AB {fig. i47) une portion d'épicycloïde décrite 
par un point de la circonférence (Ci), roulant sur la circonfé
rence (C). Concevons en À un fuseau, ou cylindre de diamètre 
très-petit, perpendiculaire au plan des deux cercles primitifs, 
et fixé à une pièce qui tourne autour de C,. Fixons de même 
la courbe AB au point C, et donnons-lui un mouvement de 
rotation autour de ce point comme centre : le fuseau, qui fait 
obstacle à ce mouvement, sera contraint de se déplacer pour 
laisser passer la dent AB. D'ailleurs, en vertu de sa liaison au 
centre C,, le fuseau cédera en décrivant une circonférence; et 
il est facile de voir que la vitesse angulaire de son mouvement 
sera dans un rapport constant avec la vitesse de la roue (C). 

En effet, faisons tourner cette roue d'un angle ACA', l'épicy-
cloïde AB se trouvera transportée en A'B'; et le fuseau qui 
doit, sans s'écarter du centre C,, rester appuyé sur l'épiey-
cloïde, occupera la position A,. Or, d'après la définition des 
épicycloïdes, les arcs AA„ AA' sont égaux. 

Donc le mouvement produit par l'action de la courbe sur le 
fuseau est exactement celui qu'on obtiendrait en considérant 
les cylindres primitifs comme deux cylindres de friction, les 
sections droites de ces cylindres se développant sans glisse
ment l'une sur l'autre. On vérifie d'ailleurs que la normale 
commune aux surfaces de la dent et du fuseau ne cesse pas, 
pendant le mouvement, de passer par le point A, ce qui est, 
comme nous le savons, la condition de l'invariabilité du rapport 
des vitesses. 

Quand l'arc parcouru sur chacune des circonférences pri
mitives est égal à ce que nous avons appelé le pas, on arrête 
la courbe conductrice, et on place comme précédemment, sur 

I. !3 
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la ligne des centres, une nouvelle cpicyeloïdc, ainsi qu'un 
deuxième fuseau : on pourvoit de la sorte à la continuation 
du mouvement pendant un temps qui correspond encore au 
parcours d'un pas, et ainsi de suite. Comme le pas de l'en
grenage est une partie aliquetc de l'une et de l'autre des cir
conférences primitives, on finira par revenir au point de dé
part, et l'épure sera terminée. La face postérieure de chaque 
dent peut être taillée suivant un profil quelconque : il est 
en général convenable d'employer une courbe symétrique de 
la première {fig. i4§)> a^m <luc *a roue (C) puisse conduire la 
roue (C,) indifféremment dans les deux sens. 

Le fuseau de diamètre nul que nous avons supposé pour 
notre explication n'est évidemment pas admissible dans la 
pratique; en réalité, ce fuseau est un cylindre de petit rayon, 
tel que À,« {fig- '-t!))- Quant à la courbe conductrice, elle est 
parallèle à l'épicycloïde qui correspondait au fuseau réduit à 
son axe, et se construit en portant sur les normales à celte 
courbe une longueur égale au rayon du fuseau : le lieu géomé
trique des points ainsi obtenus est l'enveloppe des positions 
du petit cercle (A,«), dont le centre parcourt l'épicycloïde 
A'B (*). 

On complète le tracé de la roue (C), en disposant entre 
deux dents consécutives une entaille suffisante pour loger le 
fuseau quand son centre atteint la circonférence primitive, et 
en ménageant entre les dents et les fuseaux un jeu, qui sera 
d'autant plus petit que le mécanisme devra être exécuté avec 
une plus grande précision (**). 

C'est ordinairement la plus petite des deux roues qui porte 
les fuseaux : elle est connue sous le nom de lanterne, et se 
compose simplement de deux tourteaux montés sur un axe 
carré, dans lesquels viennent s'engager les fuseaux en fonte. 
Ceux-ci sont souvent rendus mobiles autour de leurs axes, 

(*) La portion de cette enveloppe qui correspond an saillant iî affecte la 
forme représentée {Jig. I J O ) . Pratiquement, la dent est limitée à l'arête b, qu'on 
a même soin d 'arrondir légèrement : il suit de là que la courbe conductrice 
cesse d'être en contact avec le fuseau, un peu avant que le centre de celui-ci 
soit parvenu au point B. 

(**) Le diamètre du fuseau est généralement égal à la largeur de la dent, ot 
le jeu est le dixième dit pas. 
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afin de régulariser l'usure; seulement alors ils acquièrent du 
ic-u à la longue, ce qui occasionne des secousses. Les dents, 
ou aliuchons, sont en bois dur, et s'assemblent à clavettes 
dans la jante de la grande roue. Les engrenages à lanterne, fort 
employés dans l'ancienne mécanique, sont à peu près aban
donnés aujourd'hui. 

Continuons à étudier les propriétés géométriques de ce 
système. 

Quand on réduit, comme premier aperçu, la section droite 
du fuseau à un point, le contact avec l'épicycloïde conduc
trice (fig. i4^) commence à l'instant du passage du fuseau sur 
la ligne des centres, et a lieu exclusivement après. Si la lan
terne conduisait la roue, le contact, au contraire, aurait lieu 
exclusivement avant le passage sur la ligne des centres. 

La trajectoire relative complète du fuseau, c'est-à-dire 
l'épicycloïde engendrée par le point À, comprend, à dire vrai, 
deux branches symétriques {fig. 151 ), raccordées par un re-
broussement situé sur la circonférence (C). Géométriquement, 
la courbe BAB' serait propre à conduire le fuseau de pari et 
d'autre de la ligne des centres; mais il est évident que cette 
disposition n'est pas réalisable : le profil d'une dent ne saurait 
présenter un rebroussement, et la partie concave de ce profil 
doit être rejetée. L'engrenage n'aura donc jamais lieu que 
d'un côté de la ligne des centres : après, si la lanterne est 
conduite, avant, si elle conduit. 

Or le raisonnement et l'expérience prouvent que les frotte
ments qui se développent entre deux surfaces tournant autour 
de deux axes fixes sont beaucoup moins durs, lorsque la ligne 
des centres est franchie, qu'avant l'instant où le point de tan-
gence atteint cette ligne : on se gardera donc bien de faire 
jamais conduire une roue par une lanterne, en raison de la 
propriété que nous venons de signaler. En d'autres termes, 
l'engrenage à fuseaux n'est pas réciproque. 

Il y a quelques modifications à faire à l'analyse précédente, 
quand on rétablit le fuseau de dimensions finies ; mais il est 
facile de voir que notre conclusion subsiste. 

En effet, la courbe B,A,B', {fig. i5a), qu'on substitue à l'é
picycloïde, se compose comme celle-ci de deux branches à 
rebroussement, dont une seule, AiB,, est utile. 

i 3 . 
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Les points de rebroussement des deux courbes ne corres
pondent pas à une même position du fuseau, et au moment 
où le centre A de celui-ci est sur la ligne des centres, le con
tact a encore lieu sur la branche parasite, en a. Prenons a 
partir du point A, sur la développée de l'épicycloïde BAB' (la
quelle est aussi la développée de la courbe B,AiB',), un arc 
égal au rayon À.a du fuseau, nous obtiendrons le point A,, où 
commence le contact effectif : la position correspondante du 
centre du fuseau est en a,, et celle du point de tangenec des 
circonférences primitives, en ce, sur la normale de contact A,«,. 

Cette construction montre que l'instant où la dent et le fu
seau entrent en prise, instant déterminé r.ar le passage du 
point a sur la ligne des centres, précède un peu l'arrivée du 
point de contact des surfaces sur celle môme ligne. Quoi qu'il 
en soit, l'engrenage a toujours lieu principalement après la 
ligne des centres, et la seule disposition admissible est celle 
dans laquelle la roue commande la lanterne. 

DEUXIÈME SOLUTION PRATIQUE. — Engrenage à flancs rectï-
lignes. — Les engrenages à flancs sont ceux qu'on emploie le 
plus fréquemment aujourd'hui; ils jouissent de la propriété 
d'être réciproques, et leur tracé résulte des considérations 
suivantes. 

Décrivons une circonférence sur le rayon AC, comme dia
mètre \flg- i53); faisons rouler cette circonférence sur le 
cercle (C), et prenons l'épicycloïde AB pour profil conduc
teur. 

Dans ce système, la plus petite des deux roues prend le 
nom de pignon; elle a la forme d'un plateau circulaire, entaille 
de manière à présenter une surface plane C,A qui s'appuie 
sur l'épicycloïde AB. La dent conduite affecte ainsi un profil 
rectiligne, au lieu du profil circulaire caractéristique du tracé 
précédent; et nous allons montrer que le rayon on flanc C,A, 
combiné avec h face AB, fournit, comme la combinaison des 
fuseaux et des alluchons, une solution du problème des en
grenages cylindriques. 

Considérons, en effet, l'épicycloïde transportée en A'B', et 
soit C,A, la position correspondante du flanc, laquelle s'ob
tient en menant parle point C, une tangente à la courbe A'B'. 

file:///flg-
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Le point de contact de cette tangente est en a, sur la circon
férence génératrice de l'épicycloïde À'B', et l'on a 

arc AA, = arc Art = arc AA', 

d'où il suit que les arcs décrits simultanément sur les deux 
circonférences primitives sont égaux. On peut donc adopter 
ces deux profils pour faire conduire la roue (C, ) par la roue (C), 
au delà de la ligne des centres (*). 

Pour faire en sorte que chaque roue puisse être indifférem
ment conductrice ou conduite, ou, ce qui est la môme chose, 
que le contact de deux dents ait lieu de part et d'autre de la 
ligne des centres, il n'y a qu'à prolonger la courbe AB à l'inté
rieur du cercle (C), suivant le profil rectiligne AC, et à décrire 
tangentiellement à la droite AC une épicycloïde déterminée 
par les mêmes principes que l'arc AB. De la sorte, chaque dent 
se compose d'une face curviligne et d'un flanc rectiligne : 
l'engrenage est réciproque, et la conduite commence avant la 
ligne des centres pour finir après. 

On fait les dents symétriques, comme dans le tracé précé
dent, pour que le mouvement soit possible dans les deux 
sens [fig. i54)> puis après avoir fixé (**) la saillie qu'on veut 

(*) 11 est d'ailleurs évident sur la figure que la normale commune aux sur
faces en conlact passe constamment par le point A. 

(**) La saillie et le creux se déterminent par certaines règles empiriques 
sur lesquelles nous reviendrons plus tard {voir p . 235). Voici, d'après Wil l is , 
les proportions adoptées dans la meuner ie {fig- I J J ) : 

Saillie en dehors de la circonférence primitive de — — a. 
10 

Profondeur du creux, en dedans de la même circonférence.. eer — — a, 
10 

Jeu à fond de creux — a, 
lo 

Largeur du plein de la dent — a, 
* i i 

Largeur du vide de la dent — a, 

Jeu dans îe sens de la circonférence primitive — a. 
11 

Ces proportions sont des fonctions du pas a seulement; il ne faut pourtant 
pas croire que la courbure des circonférences primitives 11e doive pas entrer 
en ligne de compte : en effet, plus cette courbure est considérable, plus les 
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donner à la dent en dehors de la circonférence primitive, ainsi 
que la profondeur du creux, on termine le plein et le vide par 
deux arcs de cercle concentriques, et on arrondit soigneuse
ment toutes les arêtes saillantes ou rentrantes des deux profils. 

Les engrenages à flancs droits ont un inconvénient grave : 
c'est que, pour tracer ie patron de la dent d'une roue, il est 
nécessaire de connaître le diamètre de l'autre circonférence 
primitive, de sorte qu'une roue donnée ne peut engrener régu
lièrement qu'avec des roues d'un diamètre parfaitement déter
miné; les lanternes présentent la même particularité. 

Or, d'une part, nous verrons qu'on a quelquefois besoin 
de faire engrener une même roue avec deux ou plusieurs 
pignons dont les dimensions diffèrent ; d'autre part, comme au
jourd'hui presque toutes les roues dentées s'exécutent en fonte-
ou en laiton, il est très-important, pour ne pas multiplier les 
modèles, d'avoir un tracé tel, que toutes les roues du même 
pas puissent être à peu près indifféremment combinées deux 
à deux, pour constituer un engrenage régulier. 

Il est facile, en mettant à profit l'indétermination laissée par 
la théorie dans la solution générale du problème des engre
nages, de satisfaire à la nouvelle et importante condition que 
nous venons d'énoncer. 

TROISIÈME SOIXTIOX PRATIQUE. — Engrenage à flancs épier-
cloklaux.—'Décrivons dans l'intérieur de (C) un cercle de 
diamètre quelconque AD [fig. t56), et prenons pour !a face 
de la roue (C) l'épicycloïde A'B' engendrée par un point de 
cette circonférence auxiliaire, roulant extérieurement sur h 
circonférence primitive (C): il est facile de voir que le flanc 
correspondant sera précisément l'hypocycloïde A,B, (*) décrite 

dents se refusent vile lut contact. Cette considération conduit à augmenter tu< 
peu la saillie des petites roues : on peut d'ailleurs toujours détermine:' géomé
triquement les limites des parties utiles des dents, ainsi que la tonne ihoorique 
du creux, laquelle es: l'enveloppa des positions relatives de la dent opposée. 

(" ) Dans le s\stèm< dos l'aiies ti;oits, cette in poeyeioide était une ligne droite; 
et celte particularité est la sente qui distingue géométriquement le t raie actuel 
du précèdent. 

Kit gênerai, detix proiils conjugués quelconques peuvent toujours étie cou 
sidérés connue engendres [au- un mémo point d 'eue certaine coûtée, roulant 
sur chacune des eiieenléreius s primitives texperte.ement. 
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par un point de la même circonférence, roulant dans l'inté
rieur de (C,). En effet, on démontrerait comme tout à l'heure 
que les arcs A A', AA:, égaux chacun à A«, sont égaux entre 
eux, et que la normale de contact passe constamment au 
point A, 

Le cercle générateur AD est tout à fait arbitraire, et sans 
relation avec l'un du l'autre des rayons primitifs : il doit seu
lement être le même pour toute la série des roues destinées à 
engrener ensemble. De plus, il est nécessaire que le diamètre 
de ce cercle soit inférieur ou, au plus, égal au plus petit des 
rayons des cercles primitifs, afin que le flanc ne se trouve 
jamais convexe. Dans ce cas, en effet, les dents auraient à la 
racine une épaisseur moindre que sur la circonférence primi
tive, ce qui serait très-vicieux au point de vue de la solidité. 

Les règles relatives à la saillie et au jeu sont les mêmes que 
dans le cas des engrenages à lianes droits. 

QUATRIÈME SOLUTION PRATIQUE. — Engrenage à développantes 
de cercle. — Dans les engrenages à développantes la normale 
commune, qui est toujours assujettie à passer constamment 
par le point de contact des circonférences primitives, satisfait 
de plus à la condition d'avoir une inclinaison iixe sur la ligne 
des centres. Voici le tracé de cette nouvelle espèce de denture. 

Soit TT, une ligne menée par le point A sous une inclinaison 
convenable {fig- i5~j); des centres C et C, décrivons des cir
conférences tangentes a la droite TT, : les rayons de ces cir
conférences sont proportionnels à ceux des circonférences 
primitives. Cela posé, enroulons les portions TA, T,A de la 
droite TT,, chacune sur la circonférence correspondante : le 
point xi décrira dans chacun de ces mouvements une dévelop
pante de cercle; et je dis qu'en prenant pour profils des dents 
ces développantes AB, AB,, nous aurons la solution cherchée. 

En effet, faisons tourner les deux roues autour de C et Ci res
pectivement : la courbe AB dans toutes ses positions, telles 
que A'B', admettra toujours la ligne fixe TT, pour normale, 
et il en sera de même de l'autre courbe AB,. Donc, si l'on 
conçoit que les deux profils passent à chaque instant par un 
même point de la ligne TT,, ils seront tangents en ce point; 
et la normale commune satisfera à la double condition imposée. 
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Les arcs BB', B,B', sont tous deux égaux à la longueur AA', 
interceptée sur la normale commune par les deux positions 
considérées des développantes ; et comme les rayons des bases 
des développantes sont proportionnels à ceux des circonfé
rences primitives, les arcs décrits simultanément par le point 
de contact sur les circonférences primitives sont aussi égaux, 
ce qui est une vérification de la proposition fondamentale de 
la théorie des engrenages. 

L'engrenage à développantes est réciproque, et chaque dent 
est formée d'une seule courbe. De plus : i° l'épaisseur de la 
dent croît de l'extrémité à la racine; a° une même roue peut 
engrener avec une autre roue de rayon quelconque; 3° la dis
tance des centres peut varier sans que la régularité de l'en
grenage soit altérée. Cette dernière propriété permet de ne pas 
s'occuper du jeu dans la construction des roues, et c'est en 
ajustant l'appareil qu'on dispose par tâtonnements les arbres 
à la distance convenable pour que le mouvement s'exécute 
sans trop de liberté et sans trop de gène (*). 

A côté de ces avantages, on peut signaler l'inconvénient 
que voici : l'action des dents l'une sur l'autre, dirigée sui
vant la normale commune, est oblique par rapport à la ligne 
des centres, ce qui est mauvais au point de vue dynamique. 
Dans les autres engrenages, la normale commune est d'abord 
perpendiculaire à la ligne des centres : peu à peu elle devient 
oblique; mais dès qu'elle a atteint une obliquité un peu no
table, une autre paire de dents entre en prise, et l'inconvé
nient dont nous parlons est beaucoup amoindri. 

CINQUIÈME SOLUTION PRATIQUE. — Tracé des dents par arcs de 
cercles. — La portion utile des courbes qui forment le profil 
d'une dent est en général assez petite pour qu'il n'y ait aucun 
inconvénient à substituer à la courbe exacte, en vue de la 
commodité du tracé, un ou plusieurs arcs de cercle convena-

( * ) La même propriété est utilisée dans certains mécanismes, tels que les 
cylindres broyeurs des minerais métalliques. Une même paire de cylindres 
doit servir à broyer le minerai, tantôt gros, tantôt fin. Il faut pour cela qu'on 
puisse disposer les cylindres à des distances variables l'un de l'autre. Ce chan
gement de positions relatives sera sans influence sur la régularité de la trans
mission, si l'engrenage est à développantes. 
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blemenl déterminés : on peut même dire que, dans les ate
liers, les dents ne sont jamais exécutées différemment (*). 
Mais il importe d'avoir de bonnes règles pratiques pour la 
détermination des centres et des rayons des arcs à employer. 

Je veux bien qu'il soit assez ridicule d'exiger que les dents 
d'une roue (surtout d'une petite roue) aient exactement la 
forme d'une épicycloïde ou celle d'une développante; mais 
il n'en est pas moins vrai qu'on voit se révéler de graves in
convénients quand cette forme s'écarte par trop de celle qui 
convient à l'uniformité du mouvement. L'action des machines 
devient irrégulière : il se produit des chocs, des vibrations, 
dont l'effet sur la solidité des diverses pièces est extrêmement 
fâcheux, circonstances qui se manifestent d'une manière non 
équivoque par un bruit assourdissant, indice certain d'une 
construction défectueuse. 

L'idée qui se présente tout naturellement, quand on cherche 
à tracer une ligne circulaire qui se rapproche le plus possible 
d'un arc de courbe, c'est de substituer à cet arc le cercle de 
courbure de l'un des points intermédiaires ; on prendra deux 
cercles au lieu d'un seul, si l'on veut avoir une plus grande 
exactitude. Ce procédé est assez pénible; heureusement, dans 
le cas qui nous préoccupe, il n'est pas nécessaire de commen
cer par tracer les courbes exactes, et l'on peut obtenir direc
tement les profils circulaires qui répondent au degré d'ap
proximation dont on se contente. 

Considérons en effet la normale commune dans une position 
quelconque (PL X.Jig. 96), et soit (c) un arc de cercle repré
sentant le profil de la dent (C,) : le profil conjugué est l'enve
loppe des positions relatives de la courbe (e). Déterminant le 
centre de courbure X de cette enveloppe, et décrivant du 
point X un arc de cercle tangent au premier, nous aurons le 
profil de la dent de la roue (C). 

Les centres X et Y se trouvent sur les droites qui joignent 
les points C et C, à un point quelconque de la perpendiculaire 
à la normale commune, menée par le point de contact des cir-

(*) La meilleure pratique consiste à tracer le patron exact de la dent , et à 
chercher ensuite par tâtonnements le centre et le ravon de l'arc de cercle, qui 
s écarte le moins de la courbe théorique. 
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conférences primitives; et l'on obtient des courbes qui satis
font approximativement au problème des engrenages en dé
crivant des points X et \ deux arcs tangents en un point 
quelconque do la ligne XY (*). 

Ce principe général étant posé, voici quels sont les deux 
tracés qui ont été indiqués par XI. Willis. 

Tracé de la dent par un seul arc de cercle. — Par le point de 
contact des circonférences primitives (,/lg. i58), on mène une 
droite TAT,, dont la direction est arbitraire. Ordinairement, 
celte droite fait un angle de 75 degrés avec la ligne des centres. 
Du centre C on abaisse une perpendicuiaire CI sur cette 
droite (ce qui revient à envoyer à l'infini le point de la per
pendiculaire à la normale qu'il faut joindre aux deux centres 
de rotation) : T est le centre et AT le rayon de la dent dont 
on arme la roue (C); le centre de l'enveloppe des positions de 
l'arc ainsi déterminé s'obtient en abaissant de d sur la 
même droite la perpendiculaire C,T, : cette enveloppe est le 
profil de la dent de la deuxième roue. 

Ce tracé offre une certaine analogie avec celui de l'engrenage 
à développantes : il en a les avantages et les inconvénients; 
seulement, chaque profil étant composé d'un arc unique, le 
rapport des vitesses angulaires n'est pas rigoureusement con
stant, dès que le point de contact des dents s'écarte un peu 
de la ligne des centres. 

Tracé de la dent par deux arcs de cercle, — On arrive à un 
degré d'exactitude qui satisfait amplement aux besoins de b 
pratique, en employant pour chaque dent deux arcs de cercle 
situés de pari et d'autre de la circonférence primitive, (ln ma
nière à représenter respectivement ce que nous avons appelé 
le liane et la face du profil. On devra s'arranger de manière 
que le point d'action exact de l'une des courbes soit situé un 
peu en deçà de la ligne des centres, et l'autre au delà, à la 
même distance du point À; cette distance sera, si l'on veut, 
égale à la moitié du pas. 

^ + " iàaier avait indique l'application aux on^rona;;<'s des aies de cercle 
qu'01; obtient aa se conformant aux indications précédente^ ; mai- on a. '<on;r 
tempo "..''̂ Ha/a de metCe à prolit ces considérations théoriques, jusqu'à ce nue 
i l . "Willis les ail présentées sous une l'orme immédiatement pratique. 
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Soit (C) !a roue dont ou demande de tracer la denture 
( kg- i5g); les données sont toujours le pas et le nombre de 
dents de la roui1 : on en déduit la circonférence primitive C \ . 
dont le développement est égal à la longueur du pas mult i 
pliée par le nombre des dents. 

Connaissant ainsi !a circonférence primiti-,e de la roue (C;, 
considérons, mais seulement pour l'explication des construc
tions (*}, îa deuxième circonférence primitive (C,); et propo
sons-nous d'abord de déterminer "arc do cercle qui forme le 
contour de la partie extérieure de la face d'une dent de la 
roue qui nous occupe. Pour cela, nous choisirons l'instant 
où celle dent se trouve en /;;, à un demi-pas au delà de la 
ligne des centres; et nous tirerons par le point A un--- ligne 
arbitraire NV, représentant la normale- commune qui corres
pond à cette position. D'après Af. Willis, cette ligne doit faire 
un angle de 70 degrés avec l-i ligne des centres. 

Menons AK perpendiculaire à 7\ Y , joignons les centres C 
et C, a un point quelconque K, pris sur celte perpendiculaire, 
et soient P, P, les points de rencontre des lignes CK, C,K es cr
ia normale \ Y : la face que nous cherchons s'obtient en dé
crivant un arc de cercle du point P comme centre, avec Vm 
pour rayon. Le flanc correspondant serait un arc décrit du 
centre P,, tangentiellemcnt au précédent et dans l'intérieur 
de la circonférence iC,). 

On détermine les flancs de la roue (C) sur la même épure 
en considérant la dent nui se trouve en n, à un demi-pas en 
arrière de la ligue des centres. Il suffit pour cela do joindre 
les centres C et C, à un point k pris sur le prolongement de AK: 
p est le centre des fumes de la roue VC), ;;, le centre dos laces 
de la roue ( d ) . En résumé, le prolil de la partie utile d'une 
dent se composera de deux arcs de cercle : l'un décrit du 
centre P avec le rayon Vm, en dehors de la circonférence 
primitive, l 'autre décrit du centre p avec le rayon pu, en 
dedans de la même circonférence primitive. 

Une fois cette épure préliminaire effectuée, on procède ai; 
tracé de la manière suivante : du point C comme centre, avet 

('" cous o'i-roiio que lu trace est, comice il ci.-uvk-nt, iiulupeiuUml du 
rayon de !,C,\ 
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CP, Cp pour rayons, on décrit deux circonférences qui sont 
les lieux géométriques des centres des faces et des lianes 
[fig. 160). Puis, ayant marqué les points des dents situés sur 
la circonférence primitive, en tenant compte du jeu, on prend 
une ouverture de compas égale à Vin, et on transporte succes
sivement la pointe traçante de son instrument en a, b, c, </,..., 
en cherchant pour chacun de ces points la position correspon
dante de la pointe centrale, laquelle doit être sur la circonfé
rence FF'. Quand on a ainsi décrit toutes les faces, on change 
l'ouverture de son compas, et on décrit les flancs de la même 
manière. Il importe de. remarquer que la position des points P, 
p, qui déterminent la forme des dents de la roue (C), esttoutà 
l'ait indépendante du rayon de la roue [C, ). 

La limite supérieure de la longueur AK correspond à C,K 
parallèle à J\~V, un flanc ne pouvant jamais être convexe; 
cette limite est donc une fonction du rayon de la plus petite 
des roues. 

Pour la commodité des constructeurs, M. Willis a calculé 
une table qui dispense de faire l'épure préliminaire, en four
nissant immédiatement (*) les longueurs AP, kp, en fonc
tion du pas et du nombre de dents de la roue. 

Voici un extrait de celte table, réduite en mesures fran
çaises. Le pas est donné en centimètres, les autres nombres du 
tableau expriment des millimètres. Rien n'est d'ailleurs plus 
facile que de continuer la table ou de l'interpoler; seule
ment on ne devra pas s'en servir pour une roue destinée à 
engrener avec un pignon de moins de 12 dents : on sera 
alors obligé de recourir à la construction directe. 

' * ' D a n s le calcul de cette table, l 'angle XAC a été pris constamment égal à 
-') degrés; quant à la longueur AK, elle est liée, ainsi que nous l'avons dit, 
au rayon du plus petit cercle primit if : soit 110 ce rayon, on a 

AK = K„sin7)<1. 

M. ^V '̂ïllis a pris pour la plus petite des roues d'un pas donné celle do 
il dents ; alors, en désignant par a le pas, on a 

2 - Ra = I 3 « , 
(i'o à 

AK = '— a. 
7! 
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Odontographe. — Enfin la méthode de "SYillis est rendue 
tout à l'ail pratique par i'emploi d'an petit rapporteur de corne 
ou de carton {Jig. 161), qu'on nomme odoui;/graphe. 

Four se servir de l 'odoulographe, on le place sur l'épure 
de manière que la ligne A15 soit dirigée suivant le rayon cui 
vient aboutir sur la circonférence primitive, à un demi-pas on 
avant ou en arrière de l'origine d'une déni. Lo cè>té XV, nui 
fait a v e Alî un angle de -5 degré:;, porte deux échelles divi
sées, dont le zéro commue, est en À, servant l'une pour 
les faces, l 'autre pour les lianes; et la table précédente, qui 
peut être gravée sur le carton, l'ail connaître les positions des 
centres sur ces deux échelles. 11 faut remarquer que, dans 
chaque position, l 'échelle qu'on doit employer est celle' qui 
par rapport au point A est opposée au point m. Ainsi, c'est 
la ;>ojition I de l 'odontographe qui donne le centre du liane, 
et la position fï qui fait connaître le centre de la l'ace. Une 
l'ois tous les ares de cercle décrits, on achève le tracé comme 
à i'ordinaiie : c'est-à-dire en arrêtant les faces et les lianes à 
deux arcs de cercle concentriques à la roue, et éHianl'rinaiit 
toutes les arêtes. 

(b). Engrenages cylindriques intérieurs. 

Le tracé des engrenages intérieurs est fondé sur les mêmes 
principes que celui des engrenages extérieurs, et les cinq 
systèmes employés pour les premiers sont également appli
cables à ceux-ci. 

Engrenages intérieurs à lanterne. — Quand la petite roue 
est menée par la grande, on peut lui donner la l'orme d'une 
lanterne {Jig. T<3?-) : le profil correspondant des dents de la 
grande roue est une courbe parallèle à l'hypocycloïde décrite 
par un point de la circonférence primitive du pignon, ruinant 
dans la circonférence extérieure. 

On peut au contraire armer la grande roue de fuseaux : 
le pignon est alors moteur et porte les dents {Jig. i(>3). 

Engrenages intérieurs à Jlancs. — Dans le cas des engre
nages intérieurs, on voit immédiatement qu'il n'est pas pos
sible de donner à la fois à la grande roue un liane et une i'ace, 
car la l'ace se trouverait à l ' intérieur de la circonférence pri-



CHAPITRE H. — ENGRENAGES CYLINDRIQUES. 30-

niitive, et se l'accorderait avec le flanc par un rebroussemeut. 
Les flancs droits sont même tout a fait inadmissibles v ' ) : cl la 
valide roue, dont la forme générale < st ;-eiie d'une couronne 

placée en porte à faux, à l 'extrémité de son arbre, présente 
intérieurement une denture à face liypocycloïdaie, tandis que 
les flancs sont disposés au dedans de la circonférence primi
tive du pignon [Jig. 164). Le niouveinenl ayant lieu dans le 
sens indiqué par les flèches, les flancs poussent les Iiypoey-
cloïdes jusqu'à, la ligne des centres. Au delà, le flanc reste 
en arrière de la face. 

On peut fain» que le contact des deux roues se continue au 
delà de la ligne des centres en prolongeant les profils précé
dents par deux épicycloïdes engendrées par un point d'une 
circonférence arbitraire, roulant extérieurement sur les deux 
circonférences primitives. 

Engrenages intérieurs à développantes. — Le principe des 
engrenages à développantes [Jig. JO'5) conduit à faire le profil 
des dents de la grande roue concave : on atténue cet incon
vénient, ainsi que celui qui provient de l'obliquité de l'action 
mutuelle, en multipliant suffisamment les dents. 

Le contact a lieu à une petite distance de part et d'autre de 
la ligne des centres. 

Des roues parasites. — 11 est toujours facile d'éviter les 
engrenages intérieurs. En effet, soient C, Ci (Jig. 166), les 
projections de deux axes entre lesquels on demande d'établir 
un rapport de vitesses donné , avec la condition que les deux 
rotations soient de même sens. 

On obtient ce double résultat en fixant sur tes arbres deux 
roues ordinaires dont les circonférences primitives ne se 
touchent pas, les rayons de ces circonférences (haut d'ailleurs 
dans le rapport voulu. Puis on installe quelque part une roue 
(C) qui engrène avec chacune des roues (C), (C,) : de cette 
manière les rotations des deux arbres donnés seront évidem
ment de même sens. 

Je dis de plus que le rapport des vitesses angulaires sera 
l'inverse du rapport des rayons il et R,, quel que soit le rayon 
de la roue auxiliaire. Soient en effet t», « ' , w, les vitesses 

(*) l'oir BÉLANGER, Traite Je Ci nematique, p , 121. 
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respectives des trois roues, on a 

_ w _ _ _ i r ^ _ _ | V . 
«' ~~ R ' w; ~~ 11'; 

d'où 
<« _ R, 
w, ~~' 1 T 

Le rapport des vitesses angulaires des arbres extrêmes ne 
dépend ainsi que du rapport des rayons des roues correspon
dantes, la roue intermédiaire ayant pour effet unique de chan
ger le sens du mouvement transmis. En général, si l'on dis
pose les unes à la suite des autres une série de roues dentées, 
le rapport des vitesses angulaires de deux roues quelconques 
ne dépend que du rapport des rayons de ces roues. Nous don
nerons aux roues intermédiaires le nom de roues parasites, 
parce que les dimensions de ces roues sont sans influence 
sur le mouvement transmis. 

(c). Engrenage d'une roue et d'une crémaillère. 

La théorie des engrenages cylindriques s'étend tout natu
rellement au cas où le rayon d'une des circonférences primi
tives est infini. La roue correspondante se trouve représentée 
par une sorte de barre droite cannelée, nommée crémaillère, 
qui doit être guidée de manière à pouvoir seulement prendre 
un mouvement de translation dans sa propre direction ; et il 
s'agit de déterminer les profils des dents des deux pièces, de 
manière que la vitesse du mouvement de translation de la 
crémaillère soit dans un rapport constant avec la vitesse an
gulaire du pignon. 

La solution de ce problème, simple cas particulier de ceux 
que nous venons de traiter, ne nécessite pas de nouveau tracé : 
aussi nous contenterons-nous de passer rapidement en revue 
les diverses espèces de crémaillères à rapport de vitesses con
stant. 

Crémaillère ou pignon à fuseaux. — Signalons seulement 
pour mémoire les crémaillères à fuseaux cylindriques, ou 
celles qui conduisent une lanterne : les unes et les autres se 
rencontrent très-rarement aujourd'hui, et leur denture ne pré
sente rien qui mérite d'être signalé. 
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Crémaillère à flancs droits ou courbes. — Quand la com
mande entre le pignon et la crémaillère doit être réciproque, 
on a recours au principe des engrenages à lianes. Si l'on 
adopte pour le pignon des flancs rectilignes (Jig. 167), la face 
de la dent de la crémaillère est un arc de cycloïde dont le 
cercle générateur a pour diamètre C,A. 

La face du pignon est une développante de cercle; et il est 
à remarquer que la crémaillère n'a pas à proprement parier de 
flanc. En effet la développante AD, dans la rotation de la roue 
autour de l'axe C,, ne cesse pas de coupera angle droit la ligne 
TT'; et par conséquent elle agit constamment sur le point A 

•du flanc AB.A'B' , . . . 
]1 résulte de là que la dent de la crémaillère s'use rapide

ment dans la région voisine de ce point d'action unique : ceci 
est un inconvénient qu'on évite en faisant décrire la face du 
pignon et le liane de la crémaillère par un môme cercle de 
rayon quelconque, ou mieux en employant les tables de Wil-
lis. Les crémaillères ainsi construites engrènent avec tous les 
pignons de même pas. 

Crémaillère à Jlancs obliques dérivant des engrenages à 
développantes de cercle. — Soit NN' (Jig. 1GQ) la normale 
constante : le profil de la dent du pignon est la développante 
de la circonférence C,T,; quant à l'autre développante, elle est 
remplacée par une droite perpendiculaire à N;V. Si l'on veut 
que la transmission du mouvement soit possible dans les deux 
sens, chaque profil doit être symétrique : les dents de la cré
maillère prennent ainsi la forme trapézoïdale [Jig. 169). La dis
tance de la crémaillère à la roue peut varier, sans que la régu
larité de la transmission soit altérée. 

Cames soulevant un pilon. 

Un pilon mécanique ou bocard {Jig. 170) se compose d'un 
sabot de fonte, fixé à l'extrémité d'une flèche en bois. 

Perpendiculairement à la flèche, et dans une entaille prati
quée à cet effet, on assemble un mentonnet sur lequel vient 
agir une came. Le pilon soulevé, et d'ailleurs convenablement 
Pidé dans son mouvement, retombe par son poids quand la 
dent ou came, l'a quitté : une autre came vient bientôt le saisir, 
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et le mouvement de rotation continu de l'arbre à cames se 
trouve transformé en un mouvement rectiiigne alternatif du 
pilon. 

Ce mécanisme doit être rapport!' au chapitre actuel, car, 
géométriquement, le mouvement du pilon pourrait être con
tinu. Le changement de sens résulte seulement de la destruc
tion de la liaison des deux corps : et la flèche avec son men-
tonnet représente v.wc crémaillère, dont la denture se réduit 
à un seul flanc droit. Le profil de la came est une dévelop
pante de cercle, dont tous les points viennent successive
ment en contact avec un même point du mentunnet . 

2' Axes concourants. — Engrenages coniques. 

Occupons-nous maintenant des appareils qui servent à éta
blir un rapport de vitesses constant, entre deux corps mobiles 
autour de deux axes concourants. 

Cônes de friction. — Considérons deux cônes de même 
sommet i //if. 171;, tangents tout le long de la génératrice OC. 
Si l 'adhérence des surfaces est suffisante pour que l'un de ces 
cônes ne puisse pas tourner sur son axe sans enitahier l'autre, 
il est clair que- le rapport des vitesses angulaires des deuv 
mouvements de rotation sera constant : tel est le principe des 
transmissions de mouvement par cônes de friction, lesquelles 
présentent les mêmes avantages et les mêmes inconvénient 
qu•• les eviindres de friction précédemment étudiés. 

;é .dent rJ) et a ies vitesses des deux arbres ; on a 

^ . C P = '.iL.CQ 
o • • 

c-)?in y. = 'o, sin x, : 

da::s !a Iraasirdssion par cônes de friction, le rapr.or! des 
vitesses an^n'aires des deux cônes est inverse du rapport des 
sinus des denii-rcngiès au sommet de ceux-ci (*). 

Cette i'èg! ^ permet de déterminer les deux cônes, connais
sant les axes et le rapport des vitesses. 

Pour cela, par un point quelconque B de l'axe OO, menons 

•p\ Cm 1 cmai-quoi a que, si la droite <'li représente la vitesse -J\ • v sei;'-
représentée par la droite ; \ \ . 
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une parallèle à Taxe OP; prenons sur cette parallèle et dans 
un sens convenable une longueur BK qui soit à OB dans le 
rapport direct des vitesses angulaires des deux arbres : le point 
K. est un point de la génératrice de contact des cônes de fric
tion. On obtient donc ces deux surfaces en faisant tourner la 
ligne OK autour de chacun des axes donnés (*}. 

Engrenages coniques. — Si l'adhérence entre les deux 
cônes n'est pas assez forte pour assurer la transmission du 
mouvement, on arme les surfaces en contact de saillies ou 
dents, entre lesquelles sont ménagés des creux. On constitue 
ainsi les engrenages coniques ou roues d'angle. Les surfaces 
qui limitent les dents doivent être telles, que la transmission 
du mouvement reste uniforme, et s'effectue absolument de la 
même manière que lorsqu'on avait simplement les deux cônes 
primitifs roulant sans glisser l'un sur l'autre. 

On satisferait à cette condition par l'emploi d'une lanterne 
à fuseaux coniques, combinée avec une roui" pour le tracé de 
laquelle je renverrai au Traité des Machines de Hachette; 
mais les seuls engrenages coniques usités aujourd'hui sont 
fondés sur les mômes principes que les engrenages cylindri
ques à profils épicycloïdaux, avec lesquels ils présentent les 
analogies habituelles de la Géométrie de la sphère avec la 
Géométrie plane. 

Epicyclo'ides sphériques.— Observons d'abord que, les dents 
étant toujours limitées par des surfaces coniques (surfaces 
coniques à base quelconque} de même sommet que les deux 
cônes primitifs, une seule directrice suffit à les déterminer. 

Pour trouver cette directrice, coupons les deux cônes par 
une sphère décrite de leur sommet commun comme centre; 
et soient ;'B) et (B,) les cercles ainsi déterminés, que nous 
appellerons les bases des deux cônes [fig. 172}. Considérons 
un troisième cône, tangent aux deux premiers suivant leur gé
nératrice commune, et soft (b) la base de ce cône auxiliaire sur 
notre sphère. 

Cela posé, faisons tourner simultanément les trois cônes 
autour de leurs axes avec les mêmes vitesses relatives que 

(*y Dans la pratique, un n'empiuie jamais que deux Lunes de cûne de l'aible 

épaisseur. 

14. 
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celles qui résulteraient du roulement de leurs surfaces l'une 
sur l'autre : un point a de la base du cône auxiliaire décrira 
une épicycloïde sphérique k'a par rapport au cône (B), et 
une autre épicycloïde sphérique par rapport au cône (B,). 
Ces courbes sont précisément les directrices demandées. 

Cette solution rigoureuse, parfaitement analogue comme 
principe à celle que nous avons donnée pour le problème des 
engrenages cylindriques, n'est pas employée dans la pratique, 
vu les difficultés que présente le tracé des courbes sphé-
riques. En définitive, on a plus de garanties pour l'exactitude 
matérielle, si l'on s'arrête à une solution simplement approchée 
en théorie, mais plus commode à réaliser. Aussi a-t-on uni
versellement adopté, pour déterminer les directrices des dents 
des roues d'angle, la méthode approximative que nous allons 
exposer. Cette méthode, imaginée par Tredgold (*), repose 
sur les considérations suivantes. 

En pratique, la portion de surface sphérique occupée par 
les arcs utiles des epicycloïdes constitue seulement une zone 
assez étroite, autour de la base de chaque cône primitif; et l'on 
peutadmettre que, dans l'étendue d'une pareille zone, la surface 
de la sphère se confond sensiblement avec celle de son cône 
circonscrit. En se contentant de l'approximation fournie par 
cette hypothèse, c'est sur la surface des cônes circonscrits à la 
sphère, le long des bases de chacun des cônes primitifs res
pectivement, qu'on se proposera de déterminer les directrices 
des dents : on substituera ainsi aux lignes sphériques des 
courbes tracées sur des cônes; or les constructions relatives 
à ces dernières courbes n'offrent aucune difficulté, par suite 
de la propriété dont jouissent les surfaces coniques d'être dé-
veloppables sur un plan. 

On va plus loin encore: les cônes circonscrits S et S' [fig-ii'à] 
ont chacun un élément angulaire infiniment petit compris dans 
le plan tangent à la sphère au point C; et l'on admet comme 
deuxième simplification, le pas n'étant jamais bien considé
rable, que ce plan tangent commun à la sphère et aux cônes 
contient la portion occupée sur chacune des zones par le plein 
et le creux de deux dents en prise. 

(*) Buchanaris Essays on mill-worh, by Tredgold, p . i o3 ; I 8 J 3 . 
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Or, on n'a pas besoin de suivre le mouvement des deux 
roues pendant un temps excédant celui qui correspond au 
passage d'une paire de dents, puisqu'il y a identité parfaite 
entre toutes les paires qui viennent successivement au contact ; 
donc en définitive on n'a à se préoccuper que du mouvement 
relatif des deux secteurs SCc, S'Ce', lequel est un simple 
mouvement plan. 

Ces bases préliminaires acceptées, soient [fig. 174) SOC, 
S'OC, les deux cônes primitifs. Tirons SS' perpendiculaire 
à la génératrice de contact OC : SC et S'C sont les génératrices 
des cônes circonscrits à la sphère, qui contiennent les zones 
dont nous avons besoin. Ces deux cônes, ou plutôt les deux 
troncs de cône CD, CD', étant exécutés sur le tour, les pro
cédés les plus élémentaires de la Géométrie descriptive vont 
nous permettre de déterminer, par une épure identique aux 
épures d'engrenages plans, les patrons ou panneaux des direc
trices des surfaces des dents. 

En effet, développons les deux cônes sur leur plan tangent 
commun : pour cela, des points S et S', comme centres, dé
crivons des circonférences tangentes au point C, et prenons 
sur ces circonférences des arcs égaux au développement des 
bases (B) et (B,). D'après ce que nous avons admis, le mouve
ment relatif des facettes coniques élémentaires, qui viennent 
successivement se placer dans le plan sur lequel s'effectue 
notre développement, est identique au roulement de deux 
secteurs circulaires, correspondant à des ares infiniment petits 
égaux des circonférences (SC), (S'C). 

Considérons donc ces deux circonférences comme les cir
conférences primitives d'un engrenage cylindrique, et déter
minons les profils des dents de cet engrenage par l'un des 
tracés que nous connaissons : il suffira ensuite de découper 
suivant chacun de ces profils un carton flexible, et d'appliquer 
ce patron sur la surface du tronc de cône correspondant. On 
taillera les dents suivant la surface engendrée par une droite 
assujettie à s'appuyer sur la directrice ainsi déterminée, et à 
passer constamment par le point 0 . 

Comme on n'a généralement, pour l'exécution de la den
ture, qu'une portion de cône qui ne se prolonge pas jusqu'au 
sommet 0, on remplace celui-ci par une deuxième directrice 
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tracée, pour chaque roue, sur une deuxième surface conique 
auxiliaire, parallèle à la surface qui contient la première direc
trice. Chacune des deux couronnes à tailler se trouve ainsi 
limitée par quatre surfaces coniques droites, de manière à 
présenter la section trapézoïdale qu'indique la Jlg. 174. 

L'horlogerie emploie, sous le nom de roues de champ, d'au
tres espèces de roues d'angle destinées seulement à résister à 
de minimes efforts. .Te ne m'arrêterai pas à décrire ces mé
canismes peu importants, ni à définir les conditions d'inva
riabilité du rapport des vitesses angulaires. 

Joint universel sphérique. 

C'est ici le lieu de dire quelques mots du dispositif fort in
génieux imaginé par M. Porro, pour communiquer à une 
grande lunette un mouvement uniforme de rotation autour de 
son axe de figure. Cet axe, maintenu par deux collets dans 
une position inclinée [PI. XXIII, Jig. 221), se termine à sa 
partie inférieure par une sphère pleine qui repose sur une 
sorte de coupe ou calotte creuse, mobile autour d'un axe ver
tical. Le rayon de la calotte est un peu plus petit que celui 
de la sphère pleine, de manière que le contact a lieu seule
ment sur la circonférence extrême de la première. Cela posé, 
il est évident : 

i° Que le mouvement de rotation se transmettra, en vertu de 
l'adhérence résultant de la pression exercée parla lunette, à 
l'arbre de celle-ci, pourvu que la résistance appliquée à cet 
arbre ne soit pas trop forte ; 

2" Que le rapport des vitesses angulaires des deux solides 
autour de leurs axes respectifs sera constant, puisqu'il y a 
identité parfaite entre toutes les positions relatives occupées 
par ces deux corps; 

3° Enfin (propriété caractéristique du mécanisme que nous 
décrivons), que l'angle des deux arbres pourra varier, sans 
que la régularité et l'uniformité du mouvement soient altérées. 

Le rapport des vitesses angulaires des deux arbres dépend 
du rayon de la sphère et de celui de la circonférence de con
tact, ainsi que de l'inclinaison de la lunette; de plus, circon
stance qui ne se rencontre dans aucun autre organe de ma-
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chines, ce rapport varie avec la nature physique des corps en 
contact; c'est-à-dire qu'il n'est pas possible de le calculer par 
les seules ressources de la Mécanique géométrique. 

3° Axes non situés dans un même plan. — Engrenages 
liyperboloïdes. — Vis sans fin. 

On peut résoudre sans nouveau tracé le problème de la 
transmission uniforme du mouvement de rotation, dans le ras 
où les deux axes qu'il s'agit de relier ne sont pas situés dans 
un même plan. 

11 suftil pour cela de prendre un axe intermédiaire, qui 
coupe chacun des deux axes donnés : on rentre ainsi dans le 
cas précédent. 

Engrenages h )•pevboloïdes. 

Une disposition récemment imaginée, et basé*: sur l'emploi 
de deux hyperboloïdes gauches doutés ('*), permet d'effectuer 
directement la transmission. 

Considérons deux hyperboloïdes de révolution, dont les axes 
coïncident avec les axes donnés, et disposés de manière à se 
toucher tout le long d'une génératrice. Il n'est pas possilile 
ici de compter sur l 'adhérence des surfaces, pour obtenir !a 
transmission du mouvement : car deux hyperboloïdes, à moins 
d'être tout à fait ident iques, ne sont pas susceptibles de se 
développer l'un sur l'autre par une succession de roulements 
simples, et il y a nécessairement glissement dans le sons de 
la génératrice commune. Mais on peu!, en cannelant les sur
faces gauches suivant les directions de leurs génératrices res
pectives, rendre les rotations des deux roues solidaires, tout 
en permettant le glissement relatif dont nous venons de parler: 
le mouvement est alors celui que nous avons étudié (p . i58), 

En désignant par A l'angle des axes, par R et R, les rayons 

(*) Les premiers engrenages construits dans ce système dérivaient, sans règles 
bien prceisrs, des engrenages coniques. Il y avait des frottements considérables ; 
mais par le temps et l 'usine les loues s'approp; iaienl (.eu h peu à leur usage. 

On obtient un engrenage régulier, en se conformant aux indications sui
vantes, (|ui sont extraites d'une Vote publiée par \1. rVlangcr, sous le titre 
(le: Théorie île l'eni;reiiagc livpcrbulnïJe. Décembre iSfio. 

ENGREXAi.ES
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des cercles de gorge, l'équation qui lie le rapport de ces 
rayons au rapport des vitesses angulaires est 

„ — 4-cosA 
H M 

hcosA 
6). 

Celte équation détermine les rayons des cercles de gorge 
des hyperboloïdes à employer, pour produire un rapport de 
vitesses donné; quant à la direction de la droite qui doit, eu 
tournant autour de chacun des axes respectivement, engen
drer les deux hyperboloïdes, on la trouve par la relation 

R cou = R, cou, , 

i et /, étant les inclinaisons de la génératrice sur les deux 
axes. 

Quand ces axes sont rectangulaires, on a 

cos A = o, 
par suite 

w V R, 

Nous ne nous occuperons pas de rechercher la forme ri
goureuse qu'il faudrait donner aux dents destinées à assurer 
la solidarité des deux hyperboloïdes. Disons seulement que les 
roues employées se réduisent à deux troncs d'hvpcrboloïdes 
tangents, limités à des plans menés perpendiculairement à 
leurs axes respectifs. Les surfaces de ces espèces de troncs de 
cône sont couvertes de stries rectilignes,fines et suffisamment 
rapprochées, représentant la série des couples de génératrices 
qui doivent arriver successivement en contact. 

Ces stries ou cannelures doivent être en nombres récipro
ques aux vitesses angulaires des roues, et par conséquent 
elles ne sont pas espacées de quantités égales sur deux cir
conférences qui passent par un môme point de la génératrice 
de contact. En d'autres termes, les dentures des deux roues 
ont des pas différents, propriété qui distingue essentielle
ment les engrenages actuels des engrenages cylindriques ou 
coniques. 
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Vis sans fin. 

Dans le cas où les arbres qui ne se rencontrent pas sont rec
tangulaires, on peut employer une solution depuis longtemps 
connue, qui parait même avoir été décrite par Pappus (*): 
c'est la vis sans fin. 

Vis et écrous. — Aucun organe ne se rencontre aussi fré
quemment dans les machines que les vis de toute nature, aucun 
ne se prête à des applications plus variées. Toutes ces applica
tions reposent sur ce que le mouvement de la vis, par rapport 
à son écrou considéré comme fixe, se compose d'une transla
tion dans la direction de l'axe et d'une rotation autour de cet 
ase : ces deux mouvements étant réglés de telle façon que 
pour un tour entier la vis avance d'un pas. Par suite, le mou
vement de l'un des deux corps étant donné, l'autre se trouve 
déterminé. 

Par exemple, quand l'écrou est fixe et qu'on oblige la vis à 
tourner sur sou axe, celle-ci s'enfonce en même temps d'une 
fraction de pas égale à la fraction de tour qu'on lui fait faire : 
tel est le principe des vis de pression, de certaines vis nii-
crométriques, de celles qui servent à assembler deux objets. 
Inversement, quand la vis est maintenue fixe, l'écrou possède 
à la fois un mouvement de translation et un mouvement de 
rotation, dont les vitesses sont dans le rapport indiqué. 

Le mécanisme employé pour donner ou retirer l'eau à cer
taines roues hydrauliques se compose d'une vanne, mobile 
dans une feuillure verticale, et fixée à une grosse vis en bois 
dont l'écrou repose sur un appui fixe : la vis, qui fait corps avec 
la vanne, peut seulement, comme celle-ci, monter ou des
cendre parallèlement à elle-même. 

Quand on veut lever la vanne, on tourne l'écrou au moyen 
d'une barre analogue à celle d'un cabestan, le poids du sys
tème mainiient l'écrou appuyé sur son support, et lui permet 
seulement de prendre un mouvement de rotation sur son axe : 
la translation est alors le partage de la vis, qui s'élève ou s'a
baisse d'un pas pour chaque tour de barre. 

(*) T'oir Pappus, I. VIII, prop. i'\. 
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La combinaison opposée se. rencontre aussi très-fréquem
ment, par exemple dans les vis Je rappel. La vis tourne dans des 
collets fixes, etl'écrou, convenablement guidé, prend un mou
vement de translation dans le sens de son axe (*). 

Il n'est en aucune façon nécessaire que l'écrou affecte la 
forme ordinaire d'un anneau enveloppant la vis de toutes part?. 
Réduisons cet écrou à un simple onglet, compris entre deux 
plans conduits par l'axe et faisant entre eux un angle aussi 
petit qu'on le voudra; nous aurons une sorte de crémail
lère, ou peigne, à laquelle une vis de deux ou trois spires, 
dont les collets sont fixes, communiquera un mouvement de 
translation. Cette disposition est peu usitée, mais elle nous 
conduit tout naturellement à la vis sans fin, qui l'est beaucoup. 

Fis sans fui.—Concevons qu'on enroule le peigne dont nous 
venons de parler sur une jante cylindrique MN PI- XIIII, 
fi g. i-5), tournant autour du centre C. Nous n'aurons rien 
changé à l'élément d'écrou sur lequel s'exerce l'action de 
la vis, et cette action aura toujours pour effet de commu
niquer au point qui touche le filet une vitesse parallèle à l'axe 
de la vis. 

Seulement, le point animé de cette vitesse étant invariable
ment lié à l'axe C, il résultera de là une rotation continue de la 
roue ÎIX autour de l'axe C, perpendiculaire à l'axe de la vis : 
tel est le principe de la vis sans fui. 

Pour étudier d'un peu plus près ce mécanisme, réduisons 
la roue à une lame sans épaisseur, et considérons la série des 
sections axiales de la vis : sections qui, par l'effet de la rota
tion, arrivent l'une après l'autre dans le plan de la roue. Ces 
sections sont toutes superposables : elles se présentent à la 
roue comme les positions successives d'un profil animé d'un 
mouvement de translation parallèle à l'axe de la vis; c'est-
à-dire que la vis sans fin joue précisément, par rapport à la 
roue, le rôle d'une crémaillère indéfinie. Si donc la vis esta 

[* ) Enlm, nous verrons plus loin <[ue dan:, les mouvements qu'on appelle 
dilterentiets, oii s'arranjje do telle sorte que la vis, indépendamment de la rota-
lion, possède une certaine portion de la translation : l'éeroa est alors anime 
de la traction complémentaire (positive on négative) de la translation, cette 
traction est aussi petite qu'on le veut. 
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filets carrés, ce qui est le cas le plus habituel, la forme des 
dents de la roue, supposée toujours infiniment mince, devra 
être la même que si cette roue était destinée à engrener avec 
une crémaillère à flancs droits. 

Rétablissons l'épaisseur de la roue : il résulte de l'inclinai
son des filets de la vis que si l'on taillait, suivant le profil en 
développante déterminé par les considérations précédentes, 
une dent cylindrique à génératrices perpendiculaires au plan 
de la roue, celle-ci ne pourrait pénétrer dans les creux de la 
vis; il faut donc rendre la dent oblique, et lui donner l'incli
naison de l'hélice moyenne, avec un jeu suffisant. La forme 
delà roue se trouve ainsi complètement déterminée. 

La loi du rapport des vitesses angulaires est telle, que pour 
un tour de la vis il passe une dent de la roue, de sorte 
que la vis, à ce point do vue, doit être assimilée» à un pignon 
d'une seule dent. 

L'engrenage est ou n'est pas réciproque, suivant la grandeur 
de l'inclinaison du filet de la vis sur son axe. Si, comme dans 
la plupart des cas, cet angle est voisin de 90 degrés, la roue 
ne saurait communiquer le mouvement à la vis, quelque force 
qu'on fasse agir sur elle : on utilise cette propriété clans plu
sieurs machines. 

Â partir d'une certaine obliquité du filet, il y a récipro
cité, et l'on trouve dans les anciens tournebroches une vis 
conduite par une roue : mais cette disposition est très-peu 
usitée. 

Fis multiples. — Dans le cas d'une forte obliquité de l'hé
lice, le pas de la vis occupe une grande longueur, et il serait 
impossible, en conservant la même disposition que précé
demment, d'avoir toujours un filet en prise. On dispose alors 
deux ou trois filets sur un même noyau : chacun d'eux conduit 
pendant un demi-tour ou un tiers de tour. En général, si M est 
le nombre des filets, il passe n dents pour chaque tour de la 
vis; c'est-à-dire que celle-ci se comporte comme un pignon 
à n dents. 

\ient-on à multiplier de plus en plus le nombre des filets, 
la longueur de la vis n'est plus qu'une fraction restreinte du 
pas. La vis finit même par devenir semblable à la roue portée 
par l'autre axe : l'engrenage est alors parfaitement symétrique. 

file:///ient-on
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Mais ce mécanisme est détestable en pratique (sauf quelques cas 
spéciaux) : il donne lieu à des frottements considérables, et on 
doit conseiller de le remplacer par l'engrenage hyperboloïde. 

Vis tangente. — La vis tangente est une modification de la 
vis sans fin, dans laquelle la denture du pignon, au lieu 
d'être limitée à un cylindre de révolution concentrique au 
cylindre primitif, se termine par une gorge en forme de tore 
embrassant la vis sans fin. On l'emploie quelquefois dans les 
machines à diviser, où la vis tangente a l'avantage de donner 
aux deux pièces un contact très-intime qui empêche le plus 
petit recul. Ces vis sont ordinairement à plusieurs filets suffi
samment fins. 

L'épure de la vis tangente est assez compliquée. En effet, 
chaque section faite dans la vis par un plan perpendiculaire à 
l'axe de la roue agit comme une crémaillère sur la section 
correspondante de la roue. Or les courbes qu'on obtient en 
coupant une vis par une série de plans parallèles à son axe 
sont toutes différentes, et comme l'avantage de l'engrenage à 
vis tangente consiste en partie dans l'intimité du contact, il 
faudrait déterminer avec soin la série des sections perpendi
culaires à l'axe de la roue, en rapport avec les profils connus 
fournis par la vis. Une pièce aussi compliquée serait certes 
extrêmement pénible à réaliser. 

On évite la difficulté d'exécution par l'emploi d'une vis 
tailleuse en acier, de même forme que la vis définitive; on 
la creuse de cannelures pour la rendre tranchante, puis on la 
trempe convenablement. On exécute ensuite un disque à 
gorge en cuivre; on installe ce disque et la vis sur un tour, 
et on fait tailler le disque peu à peu par la vis, en rappro
chant celle-ci à mesure qu'elle entaille la roue, jusqu'à ce 
que la gorge vienne affleurer le noyau (*). 

(*) Compteur de Jf'ollaston. — On peut citer parmi les usages de la vis tan
gente l'application qu'en a faite Wollaston pour l'établissement d 'un compteur 
destiné a enregistrer le nombre des tours faits par un arbre à mouvement très-
rapide. 

La vis tangente A est fixée sur l 'arbre dont on veut mesurer la vitesse 
(Jïg. 176); elle engrène avec deux roues ou demi-roues C, D, l 'une de 100, 
l 'autre de 101 dents, symétriquement placées par rapport au plan médian de la 
>is, sur un arbre auxiliaire 13, perpendiculaire au premier. La roue C est cale" 
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4° Détails généraux sur les engrenages. 

La forme ordinaire d'une roue dentée est celle d'une cou
ronne cylindrique ou conique, portant sur tout son contour 
des dénis égales et également espacées. Ces dents sont elles-
mêmes limitées par des surfaces réglées, disposées de telle 
manière, (pie le contact de deux dénis en prise s'effectue tout 
le long d'une génératrice commune, afin que la pression se 
trouve convenablement répartie. 

Il y a deux éléments importants à considérer dans une roue 
dentée; ce sont le pas, a, et le nombre des dents, N : le rayon 
de la circonférence primitive est lié à ces deux quantités par 
la relation 

2-R = Xrt. 

Nous avons dit que le pas est essentiellement le même 
pour deux roues qui engrènent l'une avec l'autre; donc : 

Les rayons des circonférences primitives d'un engrenage 
sont proportionnels aux nombres de dents des roues; 

El par suite, 

Les vitesses angulaires des deux arbres sont dans le rapport 
inverse des nombres de dents des roues. 

Il résulte de cette règle que, pour qu'on puisse établir un 
engrenage dans un rapport donné, il est indispensable que ce 

rapport soit exprimé par le quotient — de deux nombres en

tiers. Il faut même que ces nombres entiers ne soient ni trop 

grands ni trop petits pour être admissibles (à peu près de 

sur l'arbre li, la roue I) est iolle sur le même arbre et porte un cadran devant 
lequel se trouve une aiguille c, solidaire avec la roue C 

D'après les lois du rapport des vitesses dans l'engrenage à vis sans lin, le 
cadran l'ait un tour pour 101 révolutions de la vis; or pendant ee temps 
'aiguille a fait i i i de tour : elle est doue en avance par rapport au cadran 
du centième de la circonférence de celui-ci, et elle ne reviendra à son point 
de départ (pie lorsque l 'arbre A aura l'ait 10 100 (ours. 



222 DEUXIÈME SECTION. THÉORIE DES MÉCANISMES. 

8 à 120) : aussi verrons-nous la théorie des nombres jouer un 
certain rôle dans l 'étude des rouages. 

Si les nombres N et n sont premiers entre eux, chaque dent 
de l 'une des roues vient successivement en prise avec toutes 
les dents de l'autre roue : on recherche en général, dans la 
pratique, cette disposition qui rend l 'usure plus égale. Les 
horlogers, au contraire, s'efforcent de prendre N et n ayant 
des facteurs communs, afin qu 'une dent déterminée revienne 
toujours aux mêmes dents de l'autre roue, ce qui laisse moins 
de chances à l 'irrégularité. 

Amplitude de prise. — Un engrenage ne pourrait pas fonc
tionner s'il 11'y avait toujours au moins une couple de dents 
en contact; et encore, s'il n'y avait jamais que deux dents 
en prise, on aurait presque toujours un choc au moment où, 
l 'un des couples se quittant et l 'autre étant sur le point d'en
trer en prise, la transmission se trouverait pendant un temps 
très-court in terrompue. Quelquefois on s'arrange de façon 
qu'il y ait constamment contact de deux couples, mais cela 
n'est pas nécessaire : il suffit que l'amplitude de prise ait une 
étendue supérieure à un pas. 

Cela posé, nous verrons dans la IVe Section que le frotte
ment est d'autant plus dur qu? le point de contact des dents 
s'éloigne davantage de la ligne des centres, surtout avant le 
passage de celte ligne. On conclut de la la convenance de ré
partir la durée de l'action de part et d'autre de la ligne des 
centres, mais de la répartir inégalement, de manière que l'arc 
d'approche soit toujours inférieur ou au plus égal à l'arc de re
traite. On pourra par exemple faire le premier de ces arcs égal 
à un demi-pas, et le deuxième à trois quarts de pas. 

Une fois qu'on a fixé la valeur de ces deux arcs, il est facile 
de limiter graphiquement la sailiie des dents, dans chacun des 
systèmes usités en pratique. Indépendamment de la méthode 
rigoureuse, il existe plusieurs règles empiriques pour déter
miner cet élément important. 

La règle que nous avons donnée (p . 197) suppose une 
saillit" égale pour chacune des deux dentures (comme cela 
doit nécessairement avoir lieu quand le sens de la commande 
n'est pas déterminé) ; elle peut être employée en toute sécu
rité quand les nombres de dents des roues surpassent i5. 



CHAPITRE II . ENGRENAGES CYLINDRIQUES. 2 2 3 

Désignons par S et .s les rayons extrêmes de la roue et du 
pignon (*), N et n étant toujours les nombres de dents : la 
règle dont nous parlons s'exprime à peu près par l'équation 

S N -+- •?. 

Itcid, auteur d'un Traité d'horlogerie estimé, indique 

S ^ - 4 - 2 , 5 
(2) - = h' 

Enfin M. W illis, après avoir analyse- la question d'une ma
nière complète, démontre aisément qu'il n'est pas possible 
d'avoir une relation de la l'orme (i) ou (2), avec laquelle on 
soit assuré de maintenir toujours l'arc d'action dans des l i
mites convenables. Les formules précédentes donneront d'ail
leurs des résultats assez satisfaisants, dans le cas où le pignon 
mène la roue ; dans le cas contraire, il faudra prendre 

, „ S X-f-3 

Dans la construction d'un engrenage, il faut se préoccuper, 
non-seulement des conditions géométriques et mécaniques 
du problème, mais encore de la résistance des dents à la rup
ture, résistance qui est à peu près proportionnelle à leur lar
geur et au carré de leur épaisseur {""]. Mais en augmentant 
l'épaisseur des dents, on augmente le pas, et par suite l'éten
due du contact de chaque couple, ce qui est mauvais au point 
de vue du frottement; d'un autre côté, on se trouve bien vite 
limité dans le sens de la largeur de la roue, car si les surlaces 
en contact sont t rès-étendues, il y a nécessairement des par
ties qui portent à faux, et on ne profite pas d'un trop grand 
accroissement de largeur. 

(*; On appelle pi^nnn la plus petite de deux roues qui engrènent ensemble; 
les denEs des pignons portent le nom d'm/tv. 

Dans l'horlogerie ordinaire, les pienous sont toujours conduits par les roues. 
(**) Ouand les deux roues sont de même nature, on donne aux dents des 

épaisseurs égales, mesurée^ sur la circonférence primitive. Dans le^ en^vonar/'s 
a développantes, il serait plus ralionuel do s'arranger do manière que Tena
nte d'épaisseur eût lieu à la racine, plutôt qu'il la circonférence primitive. 
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Engrenages échelonnés. — L'artifice suivant permet de don
ner à chaque dent une épaisseur aussi grande que l'on veut, 
sans augmenter le pas dans la même proportion. 

Pour cela, dés qu'une dent a décrit un espace égal, par 
exemple, au tiers du pas, elle cesse d'être en prise et se trouve 
remplacée, non par la dent suivante, mais par la dent d'une 
roue latérale qui se trouve d'un tiers de pas en arrière. Une 
troisième paire de roues vient de même succédera la deuxième, 
après quoi le contact a lieu derechef entre deux dents de la 
première paire, et ainsi de suite. 

On a ainsi [PL XIX, Jig. 18G) trois ou un plus grand nombre 
de dentures (*) disposées en échelons sur une même con
voi!]:';' (la figure représente le développement d'une portion 
-.}(•• la surface du cylindre primitif); et plus on multiplie le 
nombre de ces roues accolées, plus on réduit la fraction de 
pas qui correspond à l'action de chacune d'elles. 

Or, rien n'empêche de supposer que le nombre des den
tures croisse indéfiniment, l'épaisseur (ou plutôt la largeur) 
diminuant dans la même proportion : chaque série de dents 
constitue à la limite une surface continue {Jig- 186 bis), sorte 
de dent héliçoïde dont les diverses tranches agissent successi
vement sur les tranches correspondantes d'une dent de même 
forme. L'action de chaque tranche se fait sentir seulement 
pendant un espace de temps infiniment court, de manière que 
le contact des surfaces ait toujours lieu en un point du plan 
ùcs axes. 

Les deux dispositions précédentes ont été imaginées par 
HoC'ke, et communiquées par lui à la Société Royale de Lon
dres en 1666. L'engrenage à dents héliçoïdes est assez généra
lement connu sous le nom d'engrenage de IFhite, et on lui 
attribue fréquemment la propriété de fonctionner sans frotte
ment. 

Nous avons en effet démontré que, dans le mouvement de 
deux cylindres qui se touchent suivant une génératrice, le 

(*) Dans la machine à planer de M. Collier, île Manchester, il y a jusqu'à 
huit dentures accolées. On obtient ainsi un mouvement très-iloux; et, si l'on 
fait usi'. '̂e de roues ordinaires juxtaposées, il n'y a aucune difficulté d'exécu
tion. 
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glissement élémentaire est nul quand le point de contact des 
deux sections droites est sur la ligne des centres de rotation; 
mais il n'y a aucune assimilation possible entre les hélicoTdes 
de l'engrenage de "Wïiite et les cylindres pour lesquels le 
théorème que nous rappelons a été établi. Le cas actuel né
cessite une analyse spéciale ; et il est aisé de reconnaître que 
le mouvement relatif des deux dents héliçoïdes n'est pas un 
roulement simple, car l'axe instantané de rotation est oblique 
au plan tangent commun. 

Ce mouvement relatif se décompose en une rotation autour 
d'un axe situé dans le plan tangent, et un pivotement (*) 
autour d'un axe perpendiculaire à ce plan. Or nous avons vu 
que si, dans le pivotement, le point de contact géométrique 
n'a aucun mouvement de glissement sur le plan tangent com
mun, on n'en doit pas moins considérer l'élément mobile 
comme glissant effectivement sur ce plan tangent : tout ce 
qu'on peut dire, c'est que l'arc de glissement s'abaisse du pre
mier ordre infinitésimal au second. Mais le frottement est en 

(*) Le pivotement quo nous signalons ici est de la même nature que celui 
qu'on réalise dans les meules à broyer employées dans, diverses industries, 
entre autres dans celle de la fabrication de la poudre . Ces meules t ronc-
coniques {fig. 187) sont traversées par un essieu sur lequel elles ont la fa
culté de tourner, pendant que cet essieu est lui-même entraîné dans la rotation 
d'un arbre vertical AB. Le mouvement réel de la meule se compose de la 
rotation d'entraînement Ip, et d 'une certaine rotation relative l y . 

Si l'axe de rotation AU passait par le sommet géométrique S, comme dans 
les galets des plaques tournantes, le mouvement de la meule serait un roule
ment simple et le poids seul de cette meule agirait pour écraser les substances. 
Avec la disposition employée, l 'a ie instantané Ir vient rencontrer le fond de 
l'auge en un point situé quelque part entre la circonférence intérieure et la 
circonférence extérieure de la meule; el on peut décomposer la rolation abso
lue en un roulement simple, autour de la génératrice de contact OS, plus un pi
votement autour de l'axe OP perpendiculaire au plan langent commun. L'eflel 
de pivotement est d'étirer, de broyer les matières, comme cela se passe entre 
les deux meules ordinaires d'un moulin à blé . 

Le rapport de la rotation relative à la rolation d 'entraînement varie dans 
le cours d'une même opération, suivant le degré de consistance des matières 
sur lesquelles passe la meule. L'expérience a prouvé que, lorsque le mélange 
à broyer vient d'èlre chargé et se trouve à l'état pulvérulent, ce rapport est 
fd, que l'axe instantané passe toujours par un point de la grande base de la 
meule. Le point de rencontre de cet axe avec le fond de l'auge se rapproche 
'le la petite base, à mesure que la piste se durci t . 

1. i5 
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raison directe de la pression : et celle-ci, qui se répartit dans 
le système actuel sur un élément infiniment petit dans tous les 
sens, s'accroît de son côté dans une proportion du même ordre, 
de sorte que le frottement ne se trouve nullement supprimé. 

Les dents d'une roue construite dans le système de Hooke 
sont limitées par des surfaces hélicoïdales dont la forme est à 
peu près indifférente, dans les parties situées de part et d'autre 
de l'élément qui correspond à l'hélice d'intersection avec le 
cylindre primitif. 11 suffît d'éviter les arcs-boutemenls. Pour 
cela, après avoir tracé le patron épicycloïdal fourni par les 
règles ordinaires, on se contente de tailler la dent circulai-
remenl, en restant à l'intérieur de la forme théorique. 

L'engrenage héliçoïdea l'inconvénient d'exercer sur les axes 
une action longitudinale, à cause de l'obliquité des surfaces; 
il fonctionne d'ailleurs avec une grande douceur, et a été avan
tageusement appliqué par M. Ï3réguet à des organes délicats, 
devant atteindre des vitesses exceptionnelles. 

g IV. — DEUXIÈME GENRE. — TRANSMISSION PAR L'INTERMÉDIAIRE 

D'UN LIEN RIGIDE. 

L'emploi d'un lien rigide, réuni aux corps qui doivent se 
transmettre le mouvement par une double ariiculalion, est 
très-fréquent dans les machines; mais ce mode de liaison 
offre assez peu de ressources, appliqué à deux points qui 
doivent être animés de vitesses en rapport constant. 

Nous avons étudié (p. 117) les propriétés géométriques 
d'un, système de deux corps qui tournent respectivement au
tour des axes parallèles C et C (PL IX,Jig. 86), et qui sont 
réunis par une barre articulée en M et en M'. Pour que le 
rapport des vitesses soit constant, il faut que le point Teinter-
section du lien (prolongé s'il est nécessaire) avec la ligne des 
centres CC, soit invariable; or le point T ne peut être fixe 
qu'à la condition d'être constamment à l'infini, ce qui exige 
que les rayons CM, CM' soient pris égaux et parallèles, cl par 
conséquent que le lien MM' ait précisément pour longueur la 
distance CC. 

Dans ces conditions, les vitesses angulaires des arbres (C) 
et (C) seront évidemment égales et de même sens. C'est le 



CHAPITRE II . SYSTÈMES ARTICULÉS. 2 2 7 

seul cas où il soit possible d'obtenir un rapport constant de 
vitesses par l'emploi d'un lien rigide. 

Accouplement des roues de locomotives. — Une locomotive 
ordinaire repose sur trois paires de roues, entre lesquelles son 
poids se trouve inégalement réparti. L'un des essieux, qui porte 
le nom ÔL essieu moteur, est mis directement en mouvement 
par la machine; et l'adlierence des roues correspondantes sur 
les rails, par un effet analogue à ce qui se produit dans la 
transmission par cylindres de friction, détermine le mouve
ment de progression du corps de la machine et du train qui 
s'y trouve attelé. 

Seulement, quand la résistance du train est trop considé
rable, la locomotive patine, c'est-à-dire que ses roues tournent 
surplace, malgré le frottement de la jante sur le rail. Du mo
ment que cet effet se produit, il ne servirait à rien d'augmen
ter la-puissance de la machine motrice; de sorte qu'il y a, 
quelle que soit cette puissance, une limite à la résistance 
qu'une locomotive donnée est capable de vaincre. Cette limite 
est le produit de la pression qui s'exerce sur l'essieu moteur 
par un coefficient qui dépend de l'état des surfaces de la roue 
et du rail, ainsi que des circonstances atmosphériques. 

Pour donner à la locomotive la puissance d'entiaîner un 
train plus considérable, ou réunit une ou deux paires de roues 
portantes avec les roues motrices, au moyen de bielles d'ac
couplement disposées comme nous l'avons indiqué tout à 
l'heure. L'effet de ces bielles est d'obliger toutes les roues 
couplées à tourner en même temps que les roues motrices, 
de sorte que la machine ne peut plus patiner sans vaincre le 
frottement qui se développe à la jante de toutes les roues soli
daires, et que la limite dont nous avons parlé se trouve reculée. 

Des points morts. — Considérons deux manivelles égales, 
CM, C,M, {Pl.XriII,Jig.i")> reliées parla bielle d'accou
plement MM,. Pour chaque position CM du premier rayon, l'ex
trémité opposée du lien peut occuper sur la circonférence (C;) 
deux positions différentes, M,, M'; en sorte qu'on peut dispo
ser les trois liges données de deux manières bien distinctes : 
la figure CMM.C, répond à deux vitesses angulaires égales et 
de même sens, et l'autre arrangement à des vitesses opposées, 
dont le rapport est variable. 

i 5 . 
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Les points M, et M' coïncident quand le point M est en A 
ou en B. Les deux rayons sont alors couchés sur la ligne des 
centres, et il se présente une circonstance remarquable : c'est 
que si l'on considère, par exemple, le rayon CA marchant 
dans la direction de CM, il y a indécision au point de vue 
géométrique sur le mouvement que prendra le deuxième 
rayon C,A, : rien ne l'oblige à se diriger vers C,M, plutôt que 
vers Ci M'. Une fois d'ailleurs que le premier pas est fait dans 
un sens ou dans l'autre, le mouvement persiste nécessaire
ment, pendant un demi-tour de chacune des deux roues; après 
quoi la même incertitude se reproduit, et ainsi de suite. 

Si l'on veut que la régularité de la marche d'un mécanisme 
de ce genre ne soit pas compromise périodiquement chaque 
fois que les extrémités des rayons se trouveront sur la ligne 
des centres, il est indispensable d'employer un artifice parti
culier pour le passage de ce qu'on appelle les points morts. 
Dans les locomotives, il y a une bielle d'accouplement de 
chaque côté de la voie; les articulations des deux bielles sont, 
pour un même essieu, disposées sur deux rayons rectangu
laires CM, Cm, de sorte que, quand l'une d'elles est au point 
mort, l'autre a nécessairement dépassé ce point. 

Tiges et varlets. — Le système d'une suite de tiges et de 
bras en bois (PI. XVII, fig. 178) a été longtemps employé dans 
l'art des mines pour transmettre à une grande distance le 
mouvement produit par une chute d'eau (*). Quand le terrain 
est ondulé, la transmission se compose de plusieurs tiges 
rigides successives, soutenues par des varlets AB articulés 
d'autre part dans des supports fixes. Enfin des leviers coudés 
CDE servent à changer la direction du mouvement. Ces appa
reils, qui ferraillent beaucoup, développent des frottements 
considérables. 

Renvois de sonnettes. — On peut encore rattacher à ce pa
ragraphe le petit mécanisme des sonnettes d'appartement; les 
bielles sont remplacées par des fils de fer, lesquels doivent 
toujours être tirés. 

(*} L'ancienne machine de Marly, établie en 1682, faisait ainsi marcher 
des pompes situées à une distance de C3; mètres. !Sous verrons dans le pa
ragraphe suivant, la véritable solution du problème de la transmission du 
mouvement à de grandes distances. 
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g V. — TROISIÈME GENRE. — TRANSMISSION PAR L'INTERMÉDIAIRE 

D'UN LIEN FLEXIBLE. 

Les cordes, chaînes ou courroies, qu'on emploie dans l'in
dustrie pour réaliser avec plus ou moins d'approximation la 
fiction géométrique, d'un fil parfaitement flexible et inexten
sible, établissent une liaison entre deux corps dont les mou
vements ont des directions tout à fait arbitraires. 

C'est ainsi que, s'il s'agit d'imprimer à des corps pesants une 
vitesse verticale ascendante, comme pour tirer de l'eau d'un 
puits ou pour élever des matériaux à la partie supérieure 
d'un mur en construction, il serait peu commode pour un 
homme, et tout à fait impossible pour un cheval, d'exercer 
directement son action motrice dans la direction obligée de la 
vitesse que doit prendre le fardeau à élever. En suspendant 
celui-ci à l'extrémité d'une corde, on peut, au moyen d'ap
puis fixes convenablement disposés, amener l'autre bout de 
la corde dans la direction que l'on voudra; par exemple : 
l'homme s'arrangera de manière à tirer à peu près verticale
ment de haut en bas, le cheval sera attelé à des traits sensi
blement horizontaux; et chaque agent se trouvera dans les 
conditions qu'une expérience bien des fois séculaire a fait 
adopter universellement comme les plus favorables au déve
loppement de sa puissance motrice. 

Poulies. — Pour changer la direction d'une corde tirée par 
une de ses extrémités, on fait usage d'une poulie (*) dont la 
chape est accrochée à un point fixe (PI. XIX, fig. 179) : on 
diminue ainsi considérablement le frottement qui se déve
lopperait si la corde était obligée de glisser sur une surface 
immobile (** ). Une pareille poulie, qui tourne autour d'un axe 

(*) Une seule poulie suflit quand les directions des deux brins de la corde 
convergent en un point. Quand ces deux lignes ne se rencontrent pas, ou que 
le point de concours est trop éloigné, on trace une ligne arbitraire qui coupe 
les premières en deux points convenables, et on place une poulie près de 
chaque point d'intersection. (PONCELET, Mécanique industrielle.^ 

(**) Nous verrons dans la I \ e Section qu'il se développe un frottement 
énorme quand une corde ou une courroie glisse sur une surface cylindrique 
lise, ou inversement, quand une jante cylindrique tourne sous l'étreinte d'un 
"en flexible immobile. On utilise cette propriété dans la construction du frein 
te grues, etc.. 
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invariable, s'appelle poulie fixe. Eu vertu de l'inextensibilité 
de la corde (ce qui veut dire pratiquement : dans'les limites oà. 
cette inextensibilité pourra être admise], la vitesse du point 
auquel est appliquée la puissance est égale à la vitesse du poids 
qu'on élève; la poulie fixe n'a donc pas pour effet de changer 
la grandeur de la vitesse d'un point, mais seulement la direc
tion de cette vitesse : c'est ce qu'indique la dénomination de 
poulie de renvoi. Cette loi est vraie quels que soient le nombre 
et la disposition des poulies fixes. 

Poulie mobile. —• Une poulie est dite mobile, quand la 
chape qui porte son axe est elle-même en mouvement. Dans 
ce cas, le fardeau est accroché à la chape de la poulie {PI. XIX, 

•fig. 180); quant à la corde, arrêtée en un point situé verticale
ment au-dessus du pirtts, elle descend jusqu'à l'endroit où se 
trouve le poids à enlever, remonte après avoir embrassé la 
moitié de la circonférence de la poulie mobile, et s'intléchit, 
s'il y a lieu, une deuxième fois sur une poulie de renvoi, pour 
redescendre enfin aboutir dans la main du manœuvre qui 
remplit la fonction de moteur. 

Pour avoir la loi des vitesses dans la poulie mobile, nous 
supposerons les trois brins verticaux : il est alors facile de 
voir que, pour une élévation donnée du poids, chacun des 
deux cordons qui le supportent a diminué d'une quantité 
égaie, et que le biin qui reste libre s'est allongé de la somme 
de ces deux longueurs ou du double de l'une d'elles; donc la 
vitesse de l'extrémité courante est double de celle de l'axe de 
la poulie mobile. En multipliant le nombre des poulies mo
biles, on arrive, comme nous le verrons, à réduire la vitesse 
du moteur dans une assez forte proportion.-

Treuils et cabestans. — Souvent la corde destinée à tirer un 
corps, mobile dans une direction quelconque, s'enroule autour 
d'un cylindre monté sur doux tourillons; et le moteur, au lieu 
d'agir directement sur la corde, communique au cylindre un 
mouvement de rotation autour de son axe. 

Cet axe est horizontal dans le treuil, vertical dans le cabes
tan : les deux appareils fonctionnent d'ailleurs identiquement 
de la même manière, comme organes de transmission de 
mouvement. En admettant toujours la parfaite inextensibilite 
de la corde, la vitesse du corps auquel celle-ci est attachée est 
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école à la vitesse à la circonférence du treuil. La corde s'cn-
roulc par spires contiguës; et, si le treuil est cylindrique, le 
rapport de la vitesse d'un point de la partie rectiligne de la 
corde à la vitesse angulaire du treuil est constant ('). 

Courroies sans fin. 

Mais c'est principalement sous la forme de cordes ou cour
roies sans fm que l'industrie fait un grand usage des corps 
flexibles, pour établir une liaison entre deux solides eu mou
vement. Considérons seulement le cas où il s'agit de deux so
lides assujettis à tourner chacun autour d'un axe fixe, et sup
posons d'abord que les deux axes de rotation soient parallèles. 
La courroie s'enroule sur deux surfaces convexes fixées res
pectivement aux deux arbres tournants; elle présente entre 
ces deux surfaces une portion rectiligne qui doit rester con
stamment tendue : condition indispensable au fonctionnement 
de ce mode de transmission. 

Nous avons vu dans la I " Section (p. 118) comment on 
détermine le rapport des vitesses angulaires de deux solides 
rattachés par un (il tendu. Quels que soient- les profils d'en
roulement, le rapport qui nous occupe peut être 'constant, 
pourvu que la tangente commune aux deux profils, tangente 
qui représente la partie rectiligne de la courroie ou sou pro
longement, vienne couper la ligne des centres en un point 
fixe. Mais en pratique, on prend toujours pour les sections des 
poulies deux cercles centrés sur les axes : ces courbes satis
font évidemment à la condition nécessaire et suffisante pour 
!a constance du rapport des vitesses angulaires, et il résulte de 
la théorie que ce rapport est l'inverse du rapport des rayons 
des poulies. 

Il suit de là que, pour établir une transmission de niouve-

(*) Ces appareils où le rapport de vitesse est constant ont im grave incon
vénient dans le cas où, comme dans certaines mines de charbon, le S'ardeau 
à extraire est lourd et la profondeur du puits considérable; eti etlet, le poids 
du câble acquiert une importance relative très-notable, de sorte qui; la charge 
a élever varie beaucoup. 11 y a alors avantage à s'adresser aux appareils à 
rapport variable, qui l'cront l'objet du chapitre suivant. 
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ment par courroies, entre deux arbres parallèles donnés, il 
suffit d'installer sur ces arbres deux poulies circulaires, dont 
les rayons soient dans une raison inverse du rapport des vi
tesses angulaires qu'on veut obtenir : ces rayons n'ont aucune 
relation avec la distance qui sépare les axes. 

La courroie, convenablement tendue, fait un demi-lour en
viron sur chaque jante; elle forme, comme on dit, courroie 
sans fin, passant d'une poulie sur l'autre, et revenant sur la 
première se raccorder à son point de départ au moyen d'une 
boucle ou d'une suture. La courroie peut être droite ou croi
sée : c'est-à-dire que ses parties rectilignes peuvent être di
rigées suivant les tangentes communes extérieures ou inté
rieures des deux cercles (*); dans le premier cas, les deux 
mouvements ont lieu dans le môme sens; dans le second, 
ils s'effectuent en sens inverse. 

Poulies folles. — En général, dans une manufacture, la ma
chine motrice communique directement le mouvement à un 
arbre de couche qui règne dans toute l'étendue du bâtiment, 
soit au plafond, soit sous terre, et qui transmet à son tour le 
mouvement, par un grand nombre de courroies, aux diverses 
machines-outils de l'atelier. Chacun de ces outils est confié à 
un ouvrier spécial, qui doit pouvoir le faire marcher ou l'ar
rêter à sa volonté ( **), sans se préoccuper de ce qui se passe 
dans le reste de l'usine. 

Pour cela l'arbre de l'outil porte, outre la roue calée sur la
quelle passe la courroie qui lui donne le mouvement, une 

(*) II y a deux manières de croiser les courroies : l 'une de ces manières laisse 
le plan de la courroie toujours parallèle aux axes de rotation, de sorte qu'au 
point où les deux brins se rencontrent, ils se présentent la tranche et tendent 
à se couper. L'autre, manière consiste à retourner chaque brin, de l'aeon que 
ce soit la même lace de la courroie qui touche les deux poulies. Les deux brins 
se rencontrent comme précédemment ; seulement, à l 'endroit de cette ren
contre-, tous* deux sont perpendiculaires aux axes de rotation, et par consé
quent ils ne se présentent pas la tranche, mais la lace, et ne tendent nulle
ment à se couper. Comme une courroie a toujours une l'ace lisse et une face 
rugueuse, cette manière de croiser présente encore un autre avantage, en ce 
qu'elle permet que ce soit toujours la face rugueuse qui porte sur les poulies. 

(**; L'action par laquelle une machine se trouve tout à coup mise en rela
tion avec le moteur s'appelle embrayage, l 'opération inverse se nomme dé
brayage ou désernbraj-age. 
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seconde poulie dite poulie folle, de même diamètre que la 
poulie motrice, mais pouvant tourner indépendamment de 
l'arbre. Quand l'ouvrier veut arrêter sa machine, il fait passer 
la courroie sur la poulie folle au moyen d'une fourchette (*). 
L'arbre, qui ne reçoit plus de force motrice, ne tarde pas à 
s'arrêter; mais la courroie continue son mouvement, et il 
suffit, par un mouvement inverse de la fourchette, de la faire 
repasser sur la poulie motrice, pour remettre immédiatement 
la machine en activité. 

Une pareille transmission fonctionne avec une grande dou
ceur, sans bruit, sans vibrations, et s'installe avec beaucoup 
plus de facilité qu'un engrenage : aussi les courroies sont-elles 
fort employées par l'industrie. Seulement, comme elles sont 
sujettes a glisser sur les poulies, quand la résistance est trop 
grande, elles ne peuvent convenir aux cas où la condition prin
cipale de la transmission est une relation constante bien exacte 
entre les mouvements des deux arbres. 
. D'ailleurs, pour peu qu'une courroie soit tendue, il faut, 

comme nous l'avons déjà dit, une force énorme pour vaincre 
son frottement sur un cylindre fixe, de sorte que le danger 
du glissement sera en général peu important, excepté pour 
les mécanismes qui exigent une grande précision. 11 y a plus : 
la seule possibilité de ce glissement, maintenu dans des li
mites convenables par une tension modérée, est une pro
priété très-précieuse du mode de liaison que nous étudions, 
quand la résistance est sujette à éprouver brusquement des 
variations importantes : le glissement qui se produit alors est 
une garantie contre des accidents plus graves. 

Des appareils nommés tendeurs servent à régler la tension 
et à lui donner une valeur suffisante pour empêcher le glisse
ment, sans toutefois la rendre assez forte pour fatiguer les 
arbres et leurs supports. On emploie assez généralement une 
poulie, dile poulie de tension, dont.la chape est fixée à l'une 
des branches d'un levier de forme quelconque, tournant au
tour d'un axe fixe. L'autre branche du levier est chargée de 

(*) II faut remarquer que la fourchette doit toujours a[;ir sur le brin qui 
arrive sur la poulie et non sur celui qui la qui t te ; nous verrons l'explication 
de ce l'ait. 
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poids qui pressent la poulie contre la courroie, il est facile 
de régler la tension en faisant varier la distance de la charge 
au point d'appui du levier. 

Forme des poulies pour courroies. — On pourrait donner 
aux poulies qui portent des courroies la forme cylindrique : 
on s'opposerait au déplacement latéral en terminant la poulie 
de chaque côté par une joue de plus grand rayon que la jante 
proprement dite. 

Il vaut mieux former la poulie de deux troncs de cône ac
colés par leurs grandes bases, ou, en général, prendre pour 
la génératrice de la surface de la jante un profil convexe. Pour 
justifier cette forme, considérons une courroie placée sur une 
poulie conique ( PL XIIII, Jig. 181). Le côté le plus rapproché 
du sommet tourne moins vite que l'autre; par suite la courroie 
tend à se placer obliquement, et le brin qui s'enroule cherche 
à se rapprocher de la base du cône; par conséquent, avec la 
forme bi-conique, la courroie se maintiendra d'elle-même au 
milieu de la poulie. Sur une poulie plate munie de deux re
bords, on aurait, au contraire, des mouvements irréguliers de 
la courroie contre ces rebords. 

Cordes et chaînes. 

C'est presque toujours aux courroies qu'on a recours comme 
organe flexible de transmission de mouvement. Les cordes ne 
se rencontrent guère que dans certains mécanismes grossiers : 
les poulies sont alors anguleuses et pourvues de deux rebords. 
Quant aux poulies de renvoi, pour lesquelles il n'y a pas lieu 
de se préoccuper du glissement, leur section est en forme de 
gorge proprement dite, ou demi-circulaire. 

Les câbles en chanvre ou en aloès sont au contraire d'un usage 
très-fréquent dans la marine et dans l'art des mines. Un câble 
d'extraction est généralement plat comme une courroie; il est 
formé de quatre, cinq ou six aussières cousues ensemble, et 
s'enroule sur une bobine, de manière que les spires se recou
vrent successivement. 

Les chaînes en fer sont assez peu usitées, sauf quelques 
circonstances spéciales. 

L'industrie emploie la chaîne ordinaire, la chaîne à la Van-
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canson, et la chaîne de Galle. Les poulies <jui reçoivent -ces 
diverses chaînes sont dentées {fig. 182), car on ne saurait 
compter sur l'adhérence des surfaces pour prévenir le glisse
ment; en conséquence, l'un des brins de la chaîne seulement 
est tendu : l'autre pend librement au-dessous des poulies. 
L'inconvénient de toutes les chaînes, c'est que, par suite de 
la tension, les anneaux s'allongent, et la chaîne ne cadre plus 
avec la poulie : on entend alors une succession de chocs, 
chaque fois qu'un anneau est saisi par une des saillies de la 
roue. 

Câbles en fer. — Les câbles en l'or s'emploient aujourd'hui 
très-avantageusement, sous forme de câbles sans fin, pour 
transmettre le mouvement à de grandes distances : c'est-à-dire 
à des distances pouvant varier de 100 à i5oo mètres, et 
même au delà. Ces câbles sont formés de fils de fer enroulés 
en hélice, et renferment généralement une âme en chanvre. 

Tous les i5o mètres environ, il faut soutenir les deux brins 
du câble au moyen de.poulies en bois ou en fonte {Jig. 183). 
La gorge de ces poulies-supports est plate, et recouverte d'une 
courroie dont les extrémités viennent s'arrêter dans l'inté
rieur de la. poulie, au moyen d'une ou deux entailles. Mais 
la courroie, laminée par la pression du' câble, est exposée 
à se détendre, par suite à s'user rapidement; et il est préfé
rable, d'après M. Hirn, l'inventeur (le ces nouvelles trans
mission», de garnir la gorge de la poulie par de la gutta-percha 
matée dans une entaille en queue d'aronde {Jig. i83 bis.}. Le 
câble se promène librement d'une joue à l'autre de la poulie, 
sur laquelle il est maintenu par deux rebords. 

Il semble que la roideur du câble dépende plutôt du dia
mètre du fil de fer que de celui du câble lui-même : aussi 
a-t-on adopté comme règle pratique, que le diamètre des pou
lies doit être 2000 fois le diamètre du fil de fer employé pour 
la fabrication du câble. 

La tension du câble est produite par la partie qui forme 
librement chaînette au-dessous des poulies {Jig. 184)- Cette 
portion n'est qu'une fraction du brin inférieur du câble, quand 
les deux poulies extrêmes ne sont pas au même niveau : on 
doit tenir, compte de cette circonstance dans le calcul de la 
longueur à donner au câble. 
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Liaison de deux poulies dont les plans ne coïncident pas. 

Quand on veut relier au moyen d'une courroie deux arbres 
tournants qui ne sont pas dans le même plan, il faut en géné
ral, outre les poulies de transmission calées sur chacun des 
deux arbres, employer deux poulies fixes de renvoi [jïg. i85). 

Soient A et B les poulies calées sur les arbres donnés, C l'in
tersection des plans de ces poulies supposées sans épaisseur : 
il faut, pour que la courroie ne soit pas sollicitée à se déta
cher des deux jantes, qu'un brin rectiligne quelconque soit 
dans le plan de chacune des deux poulies qu'il réunit. On 
atteint ce but en installant deux poulies de renvoi D, E, auprès 
de l'intersection C, de façon que le brin AD soit dans le plan 
de la poulie A, que celui qui va de D en B soit dans le plan 
de la poulie B, enfin que D soit dans le plan des deux lignes 
AD et DB. De môme pour la poulie E. De celte manière, 
chaque poulie est dans le plan des deux brins de courroie qui 
la touchent, et la transmission fonctionne indifféremment 
dans les deux sens. 

Quand cette dernière condition n'est pas imposée, on peut 
supprimer les poulies de renvoi, en ayant égard aux considé
rations suivantes. L'observation prouve que le brin qui arrive 
sur une poulie doit nécessairement être dans le plan de celte 
poulie, tandis que le brin qui quitte la poulie peut sans incon
vénient sortir de ce plan {*). Partant de là, soient A et B les 
deux axes donnés [PI. XIX, fig. i85 bis), MN la perpendicu
laire commune à ces axes; prenons mp, nq, perpendiculaires 
à A, B, et respectivement égaux aux rayons des deux poulies, 
de manière que la ligne mn, parallèle à la perpendiculaire 
commune, soit tangente à la fois aux deux cylindres décrits 
autour des axes avec les rayons respectifs des poulies; enfin 
plaçons la courroie comme l'indique la figure : nous aurons 
une disposition dans laquelle le mouvement ne peut avoir lieu 
que dans le sens indiqué par les flèches. Dans l'autre sens, la 
courroie tomberait immédiatement. 

(*) G'fsl pour cela qu'on n 'obtiendrait aucun résultat si , contrairement a 
la règle que nous avons donnée, on taisait agir une fourchette d'embrayage 
sur le deuxième brin et non sur le premier. 
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Influence de l'allongement des courroies sur le rapport 
des vitesses (* ). 

On comprend facilement que, dans une transmission par 
courroie, le brin conduisant possède une tension T, supé
rieure à la tension t de l'autre brin. Or la matière de la cour
roie est élastique et s'allonge proportionnellement à la ten
sion qu'elle supporte. Soit l la longueur de courroie qui 
s'enroule dans un temps 9 sous la tension t sur la poulie 
conduite : la même quantité, lorsqu'elle se déroule sous la 
tension T, est représentée par une longueur plus grande L; 
le rapport de L à l est donné par la relation 

L _ i -4- «T 
/ I - f • X t 

y. étant le coefficient d'allongement de la courroie (**). 
Or, il faut, pour qu'il n'y ait pas accumulation de la matière 

de la courroie d'un certain côté, que la même quantité de cette 
matière passe dans le même temps sur les deux poulies ; 
donc les longueurs qui se développent simultanément de 
la poulie motrice et de la poulie conduite sont dans le rap
port de L à / : et l'on a, au lieu de la relation admise 

M 11=0/II ' , 
l'équation 

MTI _ L _ i 4- xT 
o / I l ' - 7 — i + Z ( ' 

R, M, étant le rayon et la vitesse angulaire de la poulie mo
trice, IV,&/ les quantités analogues pour la poulie conduite. 

Le rapport des vitesses angulaires n'est donc pas tout à fait 
réciproque du rapport des rayons. En calculant le diamètre des 

(*) Noie de M. Kxetz, ingénieur des tabacs {Annales des Mines, Ge série, 

<• ». P- 73). 

(**) Si S est la section de la courroie en millimètres carrés, on a, suivant 
Ve la courroie est neuve ou qu'elle a déjà servi quelque temps : 

0"' ,5I 0 " \ l 6 
a. = —-—• ou a = — j — • 
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poulies par la règle ordinaire, on aurait, après plusieurs trans
missions de mouvement, une vitesse notablement inférieure 
à la vitesse calculée. L'expérience a montré qu'il faut, pour 
tenir compte de la circonstance signalée par M. Kreiz, aug
menter d'un cinquantième le diamètre des poulies motrices, 
ou réduire dans la même proportion le diamètre des poulies 
conduites. 

Appendice. — Transmission par l'intermédiaire d'un liquide. 

C'est au paragraphe actuel qu'il convient de rattacher les 
machines dans lesquelles la communication du mouvemem 
s'effectue par l'interposition d'un corps liquide. 

Presse hydraulique. — La presse hydraulique, dont l'inven
tion est due à Pascal, et dont les applications prennent un 
développement de jour en jour plus considérable, se compose 
de deux corps de pompe cylindriques réunis par un tuyau : 
un pislon se meut dans chacun des deux cylindres. Quand l'un 
des pistons s'enfonce, il refoule une certaine masse d'eau qui 
passe dans le deuxième corps de pompe, au moyen du tuyau 
de communication : par suite, le pistou correspondant se sou
lève. Or, en vertu de l'incompressibilité du liquide, le volume 
contenu dans le premier cylindre a diminué d'une quantité 
précisément ('gale à l'augmentation de volume du second; 
si donc S et S' sont les seciions des deux cylindres, c et c' les 
vitesses des deux pistons, on a 

t,'S= v' $. 

Balancier hydraulique. — Quand les deux corps de pompe 
ont même diamètre, les vitesses des deux pistons soin les 
mêmes : l'appareil a simplement pour effet d'obliger ces deux 
pistons à prendre simultanément des vitesses égales, et géné
ralement de sens contraire. Il porte alors le nom de balancier 
hydraulique. 
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CHAPITRE III. 

COMBINAISONS DES ORGANES A RAPPORT DE VITESSES CONSTANT : 
ROUES, TAMBOURS ET POULIES. 

| V I . TlJAÎXS OU EQUIPAGES ORDINAIRES DE ROUES DENTEES 

ET DE POULIES. 

Il arrive rarement qu'on puisse, dans une machine, établir 
une liaison directe entre le récepteur et l'outil, par le moyen 
d'un des organes simples dont nous avons exposé la théorie 
dans le chapitre précédent. Le plus souvent on est obligé de 
combiner plusieurs engins convenablement choisis, et c'est 
ainsi seulement qu'on parvient à résoudre les divers pro
blèmes relatifs à la transmission uniforme du mouvement, 
dans les conditions les plus variées. 

Exposons brièvement les principes généraux qui servent de 
guides aux mécaniciens dans l'étude du projet d'une machine 
complexe {* ';. 

Equipages de roues dentées. — Les plus petits pignons em
ployés dans l'horlogerie sont des pignons de G ailes (il est 
même préférable de ne pas descendre au-dessous de 8); quant 
aux roues, on leur donne rarement plus de 120 à i5o dents. 
Le rapport des vitesses de deux arbres liés par un engrenage 
simple se trouve donc pratiquement renfermé dans des li^ 
mites assez étroites (**). Pour obtenir un rapport de vitesses 
quelconque, il faut procéder de la manière suivante. 

Le premier arbre {Pi. XIX, fi g. 189} porte un pignon a, 
lequel engrène avec la roue A, fixée sur un arbre intermé-

(*) Celle partie du Cours n'est qu 'un extrait abrégé du chapitre YII des 
trinciphs of Mcchanism. 

(**) On ne gagnerait rien, comme nous l'avons vu, sous le rapport de la 
vitesse, à interposer entre ces deux arbres une ou plusieurs roues du genre de 
celles que nous avons appelées parasites, roues dont l'effet est seulement de 
changer le sens du mouvement transmis. 
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diaire ; sur ce même arbre intermédiaire se trouve un deuxième 
pignon b, qui transmet à son tour le mouvement à l'arbre de 
la roue B : cette roue sera, si l'on veut, la roue extrême du 
train que nous considérons. 

Adoptons l'usage de représenter le nombre des'dents d'une 
roue par la lettre même qui nous sert à désigner cette roue : 
le rapport de la vitesse de l'arbre intermédiaire à celle du pre
mier arbre sera, en tenant compte du changement de sens, 

a _ 
" ~ Â ; 

on aura de même, du dernier arbre à l'arbre intermédiaire, le 
rapport 

b 

Donc le rapport des vitesses des arbres extrêmes est égal à 
la fraction 

ab_ 
AB* 

S'il y avait un plus grand nombre d'arbres, on arriverait à ré
duire la vitesse dans une proportion plus considérable, le nip
pon des vitesses extrêmes étant toujours déterminé de !a 
même manière. 

Canons.-— Les arbres {«) et (B)sont quelquefois concen
triques : c'est le cas qui se présente dans la minuterie des 
horloges; l'un de ces arbres est creux, et prend le nom de 
canon. 11 tourne sur l'autre à frottement doux. 

On peut aussi relier deux roues dont les arbres sont concen
triques, en n'employant qu'une seule roue d'angle [fig. 190); 
l'arbre intérieur et le canon tournent alors en sens inverse, 
tandis qu'avec le dispositif de la Jig. 189 les deux rotations 
sont de même sens {*]. 

(*) Il faut remarquer que la roue ( a ) de la fi^. 190 est une roue parasite, 
de sorte que le rapport des vitesses des deux roues a et A dépend uniquement 

du rapport —• Rien n'empèohe d'ailleurs d'avoir sur l 'arbre intermédiaire, -u 

lieu de la roue unique K, une roue B et un pignon b; le rapport des v i te^c 

• , a b 

serait alors — • 
A ri 
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On appelle raison d'un système de rouages le quotient s de 
la vitesse du dernier arbre par celle du premier; soit 

a.b.c... 
e~ ATB7C™ : 

c'est le rapport du produit des nombres de dents des pignons, 
au produit des nombres de dents des roues, quel que soit 
l'ordre dans lequel ces divers éléments se trouvent disposés. 
Quand le train comprend une vis sans fin, celle-ci compte 
pour lin pignon à une seule dent (à n dents si la vis est à n 
filets). 

On représente un train de roues dentées sans figures, en 
indiquant seulement les axes géométriques des rouages, et 
inscrivant sur ces axes les nombres de dents correspondants : 
on a soin de placer l'un au-dessous de l'autre les nombres 
qui se rapportent à deux roues engrenant ensemble. 

Le diagramme suivant représente une horloge à secondes : 

Roue d'échappement. 3o 

Roue moyenne 

Roue motrice.. . 

Le mouvement est communiqué de la roue motrice à la roue 
d'échappement, par le moyen de deux pignons de 6 dents, et 
de deux roues comptant l'une 45, l'autre 4^ dents. 

La roue d'échappement est réglée à raison d'un tour par 
minute, et c'est sur l'arbre de celte roue qu'est fixée l'aiguille 
des secondes. Il résulte du tableau que la roue motrice fait 
un tour par heure, car le rapport de sa vitesse à celle de la 
roue d'échappement est donné par la fraction 

__ 6 x 6 _ i 
E —45x4» — 6 o ' 

Enfin cette même roue motrice transmet encore le mouve-
mînt, d'une part à l'aiguille des minutes au moyen de deux 

I. " * 16 

45-
. / ! 8 -

Aig. des sec 

Aig. dos min. 

Aig. des h . 
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roues de 2.5 dents, d'autre part à l'aiguille des heures au 
moyen d'un pignon de 6 dents et d'une roue de 72. 

Il ne suffit pas d'avoir la valeur absolue du rapport des 
rotations des arbres extrêmes d'un train : il faut encore con
naître la relation qui existe entre les sens des mouvements 
de ces arbres (*). La règle est extrêmement simple, tentes 
les fois qu'on a seulement affaire à des engrenages cylin
driques extérieurs ou intérieurs; mais chaque paire de roues 
coniques, et chaque vis sans fin, nécessite un examen spé
cial. Dans tous les cas, avec un peu d'attention, on trouvera 
sans peine les lois de la transmission du mouvement de rota
tion, dans un équipage de roues dont tous les axes sont fixes. 

Notions sur le calcul des rouages. — Quand on se propose 
au contraire d'établir un train, propre à réaliser un rapport 
de vitesses donné, le problème qui consiste à déterminer le 
nombre des arbres intermédiaires et les proportions des di
verses roues présente dans la plupart des cas de très-grandes 
difficultés, et ne peut être résolu que par une série de tâtonne
ments souvent longs et pénibles. 

Voici quelques exemples de calculs de ce genre. 
Horloge à secondes. — Pour relier, dans une horloge, l'aiguille 

des secondes à celle des minutes, il est indispensable de re
courir à un arbre intermédiaire, afin d'éviter à la fois l'emploi 
d'une roue à dents trop nombreuses, et l'engrenage intérieur 
qui serait nécessaire si l'on voulait, conformément à l'usage, 
faire tourner les deux aiguilles dans le même sens. 

Nous avons indiqué tout à l'heure le train 

6 
45 6 

tfi 

qui fournit une première solution du problème. 

[*) Quand ces deux arhros sont parallèles, il est commode d'alfcder ; <!" 
signe -I- ou du signe —, selon que les deux rotations sont de même sens ou 
de sens contraires. 
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Mais, les pignons de 6j ailes étant assez défectueux, il est 
préférable de ne pas descendre au-dessous de 8 ailes, et d'em
ployer, par exemple, l'un^des deux trains : 

s 
fio S 

6:1 

dont la raison est aussi égalera + TT— 
DO 

Pour établir un système de rouages, il est indispensable 
d'avoir le rapport e sous la forme d'une fraction rationnelle 

a.b.c .. . 
A . B . C . . . ' 

dont les deux termes soient décomposés en facteurs compris 
entre les limites que nous avons indiquées; et par consé
quent, si l'un des termes de s possède un facteur premier 
considérable, on est obligé de se contenter d'une approxi
mation. 

Horloge lunaire. — Considérons deux aiguilles, l'une mar
quant les heures sur un cadran ordinaire, l'autre faisant un 
tour complet dans la durée d'une lunaison : soit 29Ji2h44m-
On a 

720 180 

42^24 IO63I 

et IO63I est un nombre premier. 
Le rapport 

, _ 720 _ 8 x 8 
6 ~ 4252.4 + 1 — 54 x 70 

correspond à un train facile à exécuter, lequel est en erreur 
d'une minute par lunaison. 

Méthode des fractions continues, — Quand les deux termes 
du rapport s sont de très-grands nombres, on développe ce rap
port en fraction continue; et on cherche, parmi les réduites 
successives, une fraction fournissant à la fois une décomposi-

16. 

9r» '4 
io5 
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tion convenable et une approximation suffisante. Cette mé
thode, indiquée pour la première fois par Huygens, est basée 
sur la propriété qu'ont les réduites d'exprimer une approxi
mation donnée avec les plus petits entiers possibles. 

Application. — Supposons qu'on veuille construire une 
horloge donnant à la fois le temps sidéral et le temps moyen. 

L'un des procédés pour arriver à ce résultat consiste à placer 
derrière l'aiguille des heures un cadran mobile plus petit que 
le cadran ordinaire, et concentrique avec lui. L'aiguille faii 
sa révolution en 24 heures solaires, et marque le temps moyen 
sur le cadran fixe; elle indiquera en même temps l'heure sidé
rale sur le cadran mobile, si l'on s'arrange de manière à donner 
à celui-ci un mouvement rétrograde de 3m56s,555 = 236%555 
par jour moyen. 

Comme le cadran contient 86400 secondes, le rapport de ia 
vitesse de l'aiguille à celle du cadran est 

86400000 r 288000 

s36555 4 7 î ' l 

La fraction -^——•, réduite en fraction continue, donne les 
4 7 3 n 

résultats suivants : 

Quotients. . . 6, n , 2, 3 , 1, 152, . . . 

6 67 140 487 627 
Réduites. 

La réduite 

1 1 1 ' 2 3 80 ' i o 3 

627 _ 3 x n X i c ) _ 6 6 x 76 
io3 io3 io3 X 8 

fournit une grande approximation. 
L'important n'est pas précisément d'avoir de petits nombres 

pour les deux termes de la fraction qui exprime la raison d'un 
rouage à établir; il faut surtout que ces nombres soient décom-
posables en facteurs. Aussi, quand on ne trouve pas de frac
tion satisfaisante parmi les réduites, faut-il avoir recours à des 
fractions moins simples, parmi lesquelles il s'en rencontrera 
souvent de plus avantageuses pour l'objet qui nous occupe. 
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Soient- et —. deux réduites consécutives (lesquelles com-
q qt 

prennent, comme on sait, la valeur exacte de la fraction 
continue); la différence de ces deux réduites s'exprime par 
une fraction qui a pour numérateur l'unité, et pour dénomi
nateur le produit des dénominateurs q, qx. C'est uniquement 
à cette circonstance que les réduites des fractions continues 
doivent leur propriété arithmétique fondamentale; et du mo-

CL C 

ment que deux fractions quelconques T> -,•> satisfont à la re

lation 
a c , i 

W b~d = :i=bd' 
toute fraction comprise entre celles-ci aura nécessairement des 
termes plus considérables. La réciproque de celte proposition 
est vraie. 

Cela posé, quel que soit le procédé par lequel on soit arrivé 
et c 

à la découverte des fractions ri -,•> il est facile de reconnaître 
o a 

que la fraction -. -. jouit, par rapport à chacune de celles-ci, 

de la propriété qu'exprime l'équation (i) : donc elle est la plus 
simple des fractions intermédiaires, capables de représenter le 
rapport donné. M. Brocot (*) a fondé sur cette remarque une 
méthode élémentaire pour le calcul des rouages. 

Celte méthode, qui n'exige pas la réduction préalable de 
la raison e en fraction continue, est basée sur l'emploi d'une 
table dans laquelle figurent toutes les fractions dont les deux 
termes sont inférieurs à ioo, réduites en décimales et clas
sées par ordre de grandeurs. Un rapport quelconque tombe né
cessairement entre deux fractions contenues dans la Table, et 
ces deux fractions sont évidemment les fractions ordinaires les 
plus simples, entre lesquelles le rapport donne se trouve com
pris. En ajoutant ces premières fractions terme à terme, on 
aura une expression moins simple, mais plus approchée, du 

( ) Calcul îles louages par approximation. Nouvelle méthode par Achille 
BROCOT, horloger. Paris cl Londres, 1SG2. 
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même rapport; et on continuera ainsi jusqu'à ce qu'on ait 
obtenu une fraction satisfaisante. 

Enfin, quand l'exactitude rigoureuse est indispensable, on 
est obligé de renoncer aux équipages de roues tournant sur 
des axes fixes; il faut alors introduire'dans le train des roues 
à mouvement épicycloïdal plan ou sphérique, combinaisons 
auxquelles nous arrivons dans un instant. 

Equipages de poulies. 

Quand on ne peut pas transmettre directement par une 
courroie sans fin le mouvement pris sur l'arbre de couche à 
l'arbre d'un outil, on a recours à un ou plusieurs arbres inter
médiaires. Soient r et R les rayons des poulies calées sur les 
deux premiers arbres, on a, pour le rapport des vitesses angu
laires de ces poulies, la quantité 

r 
R ' 

affectée du signe -+- ou du signe —, suivant que la courroie 
est droite ou croisée. 

Le deuxième arbre porte une seconde poulie (r, ), reliée par 
une nouvelle courroie à une poulie (R,) calée sur le troi
sième arbre, et ainsi de suite. La raison -du train est donnée 
par une formule 

r.rl.r2... 
' ^ R - R , . ^ . . . ' 

tout à fait analogue à la formule des roues dentées. Seulement, 
les rayons des poulies pouvant être dans des rapports quel
conques, on n'aura jamais de difficultés arithmétiques du 
genre de celles que nous avons rencontrées dans le calcul 
des rouages. Les poulies de renvoi, semblables aux roues 
parasites, n'ont aucune influence sur les rapports de vitesse» 
des arbres entre lesquels elles sont installées. 

Des moufles et palans. 

Les moufles ou palans, appareils fort usités, principalement 
dans la marine, se composent d'un certain nombre^de poulies 
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dont les axes sont portés par deux chapes, l'une fixe et l'autre 
mobile. Ces chapes affectent diverses dispositions [fig. 188); 
mais les propriétés essentielles de l'organe sojit les mêmes 
dans tous les cas. 

Le fardeau qu'il s'agit de soulever est attaché à la moufle 
mobile : un cordon, fixé en un point de l'une des, deux 
moufles, circule de l'une à l'autre en passant alternativement 
sur une poulie fixe et sur une poulie mobile, jusqu'à ce que 
l'extrémité libre se détache de la dernière poulie fixe pour 
aboutir, sous le nom de garant, dans la main du manœuvre 
qui cherche à soulever le poids. 

Pour avoir le rapport des vitesses, il suffit de compter com
bien il y a de cordons réunissant deux poulies. En effet, 
quand la moufle mobile s'est élevée d'une certaine quantité, 
chacun des cordons qui la supportent s'est raccourci d'autant, 
et le garant s'est allongé de la somme de tous ces raccour
cissements. Si donc on désigne par V la vitesse d'un point du 
garant, par v celle de la chape mobile, on a la relation 

(1} \ = nv, 

n étant le nombre des cordons qui vont d'une chape à l'autre : 

Dans un palan, le rapport de la vitesse du point auquel est 
appliquée la résistance, à la vitesse du point où s'exerce 
l'effort du moteur, est égal à l'unité divisée par le nombre 
des cordons. 

Equipages de moufles. — Considérons deux palans, don
nant lieu chacun à une équation de la forme (i), 

V = nv, 

V' = » V ; 

on pourra, en combinant convenablement ces deux palans, 

ohtenir les rapports nn' ou —j selon qu'on fera r = V , ou 

v = v', c'est-à-dire selon qu'on attachera la deuxième chape 
mobile au premier garant ou à la première chape mobile. On 
voit que l'une de ces dispositions donne naissance à des rap
ports fractionnaires. 
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VII. — MOUVEMENTS DIFFÉRENTIELS. 

Les équipages ordinaires de roues dentées, vis et poulies, 
n'offrent que des ressources insuffisantes, quand on veut 
que le rapport des vitesses ait une valeur extrêmement faible. 
II faut alors avoir recours à des artifices particuliers, dont 
le principe est d'avoir deux: engins en quelque sorte opposés, 
dont l'un défasse à peu de chose près ce que l'autre a fait; le 
résultat définitif est la différence des effets dus à chacun des 
deux organes agissant séparément, et il est facile de rendre 
cette différence aussi petite que l'on voudra. 

Les combinaisons de ce genre sont connues sous le nom 
de mouvements différentiels : en voici quelques exemples. 

Treuil chinois (fig. 19')- — Le corps du treuil se compose 
de deux cylindres de même axe, et de rayons R, r, placés à la 
suite l'un de l'autre et liés d'une manière invariable. Le poids 
à élever est accroché à la chape d'une poulie mobile, et les 
deux cordons qui supportent cette poulie mobile viennent 
s'enrouler en sens inverse sur les deux parties du treuil. 

Si l'on tourne la manivelle de telle sorte que la corde s'en
roule sur le plus gros des deux arbres et se déroule du plus 
petit, chaque révolution raccourcit l'un des brins rectilignes 
d'une quantité égale à 2T:R, et allonge l'autre de ir.r. On 
gagne ainsi 2:r(R — ;•), ce qui correspond pour le fardeau à 
une élévation représentée par 

R — r 
•2.T. 5 

1 

absolument comme si l'on avait un treuil ordinaire, de rayon 
égal à la demi-différence des rayons du treuil chinois. 

Seulement, quand on emploie le dernier système, on peut 
aisément rendre R — /• aussi petit qu'on le veut, tandis qu'on 
ne saurait diminuer par trop le rayon d'un treuil, de crainte 
de l'affaiblir outre mesure. Malgré cet avantage, le treuil chi
nois n'est jamais employé, à cause de la quantité de corde 
qu'il exige pour produire une élévation donnée. 

Palan différentiel. — Cet inconvénient est évité dans le 

$ 
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palan différentiel de Wilson ( PL XIX, Jig. 188 bis). Imaginons 
une sorte de treuil chinois, dans lequel les deux cylindres sont 
remplacés par deux poulies légèrement inégales, réunies dans 
une même chape qui figure la moufle fixe d'un palan. 

Les deux bouts de la corde (qu'il n'est plus possible d'arrê
ter à la manière ordinaire) viennent se réunir pour former une 
deuxième boucle, qui pend librement au-dessous du crochet 
de la poulie mobile, dont la disposition n'a pas changé. Le 
frottement suffit pour empêcher le glissement sur les poulies. 

Fis différentielle de Prony: — Considérons un cylindre 
servant de noyau à deux vis de pas différents. Les écrous de 
ces deux vis étant maintenus par des guides dans une direc
tion invariable, leur écartement varie évidemment, pour 
chaque tour, d'une quantité égale à la différence ou à la 
somme des deux pas, selon que les deux vis sont de même 
sens ou de sens contraire. 

Dans la disposition imaginée par M. de Prony {Jig. 192), l'un 
des écrous est formé de deux pièces fixes E, E : l'autre, E', 
est animé d'un mouvement aussi lent qu'on le veut. 

Les deux vis sont inverses dans le tendeur d'attelage des 
wagons: elles équivalent géométriquement à une vis unique 
de pas double, tout en offrant plus de sécurité au point de 
vue des ébranlements qui pourraient desserrer un pas trop 
allongé. 

Machine à aléser [fig. 193). — Le cylindre qu'on se propose 
d'aléser est fixe, et l'outil doit en parcourir lentement toute 
la surface intérieure. Il reçoit à cet effet un mouvement de 
rotation, qu'il s'agit de combiner avec un déplacement longi
tudinal très-lent. Or l'arbre de cet outil présente une partie 
filetée K, laquelle pénètre dans un écrou E; et, si cet écrou 
était fixe, la rotation de l'outil ferait avancer celui-ci pour 
chaque tour d'une quantité égale au pas de la vis. 

Au lieu de cela, l'écrou tourne lui-même dans le même 
sens que la vis, mais un peu moins vite. De cette façon, pour 
une rotation absolue de, la vis égale à un tour, la rotation rela
tive n'est qu'une fraction de tour, déterminée par la diffé
rence des vitesses angulaires de la vis et de l'écrou : à cette 
différence correspond une avance du burin, représentée par la 
même fraction du pas. 
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Voici le tableau du rouage différentiel qui transmet le mou
vement de la vis à l'écrou : 

Vis • 36 36 = = Écrou. 

3 7 36 

L'arbre auxiliaire est carré : ce qui permet à la roue A.' de 
tourner solidairement avec lui, tout en glissant longitudinale-
ment à mesure que la roue A s'avance par l'effet du mouve
ment de progression de la vis. 

C'est par un artifice analogue que l'arbre de l'outil reçoit 

son mouvement de rotation de l'engrenage fixe , . • 

Compteur de JVollaston. •— Il faut encore citer, parmi les 
mécanismes à mouvements différentiels, le compteur de Wol-
laslon, que nous avons décrit p. 220. Enfin on rattache assez 
souvent à cette catégorie les rouages à mouvement cpicy-
cloïdal, auxquels nous consacrons le paragraphe suivant. 

§ VIII. — THÉORIE DES TRAINS ÉPICÏCLOÏDAUX. 

On appelle train épicycloïdal un système de rouages dont 
les axes sont portés par un châssis, mobile autour d'un centre 
fixe(*}. Les deux exemples suivants sont choisis parmi les 
plus simples. 

Premier exemple [Jig. i<)4)- —' ^ e mécanisme complet se 
compose de deux roues concentriques, et d'une troisième roue 
dont l'axe A est porté par le levier OL, mobile autour du point 
0. La roue A, qui constitue le train épicycloïdal proprement 
dit, engrène extérieurement avec la roue G, et intérieurement 
avec la grande roue B. 

Si l'une des roues B et C est immobile, et qu'on fasse tour-

(*) Graham (171.5) est In premier qui ait cité quelques dispositifs Je ce 
genre, sans donner d'ailleurs aucune indication générale sur leur théorie et 
leurs principales propriétés. Will is , p . 36i . 
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ner le levier OL, la roue A prend un mouvement épicycloï-
dal sur la roue fixe, en entraînant avec elle la roue mobile. 
Les colliers à roulettes des arbres de grues (p. 182) repré
sentent, à la denture près, un système de ce genre : la roue 
extérieure est fixe, l'arbre tient la place de la roue cen
trale C, et son mouvement détermine celui des galets ainsi 
que la rotation de la couronne ou châssis qui porte leurs 
arbres (ce châssis se trouve représenté dans la figure actuelle 
par le levier OL). 

Si la roue B n'était pas fixe, le mouvement du châssis dé
pendrait à la fois des rotations des deux roues extrêmes, con
formément aux lois générales que nous allons exposer tout 
à l'heure. 

Deuxième exemple {Jig. ig5). — Deux roues coniques 
égales, A, B, tournant autour de deux arbres concentriques, 
engrènent avec un pignon C, monté sur le levier mobile OM. 
Le mouvement épicycloïdal sphérique du pignon jouit des 
mêmes propriétés que le mouvement épicycloïdal plan pré
cédemment considéré; et la combinaison très-simple des trois 
roues A, B, C, est susceptible, comme nous le verrons, d'un 
grand nombre d'applications intéressantes. 

Nous avons déjà rencontré cette disposition dans les sup
ports des plaques tournantes. La roue B étant fixe, si l'on im
prime un mouvement de rotation à la roue A (*), on oblige 
le pignon C à tourner autour de l'essieu OM, qui se déplace 
lui-même, avec une vitesse égale à la moitié de la vitesse de 
la roue. 

Comme dans notre premier exemple, on pourrait n'avoir 
aucune roue fixe. 

Quand un train épicycloïdal se compose de plusieurs roues, 
les rapports des vitesses de celles-ci sont les mêmes que si 
leurs axes étaient fixes. Les rouages intermédiaires ont pour 
unique objet de relier les roues situées aux deux extrémités 
du système mobile (**); et nous allons montrer que, quelle 
que soit la disposition du train, il existe une relation linéaire 

(*) Pour les grandes plaques, on agit de prolerence sur l'un des galets C, 
au moyen d'une manivelle, folle sur l 'arbre M. 

(** ) L'une de ces roues au moins doit être centrée sur le point fixe du châssis 
(nous verrous tout à l'heure pourquoi ) . 
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entre les rotations absolues de ces roues extrêmes, et la rota
tion propre du châssis. 

Théorie générale des trains épicycloïdaux. — Soit OA 
'•fis- '9^) Ie châssis tournant, dont la forme est absolument 
indifférente. L'une des roues extrêmes a son centre au point 
0, sur l'axe de rotation du châssis. L'autre peut être également 
concentrique au châssis, comme dans les deux exemples pré
cédents : en général, elle aura son axe fixé en un point mo
bile À. Désignons par m la vitesse angulaire absolue de la 
roue 0 autour de son axe, par n la vitesse de la roue A, 
par rapport à son axe et.à deux autres axes coordonnés kx, 
ky, situés dans son plan et conservant des directions inva
riables (*). 

Pour nous rendre compte de l'action des rouages mobiles, 
interposés entre notre première et notre dernière roue, sup
posons le châssis fixe; et calculons par les règles ordinaires 
la raison e du train lié à ce châssis (c'est-à-dire le quotient, 
pris avec un signe convenable, de la vitesse relative de la der
nière roue par la vitesse relative de la première). Pour fixer 
les idées, nous supposerons les rotations positives; mais notre 
équation subsistera, par suite de la généralité propre aux for
mules algébriques, quels que soient les signes des quantités 
qui y figurent. 

Soit a la vitesse angulaire du châssis OA autour du point 0 : 
la rotation de la roue 0 par rapport à ce châssis est m — a, 
celle de la roue A est n— a. On a donc, d'après la défini-
lion même de i, 

n — a 

Celte formule renferme toute la théorie des trains épicyeloï-

(*) Je crois devoir appeler l 'attention sur la manière dont la signification 
de Ji est déterminée, parce qu'on oublie quelquefois la nécessité de rap* 
porter toute rotation autour d'un axe mobile à un système bien détini d'axes 
coordonnés, par rapport auxquels on compte les angles de rotation. D'ailleurs, 
nous aurons ici à considérer également la rotation de la roue A par rapport 
a un système d'axes mobiles tout différent de xAj', système qui se composera 
de l'axe de la roue, de la droite OA, et d 'une perpendiculaire à cette droite. 
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daux : c'est à II. Willis qu'on doit d'avoir ramené cette théorie 
à un tel degré de simplicité. 

Discussion de la formule générale. — Considérons d'abord 
les cas particuliers où l'une des roues extrêmes est fixe. 

i° La roue 0 est fixe : en faisant dans l'équation géné
rale (0 

m — o, 
il vien 

d'où 

(?) a — ? n = a(i — e). 
1 ' i — E ' 

Ces relations font connaître la rotation du châssis, quand 
celle de la dernière roue est donnée, ou réciproquement (*). 

2° La roue A est fixe, ou du moins n'a pas de rotation par 
rapport aux axes xAr : 

— a 
n = o, s = • > 

m — a 
d'où 

(3) a = : r = r m=a{1—ij-
3° Cas général. — Les deux roues extrêmes sont mobiles : 

d'où enfin 

n— a me — n 
t = - » a= ) 

m — a e — i 
m z n 

a — -S I I 6 

(4) ' n—a 
£ 

n — a-T-[m — a)e. 

La valeur générale de a est la somme des valeurs qui corres
pondent aux cas où chacune des rotations des roues extrêmes 

(*) La raison e est dans tous les cas une donnée de la question : elle dépend 
uniquement de la composition géométrique du train mobile. 
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existe seule : l'effet du train est donc de composer, pour ainsi 
dire, en une seule, ces deux rotations indépendantes. 

Différentes manières de transmettre au train l'action d'un 
moteur. — En général, dans un système de rouages, tous 
les mouvements sont pris sur un arbre moteur, dont nous 
représenterons la vitesse angulaire par p. Si l'on donne le 
rapport à la rotation p de deux des quantités m, n, a, le troi
sième rapport est déterminé par les relations (4) . 

Le mouvement peut d'ailleurs être communiqué au train de 
deux manières différentes : 

i° On peut transmettre le mouvement de l'arbre moteur aux 
deux roues extrêmes (ce qui comprend le cas où l'une de ces 
roues est immobile). On connaît alors les rapports de m et n 
à la rotation motrice p, et on calcule a par la formule (4). 
Pour cela.il est indispensable que les roues extrêmes aient 
leurs axes fixes, c'est-à-dire qu'elles soient concentriques 
avec le châssis, afin qu'on puisse leur donner le mouvement 
par les procédés ordinaires. 

2° On peut, au contraire, communiquer le mouvement au 
châssis et à l 'une des roues, laquelle est nécessairement con
centrique au châssis (*). 

Dans le premier cas, si l'on a 

m = up, n = -jp, 

les formules (4) donnent 

V ' p £ I £ I I — 

Dans le second cas, si 

ni—up, a = up, 

on trouve, par les mêmes formules (4) : 

(6) - = = « ( ! — c ) 4 - I a £ = a-r-c(v. 

(*) On voit que, dans toutes les dispositions, il y a toujours au moins une 
des roues extrêmes, dont Taxe eoïneide avec l'axe du train mobile. 

cela.il
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Ces équations ne présentent aucune difficulté pour l'appli
cation. Tout se réduit, dans chaque cas particulier, à calculer s. 
Or, pour ce calcul, le châssis doit être supposé en repos, ce 
qui transforme le train épicycloïdal en un système pur et simple 
de roues dentées dont les axes sont fix.es (*) : la seule précau
tion à prendre, c'est de bien faire attention au signe de la rai
son ;, et an sens dans lequel cette quantité doit être prise. 

I sages des trains épicycloïdaux. 

Les trains épicycloïdaux s'emploient pour quatre objets prin
cipaux : 

I. Lorsque le mouvement épicycloïdal est une partie de 
l'effet à produire, comme dans la plume géométrique de Suardi 
pour le tracé des épicycloïdes, la mouche de JFatt, certains 
planétaires, les corderies des mines et de la marine, etc. 

II. Pour établir entre deux axes fixes un rapport de vi
tesses déterminé avec une grande précision, lorsque ce rapport 
est composé de termes où figurent des nombres premiers con
sidérables, et qu'une approximation n'est pas admissible. 

III. Pour produire un mouvement différentiel. 
IV. Enfin, pour concentrer sur une môme roue l'action de 

plusieurs moteurs indépendants. 
Donnons des exemples d'applications qui se rapportent à 

chacune de ces quatre catégories. 

I. Mouche ou roue planétaire de JFatt [Jig. 197).—Dans 
cet appareil, imaginé par Watt pour transmettre le mouvement 
du balancier de sa machine à l'arbre du volant, le train épi
cycloïdal se compose de deux roues, A, B, dont les centres 
sont maintenus à une distance invariable l'un de l'autre, par 
le moyen de la tige AB. 

La roue A est calée sur l'arbre du volant, et la tige AB est 
folle sur le même arbre (**). Quant à la roue B, elle est soli-

(*) ïl est d'ailleurs évident que la théorie s'applique sans modifications aux 
cas oit le train comporterait d'autres organes que des roues dentées. 

(**) En supposant la tijje calée sur l 'arbre A, on pourrait supprimer les deux 
roues dentées, et l'on obtiendrait avec plus de simplicité la transmission vou
lue. C'est ce que Watl lui-même s'est empresse de l'aire dès que le système, 
alors breveté, de bielle et manivelle, est tombé dans le domaine publie. 

fix.es
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daire de la bielle BC; et, comme celle-ci reste sensiblement 
parallèle à elle-même, on peut admettre que le mouvement 
de la roue B est un pur mouvement de translation. 

Si donc on considère cette roue B comme la dernière roue 
du train porté par le rayon AB, on a 

n — o, 
par suite 

m r 
a s 

Or la raison du train mobile est égale à 

m B 
a A 

En faisant, avec Watt, les deux roues égales, on a 

m = 2 a : 

c'est-à-dire que le volant tournera deux fois plus vite que la 
manivelle. On obtiendrait un rapport de vitesses quelconque, 
en multipliant les roues intermédiaires. 

Paradoxe de Fergusson. — On connaît sous ce nom un 
petit mécanisme assez ingénieux, destiné à mettre en lumière 
les propriétés des rouages épicycloïdaux. 

Le châssis du train mobile se réduit à la manivelle horizon
tale OM [fig. 198), qui tourne librement autour de l'essieu 
fixe 01. La première roue A est invariablement liée à cet 
essieu fixe; elle engrène avec une roue parasite B, à la suite 
de laquelle se trouvent trois roues indépendantes C, I), E, 
dont les axes géométriques coïncident. 

La roue A ayant par exemple 20 dents, les nombres respec
tifs des roues C, D, E (qui doivent être considérées chacune 
comme la dernière roue d'un train particulier) sont 

0 = 19, D = ao, E = 2 i . 

Quant au nombre de dents de B, il est indifférent. 
Cela posé, comme la première roue, commune à nos trois 

trains, est fixe, la formule à employer est 

n~a[i — e} ; 

— = : donc 
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et l'on doit faire dans cette formule, suivant que l'on considère. 
les roues G, D ou E : 

20 'iO 
e = — » e = i , e = —-• 

r 9 2 i 

La substitution de la première valeur de s donne n <^o, !a 
deuxième n = o, et la troisième K > > O . 11 suit de là que, si 
l'on fait tourner à la main le levier (XW, les roues C et E 
prendront des mouvements de rotation de sens contraires, 
tandis que la roue D se transportera parallèlement à elle-
même. 

Appareil automatique de Fulton et Culliiig pour la fabri
cation des aussières. —Cette machine, employée depuis 1799 
dans les corderies de la marine et des mines, pour le com-
metiage des torons (*), se compose d'une grande roue dentée 
fixe, et de quatre ou cinq pignons égaux, dont les axes sont 
portés par un fort anneau ou volant concentrique à la roue 
[fis- *99)- -^ux pignons P, P , - - . , correspondent, un pareil 
nombre de châssis à bobines horizontales, chargées chacune 
d'untorov, qui participent au mouvement épicvdoïdal déter
miné par la rotation de l'anneau autour de l'axe de la roue 
fixe. 

Ces divers torons, en sortant de leurs bobines, s'élèvent ver
ticalement jusqu'au niveau d'auUmt de poulies de renvoi, liées 
invariablement à l'arbre moteur; puis ils viennent converger 
au sommet de cet arbre, et sont reçus dans un entonnoir où. 
en se resserrant ies uns contre les autres, ils reçoivent la tor
sion nécessaire, par l'effet de la rotation relative de leurs 
châssis. En même temps, la rotation de l'anneau produit l'en
roulement des torons en hélice, lequel s'effectue souvent 
autour d'une mèche centrale ou àm-°. 

(*) Pour constituer un eâble, on forme, en tordant des 'ils de cure!, une 
première corde nommée n»o/i, laquelle est l 'élément de tous les cables. Plu
sieurs torons tordus ensemble forment une austièrr. Enfin le commettaf-e 
de plusieurs aussièics produi t ce que U>s marins appellent un gituin. Pour 
1 usage des mines, on coud ensemble plusieurs aussières placées Tune à côté 
de l'autre, de façon à obtenir un câbie filai. 

T. ' I -
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H. Quand on veut établir entre deux arbres un .apport 
P 

(!'- vitesses exprime par une finition -=-? dont l'un des termes 

eu moins renferme des nombres premiers considérables, et 
';"'i!iK' approximation n'est pas admissible, les équipages ordi
naires de roues tournant sur des axes fixes deviennent insuffi
sants; et on est obligé ci'kUrode.ire dans le train une ou plu-
• leurs roues à mouvement épii vidoïda'. 

Supposons d'abord que le dénominateur de la raison donnée 
-oit le produit de f'acl'Mirs convenables, et qu'on ait, par 
i xeniple, 

Q=fsfl-
l'osons 

P x y fx gr 
f.g.h~g7i ' jTi~Jgh ' fgh' 

en introduisant cleux indéterminées x cl y. 
On n'a entre ces deux indéterminées qu 'une relation unique 

fx + gr = P, 

laquelle admet, comme on sait, une infinité de solutions en 
nombres entiers (positifs ou négatifs), sous la condition tou
jours facile à remplir que les coef f ic ien ts /e t g-n'aient pas de 
facteurs communs, P étant un nombre premier. 

Une fois qu'on a trouvé des valeurs convenables pour .; 
et pour>-, il est facile d'identifier l 'équation 

i_ —ii _21 
Q ~~ ^ + > 

•ivec l'équation générale des trains épie\cloïdaux, 

a E i 

p • ' e — 1 i — £ ' 

('ans laquelle on peut disposer des quantités p., y, =.. 
Pour réaliser cette conception, nous remarquerons que, le 

train proprement dit étant ici purement accessoire, la compo
sition de ce train importe fort peu. Il convient de le réduii".' 
à deux loues d'angle, indépendantes et égales, reliées par 
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aiie troisième roue (i'angie à mouvement épieycioïd.ti sphe-
rique (,/'£'• i<)5). Cette combinaison dorme 

r a i , 

Cela posé, soit O [jîg. :?oo) l'arbre moteur, À un arbre; tai
sant corps avec l'essieu de la roue epicycioïdale, arLre dont 
la vitesse angulaire est a; entin .soient M et X les deux roues 
d'angle, iixees a des canons concentriques à l'arbre A. La 
figure montre que l'arbre moteur O transmet le mouvement : 
d'une part à la roue M au moyen du train 

M 

l'autre part à la roue X au moyen du train 

!. 
/ K 

/ N 

On a donc 
DE Lk 

"L — ! fDE . —\ 
p ~~ a \dê "^ lie I ' 

Telle est la i'orniule qui donne le rappoii des vitesses des 
arbres A et O (*). 

(*; application iiunu'rujn,'. — t ioposous-lmus de ealcuier un train pour 
relier l'aiouille des heures (l'une horloge ordinaire, avec nue aiguille taisant 
-'ui tour de cadran (huis une lunaison. 

UiHï lunaison mo\enne HJ' i .••' j )'-'•• ,s -— ^,'IJI 'j J J ; . 

i? heures comprennent , ia iûo ' . 

I 7 . 
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P 
Quand les deux termes de la fraction — ne sont ni l'un nj 

l'autre décomposables en facteurs, on prend un dénominateur 
arbitraire fgli, et on pose 

\f-g-i'I 
Puis, considérant séparément les fraction -

P Q 

J¥>' 7P' 
on calcule par la méthode précédente deux trains doni les 
raisons respectives soient : 

1 • _ JL °L — JL 
p~~ fsh' p~fs/i' 

En installant ces deux trains à droite et a gauche de l'arbre O, 
dont nous représentons toujours la vitesse par j * , on commu
niquera a l'axe V la vitesse a, à l'axe A' la vitesse a'; et on 
aura, pour le rapport des vitesses des deux derniers arbres, 

a_ _ P 

Horloge lunaire de Pecqueur (fig. 201}. — \ oici une auti:• 
disposition d'horloge lunaire, fondée toujours sur les mêmes 
principes. 

L'arbre moteur (), dont la vitesse angulaire est p, donne le 
mouvement à la roue folle L, qui joue le rôle de châssis mo-

T.e rappoit de ers deux nombres est 

ii.V>i.'l'|3 S.)Û.'|SI 

et 8">0-|Si est un nombre premier . 
f.es méthodes de l'anaJyse indéterminée fournissent la devumposilio.'! 

8."IO'|SI îo X 'm 7 1 X 7 9 

l/j:'|d<) U X (> JOX J) 
d'o'i 

" _ 1 ' \ — I ( °̂ X J0 7' X l')\ 
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bile. Quant au train epicycloïdal, il comprend les quatre roues: 
b, 15, c, C. La roue b est fixe, les autres sont disposées confor
mément au diagramme suivant : 

b 

K _ -

D'après la composition de ce train, en considérant la roue 
fixe comme la première, on a 

" m: 
D'autre pari, la raison de l'engrenage qui produit le mouve
ment d'entraînement est 

/ 

On conclut de ces valeurs, ainsi que de la condition m — o : 

n , , l cb-r CB 
- = a ( , _ £ ^ - _ ^ _ . 

\oici lus nombres qui se rapportent à l'horloge de Pcc-
qiieur : 

/ = 3 i , 6 = 6?., 0 = 33, 
L = ï | , B = S 5 , <: = .{!: 

4 4609 
188190 

, ,. . 446°') • • 1 1 - i 
La Iracnon ~^—— représente a peu de chose près le rap-

188190 
port de la semaine au mois funaire de agJ,53o588. 

III. Les trains épicycloïdaux. se prêtent aisément, avec un 
•aible nombre de roues, à la réalisation de rapports très-petits : 
il suffit de faire en sorte que les deux termes du second 
membre de l'équation (5) (p. ?.54 ) aient des signes contraires, 
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en même temps q.ue des valeurs numériques peu différentes 
On construit ainsi des compteurs d'une grande simplicité. 

Imaginons un train formé d'une roue fixe A (./?£'• 202), d'une 
roue C de même axe et de même diamètre, enfin d'un lon^ 
pignon parasite B. dont l'axe est porté par la manivelle OL. Lo 
roue V compte une dent de moins que la roue ('.. et l'on a 

A î̂  
1T <: 

c — 

d où, comme m = o : 

u 
a 

Si l'on prend C = 100, le rapport des vitesses est de ~ : 01, 
obtiendrait une réduction plus considérable en introduisant 
dans le train quelques rouages intermédiaires. 

Mais un mécanisme qui présenti: dans ce genre des res
sources pour ainsi dire illimitées, c'est celui que représente-
la./?-. so3. 

Le train proprement dit comprend quatre roues d'angle. 
savoir : deux roues animées d'un mouvement epieycloïdal 
sphérique autour du centre O, et deux roues extrêmes tour
nant sur des canons concentriques, La composition de ce train 
est la suivante : 

Ocïiiiùî-c roue. . B 

Axe m o b i l e . . . . b -

Première roue 

On en conclut 

m-
L'arbre moteur VQ donne le mouvement à l'arbre d.- la pre

mière roue, par 1 engrenage h et à l'arbre de la dernier? 
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par l'engrenage placé symétriquement on a 

a 
D' 

d'où, en appliquant la formule (5) (p. r>.5.f > : 

« _ « k - D —ABCr/ 
^ ~ (ai-t-AB)CD* 

La combinaison de ces h'.iit roues permet de réaliser presqvr; 
tous les rapports de vitesses imaginables. En faisant : 

A = 83, £ — 83, 0 = 8 3 , rf = 82, 
A = 84, B = 65, f. = 106, D = 83, 

on trouve 
a i 

p io8.646.5o3 

IV. Enfin rien n'empêche do supposer les moteurs qui 
donnent le mouvement à la première et à la dernière roue d'un 
train, absolument indépendants l'un de l'autre. Le mouvement 
transmis au châssis dépend alors des lois spéciales qui ré
gissent l'action de ces deux moteurs (*). 

On a imaginé dans le siècle dernier un grand nombre de 
mécanismes de ce genre, à l'effet d'obtenir une horloge mar
quant le temps vrai. On décomposait le mouvement du soleil 
en deux mouvements élémentaires : l'un uniforme, corres
pondant au temps moyen, et l'autre varié, représentant, la 
quantité à laquelle., en astronomie, on donne le nom d'équa
tion du temps. Le premier de ces deux, mouvements s'obte
nait au moyen d'une horloge ordinaire, formant l'une des ex
trémités d'un train epicycloïdal. En communiquant, d'autre 
part, au levier du même train un mouvement lent représentant 
l'équation du temps, le mouvement de la dernière roue se 
trouvait identique au mouvement du soleil vrai. 

(*") Cette combinaison offre surtout do l'intérêt quand le mouvement com
munique à l 'une des extrémités du train est variable, car autrement il s-",ii 
inutile d'employer deux moteurs distincts. 

io8.646.5o3
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Mais voici l'application la plus intéressante de ce principe. 
On sait que, dans les filatures de coton, la mèche, après 

avoir été soumise à une série d'étirages sans torsion, doit 
subir dans les bancs à broches un nouvel étirage accompagné 
d'une faible torsion : on obtient ainsi un rudiment de fil, qu'on 
peut renvider sur une bobine, et filer ensuite dans les muH-
jenny. Pour cela, au sortir d'une dernière paire de laminoirs 
étireurs, la mèche passe sur une ailette qui tourne très-rapide
ment, puis sur une bobine. Mais l'enroulement serait trop 
rapide et le fil se briserait, si la bobine était immobile : aussi 
a-t-on soin d'imprimer à celle-ci un mouvement de rotation 
de même sens que celui de l'ailette, de manière que l'enrou
lement s'opère en raison de la différence des vitesses. Il y a 
plus : si l'on veut que la longueur envidée soit constante 
dans un temps donné, il faut que la bobine s'accélère à rae-
•-Liie qu'elle grossit, afin que le produit du rayon d'enroule
ment par la différence de vitesse angulaire reste invariable. 

La manière la plus ingénieuse de produire cette accéléra
tion est la suivante, inventée par Houldsworth (1826). 

Concevons deux roues d'angle A, B [fig. 204 ), égales et 
concentriques, reliées par un pignon E à mouvement épicy-
cloïdal sphérique. L'axe de ce pignon est supporté par une 
saillie ou mentonnet, logé dans l'intérieur d'une grande 
roue D, laquelle représente le châssis du train : celte roue, 
par une denture extérieure, reçoit du pignon C un mouve
ment accéléré. 

Avec ces données, on a : 

e—— i , 

n = — (m — in). 

La rotation m de la roue A étant uniforme, et la vitesse du 
pignon C variant suivant une loi convenable, la formule qui 
précède fait connaître la loi du mouvement de l'arbre de la 
roue B, lequel est l'arbre de la bobine. 
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CHAPITRE IV. 

ORGANES DE MACHINES. 

(.LASSE B. SENS DE LA TRANSMISSION' CONSTANT. — RAPPORT 

DES VITESSES VARIABLE. 

Nous avons condamné en principe les mécanismes dans 
lesquels la transformation d'un mouvement continu en un 
autre de même nature s'effectue avec un rapport de vitesses 
variable. 

Parmi ces mécanismes, il y en a beaucoup dans lesquels la 
variation du rapport des vitesses est un inconvénient qu'on 
subit, pour une raison de simplicité ou pour tout autre molif. 
Au contraire, dans un grand nombre de cas, l'irrégularité du 
mouvement transmis par certains organçs est un moyen de 
compenser des irrégularités d'une autre espèce, lesquelles 
proviennent soit du moteur, soit de la résistance, soit même 
d'une autre partie de la transmission : à ce point de vue, 
l'étude des mécanismes à rapport variable présente un véri
table intérêt. 

Géométriquement, les organes compris dans la classe B 
dérivent pour la plupart des appareils analogues qui répondent 
au cas d'un rapport constant : c'est ce qui en simplifiera beau
coup la description. 

§ IX. — PREMIER CENRE. — TRANSMISSION DU MOUVEMENT 

PAB CONTACT. 

On trouve dans la première section (p. 102) la solution gé
nérale des problèmes auxquels donne lieu le mouvement de 
deux solides, assujettis à rester en contact. Nous n'avons 
donc pas à revenir ici sur la partie théorique des questions 
'lui font l'objet de ce paragraphe : nous nous bornerons à 
"onner quelques exemples des mécanismes les plus usités, 
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en commençant par ceuv dans lesquels le mouvement il^ 
i»;è'-!scn rapport est un roulement simple. 

t'iu îiKti EXEMPLE. — Ellipses et courbes dérivées. — Consi
dérons doux ellipses égales, placées bout à bout comme le 
reptésente la,fi g. 200, et mobiles autour de leurs foyers res
pectifs C et C,. A partir du point de contact, prenons sur les 
deux courbes des arcs égaux AM, AM, : eu vertu de la symé
trie, CM est égale à D..M,. Les rayons vecteurs CM, C,M, for-
mont donc une somme égale au grand axe de l'ellipse, c'est-à-
dire à la longueur CC, : par suite on peut amener les points 
M et M, à coïncider sur la ligne des centres; et cela fait. 
r oniine la tangente à l'ellipse est ('"gaiement inclinée sur le-
deux rayons vecteurs, les deux courbes dans leurs nouvelles 
positions seront encore tangentes. 

Si donc on s'arrange de manière à obliger les deux oilipse-
à se toucher constamment, on aura pour leur mouvement re
latif un roulement simple (*). Le rapport variable des vitesses 
angulaires correspondantes est donné, dans chaque phase <\n 
mouvement, par la relation 

û> 1\ 

0), ~ ~ I' ' 

les valeurs extrêmes de ce rapport son» 

a — c a -+- c 
a -+- o a — c 

Courbes dérivées de Vellipse,—Si l'on voulait que lerdnjioil 
des vitesses angulaires atteignit plusieurs maxima dans un>-

' ) Doux rames, iaillées s i tuant les profils de la jîg. :>o>, établiront une 
transmission de mouvement sans frottement enlio les deux arbres parabele. 
(C) et {(.'•.); et il est à remarquer que, (C ; étant moteur et tournant dans ^ 
sens indique par la iîèeho, la transmission du mouvement sera géométrique
ment obligatoire pour les positions telles que (11), CD', sans qu'il soit besoin 
de faire intervenir l 'adhérence des surl'aees. 

ï.es ehoses sont ainsi jusqu'à ce que tes rames soient arrivons en ccL cdr 

Mais, :i partir de ce moment, le mouvement de l'ellipse conductrice continuaai 
toujours datis le meine sens, il n'en résultera plus de pression sur la corner 
conduite; et les deux surfaces se sépareraient, si l'on n'avait soin d'employa 
un artilice particulier. On pourra, par exemple, denier les portions des caroc-
oai ror!P-pon<b'nt it la deuxième période du mouvement. 
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seule révolution, ou bien si les deux courbes devaient l'aire des 
nombres de tours différents dans le même temps, le système 
des deux ellipses deviendrait insuffisant. On emploie dans c. 
cas des courbes qui présentent un certain nombre de lobes 
o"aux, chacun de ces lobes correspondant à un maximum et à 

un minimum du rapport — 
Mi 

Ces courbes dérivent de l'ellipse suivant le mode indique 
(p. i5-j)- Pour construire, par exemple, une courbe bilobée. 
nous mènerons par le foyer d'une ellipse (,/%'• 'cb , mie série 
de rayons vecteurs faisant entre eux des angles égaux a une 
partie aliquote quelconque de la demi-circonférence. Puis, 
ayant tracé quelque part un angle droit afb, nous diviserons 
cet angle en un nombre égal de parties, et nous porterons sur 
les lignes de division les longueurs des rayons vecteurs FA. 
FA,,..-, de l'ellipse. Les points obtenus forment un certain 
arc de courbe. En construisant trois aies symétriques dans 
les trois autres angles droits contigus. on achevé h- profil 
demandé (*;. 

On construirait une courbe à trois saillies, en pienanl un 
angle de 60 degrés a' f'' !>' pour correspondre à deux angle.-
droits [fig. ?-o- ). 

Les courbes fournies par les tracés précédents ne vint autre 
chose que les transfoiiïiéL'S qu'on obtient en plaçant l'ellipse 
ÀA,B sur un cône de révolution, et développant ce cône sur 
un plan. On peut combiner deux à deux tontes les courbes qui 
proviennent d'une même ellipse, placée sur un cône arbitraire : 
pour que le mouvement soit continu, ces cônes doivent être 
choisis de manière que la transformée occupe une partie ali
quote de la circonférence. 

L'équation de la courbe à n lobes est 

,• = — i ^ r;.. 

>t étant ua entier quelconque. 

(*) Selon 3a valeur do l'excentricité de l'ellipse, !a courbe al'lei-lera l'un-: 
°u l'autre des doux formes indiquées par la ligure. 

( *} ï.es courbes qui nous occupent présentent fréquemment 'les points d'iu-

'.TfT.S5.E5
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Les transformées d'ellipse, combinées avec des arcs de 
cercle, répondent à des mouvements dans lesquels le rapport 
des vitesses est alternativement constant ou variable. 

DEUXIÈME EXEMPLE. — Emploi de la spirale logarithmique. 
— Considérons deux spirales logarithmiques, égales et in
versement placées [fig. 208 ), tangentes en un point quel
conque, À, de la ligne qui réunit leurs pôles C, C,. 

Soient AM, AM, deux arcs infiniment petits égaux. En 
vertu de la définition de la spirale logarithmique, les angles 
CMA, M[AC, sont égaux : donc les triangles infinitésimaux 
AMI, AN, M, sont aussi égaux, et l'on a NM = AN,. 

Il est donc possible d'amener sans glissement les points M 
et M, à coïncider sur la ligne des centres, en N,; les deux spi
rales seront tangentes en ce point, et jouiront des mêmes pro
priétés que les ellipses que nous venons d'étudier. 

Pour appliquer ces considérations géométriques, on exécute 
deux cames en prenant pour profils des polygones réguliers 
égaux, et remplaçant chacun des côtés rectilignes de ces poly
gones par deux arcs de spirale. Dans la machine à imprimer 
de Bacon et Donkin (fig. ^09), on trouve deux carrés tournant 
respectivement autour de leurs centre?, et portant chacun 8 
arcs de spirale ;*). 

Le rapport des vitesses angulaires varie de v'a à — • 
Va 

lie-.ion. Ces points sont détermines par l 'équation 

1 

COS n 0 = ;—; — : 
\ . « - >.'• 

1cm- existence dépend donc de l'iii'-jjalité 

ou 

(*) L'équation générale de la spirale logarithmique etsnt 

mfj 
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TROISIÈME EXEMPLE. — Presses Normand. —- On a remarqué, 
à l'Exposition universelle de 1862, un système nouveau de 
presses mécaniques destinées à imprimer une feuille des deux 
côtés à la fois. 

Le papier est placé entre une table de marbre mobile, el 
un rouleau qui porte la composition. Il importe que les 
mouvements de la table et du rouleau soient parfaitement 
synchrones, sans quoi le papier se déchire, les caractères 
s'usent et se déforment : en un mot, l'impression est mau
vaise. Avec les presses ordinaires, ce résultat est facile à ob
tenir; mais dans les presses à impression simultanée des deux 
côtés, on emploie, pourtransmetlrc lemouvemeni du rouleau 
à la table, un joint universel, c'est-à-dire un appareil à rapport 
de vitesses variable, dont nous allons voir la théorie dans un 
instant. 

Les choses étant ainsi disposées, si l'on veut rétablir le 
synchronisme des mouvements de la table et du rouleau, il suf
fit d'intercaler, entre celui-ci el le joint universel, un nou
veau mécanisme à rapport variable, lequel annule l'effet nui
sible du premier. Ce mécanisme, dans la presse de M. Nor
mand, consiste simplement en un pignon ovale, conduisant 
une crémaillère ondulée : les profils sont déterminés do ma

il est facile Je déterminer les valeurs des constantes a et ///, de manière à 
obtenir un aie de spirale, passant par les points A et ?.. 

En premier lieu, le paramètre u n'est antre chose que le ta\;ui \ecteur qui 
correspond à 0 = o, c'est donc le demi-côté du carré donné. 

Ensuite, on doit avoir simultanément 

6 = T : /• = « ' , • . ! . 
4 

Donc 

m — 

l\,i — - i T t m = — — = o , . n i •.!;>. 

t'n cultulant, au nioyjn de cette valeur, l'angle quo fait la luin;enlu à la spi-
f.'oe svee le rayon vecteur, on trouve 
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r.ière que ie mouvement varié du pignon produise l'uni
formité du mouvement de la crémaillère. Le problème aiissi 
posé ne présente pas la moindre difficulté. En effet, nous sa
vons trou\ or le centre instantané de la lolalion relative du pi-
gnou, quand nous connaissons le rapport qui doit exister entre 
la vitesse angulaire de celui-ci et ia \i tesse de translation de 
la crémaillère. Le lieu de ces centres, considéré, soit par rap-
poil au pignon, soiî par rapport à la crémaillère, détermine 
à la fois la eoiube ovale et le profil ondulé dont nous avons 
besoin. 

QLATIIIKME EXEMPLE. — Système de deux roues dentées dont 
l'une est excentrée [Jig. aïo). — Cette combinaison, où n'en
trent que des roues dentées ordinaires, est une des plus 
simples qu'on puisse imaginer pour établir un rapport variabic 
entre les rotations de deux arbres fixes parallèles. 

C e l C , sont les projections des axes de rotation. Le centre 
de la roue B ne coïncide pas avec le point Ci ; et pour obtenir 
la transmission du mouvement malgré cette excentricité, on 
l'ail usage d'une roue parasite P, maintenue en contact avec 
les roues extrêmes au moyen des barres CC, (70 . 

Soient 11 et U, les rayons des roues À et B, e l'excentricité 
C, O : le rapport des vitesses varie de 

il , li 
Ms -f- e '' R ,— ,:' 

CINOLIÉME EXEMPLE. — Roues d.'Glatis luemei [Jîg- a" ; - — 
îie sont deux roues tronc-coniques imersomenl placées. 
L'une de ces roues est dénié-- a ia manière ordinaire, et 
l'autre porte une série de pointes dont on détermine les posi
tions, suivant la loi de mouvement qu'on veut obtenir. La 
appelant B.,e, les levons extrêmes de la première roue, 
ii', /•', ceux t'e la deuxième, le rapport des vitesses varie de 

> > ' . >•' 

— a — • 
r it. 

SIXIÈME EXEMPLE. — Houe de clun,ip exceniriijue li'itny^ciis 
PL XXIil, fig. u - j j . — Ce système, facile a compivirure, re

pond au ea< de deux axes concourant- ; :eeoigulairos : *' ; i 
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été employé, comme le précédent, pou, figuier le mouvement 
,jes planètes. 

SEPTIÈME EXEMPLE. — /' is à pas variable. —Enfin, l 'engrenage 
ilo la vis sans lin peut également se transformer de manière 
à procurer une transmission non uniforme : il suffit pour cela 
je faire varier le pas de la vis, c'est-à-dire de remplacer, 
pour la génération de la surface hélicoïdale, l'hélice ordi
naire par une courbe déterminée en vue de l'effet qu'on veut 
obtenir. 

Systèmes dans lesquels le rapport, m-s vitesses varie 
brusquement. 

.En composant deux roues par la réunion de plusieurs sec
teurs dentés \f'g- 2i3}, dont les rayons sont différents, on 
obtient des organes où le rapport des vitesses change brus 
quement de valeur. 

Enfin les mécanismes représentés par \csjig. 214 et 215 
servent à produire un mouvement intermittent. On voit que, 
dans ces systèmes, l 'une des roues (la roue conductrice) a 
une partie de sa denture enlevée : pendant que cette partie 
est en présence de l'autre roue, ia transmission cesse d'avoir 
lieu. 

§ X. —DEIXIEME GEMiE. — SYSTÈMES ARTICLLES A «Arr-oiiT 

DE V U ESSES VARIABLE. 

Considérons deux corps animés de mouvements ehculaires 
continus (*) autour de deux axes lixes; et distinguons, comme 
dans la classe précédente, le cas où les axes des deux rota
tions sont parallèles, et celui où ces deux axes concourent en 
un point. 

i" Axes parallèles. 

Deux manivelles, OA, EH [fig. '>• 1 <>), mobiles autour des axes 
iixes et parallèles O e t E , son! reliées à leurs extrémités par une 

v ) Les cas où le mouvement de lui t des corps n'est p;ts susceptible de se 
continuer indeliniinent dans le même sens seioui Uaites dans le chapitre sui
vant. 
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barre rigide AB. Soient il et /• les rayons des circonférences 
décrites par les deux points d'articulation, a la longueur AB, 
enfin «l 'excentrici té OE. Cherchons d'abord sous quelles con
ditions le mouvement pourra être continu. 

Si les deux circonférences étaient concentriques, la seule 
condition serait que la longueur du lien fût comprise entre 
Il — /• et II -f- /• : le rapport des vitesses serait constant, et les 
mouvements des points A et B différeraient seulement en ce 
sens, qu'il n'y aurait pas synchronisme entre leurs phases. 

Introduisons une certaine excentricité e : les limites de la 
longueur a deviennent 11 — r-\-e et II + r— e: c'est-à-dire 
qu'on doit avoir 

« > R — r-i-p, 

« < H - r - ; — e. 

Or, ces deux inégalités ne sont compatibles que si r CM 
plus grand que e. Donc : 

Pour que les mouvements Je deux manivelles réunies par uni' 
barre rigide articulée soient susceptibles de se continuer indî-

jinimeni dans le même sens, il faut : 

i" Que Je point fixe de la grande manivelle sait dans l'iu-
térieur du cercle décrit parle bouton de la petite (*); 

a° Oue la longueur du lien soit comprise entre les deu: 
— ci À 

segments déterminés, sur le diamètre de la circonférence qi'i 

( * ; Xotre analyse laisse eu dehors le cas isolé dans lequel on a à i;i TuN 
il — r ef a -.=z e. Avee ces hypothèses particulières, le mouvement continu ĉ l 
possible de deuv. manières différentes : soit que la bielle se tienne eonsetm-
ment parallèle à la ligne des centres, auquel cas les vitesses des deux mani
velles sont nécessairement égales, soit que ia bielle, au contraire, vienne cou
per la ligne des centres dans l'intervalle des points fixes des deux nmiu-
velles, ce qui établit tin rapport variable entre les deux rotations. 

Dans ce dernier cas, quanti les manivelles sont plus petites que la disi-nc;1 

des arbres, la relation de mouvement de ceux-ci est la même que celle 
qu'on réalise au moyen des deux ellipses de la fig. :>oJ. Quand les manivelle-
sont plus grandes que la distance des centics fixes, le mouvement est celui ''<' 
deux hyperboles disposées d'une l'acon analogue. 

Pour l'analyse complète des propriétés du système géométrique qui ne;;-
occupe, je renverrai à l'ouvrage1 de iH. Giraulî, intitulé : Gcomrtric {ippl"]"''' 
à ïa transformation (la monv* ment*. 
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correspond à la grande manivelle, par le point de la deuxième 
circonférence dont la distance à la première est an maxi
mum. 

Dans ces conditions, le mouvement du point B étant sup
posé uniforme, la vitesse du point A varie comme le rapport 
des deux segments DU et DE (*). La bielle n'est jamais en 
ligne droite avec aucune des deux manivelles, de sorte qu'il 
n'v a pas de points morts. 

Projetons les mouvements des points A et B sur le diamètre 
commun aux: deux circonférences. 

La rotation du point 15 étant uniforme, la projection de ce 
point est animée d'un mouvement oscillatoire parfaitement 
svmétrique, dont les lois sont représentées par les courbes 
de hjig. -\ti. 

Le mouvement de la projection du point A est également 
un mouvement de va-el-vrent; mais il n'y a plus symétrie 
entre les deux demi-oscillations. En effet les points extrêmes. 
A0 et A,, de la courte de cette projection répondent aux po 
sitions B0 et B, de la pièce animée d'un mouvement uni-
l'orme : donc le rapport entre le temps de la descente et celui 
de la montée est égal au rapport des deux portions de la 
circonférence (E), déterminées par les points B„ et B,. 

Cette irrégularité est avantageuse dans certaines machines,, 
telles que les élaux limeurs : l'outil descend lentement, tan
dis qu'il a de la résistance à vaincre; le retour à vide s'ef-

(*) Pour peindre graphiquement la loi de ces variations, nous considé
rerons le point C, centre instantané de la rotation de la bielle AP>, et nous 
écrirons la proportion 

V „ _ AT 

\~"ïïï;' 

Prenant donc une longueur P>ll égale à la \itesse coir-taute V,, et menant 

par le point 11 une parallèle a Ali, nous aurons 

A K — V „ -

3fltf- 216 bis représente le lieu géométrique du point K, pour uuo i-cvolu-
l'on entière du système. 

I. 18 
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fectuc au contraire rapidement, de manière à perdre !e moins 
de temps possible (*). 

Manivelle à coulisse (Jtg.ziS). — Cette combinaison est 
l'une des- plus simples qu'on puisse employer pour relier ùc\\\ 
relations continues, s'elTcctuant autour de deux arbres paral-

' * ) T'viri.. (ait /-•?' f.cmiclie. -•- bas p a p; s été.-, g é o m é t r i q u e s du m o u v e m e n t 

d ' u n e d r o i t e d e l o n g u e u r c o n s t a n t e , d o n t les e x t r é m i t é s p a r c o u r e n t d e u x cir

c o n f é r e n c e s fixes, d o n n e n t l i e u en \ î ec ,Cl ique a u x a p p l i c a t i o n s les p l u s varievs. 

! il e x e m p l e des p l u s i n t é r e s s a n t s , 11. iaLii' ait cas d u m e - m e n i e n t c o n t i n u , nous 

se ra f o u r n i p a r l e v e n t i l a t e u r be in i e l l o , e m p l o i e d a n s i ' a e r a g r des in i t ies im

p o r t a n t e s , tlonî. l ' a s s a i n i s s e m e n t ex ige un l o l u m e d ' a î r c o n s i d é r a b l e . 

Cet a p p a r e i l se c o m p o s e d 'u t ! t a m b o u r h e x a g o n a l [ f:^. •> i - ' ' , t o u r n a n t à 

(Voîîeinet i t doux, sut* m i ess ieu c o u d e i m m o b i l e . A. c h a c u n des six p a n s c o > 

-espiMid u n vo le t , ou sorti.* d ' a i l e :i; 11oLJi; <• q u i >•: l a t l a e h e b u n e p . . ! , au pi l-iii.' 

[au- le m o v e n d e la c h a r m è i e A, t a n d i s (;ue son ex t r émi t é : l i b r e est • • -leiiLIO 

p a r u n e b i e l l e d o n t lo p o i n t uxe est en E. 

C o n s i d é r o n s s p é c i a l e m e n t u n e des p a l e t t e s A1Ï, et s u i v o n s son m o i . \ ; a:"1;; 

p e n d a n t u n e r o t a t i o n c o m p l è t e du t a m b o u r . 

L a sec t ion d r o i t e d u v e n t i l a t e u r p r é s e n t e les m ê m e s : l e m e u t s ^-om< u b .;.•>•; 

q u e l;t fîg. •?!<). La l o n g u e u r a d u lien est ega ïe à «vila b u çt>te do l'hcxagUiC.1, 

'rii a u r a y o n r i\v, c e r c l e c i r c o n s c r i t ; de p l u s on a 

11 = r -r- r. 

H r é s u l t e d e cette1 d e r n i è r e r e l a t i o n <[iie les d e u x c i r c o n f é r e n c e s son t îa>i-

a e n t e s , et q u e le vo le t , dan.-> u n e de ses p o s i t i o n s , s.- t r o u v e exac lmneNt ap; ii-

q n é s u r le cô t é c o r r e s p o n d a n t . A p a r t i r de ce t te p o s i t i o n , la r o t a t i o n axa ut 

l ieu d a n s le s e n s de la l l êche , le \ o l e t se d é v e l o p p e , et a t t e i n t soa é c a r t ira --.;-

m u n i q u a n d la b i e l l e csi d i r i g é e d a n s le p r o l o n g e m e n t d e la bg t ie O b . ;.-; 

.•oint fuie l'ois iVanclii ce q u i n ' e s ! p o s s i b l e q u e si Ton a U — c < ^ '.. , ;-a 

, ' > 7 i ' ) , îe vole t -e r e p l i a et i ini i pur s:- l e t i o i i v o r a p p i i e m - ^ur );> t - . -

boni*. 

Cons id t ' r on . i la i irconi'éa en ; a J ' . î ' b , t i <"nusLraisons un enip-sea ' A> mi \r -••'<_.- IH 

d r o i t e o u n p : e n n e d e u x ates. d e eet t . ' c i r c o n f é r e n c e , de p a r ; et d ' à . n e e aa 

e s p a c e l ib re i n f é r i e u r q u i d é b o u c h e b.Ja-. ;e p a b s :ba. .... ••, ..: • .. ,,a sape-

r i e u r e c o m m u n i q u a n t l i b r e m e n t aver i \ ,Pa • r sp 'u ' . , » . 

La i o n : ; u e u r d e s d e u x p o r t i o n s d a n.i; .-- ;er (b à. ât "a i a ' r a b v d" ; a • m aa .me << 

q u ' i l \ ai; o ' i i b m . s u n e a i l e d o n t I V x P . - m b e --•> a . \i\, ^\:: l 'are '••"" . <•" 

- u t r e su'- l ' a re 'A' Y , . lin q;ra la eaa i m un if at i. .. s, ' . b : ; ^ '( , ;:. • • : ••). > • '.: • ' 

la m i n e et l ' a i r e x t é r i e u r , s a u f !e j e u q u ' o n a été oibi.'g- de m e t m g e ' ' -air • • ;«-

le p o u r t o u r du ven t i l a t eu r - . 

Les choses é t a n t a ins i d i s p o s é e s , au m o m e n t où l ' u n e d e s p a l e t t e s a ^ i v e ;ai 

c o i n ! _Y , c e ! Y q u i !,! p ' ï ' t è b e imim.d ia temi 0 t n 'a pas e n c o . e . • l L • • : ï 11 ia 

aobe t "\l ' : de s o r P w p b u u r; : P:bi - e b i e - - bb .ba • - rv i a- .. - • - . ' "-• ''' 

» o ï l i ' s i eL ' e t l ' h é X a g o n e , s a P ' o l i Y e i s o l e d e l a m i n e , | ••:... > .. . r i : a t . a ; • ' '• • ~ 

r e j e t é d a n s r a l n - . c s p h e r c . < ;n voit q u e , p a r eln-.que t o o r , - ' appa^cr i exj-^f^' 

six fois ce v o l u m e . 
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lèies. Le même système se prête à la production d'an mou
vement alternatif, quand l'excentricité est supérieure à ia 
i-.mgueur de la manivelle pleine. 

2" Axes concourants. 

Joint, universel {*\ — (Considérons deux arbres dont les 
prolongements géométriques se rencciHrent (Jig. 219). et qui 
i'ormeni un angle voisin de 100 degrés. Chacun de ces arbres 
est terminé par une fourche, cl les deux fourches sont elles-
mêmes réunies par un croisillon invariable, qui s'assemble 
avec elles au moyen de quatre points d'articulation. 

Le mouvement de l'un des deux arbres se communique 
à l'autre par l 'intermédiaire du croisillon, mais la transmis
sion n'est pas uniforme. Le rapport des vitesses varie, comme 
nous allons le voir, d'autant plus nue l'angle des ; 'eu^ axes 
est p î ' s considérable : aussi le joint universel ne peut-il 
s'employer avec quelque avantage que dans le cas où cet angle 
est assez faible. On y a recours, par exemple, pour relier les 
deux tronçons d'un arbre trop long pour être fait d'une seul,' 
nièce : l'interposition du joint universel dispense de- la n é 
cessité- d'ajuster les paliers avec précision. Do plus, l'angle 
des deux axes peut varier, sans qu'il résulte de celte cir
constance des efforts anormaux sur les pièces du méca
nisme. Seulement, ces effets n'étant obtenus qu'aux dépens 
de 'a régularité {**), on doit se garder de faire servir le joint 
universel à la transmission d'efforts un peu considérables. 

Soient (SA, (JB, les deux axes do tutation; les bras du n o i 
es par ie- fin il s (1C, Dî)', perpoudiru-
i'exe OA, ia secondée i'axe !>B. 
•• tlie a rester '.-erpendiculaire à i'axe (>ï>. 
t trac ' .-",':• LU: •• sphère avant son centre 

en O est le grand cerele E, L.n.iis une tes extrémités de ia 

18. 

sinon .-oui r..:eré:-; 
laires : ia oremler. 

décrit ::;: •....; éui 
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OA. Comme de plus les droites OC, 01) sont perpendiculaires 
entre elles, l'arc CD esl constamment égal à un quart de grand 
cercle; et la position de l'un des points C, D sur sa trajec
toire est connue, lorsqu'on a la position de l'autre point sur lu 
sienne. 

On peut donc chercher la loi de la transmission du mouve
ment par le joint universel, en étudiant les lois du mouve
ment spherique des extrémités d'un arc de grand cercle égal 
à un quadrant, qui se meut entre deuv grands cercles dont 
l'angle est égal au supplément de l'angle des axes [fig- 220). 

Partons de l'instant où le croisillon est dans le plan per
pendiculaire à l'axe A. Représentons par C,, D, deux positions 
simultanées des points d'articulation C, 1); et désignons par_r 
eî y les arcs CC,, DP,, décrits par ces points à partir de leurs 
positions initiales. 

Le déplacement x du point C, extrémité d'une perpendicu
laire à l'axe A, mesure la rotation de l'arbre correspondant: 
de même, l'arc y mesure la rotation autour de l'axe P. 

Or on a dans le triangle PP, C, : 

cos - = cos \~-\-x\ cos y -+- sin j — 4- x ) sin y cos P, 
2 V2 / V2 / - ' 

ou 
sina; cosy= cos.r sin r e o s P , 

ce qui donne 
ta 11 g.r = tangr cosP (*). 

En différentiant cette équation, on trouve le rapport des vi

tesses angulaires simultanées, lequel est ésal à -j-- On oh-
(IX 

tient également ce rapport en appliquant les principes de la 
composition des rotations : en effet, les trajectoires des points 
C, P, étant connues, le pôle instantané de la rotation du croi
sillon est en I, intersection des arcs normaux à PP, et (X,. 

Cela posé, on a 
&/ __ sin IP, __ sin ICI), _ cos CC, P, 
&> sin IC, sin 11), C, eosPD.C, 

(*) Dans ces équations, D est l'angle aigu (tes deux axes de rotation. 
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En remplaçant les deux cosinus par leurs valeurs, i! vient 

M' cos I) 
',•> 1 — sin!J)cos2.r 

11 résulte de cette relation que le rapport des vitesses an
gulaires des deux arbres est variable : il atteint son maximum, 

1 . . T . ~ , , . 

• — -, pour x = o, et son minimum, cos JJ, pour J = — L e-
cos 1) l 1 
cart entre cos deux valeurs est d'autant plus grand, que l'angle 
\) est lui-même plus grand. 

ç XI. — TROISIÈME GENRE. — POILIES ET TAMBOIRS A RAPPORT 

DE VITESSES VARIABLE. 

Fusées des montres. — Une fusée n'est autre chose qu'un 
treuil dont l'arbre, au lieu d'être cylindrique, présente la 
l'orme d'une surface de révolution quelconque. La destination 
des appareils de ce genre est de compenser une irrégularité 
inhérente à la nature d'une machine donnée; on détermine la 
section méridienne de la fusée d'après les lois du mouvement 
qu'on se propose de régulariser. 

Dans les montres et chronomètres, l'effort moteur est ap
pliqué au barillet B (PL XXII, Jlg. 222); le mouvement est 
transmis à l'arbre FF par l'intermédiaire d'une chaîne articu
lée, qui fait un certain nombre de tours sur une fusée co
nique. La conicité de la fusée ne permet pas de disposer la 
chaîne comme une corde sans fin : on attache donc les extré
mités de cette chaîne, d'une part au barillet, d'autre part à la 
l'usée, et la transmission dure jusqu'à ce que la chaîne soit 
entièrement déroulée; après quoi il faut remonter la montre, 
pour replacer les choses dans la position première. 

On trouve dans les mull-jenny une fusée qui diffère des 
fusées de montre en ce qu'elle est renflée au milieu, et amin
cie aux deux bouts. En communiquant à l'arbre de celte fusée 
une rotation uniforme, on fait prendre au chariot tiré par la 
corde un mouvement d'abord accéléré, puis retardé. 

Tambours et bobines d'extraction. — Nous avons déjà si
gnalé l'inconvénient des treuils cylindriques d'extraction, pour 
le cas d'un puits d'une grande profondeur. En donnant au 
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corps du treuil !a forme conique, on peut s'arranger de manies,•• 
que Sa vitesse ascensionnelle soit d'autant moindre, que le 
poids total à enlever est plus considérable. 

I! est d'ailleurs difficile, avec ce système, de faire varier 
le rayon d'enroulement dans des limites assez étendues. On 
n'obtient une compensation suffisante qu'en remplaçant les 
tambours cylindriques ou coniques par des bobines, et substi
tuant aux câbles ronds, à tours juxtaposés, de? câbles plais, 
dont les spires, en se recouvrant mutuellement, procurent un 
diamètre variable suivant une loi convenable. 

Le noyau de la bobine {Jig. 223) n'est autre chose qu'un 
tambour en fonte, dont la largeur est très-peu supérieure a 
celle du câble plat que la bobine doit recevoir : un certain 
nombre de bras latéraux en bois maintiennent les spires à 
droite et à gauche. La distance de l'axe à la partie rectilisne 
du câble augmente, pour chaque tour, de deux fois l'épai^eur 
de celui-ci, soit de (3 à 8 centimètres. 

L'extrémité du câble, opposée à ceiie qui soutient la benne, 
est îixée à demeure sur le noyau, de sorte qu'il faut une; 
deuxième bobine, calée sur le même arbre que la première, 
pour le service de l'autre benne. Les deux câbles sont d'ail
leurs enroulés en sens inverse l'un de l'autre, afin que l'une 
des bennes descende quand l'autre monte. 

Câbles sans fin. — Les câbles san • lin s'appliquent dif
ficilement à la production d'un rapport de vitesses variable. 
Cependant, on peut imaginer {Jig. ?.?.[) un mécanisme com
posé de deux poulies dont l'une soit elliptique, la courroie 
étant maintenue constamment tendue par un poids ( '). 

Ce système n'est pas employé. 

(*; La rotation do l'arbre A. étant uniforme, l 'arbre H est anime d'un moa-
vcmeiit continu varie ; roir p . n S _', et le poids I', d'un mouvement allernatii. 

Ainsi, ta combinaison (A, H' se rapporte à notre deuxième classe, et la com
binaison (A, 1'), ou (1Î,P), à la troisième. 
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CHAPITRE Y. 
ORGANES DE MACHINES. 

CLASSE e . SENS DE LA TRANSMISSION VARIANT PÉRIODIQUEMENT. 

RAPPORT DES VITESSES CONSTANT OU VARIABLE. 

Du mouvement alternatif. — Il existe un grand nombre 
d'organes de machines, dans lesquels le sens du mouvement 
transmis est sujet à des variations périodiques. En d'autres 
termes, tandis que l'un des éléments du mécanisme se meut 
constamment dans le même sens, l'autre pièce est limitée dans 
l'amplitude de son excursion, par la nature géométrique de la 
liaison employée. Par suite, celte pièce» peut seulement pren
dre un mouvement de va-et-vient, dont lu direction change à (Ài'~, 
intervalles de temps réguliers. La pédale du rémouleur peut 
être présentée comme le type des machines de cette catégorie. 

Dans ces machines, au rebours de ce que nous avons con
seillé jusqu'ici, il est avantageux que le rapport des vitesses 
soit variable. On doit en effet s'arranger de telle manière que, 
l'uniformité étant toujours le partage de celui des deux mou
vements qui est continu, l'organe à mouvement oscillatoire 
soit animé d'ur.e vitesse qui-décroisse régulièrement, depuis le 
milieu de sa course jusqu'aux époques des changements de 
sens. 11 faut éviter avec le plus grand soin toute disposition dans 
laquelle une masse un peu considérable passerait brusque
ment, d'une vitesse finie dans un sens, à une vitesse finie de 
sens contraire. 

En général, la pièce oscillante est la pièce conduite, comme 
dans les marteaux, les cisailles, les scies à mouvement alter
natif, etc. Le contraire se rencontre pourtant quelquefois. 
Ainsi dans le rouet, le tour, la plupart des machines à va
peur, c'est l'organe moteur qui possède un mouvement de va-
et-vient, et qui communique, au moyen de dispositions conve
nables, un mouvement continu à peu près uniforme à un arbre 
tournant. 
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§ X I I . PREMIER GENRE. TRANSMISSION BU MOUVEMENT 

PAR CONTACT. 

1" Engrenages à mouvement alternatif. 

Les engrenages intérieurs répondent à deux rotations de 
même sens, les engrenages extérieurs à deux rotations de sens 
contraires. Si donc on fait en sorte que l'engrenage d'une 
roue et d'un pignon soit alternativement extérieur et inté
rieur, le mouvement continu du pignon fera prendre à la roue 
un mouvement circulaire alternatif. 

Houes tronquées à double denture. — La Jig. ?.2.5 indique 
un certain nombre de dispositions propres à réaliser cette idée. 

La roue A est une lanterne ordinaire, dont la denture pré
sente quelque part une lacune, suffisante pour permettre au 
pignon de passer d'un côté à l'autre de l 'enceinte des fuseaux. 
L'extrémité de l'arbre de ce pignon est engagée dans une 
rainure, pratiquée dans un plateau qui tourne avec la lanterne; 
et le tracé de la rainure est combiné de manière à obliger 
le pignon à passer périodiquement de l'intérieur à l'extérieur 
de la lanterne, et vice versa. 

La grande longueur de l'arbre fait qu'un petit déplacement 
horizontal du pignon peut s'ell'eciuersans lausse-r sensiblement 
cet arbre. 

La denture extérieure et la denture intérieure ayant même 
circonférence primitive, le rapport des vitesses des deux ar
bres est le même, quel que suit le sens de la transmission. 

Cet avantage n'existe pas dans la roue H, qui présente la 
forme d'une couronne circulaire échancrée, munie d'une 
double denture sur son contour extérieur et intérieur. Le 
rapport des vitesses est constant tant que le mouvement ne 
change pas de sens, mais ce rapport change; avec le sens de la 
transmission. Dans la roue C. dans la roue I), où chacune des 
dentures est excentrée, le rapport des vitesses varie pendant 
chaque demi-oscillation (*). 

On peut aisément disposer ces roues de manière à satisfaire 

(*j Ou trouve de pareilles roues il.'ins le métier automate do Smith. 
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aux conditions les plus variées. Dans tous les cas, les courbes 
de raccordement permettent le changement graduel de la vi
tesse, conformément à ce que nous venons de recommander. 

Crémaillère double oscillante. — Un système parfaitement 
analogue, dans lequel une crémaillère est substituée à la roue 
tronquée (Jig. 22.6), sert à transformer le mouvement circulaire 
continu en mouvement rectiligne alternatif (* ). Dans le cas 
de la disposition F , la vitesse varie brusquement , el l'effet est 
généralement moins bon. 

Roue à demi-denture avec double pignon [Jig. 227).— Dans 
ce mécanisme, qui produit également un changement brusque 
dans le sens de la rotation d'un arbre AB, l'arbre moteur est 
terminé par une roue de champ, dentée sur la moitié de son 
contour. Cette roue engrène «lternaiivement, pendant un d<mi-
tour avec le pignon A, pondant, le demi-tour suivant, avec le 
pignon 13; el le sens de la transmission change deux fois pour 
chaque tour de la roue. 

2" Cames. — Excentriques. 

On donne le nom de cames ou A'excentriques à des pièces 
de formes plus ou moins compliquées, qui tournent autour 
d'un centre iixe, en poussai!! devant elles d'autres pièces con
venablement guidées. Jl est facile de déterminer le profil 
d'une came, de manière à obliger la pièce conduite à prendre 
le mouvement que l'on veut. 

Marteaux de forge. — Nous avons déjà indiqué l'usage des 
cames en développante, 'pour le soulèvement, d'un pi lon; 
les marteaux de forge présentent une disposition analogue 
(Jig. 228). Dans les appareils de ce genre, la came a seulement 
pour fonction de soulever le marteau : la chute de celui-ci 
est déterminée par l'action de la pesanteur, aidée, s'il y a 
lieu, par celle d'un ressort ou rabat. 

Cisailles.— Lue cisaille ordinaire se compose d'une mâchoire 
fixe, et d'une mâchoire mobile autour d'un point fixe. Cette 
dernière se prolonge; do l'autre côté du point fixe, sous la 

( ) It est possible avee !;Î disposition K, ru (tonnant à lu iremaillère la l i -
>erté de prendre un petit mouvement trans\ersal, de ne pas fausser du tout 
''arbre du pignon. 
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forme d'une longue queue qui porte sur un excentrique. Le 
poids de tout cet appareil maintient la pièce mobile appliquée 
sur la cam<\ de sorte qu'il n'y a pas de choc comme dans les 
marteaux. 

Excentriques. 

Les excentriques proprement dits sont combinés do manière 
a guider une pièce à mouvement alternatif, dans toute l'éten
due de sa double excursion : ils peuvent se ranger dans deux 
catégories principales. 

i" Excentriques agissant sur des galets. — Soit 

r=f(0) 

l'équation d'une courbe en coordonnées polaires. Faisons 
tourner celte courbe autour du pèle, avec une vitesse angulaire 
constante « : les rayons vecteurs qui viendront à l'époque / se 
placer dans une direction fixe déterminée, prise pour origine 
des angles 9. s'obtiennent en faisant dans l'équation de la 
courbe 

G = ?it. 

On conclut de là 
r=f(nt). 

Imaginons maintenant, suivant la droite (0 = o), une tige 
guidée de manière à pouvoir seulement se mouvoir- dans sa 
propre direction, et assujettie à s'appuyer sur la courbe mo
bile : il est clair que la loi du mouvement roctiligne d'un 
point de cette tige sera donnée par l'équation 

x — ftnt). 

Réciproquement, connaissant la loi du mouvement qui doit 
animer la tige, ainsi que la vitesse angulaire n, on détermine
rait le profil de l'excentrique. 

Généralement, l'excentrique agit sur la tige par l'intermé
diaire d'un galet, dont l'axe est fixé à celle-ci : par suite, 
quand on a arrêté le tracé de la courbe conductrice, sans se 
préoccuper du galet, il faut raccourcir la courbe, suivant 
toutes ses normales, d'une quantité égale au rayon de ce 
galet. 
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Si l'on veut que l'excentrique produise lui-même le mou
vement de retour, sans qu'il soit besoin d'une disposition spé
ciale pour maintenir la tige appuyée sur sa surface, on place 
un deuxième galet de l'autre côté du centre de rotation, d: 
manière à embrasser l'excentrique. Dans ce cas, la longueur 
d'un diamètre quelconque, mené par le centre de rotation, 
doit être constante, et il suffit de connaître la moitié du profil 
pour pouvoir tracer l'autre moitié. 

Au lieu d'employer deux galets, on peut terminer la lige par 
un bouton qui s'engage dans une rainure découpée dans un 
plateau tournant : ie tracé de la rainure s'effectue comme 
précédemment. 

Enfin, si l'axe de la rotation était parallèle à la direction de 
la translation, l'excc-ntrique aurait la forme d'une couronne 
comprise entre deux cylindres concentriques, cl découpée 
suivant une courbe convenablement calculée; la tig.* se ter
minerait par un galet, ou par un boulon mobile dans une rai
nure. 

?.° Excentriques agissant sur un cadre. — Ln autre système 
consiste à souder à la tige guidée un cadre rectangulaire 
[PI. XXV, jig. a33), dans l'intérieur duquel se meut l'excen
trique. Celui-ci pousse alternativementles deux côtés du cadre, 
qui sont perpendiculaires à la direction de la tige; quant à la 
loi du mouvement de cette tige, elle n'est plus en relation 
simple avec la grandeur du rayon vecteur de la courbe conduc
trice, mais bien avec la distance du pôle a ses tangentes, ou, 
ce qui revient au même, avec le rayon vecteur de la podaire 
correspondante. La distance de deux tangentes parallèles quel
conques doit être constante. 

Ces principes généraux étant posés, entrons dans le détail 
des divers tracés usités. 

Mouvement uniforme. — Quand on veut que la tige guidée 
soit animée d'un mouvement uniforme, la courbe r=f[ 0} est 
une spirale d'Archimède (ou une développante de cercle, si le 
prolongement de la tige mobile ne passe pas par le centre de 
rotation de la came). 

Soit L l'amplitude de l'oscillation; on détermine le para
mètre de la spirale de telle sorte que, pour une rotation de 
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180 degrés, l'accroissement du rayon vecteur soit égal à L. 
Celte condition donne pour l'équation de la courbe 

;'o étant arbitraire. 
On construit cette équation en divisant la demi-circonfé

rence en un certain nombre de parties égales, et portant sur les 
rayons vecteurs des longueurs qui croissent en progression 
arithmétique, de r„ à ;•„ + L. 

Un arc symétrique complète le tracé de l'excentrique (*), 
dont l'ensemble présente une forme qui lui a fait donner le 
nom de came en cœur. 

Afin de comparer facilement les divers excentriques, con
struisons, pour chacun d'eux, les courbes figuratives des lois 
du mouvement d'un point de la tige. 

Dans le cas de l'excentrique en cœur, la courbe des espaces 
se compose de deux portions de droites, limitées à leur in-
lersection commune ; la courbe des vitesses est formée de deux 
droites parallèles à l'axe des temps, et symétriquement pla
cées par rapport à cet axe [fig- 229 bis). On \oit que la vi
tesse de la tige change brusquement de sens à chacune des 
extrémités de la course : c'est là un grave inconvénient de 
l'excentrique en coeur. 

Excentrique Moriri. —• On évite cet inconvénient en choi
sissant, avec Al. Morin, la courbe directrice de telle sorte que 
le mouvement s'accélère uniformément jusqu'au milieu de la 
course de la tige, et se retarde ensuite de même : la vitesse se 
trouvant nulle au moment des changements de sens. 

111 On doit, conformément a nos indications générales, remplacer la courbe 
que nous vouons de détermine- par un profil paraHéle ( fiy: :> >()) : ce qui 
donne lien aux particularités géométriques suivantes. D'une part, dans le voi
sinage du point A, les deux, branches du prolil laissent entre elles un vide, 
qu'on remplit en décrivant du point A comme centre un arc de cercle de 
même ravon que le <;alet. Vu contraire, de l'autre côte, les parties utiles des 
courbes se croisent. On est obligé, en cet endroit, de supprimer les deux pe
tits arcs qui dépassent la pointe b, el même d'arrondir un peu cette pointe : dd 
sorte que, pendant une petite fraction de la course, le guidage est supprimé. 
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Pour tracer un excentrique satisfaisant à cette condition, 
nous prendrons comme point de départ la courbe des espaces 
du point guidé. Cette courbe est composée de trois arcs de 
parabole (Jig. -->.3o bis), qui se raccordent tangenticllenient 
aux points m, et in0. On en déduit le profil de l'excentrique en 
décrivant un cercle quelconque, divisant la circonférence de 
ce cercle en huit parties égales [Jig. ?.3o;, et prolongeant les 
rayons aboutissant aux points de division de longueurs égales 
aux ordonnées de mêmes numéros, mesurées sur la courbe des 
espaces. La longueur d'un diamètre passant par l'axe est en
core constante : on peut donc, comme dans le cas précédent, 
employer deux galets pour guider la tige. Avec ce système, la 
courbe des espaces présente une continuité appareille, mais 
la discontinuité géométrique se manifeste sur la courbe des 
vitesses, et surtout sur la courbe des accélérations. 

Excentrique circulaire. — Enfin nous avons dit que l'oscil
lation devient tout à fait régulière, quand un des points de la 
tige guidée peut être considéré comme la projection d'un 
point qui se meut uniformément sur un cercle [Jig. a3i). 
C'est ce qu'on obtient à peu près par le moyen d'une mani
velle réunie à la tige par une longue bielle, système que nous 
étudierons dans le paragraphe suivant. On peut arriver au 
même résultat par l'emploi d'un excentrique : c'est Vexcen
trique circulaire (Jig- ?.32), lequel est géométriquement équi
valent à la combinaison d'une bielle et d'une manivelle. 

Supposons en effet que le bouton placé au point d'articu
lation de la bielle et de la manivelle grandisse de manière à 
embrasser l'axe de rotation : nous obtiendrons une sorte de 
poulie, traversée par un arbre excentré, et connue sous le 
nom d'excentrique circulaire. La poulie d'excentrique est 
entourée d'une bague composée de deux moitiés d'anneau 
boulonnées : c'est le collier d'excentrique; enfin, à l'un des 
segments qui constituent cette bague est assemblée une lon
gue bielle, ou barre d'excentrique, dont l'extrémité vient s'ar
ticuler sur la tige à conduire. 

Les courbes représentatives du mouvement diffèrent très-
peu de celles que nous avons discutées (p. 64 ), à cause de la 
grande longueur de la barre d'excentrique, comparée à l'ampli
tude de l'excursion. 
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Excentrique triangulaire. 

Tomme exemple d'excentrique appartenant a la deuxième 
catégorie, citons l 'excentrique triangulaire {Jig- 2.33), dont 
l'objet est de communiquer au cadre qui lui est circonscrit, et 
à. la tige fixée à ce cadre, un mouvement alternatif intermit
tent. 

Soit C un centre fixe, et BB,C un triangle équilaiéra! dont les 
eûtes sont remplacés par des arcs de cercle décrits des som
mets opposés comme centres. Considérons cette figure comme 
le profil d'un excentrique tournant autour du point C dans le 
sens de la flèche/', et analysons les diverses circonstances 
du mouvement du cadre rectangulaire i 'P 'QQ' , assujetti à se 
mouvoir parallèlement à la direction Cf. 

Première période. — Le côté QQ', tangent à l'arc CB,, est 
poussé par cet arc jusqu'à ce que le point de contact se soit 
transporté de C en B,; l 'excentrique occupe alors la position 
CIÎ.Bj, et le cadre a marché d'une quantité égale à la moitié 
du rayon CB. 

Deuxième période. — La rotation continuant dans le même 
sens, le cadre poursuit sa marche en avant, conduit par l'arête 
vive B2. 11 atteint ainsi la position QQ'TT', limite extrême de 
-on excursion (*). 

Troisième période. Station. — A partir de cet instant, la 
•ame tourne sans exercer aucune pression sur le cadre; et 

•"elui-ci reste stationnaire jusqu'à ce que l'exccntrinu'1 oit 
arrivé en CB,;B;, position exactement symétrique de la première. 

La poussée de la came a lieu dans cette position sur le côte 
opposé; du cadre, et détermine le retour de la tige en arrière : 
l'oscillation inverse s'exécute d'ailleurs suivant des lois iflen-
liqi'.os à feiles de l'oscillation directe, elle se termine ce-:.mie 
•elie-ci par un temps d'arrêt, correspondant au pas.-ag..- ee 

CB.-.B à CBB,. 

"""'; 0 ' . ) VU il <]l!C l ' ; U l l l > i m , 0 (11' Cl ' ÎU' . ' \ ( ; : i-^îv- !! ; Si ;•_,., 11 •. ;•• !• lUli ' 

e ; e i r e , m,ils s e u l e m e n t ;ui i \ : y m < h ; ee; 'ele d e e r i l pal- le "'•'.;:'. e e 1': ^ e e i i a e i i ^ 

ie e k ; s é l o i g n e de i 'uxe d e j ' j U i t i o n . 
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Construisonsles courbes représentatives du mouvement d'un 
noint du cadre. Dans la première période, le point b est la 
projection de B, et les courbes sont identiques à celles de 
tejig- 2 3 i . Pendant la deuxième période, il y a également 
un point c du cadre, lequel est la projection d'un point animé 
d'un mouvement circulaire uniforme, de sorte que les courbes 
figuratives du mouvement du cadre pendant la seconde pé
riode sont encore des arcs de sinusoïdes, qui se trouvent con
struits (/'g'- 2oi) . 31 faut seulement remarquer qu'il n'y a pas 
concordance entre les phases des mouvements de c et de b, 
de sorte que les arcs qui répondent aux deux périodes que 
nous avons distinguées ne se raccordent pas, et les courbes 
présentent une discontinuité dont on se rend parfaitement 
compte, à l 'inspection de h\J!g. a33 (*). 

Excentrique à ondes. — Dans le profil d'un excentrique, 
un arc de cercle décrit du centre de rotation répond évidem
ment à une station du cadre ou de la tige conduite. La courbe 
ondulée de la_/?g'. a34 se compose de trois arcs de cercle con
centriques dont les rayons sont différents. Il suit de là que. 
pendant la durée d'une révolution complète de l 'excentrique, 
le galet occupe successivement trois positions qui correspon
dent : celle du milieu à la fermeture de l'orifice A, et Ses deux 
extrêmes à la mise en communication de cet orifice avec l'es
pace qui se trouve à droite ou a gauche de l 'obturateur. 

Les angles au centre des trois arcs de cercle sont propor
tionnels aux durées respectives des trois siations, ie mouve
ment de l'arbre étant toujours supposé uniforme, (les ares sont 
raccordés par des courbes qui doivent présenter Une courbure 
siiftlsainmenl continue. Le tout est disposé de telle sorte qu'un 
diamètre quelconque ait une longue'/r constante, afin qu'on 
puisse rnrnv.sser l'excentrique dans sou mouvement par deux 

L:~ y/;-. •>.)'. bis !•,•;.r'• M'iite la loi des .'.spacv:- iiarcmirus p<>r 
l'un des galets. 

'*' P o u f t ! n ! ; ! ! i ^ I •:; < ; : n : -Xos eX; dv ' s c o u v e r . • ! f > i \ i ' 5 --U s•_:}.r^ J i i K r • • -

Cfs i l ' - : n i i j r e h l : s ti-.'V.x i:.;i ! l . ' ^ h,-:c h ' . ' ' "5, c l i n ! _•!•:'['•<• e n • h. ' i ix . : i ! t ' • i_>I 1= e - - l i j : ; . - s 

d:'.'i'.'-:> > ' i j p : ' r s : : i : u i ! i lu> U ' I i l ^ S J \ , ! ! v L . 



2 8 8 DEUXIÈME SECTION. TH1ÎOR11! DES MÉCANISMES. 

§ XIII. — DEUXIÈME GENRE. —TRANSMISSION L'Ail L'INTERMÉDIAIRE 

DE PIÈCES RIGIDES. 

1° Bielle et manivelle. 

Les excentriques offrent toutes les ressources qu'on peut dé
sirer, géométriquement parlant, pour réaliser un mouvement 
oscillatoire quelconque. Seulement ces appareils donnent lieu 
à des frottements très-notables, dès nue les efforts mis en jeu 
sont un peu grands : de sorte que, sous ce rapport, les combi
naisons de tiges assemblées à charnière sont préférables. L'or
gane principal est toujours une bielle, articulée en un poun 
d'une manivelle qui tourne d'une manière continue. L'extré
mité de la bielle, opposée au bouton de la manivelle, dou 
être guidée suivant une trajectoire déterminée; elle accomplit 
sur cette trajectoire, quelle qu'en soit la nature, des oscilla
tions dont les lois ne diffèrent pas sensiblement des lois de 
la projection du mouvement circulaire uniforme, pourvu que 
la bielle ait une longueur suffisante. 

Le système le plus simple est celui qui se rencontre da.is ia 
pédale du rémouleur, dans le rouet à filer, et aussi dans les 
puissantes machines à vapeur à balancier {PL \XJ II, fig.i.ZS). 
L'extrémité libre de la bielle vient s'articulera un balancier, 
lequel oscille autour d'un point fixe. Le point d'articulation 
se trouve ainsi assujetti à rester sur une circonférence de 
cercle : il parcourt d'un mouvement alternatif un certain arc 
B0B, de celte circonférence (si les proportions des divers élé
ments sont convenables), tandis que la manivelle lourne d'une 
manière continue [* ). 

Mouvement rectiligite alternatif. — Dans les machines à va
peur horizontale-, l'extrémité de la bielle décrit une ligne 

(* ; La bielle lounii ' a flniqur instant autour du point C, intersection de la 
manivelle et du halanciev p>adon;;es. Du se l'ail une idée «éoméu '<!'"' l l" 
mouvement continu de la liielle en construisant ( fi». •>..'!">) le douMe 'ieu 
décrit par le centre instantané, soit dans l'espace absolu, soit relaiixcmei'l a 
la bielle. La fig: a.'Ui l 'cpoul au cas où le mouvement de l'extrémité oscil
lante de la bielle es1 reetiliyne. 
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droite (Jig. '236). En supposant la rotation de la manivelle 
uniforme, les propriétés du centre instantané de rotation font 
connaître les lois du mouvement du point B. On construit les 
courbes représentatives de ce mouvement (Jig. 237), en 
portant sur un axe horizontal B,P des longueurs proportion
nelles aux arcs décrits par le point A (arcs qui sont eux-mêmes 
proportionnels aux temps), et élevant en chacun des points 
ainsi déterminés, tels que p, des ordonnées égales respective
ment aux espaces parcourus, aux vitesses et aux accéléra
tions (*;. 

Ces courbes donnent lieu aux remarques suivantes : 
i° La courbe des espaces ne présente plus la symétrie des 

sinusoïdes de la_/?g'. 23i, qui répondent au mouvement oscil
latoire le plus parfait. Cependant la différence entre les deux 
formes n'est peut-être pas très-appréciable; et à ce point de 
vue les inconvénients résultant du peu de longueur de la bielle 
ne seraient pas de nature à frapper vivement les regards. 

2° En examinant la courbe des vitesses, on reconnaît que 
la vitesse maxima ne coïncide plus avec le milieu de la course, 
de sorte que la demi-oscillation CB, s'effectue plus vite 
que CB,,. Le l'apport des temps qui correspondent à ces deux 
parcours est marqué par le rapport des lignes lk et CI (**;. 

(*) Poui' avoir !es ordonnées de la courbe des -vitesses, l'ous déterminerons 
par la construction indiquée ( p . ••-'.'>) la \itessc KO, qui correspond à la posi
tion ri de l'extrémité de la ti;;e du piston; et nous porterons cette longueur 
dans un sens convenable sur "l'ordonnée du point p. Quant à ce qui concerne 
l'accélération, nous remarquerons que le lieu du point Q est une courbe qui 
donne la vitesse en l'onction de l'espace parcouru. Or on a 

. _ dv _ A- ds_ Jç_ 
1 ~ Il " ~d> Jl ~ '' 1i ' 

donc l'accélération n'est autre chose que ia sous-normaie e — Je 1.; ; .oirbe 

R .QB,. 
(**) Métier Tarlor. — Celte propriété a eïé mise à pioiil ila;i> la eonslructioii 

d un métier à tisser destiné à l'ont lionner avec une grande vitesse. l.o buttant 
l'eeoit son mouvement d'une bielle, qui ] o^ède à peine une l'ois ei demie l.i 
longueur de la manivelle. La portion de l'excursion correspondant au coup de 
battant s'effectue plus vapklemenl nue l 'autre, le p a s s é e reste donc plus îon:j-
temps ouvert pour une même exe.ur^ion :o': 1.' : ce qui 'evien! a dire que, pou r 
»" temps donne nécessaire a.i p:svi^e Je la nav-jUe, on peut l>:i<i;e plu-i <K-.' 
coups par minu-u. 

file:///itessc
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3° Enfin, avec les données que nous avons choisies. 

AB = - O A , 
2 

la courbe des accélérations présente trois lobes au lieu de 
deux; et l'une des ordonnées maxima est de beaucoup supé
rieure à celle qui correspondiv.it à l'hypothèse d'une bielle 
infinie. TWuis verrons, en Dynamique, quelle est la significa-
tion de ce résultai. 

Proportions des bielles. — Toutes ces remarques n'ont pas 
une grande importance lorsque, conformément à la pratique 
de Watt, on donne à la bielle au moins cinq fois la longueur 
de la manivelle. On descend aujourd'hui beaucoup au-dessous 
de cette limite : soit quand on ne dispose pas d'une place suf
fisante, soit quand on a en vue quelque résultat spécial, 
comme dans la machine que nous avons signalée en note. 

Transformation du mouvement alternatif en mouvement 
continu. 

Lorsque, clans les appareils que nous venons de décrire, 
l'organe moteur est celui qui est animé du mouvement aller-
natif, il semble qu'aux deux points morts A„ et A, if g. '235' le 
balancier se trouve dans l'impossibilité de communiquer le 
mouvement à la manivelle. Cependant tout le monde a vu ou 
fait fonctionner des appareils de ce genre; et chacun sait que, 
sauf quelques précautions au moment du démarrage (*), le 
mouvement continu est facile à produire et à entretenir. >ioi;s 
donnerons en Dynamique les conditions nécessaires et suffi
santes peur arriver à ce résultat. 

2" Encliquetages. 

Roue à rocket. — On connaît sous le nom de rochel une 
roue dont les dents sont généralement dissymétriques 
( PL XXIII, jig. 22/î bis). L'accessoire obligé de cette sorte de 

(*) Dans les locomotives, il est tout à fait indispensable d'avoir, pour don
ner lo mou\ement à l 'arbre de la roue motrice, deux machines distinctes 
dont les points morts ne coïncident pas, alin d'être à même de démarrer en 
toute position. 

correspondiv.it
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roue est un cliquet, qui s'engage dans l'intervalle de deux 
dents, et qui est maintenu dans cette position par un ressort. 

On voit que le cliquet, organe purement passif, empêche 
l'arbre de la roue à rochet de tourner dans le sens de la flèche/'. 
Quant au mouvement dans le sens opposé, il s'effectue à pet' 
près comme si le cliquet n'existait pas. 

Les ei:cUqueU!s;es sont des engins dont la destination est 
diverse, mais dont l'organe principal est toujours une roue 
plus ou moins analogue au rochet nue nous vêtions de dé
crire. Quand le cliquet, au lieu d'être articulé en un point 
fixe, est, comme C, attaché à une pièce mobile \fig- 22 5 bis), 
le mouvement descendant de cette pièce détermine une rota
tion de l'arbre du rochet, tandis qu'un mouvement inverse 
laissera cet arbre immobile. De la sorte, on peut communi
quer un mouvement continu (ou tout au moins progressif) à 
un treuil O, en imprimant au levier L un mouvement alter
natif {*). Il faut avoir soin d'installer quelque part un cliquet 
rétenteur G, afin d'empêcher le cylindre de revenir en ar
rière, pendant qu'il ne reçoit pas d'effort moteur. 

La facilité avec laquelle un manœuvre peut développer un 
effort considérable en agissant à l'extrémité du levier, pour lui 
imprimer un mouvement de va-et-vient, rend cet organe pré
cieux pour appliquer la force de l'homme. I n treuil à encli-
quetage remplace avantageusement le treuil à manivelle, pour 
élever les matériaux à la partie supérieure d'une maçonnerie. 
L'ouvrier abaisse et relève alternativement le levier, dont 
chaque oscillation fait passer une dent de Sa roue : le mouve
ment se communique ainsi à l'arbre du treuil, et produit l'en
roulement de la corde, qui passe sur une poulie de renvoi, et 
vient enfin s'attacher au fardeau qu'il s'agit d'enlever. Un con
tre-poids fait que le manœuvre exerce seulement son action de 
haut en bas. 

Levier de la Garousse. — Le levier de la Garousse [fis;. 226 bis), 
connu depuis le dernier siècle, porte un double cliquet mo
teur, de manière qu'il y a effort exercé sur le rochet, pour 

(*) L'emploi des encliquelages fournit le seul moyen connu, qui permelte 
de fonder uniquement sur des combinaisons çeometriques la transformation 
d'un mouvement oscillatoire en mouvement progressif. 

'9-
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chaque oscillation simple : on diminue ainsi les intermittences 
du mouvement. 

Pied-de-biche des scieries. — On trouve également un cli
quet moteur, ou pied-de-biche, dans les scieries mécaniques 
à mouvement alternatif, pour commander la crémaillère qui 
fait avance!' la pièce de boisa chaque coup de scie. 

Inconvénients des encliquelages ordinaires. 

Ces inconvénients sont : d'une part les chocs bruyants du 
cliquet sur la roue, et de la roue sur le cliquet, d'autre part les 
temps perdus qui résultent de ce que le cliquet n'est jamais 
exactement en prise, à la position du repos. 

On évite le bruit par l'emploi de YencUqncto.ge muet 
(fig- '-'-2 7 bis), dans lequel le cliquet, au lieu d'être chassé pal-
un ressort, est mù par un levier qui le met en place au mo
ment convenable. 

Mais les encliuuetages les plus parfaits, au point de vue de 
la suppression complète du bruit, des chocs et des temps 
perdus, sont les encliquetages à frottement, dont nous expose
rons plus tard la théorie, et dont nous allons dès à présent 
citer un exemple. 

Encliquetage Dobo {fig. ae8 bis). — Le roebet denté est rem
placé par une roue folle A, qui reçoit directement le mouve
ment et doit le transmettre à l'arbre O. Celui-ci porte quatre 
ailes a, a,. . ., articulées près du centre, et maintenues par des 
ressorts de façon que l'extrémité de leur courbe extérieure 
touche la circonférence de la roue. 

Ceci posé, il est facile de comprendre le jeu de l'appareil. 
Quand la roue tourne dans le sens de la flèche, sa circonfé
rence intérieure frotte contre la courbe extérieure des leviers, 
oblige les petits ressorts à fléchir, et n'entraîne pas l'arbre dans 
son mouvement, parce que chaque aile cède sous l'action du 
frottement. 

Quand la rotation a lieu en sens inverse, le frottement tend 
également à faire tourner les leviers autour de leurs axes: 
mais comme la longueur de la ligne menée de l'angle 1 à l'axe 
E est telle, que cette, extrémité peut s'éloigner du point O, a 
une distance plus grande que le rayon intérieur de la jante, il 
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se produit un arc-boutemcnt des leviers contre la roue, ce 
qui les rend, ainsi que l'arbre, solidaires avec celle-ci. 

Les ressorts étant disposés de manière à tenir constamment 
l'angle extérieur des ailes appliqué contre la surface interne 
de la roue, l'action de cet encliquelage se produit dès que le 
mouvement commence en sens contraire de la flèche (*). 

3° Combinaisons de pièces articulées. 

En combinant un certain nombre de balanciers, bielles, 
liens, et en général de pièces rigides réunies par des articu
lations, on obtient assez simplement des mouvements oscilla
toires d'une grande complication. 

Nous n'insisterons pas sur ces mécanismes, dont l'usage est 
naturellement restreint à un petit nombre de cas spéciaux; 
mais nous devons décrire avec détails l'application curieuss 
des propriétés des systèmes articulés à la production d'un 
mouvement à peu près recliligne. 

Parallélogramme de Watt. 

Dans les machines à vapeur à balancier, la tige du piston, 
après avoir traversé dans une boîte à étoupes, ou sluffing box, 
le couvercle supérieur du cylindre, vient s'articuler à un lien 
dont l'autre extrémité est fixée au balancier. On transforme 
ainsi le mouvement oscillatoire rectiligne du piston et de sa 
tige en un mouvement oscillatoire circulaire (**); mais il im-

(*) y,. Clair a. construit de petits appareils fort ingénieux, fondes sur les 
propriétés de l'encliquetage Dobo, pour transformer directement en eirculairo 
continu un mouvement, rectiligne ou circulaire, dont le sens change à des in
tervalles irréguliers. L'un de ces appareils a été appliqué à l 'indicateur de 
T\att, que nous étudierons plus tard . 

(**) Sur la machine à vapeur, considérée art point de vue de la transmission 
du mouvement. 

Avant Wat t , le balancier de l à machine à vapeur se terminait par un secteur 
circulaire, au sommet duquel venait s'attacher une chaîne, lixée d'autre part à 
la tige du piston. Celui-ci n'avait ainsi d'action sur le balancier que pendant son 
mouvement descendant : le retour s'effectuait au moyen d'un contre-poids. 
Ce système était à la rigueur suffisant, pour des machines servant exclusive
ment à l 'épuisement des mines. 

Le parallélogramme de Wat t rendit possible la mccliine de rotation, c'est 



poilc d'empêcher que l'exlr^niiié supérieure de la tige du pis
tou no se trouve soumise à des efforts obliques de la part du. 
lion, ce qui amènerait proraptement des fuites de vapeur pai 
la boîte à étoupes. Le parallélogramme de I/'att résout le 
problème du guidage de la tige en ligne droite, seulement 
d'une manière approximative, mais avec une exactitude suffi
sante pour la pratique. 

On facilite la théorie géométrique de cet appareil. c:\ con
sidérant d'abord la combinaison plus claire qui constitue le-
balancier à bride ou parallélogramme simple. 

Soit G À [Jtg- ?-3S) le balancier, M l'extrémité de la tige ih\ 
piston, qui doit parcourir h verticale T T \ Prolongeons le 
lien ÀM d'une certaine quantité MB, et relions le point B à 

à-dire une machine dans laquelle le mouvement alternatif du piston deier-
mine la rotation continue d'un arbre de couche, par l ' intermédiaire du paral
lélogramme,, du balancier, de la bielïo et de la manivelle. Seulement les ma
chines de 'Watt ont le grave inconvénient d'occuper avec leurs accessoires une 
place considérable, cl on est conduit a supprimer tout cet ai tirait dans un 
grand nombre do cas. Voici quelques-unes des dispositions actuellement er 
usage pour transformer plus simplement le mouvement oscillatoire du piston, 
en un mouvement de rotaLion continu. 

Mac!ui:es à cnn?ic.v,:r,r. iV.rec.lc. —• Maudslay articule directement la tige du 
piston sur la bielle qui conduit !a manivelle {PL _Y \ 7 7 / / , //--. -j \ \ ; IVxuémiï i 
de ia tige est guidée par dieux montants verticaux, entre lesquels se meut un 
galet qui doit rouler successivement sur l 'un et sur l 'autre. .Vues avons dejà 
dit ou'if CL-! préférable de remplacer le galet par des glissières à larges sur
faces, qui permettent de graisser convenablement les contacts. 

Aujourd'hui, dans toutes les machines horizontales, la tige du piston r- • 
termine par une co'/uille, munie de deux larges patins embrassant des guidas 
fixes au couvercle du cylindre ( P1. \r\ /èe/. loiT. V.n composant ee> guides ue 
deux flasques jumelles situées de part et d'autre de la tige, tout lV>paeo intermé
diaire reste libre pour le passage de la bielle. On pla.ee aussi "les guides dar^s 
le plan vertical de la tige, alors la partie de 3a bielle qui \ ient -'a'-ticuler sur 
la coquille a la l'orme d'une fourche. Ce dernier système paraît être, de moins 
eu moins employé. 

Machines oscillantes. — Dans les machines de M. Cave f/.'"_>'_> |">;, le cylindre, 
est mobile sur deux tourillons qui lui permettent de s'incliner de part et 
d'aulre de sa position moyenne. La tige remplit alors la fonction do bïeii'g et 
commande directement la manivelle. 

Mac'ninet à fourreau. — Kniin, dans certaines machines de bateau ;i indice, 
où la place est excessivement restreinte, la tige du piston est croura : elle éorre.R 
uno sorte de fourreau, dans l ' intérieur duquel joue l ibrement la bielle, arti
culée sur le piston lui-même. Ces machines sont fort répandues dans ïa ira-
rine anglaise. 

iV.rec.lc
pla.ee
file:///ient
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un deuxième centre fixe E, au moyen d'une bride ou contre-
balancier BK. Nous retrouvons ici trois droites articulées de 
longueur constante; seulement les mouvements des points A 
et 13 sont actuellement réduits à de simples oscillations, qui 
s'effectuent suivant des arcs de cercle à courbures in
verses. 

Un point tel que Y, situé vers le milieu du lion, décrit une 
courbe connue sous le nom de courbe à longue inflexion. 
Cette courbe, considérée ('ans son ensemble, présente à peu 
ores la forme d'un 8; elle s'infléchit trois fois en des points 
très-rapprochés l'un de l'autre, 1, I', i" : dans la région voi
sine de ces trois points d'inflexion, on peut trouver un arc assez 
long qui s'écarte fort peu d'une ligne droite. Or, il est facile, 
en choisissant convenablement les nombreux paramètres dont 
on dispose, de s'arranger de manière à faire coïncider cette 
portion de la trajectoire du point M avec la verticale suivant 
laquelle se meut l'extrémité de ia tige du piston : c'est ainsi 
qu'on arrive ù guider celle-ci, sans faire intervenir le frotte
ment direct. 

Règles données par Jt'ati. -— Ces préliminaires géomé
triques étant établis, voici comment Watt a réalisé sa concep
tion. Considérant les deux positions limites du balancier, A,, 
ki(fig. 23f)}, Watt commence par placer la corde de l'arc A, A, 
verticalement; puis menant l'horizontale OA, bissectrice de 
l'angle décrit par le balancier, il l'ait coïncider le milieu P de 
la flèche correspondante avec la verticale qu'il s'agit de faire 
décrire au point M. Enfin ce point M est pris exactement au 
milieu du lien, et l'on donne à la bride une longueur égale, 
à celle du balancier. 

Cela fait, on s'impose la condition que la tige soit rigoureu
sement verticale au commencement, au milieu et à la lin de 
sa course. Comme on connaît la longueur constante AM, 
il est facile, en prenant successivement les trois points A, At, A, 
pour centres, avec une ouverture de compas égale à cette lon
gueur, ou à la demi-longueur du lien, de marquer sur la ver
ticale TT' trois points M, M,, Td2 de ia courbe à longue in
flexion. Si l'on prolonge les lignes AM, A, M,, A3M2, de longueurs 
égales au deuxième segment du lien (ce que nous n'avons 
pas indiqué sur la figure pour ne pas introduire do confusion), 
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on obtient trois positions de l'extrémité B de la bride : en fai
sant passer une circonférence par ces trois positions, on dé
termine le point fixe E de celle-ci. 

D'après les proportions adoptées, il est évident : i° que la 
longueur de la bride est égale à celle du balancier: i° que 
l'arc décrit par l'extrémité de celte bride est en tout symé
trique de l'arc A, A;, par rapport à la ligne ÏT ' . 

On établit tout aussi facilement les conséquences suivantes : 
i° La corde A, A, est égale à la course du piston, et le mi

lieu de cette course répond au milieu de l'oscillation du 
balancier; 

2° Les angles du lien avec la lige ont leurs valeurs maxima 
égales dans les deux sens, ce qui réduit autant que possible 
la grandeur absolue de ces maxima ; 

3° La position moyenne M est un des trois points d'in
flexion de la courbe, et la tangente en ce point coïncide avec 
la direction normale du mouvement. 

Soient R le rayon du balancier, C la course du piston ( égaie à 
!a corde A,A2),fh flèche, et 0 la demi-amplitude de l'oscil
lation circulaire; on a 

OP = -R(H-cosC' l . 

En prenant, toujours avec Watt, la longueur OP triple de la 
demi-course, ou du sinus de l'arc AA,, on a 

- R ( i + cos 0 ) = 3 R sin 6, 

d'où 

tany- 5 = 1 , ' 6=iS"55'?.S". 
° 2 b 

Avec ces données, les quantités R, C, f sont entre elles 
comme les nombres entiers 

3; , 24, 2. 

Quant à la longueur du lien, on la prend égale au plus à la 

corde C, et au moins à - C. 
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Parallélogramme articulé. — Le parallélogramme articulé 
[PI. XIV, fig. i.{3) est une modification du parallélogramme 
simple, imaginée dans le but de diminuer la place occupée 
par le contre-balancier. Les propriétés géométriques des deux 
organes sont d'ailleurs exactement les mêmes. 

M étant toujours le point d'articulation de la tige du piston, 
au lieu de prolonger le lien AM, on construit sur la portion À.V 
du balancier ( portion généralement égale à la moitié de la lon
gueur totale OA) un parallélogramme articulé, dont le som
met B' est rattaché par une bride à un point fixe E. 

Pour comprendre le jeu de ce mécanisme, tirons la ligne 
OM, et remarquons que cette droite coupe toujours au même 
point M' le côté A'B' du parallélogramme. Cette propriété ré
sulte immédiatement du parallélisme des lignes AM et A'B'. 
Les triangles semblables qui démontrent ce lemmc donnent 
également la proportion 

OM' _ OA' 
OM — OA ' 

c'est-à-dire que M' décrit une courbe semblable au lieu du 
point M. Or, les trois tiges OA'B'E constituent un parallélo
gramme simple; donc la trajectoire du point M', et par suite 
celle du point M, est précisément la courbe à longue inflexion, 
que nous venons d'étudier (*). Seulement, par l'introduc
tion du parallélogramme proprement dit, le point E se trouve 
beaucoup rapproché de l'ensemble de la machine (**). 

(* ) Dans les machines à vapeur ordinaires, on utilise la propriété du point Aï', 
qui décrit, comme nous venons de le voir, une trajectoire semblable à celle du 
point M, en fixant en ce point la tige de la pompe1 à air. Enfin, dans les machines 
à deux cylindres de Woolf, le point M' sert à articuler la lige d'un deuxième 
piston à vapeur ; dans ce cas, pour placer la tige de la pompe à air, on con
struit un second parallélogramme sur A 'AI', et l'on obtient un point Al" qui 
décrit une courbe à longue inllexion semblable aux deux précédentes. 

(**) Parallélogramme des bateaux. — Pour appliquer le parallélogramme 
de VA att aux machines de bateaux, il est nécessaire de restreindre encore 
J espace occupe par toutes les pièces encombrantes. AUSM le balancier' est-il 
placé au-dessous de la tige \[lg. 2'jo) : îe point d'appui est pris sur le cy
lindre lui-même. On ramène facilement ce système, comme Ibéorir- géomé
trique, au parallélogramme simple. 
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Parallélogramme de Tckébychef. — ÎSous nous abstiendrons 
de mentionner diverses modifications du parallélogramme de 
Wall, conçues en vue de rendre la déviation rigoureusement 
nulle. Il n'est certes pas difficile d'obliger un point à suivre 
une trajectoire, rectiiigne; mais ce qui caractérise la belle 
invention de Watt, c'est que le parallélogramme articulé per
met, sans notables inconvénients pratiques, de sacrifier la ri
gueur absolue du guidage a la suppression du glissement. 

Seulement, ce principe étant admis et la disposition géné
rale de Wall adoptée, si l'on discute les règles au moyen des
quelles nous avons déterminé les nombreux éléments géomé
triques du parallélogramme, on reconnaît bien vite que 
ces règles ont été établies en vue d'avantages purement secon
daires (quelques-uns même tout à fait hypothétiques), tandis 
(iue l'objet principal aurait dû être de diminuer le plus pos
sible la déviation. 

Il est juste de dire que la question ainsi posée est excessi
vement difficile à aborder, ce qui explique comment elle 
est restée tout à fait intacte jusqu'aux travaux récents de 
M. ïchébychef (*). Indiquons brièvement les principaux ré
sultats des savantes recherches de ce géomètre. 

Et d'abord, i! n'y a aucun avantage particulier à donner à 
la tige guidée la direction tout à fait exacte au commencement, 
au milieu et à la fin de la course; il est même facile de voir 
que cette disposition n'est pas la plus favorable, pour la pré
cision du jeu de l'organe dans les autres points de l'excur
sion du piston. 

Eu effet, soil À,A, la droite de Wall [fig. i^i), il est évi
dent qu'il existe une droite plus rapprochée que celle-là ils 
l'arc décrit par le poinl M; et en gi'néral, quand on veut atté
nuer les irrégularités d'une, fonction quelconque, il convient 
toujours de faire en sorte que l'écart soit un maximum aux 
deux extrémités de l'intervalle considéré'. 

En deuxième lieu, nous n'avons fait appel à aucune raison de-
quelque valeur, pour déterminer la position la plus avantageuse 
de la lige du piston par rapport au balancier. Cette position, 

(* * Académie de Saint-Péterthovr .- .- ?:rrin'res des Savants, étrangers, t. VII; 

.s: . ' , . 
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d'après M. Tohébychel, dépend essentiellement des dimen
sions du parallélogramme. 

Si l'on suppose* celui-ci construit sur la demi-longueur du 
balancier (comme V» ait î'a l'ait lui-même, et comme on doit le 
faire si l'on esl maître de disposer des dimensions du parallé
logramme), on diminue notablement la limite de la déviation 
de la tige de sa direction normale en l'approchant du centre du 
balancier, plus qu'on ne devrait le l'aire dY.pr'-s la règle que 
nous avons donnée un peu plus liant. 

Quand on tient à rendre la lige tout a l'ail verticale, au com
mencement, au milieu et à la lin de la course, ou doit prendre 
pour sa direction la ligne qui divise le sinus % erse de l'arc dé
crit par l 'extrémité du balancier, dans le rapport de i a i; e; 
si, obéissant à des idées plus rationnelles, on ne cherche pas 
l'exactitude absolue dans les deux positions extrêmes de la 
tige, il faut prendre pour cette direction la ligne qui divise le 
sinus verse dans le rapport de 5 à 3. 

Dans ce dernier cas, la lige guide ne sera plus déterminée 
parles positions limites du balancier, mais par des positions 
qui précèdent celles-ci, d'un quarantième à peu pies de l'am
plitude de l'oscillation. 

« On s'assure par l'analyse, dit M. Tehébychef, qu'avec ces 
modifications la limite de déviation de la tige par rapport à 
ia ligne verticale diminue de plus de moitié. » 

Cette limite a été plus tard singulièrement reculée par le 
même savant, qui, rompant de plus en. plus avec la tiadition de 
Watt, tout en restant fidèle à ses principes, propose (*) de 
remplacer le parallélogramme ordinaire par un disposilii' fort 
analogue [fig- '->. p ) , dans loque! on remarquera l'existence d'un 
nombre précisément égal de tiges et d'articulations. 

0 et E sont les deux centres fixes, M est le point d'articula
tion de la tige du piston (dans la position moyenne, représen
tée par h jlg. 243, les points 31 et E sont confondus^. Enfin, 
AM et Â'P sont 'leux liens, qui ne restent pas parallèles dans le 

(*) T. IV d't /?..'•"••/.•; de t'Académie des Sciences de Sainl-Pércisbourç, 

P- 433 ( I 8 5 I ) . 
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mouvement, de sorte que l'appareil ne mérite pins, à propre
ment parler, le nom de parallélogramme. 

Les dimensions des diverses tiges sont les suivantes : 

OA = i, 

4 

4 

AM = A T < - c o u r s e . 

M. de l'rony a calculé qu'en suivant les indications de 
Walt, supposant l'amplitude de l'oscillation du balancier égale 
à 35° 11', et prenant 

OA = 2m,5io, 
AM = om,762, 

on avait a millimètres de déviation. En appliquant tous les 
perfectionnements ci-dessus indiqués, on trouve seulement 
omm,o5, c'est-à-dire quarante l'ois moins. 

« On est donc certain, conclut M. Tehébychcf, qu'il n'y a 
aucune raison, pour les cas ordinaires de la pratique, de re
chercher un mécanisme capable de donner le mouvement 
reetiligne avec une précision supérieure. » 
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CHAPITRE VI. 

ORGANES SERVANT A ÉTABLIR. INTERROMPRE 01' MODIFIER 
['NI- LIAISON DE MOUVEMENT. 

Quelle que soit la nalure du moteur chargé de donner le 
mouvement à une usine un peu considérable, on s'arrange 
ordinairement de manière à transmettre tout d'abord l'action 
de ce moteur à un arbre tournant; de plus, par une série de 
dispositions dont nous verrons plus tard la théorie, on rend le 
mouvement de l'arbre de couche à peu près uniforme : c'est-
à-dire qu'on maintient les variations de la vitesse entre des 
limites qui n'empêchent pas les différents outils commandés 
par cet arbre de fonctionner constamment dans les conditions 
les plus avantageuses. 

Ce premier point une fois réalisé, comme on connaît, par 
les chapitres précédents, les moyens à employer pour passer 
d'un mouvement circulaire uniforme à un mouvement quel
conque, il n'y a rien de plus facile que de déterminer les élé
ments de la liaison à établir entre l'arbre de couche, et chacun 
des outils de l'atelier. 

Il faut avoir en outre, en un certain point de la transmis
sion, un système d'embrayage qui permette d'ouvrir ou de 
fermer la communication entre le moteur et l'outil, soit auto
matiquement, soit à volonté; quelquefois même on veut se 
ménager la facilité de modifier la liaison des deux organes 
pendant le cours du mouvement. 11 nous reste à étudier les 
engins qui répondent à cette double fonction. 

§ XIV. — ORGANES DE MISE EN MOUVEMENT ET U'ARRÊT. 

Embrayage des counoies. — Nous avons dit que, dans les 
transmissions par courroies sans fin, on produit l'embra>agc 
e» faisant passer la courroie, de la poulie folle sur la poulie 



motrice. Pour arrêter ia machine, on ramène la courroie sur 
ia poulie folle; el ensuite, selon les cas, on laisse la machine 
s'arrêter d'elle-même, ou Lien on emploie tu: .'rein •'/) po;;r 

éteindre plus vite son mouvement. 
On arrive aus mêmes résultats en agissant sur la tension de 

ia courroie : ce qui peut se faire, soit en manoeuvrant conve
nablement une poulie de tension, soit oivdéplaçanl ("v.nc pe
tite quantité un palier de l'un des arbres [jig. 124G;. 

Cylindres et cônes de friction. — C'est également en éta
blissant ou supprimant la pression qu'on opère l'embrayage 
ou le débrayage d'une paire de cylindres de friction. Nous 
avons indiqué l'application de ce principe aux monte-sacs. 

On emploie quelquefois un procédé analogue pour élever 
et laisser retomber périodiquement un marteau vertical. La 
roue motrice et la tige du marteau [PL XXlX, Jig. ?46 àis) se 
trouvent à une très-faible distance l'une de l'autre; et il suffit, 
pour faire soulever la tige, de l'appuyer contre la poulie au 
moyen d'un galet fixé à un levier coudé. Quand on lâche le le
vier, le marteau retombe. En faisant varier la hauteur de chute, 
on règle à volonté la force des coups de marteau. 

accouplement de deux arbres situés dans le prolonge
ment l'un de l'autre. — Quand un arbre d'une certaine lon
gueur doit être composé de deux pièces rapportées bout à 
bout, il faut, pour établir une solidarité parfaite entre les deux 
parties : i° centrer bien exactement les deux arbres; 20 les 
empêcher de tourner indépendamment l'un de l'autre; 3°enfin, 
s'opposer à tout déplacement longitudinal. On atteint ce triple 
résultat en enveloppant les deux arbres d'un manchon calé 
sur chacun d'eux, au point où a lieu la solution de continuité. 
Ce manchon est maintenu dans une position fixe au moyen 
d'une vis qui le traverse, et qui s'engage dans le vide existant 
entre les abouts des deux pièces : une languette à ergots, ou 
tout autre système équivalent, empêche de son côté l'eear-
tement des deux tronçons. Telle est la disposition en usage 
quand on veut constituer un assemblage invariable. 

(*} >ous ne faisons pas ùguver les i'reins parmi les organes d'arrêt, parce 
que nous éludions seulement ici les appareils qui on-posern aiie nnposaibiHK 
géométrique à la continuation d'un mouvement. 
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Dans la plupart des cas, on tient à se réserver la faculté de 
supprimer à volonté la solidarité entre les deux portions de 
l'arbre; alors, au lieu d'un manciion unique établissant une 
liaison invariable, on emploie un manchon d'embrayage, com
posé de deux parties, l'une fixe, l'autre mobile {jîg. a-pj), 
qu'on approche ou qu'on éloigne au moyen d'une four
chette (*,). La partie fixe du manciion est calée sur l'arbre 
qui reçoit directement l'action du moteur, l'autre est munie 
d'une languette ou prisonnier qui l'oblige à tourner avec 
l'arbre conduit, en lui laissant la faculté de se mouvoir dans 
Se sens de l'axe. La solidarité entre les deux moiliés est 
obtenue par le moyen de dents ou griffes {'"*), qui s'engagent 
les unes dans les autres quand on agit sur la fourchette d'em
brayage. 

Embrayage à cônes de friction. — On supprime quel
quefois les dents, et l'on donne aux deux parties du man
chon la forme de surfaces coniques égaies, l'une concave, 
l'autre convexe [Jlg. 247). En appuyant légèrement ces cônes 
l'un contre l'autre au moyen de ia fourchette, on détermine 
un frottement très-dur, qui empêche les deux arbres de tour
ner l'un sans l'autre. Ce mode d'assemblage n'a pas la rigidité 
des assemblages ordinaires (***); aussi, lorsqu'il survient une 

(*; Si les manchons sont trop lourds pour être manoeuvres directement à 
la main, oti fixe à la l'ourcliette une bielle 'fg. ^ JO) , dont iVxtrémite s'arti
cule à un levier rappelé par une vis. t es collets de la vis sont montés sur 
deux tourillons, et lui permettent de prendre une légère obliquité. 

(**) Ces dents sont généralement dissymétriques ( fïg. 2Î9) : elles sont limi
tées, d'un coté pa r des plans conduits par l 'axe, de l 'autre par des surfaces 
hélicoïdales à plan directeur. Il est alors indispensable que la rotation ait con
stamment lieu dans le sens de l à flèche/': autrement, les deux parties du man
chon glisseraient l 'une sur l 'autre, et le débrayage se produirait de lui-même. 

On fait aussi des manchons à dents droites (//£'. 2.~>o;, qui permettent la 
transmission dans les deux sens. Avec cette disposition, il y a forcement choc 
au moment de l'embrayage et du desembrayage, tandis que, dans le cas pré
cédent, avant l 'instant où la liaison des deux manchons est parfaite, il se pro
duit un glissement préparatoire des dents les unes sur les autres, ce qui mé
nage la transition du repos au mouvement. 

(***) La disposition représentée {/'),'. ' - ' i ^ , qui se rapporte à la liaison de 
uettx arbres parallèles, otlVe de l'analogie avec celle qui nous occupe, lille 
présente plus de sécurité que les galets de friction, tout en conservant comme 
'«serve extrême la possibilité du glissement en cas d'accident. 
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résistance exceptionnelle, les cônes ont-ils la ressource de 
frotter sans se communiquer le mouvement, ce qui évite les 
chocs et les ruptures. 

Désembrayage brusque d'une machine puissante. — Lors
qu'on a besoin de désembrayer brusquement une machine 
d'une grande puissance, il serait peu commode et peu sûr, en 
agissant sur une fourchette d'embrayage, d'exercer une pres
sion qui suffit à dégager promptemenl le manchon mobile. 
Dans ce cas on ménage, entre les deux parties du manchon 
{Jig. a5i), une fente dont la largeur diminue progressivement 
jusqu'à devenir nulle en un point de la circonférence. On 
chasse dans cette fente, à l'instant où l'on veut désembrayer, 
une forte tige de fer, espèce de verrou maintenu solidement 
par des guides dans une position perpendiculaire à l'axe de 
rotation des arbres. Cette pièce une fois engagée fait effort 
contre les parois de la fente, par suite du mouvement même 
de l'arbre, et la rupture de la liaison des deux pièces se trouve 
produite automatiquement. 

Embrayage d'un engrenage {Jig. a52 et :>53). — Les man
chons d'embrayage servent aussi à caler à volonté une roue 
folle A {Jig. SST). Les griffes sont disposées de manière a 
pénétrer dans les intervalles des bras de la roue, lorsque le 
manchon est suffisamment rapproché. La roue A se trouvant 
ainsi calée sur son arbre, celui-ci devient solidaire avec l'arbre 
de la roue B (*). 

On peut encore établir ou supprimer la dépendance de 
deux arbres reliés par un engrenage, en donnant à l'un d'eux 
la faculté de glisser longitudinalement, d'une quantité suffi
sante pour que les dentures cessent d'être en regard. 

L'arbre mobile porte deux gorges [Jig. a53) : un levier 
d'arrêt T le maintient dans la position que l'on veut. Sur 
la figure, on voit les deux roues désembrayées; pour em
brayer, on soulèverait le levier d'arrêt, on pousserait vers la 

:'*) On peut appliquer ce principe de deux manières différentes. Si Je mo
teur agit sur l 'arbre à manchon, cet arbre tourne continuellement : mais 3ê  
deux roues dentées, ainsi que l 'arbre de la roue B, restent immobiles quand 
le manchon n'est pas embrayé. Si au contraire l'action du moteur s'exerce sei 
le deuxième arbre, l'arbve de la roue A ne tourne que lorsque le manelie" 
est embrayé. 
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gauche l'arbre rendu à la liberté, et l'on ferait retomber le 
levier d'arrêt dans la seconde gorge. 

Les deux axes peuvent n'être pas parallèles. 

Déclics. 

Les déclics servent à produire un mouvement ou un arrêt 
brusque. On les applique surtout aux machines peu puissantes, 
ou aux organes accessoires des machines plus importantes. 

La manœuvre de ces appareils est quelquefois automatique 
et confiée à la machine elle-même, comme dans l'exemple 
que voici. 

La.poulie K [Jig.i5\) est folle sur l'arbre 0, animé d'un 
mouvement de rotation continu dans le sens de la flèche y : un 
doigt calé sur l'arbre, qui bute contre un taquet fixé à la pou
lie, oblige celle-ci à tourner solidairement avec l'arbre. Mais 
le taquet n'est pas lié à la poulie d'une manière invariable : 
il forme l'une des extrémités d'un levier dont le point fixe 
est en F; et, dans l'état ordinaire des choses, un ressort pèse 
sur le petit bras de ce levier, de manière à maintenir le 
taquet en prise. 

À un certain instant du mouvement, la queue du levier 
rencontre un arrêt qui, en la faisant basculer, produit le dé-
elanchement du taquet : alors la poulie, abandonnée à elle-
même, tourne en sens contraire sous l'action du contré-
poids P. Mais bientôt le doigt dégagé revient saisir le taquet, 
et la rotation recommence dans le sens ( / ) . 

Sonnette à déclic. —Pour enfoncer les pilotis, on emploie 
un mouton, c'est-à-dire une masse pesante qu'on soulève 
par divers procédés à une certaine hauteur, et qu'on laisse 
ensuite retomber sur la tète du pieu (Jig. 257). L'appareil 
qui sert à cette manœuvre, depuis un temps immémorial, 
est la sonnette à tiraude. Le mouton est maintenu par deux 
oreilles entre deux pièces de bois verticales : il est suspendu 
a une corde qui passe sur une poulie de renvoi, pour se 
diviser ensuite en plusieurs cordelles dont chacune est tirée 
Par un homme. Ce système permet de graduer à volonté l'ef
fort exercé : il est excellent pour commencer le battage. Mais, 
a mesure que l'opération avance, on rencontre une résistance 

ï. ?o 
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plus grande, et il faut de toute nécessité augmenter la course 
du mouton ou son poids. Or, quel que soit le parti auquel on 
s'arrête, on arrive rapidement à une limite d'élévation et de 
poids qu'on ne saurait dépasser, vu la nature du moteur em-
o'oyé. 

Ei! effet, il est évident qu'on ne peut pas augmenter beau
coup la course. D'autre part, si l'on donne au mouton un 
poids considérable, i! faudra avoir un grand nombre de ma
nœuvres agissant sur des cordes tres-écartées : ces hommes se 
gêneront mutuellement, et ne pourront exercer efficacement 
leur action. Il convient, dans ces conditions, de remplacer ia 
sonnette à tiraude par un treuil à engrenages, donnant le mou
vement à un arbre sur lequel s'enroule la corde du mouton, 
après avoir passé sur une poulie de renvoi. Lu déclic fait re
tomber le mouton, parvenu à la hauteur voulue. 

Voici à cet égard le procédé le plus simple : la corde, après 
avoir l'ait une ou deux fois le tour de l'arbre du treuil, vient 
aboutir dans la main d'un homme, qui la maintient suffisam
ment tendue. Pour supprimer la transmission et faire tomber 
Se mouton, l'homme n'a qu'à lâcher la corde. 

D'autres fois, entre le mouton et la corde qui sert à l'éle
ver, on dispose une pièce intermédiaire, à laquelle le mouton 
proprement dit est accroché par un anneau engagé dans une 
pince, articulée [fis. a58). Cette sorte de tenaille vient buter 
ii une certaine hauteur contre un obstacle fixe, qui la force à 
s'ouvrir en lâchant le mouton. 

La pince est conformée de manière à ressaisir l'anneau 
d'elle-même, quand on la laisse tomber à son tour. 

J'répan à chute libre. — M. Kind a employé un système-
analogue pour le forage des trous de sonde. L'outil de percus
sion, ou trépan, est fixé à une série de tiges dont la longueur 
totale est égale à la profondeur du trou. Or, dès que cette 
profondeur devient un peu considérable, non-seulement le 
poids des tiges tend à briser les parties inférieures, mais de 
plus, lorsqu'on vient à battre, c'est-à-dire à soulever la sonde 
et à la laisser retomber pour défoncer le sol, les tiges dé
gradent latéralement le forage par leur fouetlement; et leurs 
vibrations provoquent des éboulements, par suite desquels le 
trépan peut se trouver engagé. 
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Ce double inconvénient est évité par l'emploi du trépan à 
chute libre de AI. Kind (PL XXX, Jig. 270). 

Au moment où la sonde est abandonnée à elle-même, i'eau 
dont le trou est loujours rempli soulève le disque qu'on voit 
à la partie supérieure de la figure : les branches inférieures de 
la pince p, p, s'écartent, et lâchent la tige T, à l 'extrémité de 
laquelle se trouve le trépan. Celui-ci continue son niouvenîent 
accéléré", tandis que les tiges descendent lentement, par suite 
de la résistance que l'eau oppose au mouvement du disque-
parachute. Le choc qui se prode.it sur la tète du trépan permet 
aux crochets de ressaisir l'outil, pour le soulever de nouveau. 

Cataracte des machines de Comouailles. — Dans les ma
chines d'épuisement dites de Comouailles, l'admission de 
la vapeur dans le cylindre a lieu en vertu d'un déclic manœu
vré par un appareil spécial appelé cataracte. 

Cet appareil communique à une lige AÏS (Jig. 2.56) un mou
vement ascensionnel très-lent, en vertu duquel celle-ci vient 
au moment convenable soulever le levier ï , et rendre la l i
berté au sec teu rS . L'arbre 0 , ne se trouvant plus retenu par 
l'action du cran sur le secteur, bascule sous l'influence d'un 
contre-poids qui l 'entraîne dans le sens de la flèche; ci ce 
mouvement ouvre la soupape d'admission de la vapeur. 

Echappements. 

Les mécanismes employés dans l'horlogerie sous le nom 
à'échappements se composent en générai d'une roue à ro -
chet, entre les dents de laquelle viennent s'interposer pério
diquement deux arrêts fixés à une pièce oscillante. 

Le moteur tend à imprimer un mouvement de rotation con
tinu à l'arbre de la roue à rochet; l ' interruption périodique 
a pour but de régulariser ce mouvement, en faisant intervenir 
un pendule ou un balancier à vibrations isochrones. 

On profite en même temps du temps très-court pendant 
lequel le régulateur est en relation avec le moteur, pour faire 
donner au pendule ou au balancier une légère impulsion, 
suffisante pour entretenir leur mouvement . 

L'étude des échappements n 'entre pas dans le programme 
de ce Cours. 

prode.it
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§ XV. — MOYENS DE MODIFIER UNE LI.VISON DE MOUVEMENT. 

On a souvent à changer, pendant la marche d'une machine, 
la liaison géométrique existant entre deux parties de cette 
machine. La modification est, selon les cas, brusque ou gra
duelle : elle peut porter, soit sur le sens du mouvement 
transmis à la pièce conduite, soit sur le rapport des vitesses, 
soit même sur ces deux éléments à ia fois. 

Dans les machines à raboter, par exemple, l'outil reçoit de 
l'arbre moteur un mouvement de translation uniforme, par 
l'intermédiaire d'une crémaillère et d'un pignon. 

Mais une fois que le rabot a parcouru toute la longueur de 
la crémaillère, la continuation du mouvement suivais! les 
mêmes lois devient impossible: il faut modifier la liaison du 
moteur avec l'outil, et s'arranger de façon à mettre celui-ci à 
même de poursuivre son travail, en le ramenant dans sa posi
tion primitive, avec un léger déplacement latéral. 

D'autres fois l'outil, arrivé au bout de sa course, se retourne 
de manière à raboter alternativement dans les deux sens. 
En lin, clans un autre genre de machines, c'est l'outil qui est 
fixe, et l'objet qui reçoit un mouvement convenable. À cet 
égard, m;o simple visite dans les ateliers en apprend plus que 
toutes les descriptions. 

Changement brusque de ta vitesse. 

Pour pouvoir à volonté faire varier la vitesse d'un arbre tour
nant (ou plutôt le rapport de la vitesse de cet arbre à celle 
de l'arbre moteur), on dispose sur les deux arbres deux ou 
plusieurs couples de roues dentées ou de poulies, qu'on em
braye suivant les besoins. Spuvenl ces divers trains ne sont 
pas lixés à demeure sur les arbres : on a un certain nombre 
de roues de rechange, et l'on substitue une paire à une autre, 
ce qui ne peut se faire sans arrêter la machine. Quand on 
ne s'astreint pas a ce que les rayons de ces roues forment 
une somme égale à la distance des axes, on emploie coimn;' 
intermédiaire une roue parasite [Jig. 255), dont on fixe ïc 
centre dans une position convenable. 

11 n'est d'ailleurs jamais indispensable d'arrêter complète-
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ment l'organe dont on veut modilier la vitesse; et la substitu
tion d'un engrenage à un autre peut s'effectuer aisément, 
pendant la marche de la machine, à l'aide des systèmes d'em
brayage que nous avons décrits dans le paragraphe précédent. 

Considérons deux arbres tels que 1* et Q {Jîg. a5g et ?.6o), 
dont les axes de rotation sont dans un même plan; et soient 

les rouages correspondant à deux valeurs différentes 

du rapport des vitesses. Les deux roues qui appartiennent à 
l'un des arbres sont folles, et dans l'intervalle de ces roues 
joue un manchon d'embrayage double, c'est-à-dire armé de 
dents ou saillies sur ses deux bases opposées. Suivant que ce 
manchon est engagé à droite ou à gauche, l'un ou l'autre des 
deux engrenages fonctionne comme s'il existait seul. 

Dans la disposition représentée fig. a5g, le déplacement 
du manchon change seulement le rapport des vitesses angu
laires, sans altérer le sens de la transmission; avec la combi
naison de la fig. 260, on change à.la fois la grandeur et le 
signe du rapport des vitesses. Enfin le système de la fig. 261 
sert à renverser simplement le sens du mouvement de l'arbre 
conduit, sans altérer la grandeur absolue de sa vitesse. 

S'agit-il d'une transmission par courroies, on dispose sur 
deux arbres parallèles plusieurs paires de poulies {fig- 267), 
dont les diamètres sont calculés de manière que la longueur 
totale de la courroie reste constante. Au moyen d'une four
chette, on transporte la courroie d'une paire sur l'autre. 

On peut encore avoir une série de poulies égales et voisines 
les unes des autres (fig. 268), montées sur des arbres creux 
ou canons, qui s'emboîtent à frottement doux. Outre la poulie 
qui lui donne le mouvement, chacun des canons porte une 
roue dentée, de sorte qu'on aperçoit les unes à la suite des 
autres, sur le même axe géométrique : 

i° Une poulie folle; 
?° Une deuxième poulie, calée immédiatement sur l'arbre 

moteur; 
3° Une troisième poulie, calée sur le premier canon; 
4" Une quatrième poulie, calée sur le deuxième canon; 

Puis : 
5° La roue dentée du deuxième canon; 
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6° Vue roue dentée plus petite, calée sur le premier ca
non ; 

7° Enfin une troisième roue dentée plus petite que la se
conde, et calée sur l'arbre central. 

Sur un second arbre parallèle au premier sont fixées à de
meure trois nouvelles voues qui engrènent avec les trois pré
cédentes , el dont les diamètres varient par conséquent en 
sens inverse : une courroie', mise en mouvement par un tam
bour non représenté dans la figure, est susceptible d'être em
brayée tour à tour sur les quatre poulies. 11 est facile de voir 
comment, en transportant la courroie d'une poulie à l'autre, 
on fait varier la vitesse de l'arbre conduit : la vitesse du tam
bour moteur et celle de la poulie directement embrayée restant 
constantes. 

Dans la_/•';,••. 269, le déplacement de la courroie change à la 
fois ia grandeur et le sens de la vitesse de l'arbre AB. 

On rencontre dans les machines un grand nombre de dis
positions spéciales, dont l'objet est de l'aire varier brusque
ment le sens ou la grandeur de la vitesse transmise à un engir. 
déterminé. Nous allons en donner encore deux exemples. 

PREMIER EXEMPLE. — Lue corde sans fin s'enroule sur deux 
poulies dont les axes sont parallèles et horizontaux [Jlg- e('°) : 
on. veut pouvoir changer a volonté le sens du mouvement 
de cette corde. A cet effet, entre les arbres des poulies, o>; 
installe une vis sans fin verticale. Chacun des arbres porte 
une roue disposée de manière à pouvoir engrener ave" ia vis: 
seulement l'intervalle des deux roues est un peu trop graeà 
pour que celle-ci engrène à la fois avec l 'une 01 avec l'autre. 

Cela posé, il est évident que, selon que l'engrenage aura 
lieu avec la roue de droite ou avec celle de gauche (ia vis tour
nant toujours dans le même sens), le mouvement de la corde 
sans fin se produira dans un sens ou dans l 'autre. 

On obtient l 'engrenage alternatif en faisant reposer le pivot 
de l'arbre de la vis sur un chariot, capable de prendre un peiû 
mouvement latéral. 

DEUXIÈME EXEMPLE. — Machina à forer [fig. 26!)}. — Le iurai 
psi fixé à l 'extrémité inférieure d'un arbre vertical, auqu ; , i 
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a 

communique un mouvement rapide de rota-

lion. La roue a porte une languette qui fait saillie dans l'oeil 
circulaire dont elle est percée; et cette languette est engagée 
clans une rainure creusée sur toiiîe la longueur de l'arbre. La 
roue, maintenue par un support fixe, reste toujours à la même 
hauteur et no cesse pas d'entraîner le foret clans son mouve
ment; mais on voit que celui-ci, tout en tournant avec une 
grande rapidité, peut descendre graduellement au fer et à 
mesure de la pénétration. Enfin, l'arbre vertical est fileté à sa 
partie inférieure, et de part et d'autre du filet de vis se trouvent 
deux roues folles, qui tournent librement sur leurs coussinets 
pendant que l'outil travaille. 

Quand le forage est terminé, on cale les deux rou.es, qui 
font alors fonction d'écrou immobile. L'arbre continuant à 
tourner sur son axe, la vis remonte avec l'outil, dont le mou
vement ascensionnel ne s'arrètf que quand la vis est entière
ment hors de i'écrou. 

Changement graduel de la riu>sse. 

Cônes alternes. — Au lieu de deux rangées de poulies 
permettant d'établir entre deux arbres parallèles un cerîcin 
nombre de rapports de vitesses formant une série disconti
nue, concevons deux troncs de cônes \fg- -'-^4), posés de h 
même manière que les poulies. Une courroie dont la ior.gueia 
est constante peut les embrasser et rester également tendue, 
quel que soit le plan perpendiculaire aux axes dans lequel on 
la place. Le rapport des vitesses varie avec cette disposition 
par degrés insensibles. 

On fixe la courroie dans la position que l'on veut, au moyen 
d'un anneau traversé par la courroie, et conduit par une tige 
guidée. 

Un autre système consiste à donner à l'un des cônes la 
faculté de glisser le long de son arbre. L'autre cône peut alors 
être remplacé par un cylindre; et il est toujours indispensable 
d'avoir quelque part une poulie de tension, l'un des diamètres 
d'enroulement étant seul variable. 

Citons comme exemple le mécanisme employé dans les 

rou.es


315. DEUXIÈME SiLCTION. THÉORIE DES MÉCANISMES. 

anciens bancs à broches, pour accélérer progressivement le 
mouvement de rotation des bobines, avant l'invention du 
rouage épicycloïdal dont nous avons parlé p. 264. 

Le tambour conique A {Jîg. 2.65) est monté à frottement 
doux sur un arbre carré, ou sur un arbre rond à languette. 
Dans la gorge s'engage une fourche d'embrayage au moyen 
de laquelle on pousse le tambour à gauche ou à droite, selon 
(ju'on veut augmenter ou diminuer la vitesse de la courroie, 
et par conséquent celle du tambour cylindrique B (*). 

Changement de vitesse par rouleau de friction {Jig- ?.GG). — 
L'arbre moteur est terminé par un plateau, contre lequel s'ap
puie une roulette fixée sur un arbre vertical. La transmission 
s'effectue en vertu de l'adhérence de la roulette sur le pla
teau. Le pivot de l'arbre vertical repose sur une crapaudine 
qu'on peut élever ou abaisser au moyen d'un levier coudé. 
Selon que la roulette s'approche ou s'éloigne du centre de 
rotation du plateau, le rapport de sa vitesse angulaire à celle 
de celui-ci diminue ou augmente. 

Les applications de ce mécanisme sont nombreuses. On y a 
recours toutes les fois qu'on veut imprimer progressivement 
à un arbre tournant une vitesse considérable. 

( * ] Dans la disposition indiquée par la figure, les axes des deux tambours ne 
sont pas parallèles; aussi a-t-on employé deux poulies de renvoi, projetées en 
C, dont les arbres glissent dans des coulisses verticales : ces poulies t'ont en 
mémo temps l'onction de poulies de tension. 
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CHAPITRE VIL 

MOYENS D'OBSERVATION ET APPAREILS PROPRES A DÉCOUVRIR 

EXPÉRIMENTALEMENT LA LOI D'UN MOUVEMENT. 

Nous avons dit qu'on détermine expérimentalement la loi 
du mouvement d'un point en fixant, au moyen d'un système 
quelconque de coordonnées, un certain nombre de positions 
de ce point, et notant les temps écoulés entre deux observa
tions consécutives. 

On obtient ainsi directement la loi des espaces parcourus, 
sous la forme d'une lab'e numérique ou d'un tableau graphi
que; et, cela fait, les règles que nous avons données font con
naître toutes les quantités qu'on a besoin de considérer dans 
l'étude d'un mouvement. 

Ce procédé, qui n'offre aucune difficulté quand le mouve
ment est suffisamment lent, a été employé par Coulomb pour 
déterminer les lois du mouvement d'un traîneau, glissant sur 
un plan horizontal. En un point de ce traîneau était fixé un 
index, mobile le long d'une règle divisée en pouces : un aide 
comptait les vibrations d'un pendule battant la demi-seconde, 
un autre annonçait par un cri le passage du traîneau à chaque 
division, tandis que Coulomb écrivait la correspondance des 
deux mesures. 

Mesure de la vitesse. 

Quand il s'agit d'un mouvement rapide, mais qui se pro
longe à peu près uniformément, pendant un temps suffisam
ment long, il est facile d'en avoir la vitesse moyenne. 

C'est ainsi qu'on calcule la vitesse d'un navire en jetant le 
loch, celle d'un train en mesurant le temps employé à par
courir un espace donné, la vitesse angulaire d'une roue en 
comptant le nombre de tours effectués pendant une demi-
minute. 

Enfin, pour constater la vitesse moyenne, pendant une longue 
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durée, d'un mouvement de rotation ou d'un mouvement oscil
latoire, on emploie les compteurs à chiffres, dont la disposi
tion générale est la suivante. 

L'arbre dont il s'agit d'enregistrer d'une manière continue 
les nombres de tours est armé d'une pièce saillante ou doigt 
qui, à chaque révolution, fait avancer d'une seule dent une 
roue fixée sur un second arbre. Celui-ci porte également un 
doigt qui, à chaque révolution de ce deuxième arbre, l'ait 
avancer d'un;" dent une roue fixée sur un troisième arbre, cl 
ainsi de suite. En supposant le nombre des dents de toutes 
ces roues égal à 10, on voit qu'elles marqueront respective
ment, par le passage d'une dent, les unités simples, les di
zaines, les centaines, . . . , du nombre de tours effectué par 
l'arbre donné. Une disposition facile à imaginer fait apparaître 
ces divers chiffres sur une série de cadrans, de manière à 
permettre de lire immédiatement le résultat cherché. 

Appareil de Mattei et Grosbert. — Cet appareil, destiné à 
mesurer la vitesse initiale d'une balle de fusil, n'est autre 
chose qu'un tambour à fonds de papier, qui tourne uniformé
ment autour de son axe de figure, parallèle à celui du canon. 
La balle perce rapidement les deux fonds; et l'angle que for
ment les rayons menés par les deux trous à l'axe de rotation 
mesure le temps employé a parcourir la profondeur du tam
bour. Connaissant la vitesse angulaire de celui-ci, on a la 
vitesse de la bulle. 

Chronogrup'ie électrique. — Dans le chronographe du com
mandant Martin de Brettes (*), fondé sur'le même principe 
i-u •> l'appareil précédent, la mesure du temps s'effectue avec 
une grande exactitude, grâce à l'idée d'utiliser les propriétés 
de l'électricité d'induction. 

Le projectile traverse deux cibles séparées par une distanc 
de deux mètres, et formées d'un réseau de fils très-fins de fer 
ou de cuivre, dont la rupture détermine l'interruption d'un 
courant. Le courant induit correspondant est transmis à un 
pendule portant une pointe : l'étincelle jaillit entre cette 
pointe et une plaque métallique parallèle au plan d'oscilla-

(*) Académie des Sciences, x~> juin iSCo. 



CnAPÏTIlE Vil. HtTÎRM.'VATîOX DK LA Ï.O! !>'l.~.\ S { ) ' : ï i j ! E ï l ' . 3 l 5 

lion du pendule, en traversant une feuille de papier sur 
laquelle elle laisse un petit point rond très-net et très-visible. 
Enfin, un courant mis en jeu par la détente même du fusil 
indique par un premier point la position initiale de la tige du 
pendule. 

On connaît, par la loi du mouvement de ceiui-ci, le temps 
écoulé entre les deux étincelles. 

Observation de la loi des mouvements rapides. 

Quand il s'agit, non plus seulement de mesurer une vitesse 
moyenne, mais bien de déterminer toutes les circonstances 
d'un mouvement rapide, on emploie un procédé automatique : 
c'est-à-dire qu'on s'arrange de manière à faire tracer un»' ligne 
par le mobile, sur une surface animée d'un mouvement connu. 

Si cette surface était immobile, on obtiendrait seulement la 
trajectoire du mobile. En supposant cette même surface en 
mouvement, la courbe tracée par le mobile nous fera con
naître la loi des espaces parcourus, comme nous allons le mon
trer par quelques exemples. 

Appareil d'Erteliveii:.— Pour étudier le mouvement oscil
latoire vertical d'une soupape, Eytelwein fixait à un point de 
la tige de cette soupape un crayon mobile, devant lequel une 
bande de papier se déroulait horizontalement (Jig- 27^), avec 
une vitesse uniforme (*). Les abscisses de la courbe tracée 
par le crayon sont proportionnelles aux temps, tandis que les 
ordonnées sont égales aux espaces parcourus par le mobile. 
Cette courbe est donc précisément celle que nous connaissons 
sous le nom de courbe des espaces. 

Lois de la ehule des corps. — Les procédés indiqués d;n> 
les cours de Physique pour vérifier expérimentalement les 

(*) Le mouvement «le la bande est produit par un mécanisme d'horlogei \, , 
au moyen lie deux éo'dnes disposées de manière que te papier qui se déroule 
de l'une „'enroiilo sac l'aiilre, en ott'raut dans l'intervalle une portion tendue 
sur laquelle le criiMjii trace sa eouri;e. Pour que le mouvement du papier soi! 
uniforme, il ne faut pas que celui des lioliinos le soit, car le diamètre de eelles-c: 
varie d'une manière s.nsiMe a\ee la quantité' de papier enroulée. l:n re;pila-
l'ise le mouvement ii::r l 'emploi d'une l'usée, dont les diamètres extrêmes sol:'. 
les mêmes que ceux du cvlindre, vide et couvert de papier. 
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lois de la chute des corps : à savoir, le plan incliné de Galilée 
et. la machine d'Alwood, se rapportent en réalité à des phéno
mènes plus complexes. Avec l'appareil à cylindre lournant du 
général Poncelet (voir p . 27), on étudie au contraire le mou
vement non modifié par une machine; et la méthode est com
binée de manière à triompher de la difficulté qui résulte de
là rapidité de ce mouvement . 

On emploie la disposition analogue que voici, pour déter
miner les lois d'un mouvement rotatoire. 

Plateau tournant de M. Poneelel (*). — Un plateau circu
laire est fixé par son centre à l 'extrémité de l'arbre dont un 
veut étudier la rotation. Un pinceau animé d'un mouvement 
circulaire et uniforme autour du point 0 ' [jig'-^S) s'appuie 
constamment sur le plateau, et trace sur celui-ci une ligue 
qui, s'il était immobile, serait une circonférence ayant 0 ' pour 
centre. Par suite du mouvement du plateau, cette circonfé
rence se transforme en une courbe épicycloïdale, sur laquelle 
on peut mesurer les déplacements angulaires de l'arbre pen
dant des temps connus. 

En effet, soit AB la combe relevée sur le plateau (c'est-à-
dire la trajectoire relative du pinceau), AB'C, la trajectoire ab
solue de ce même pinceau, lequel occupe actuellement la po
sition A. 

A l'instant où le pinceau a marqué le point B de la courbe, 
il était sur la circonférence (0 'A), en un point dont la distance 
au centre 0 est égale à OB, donc il était en B', intersection 
de ladite circonférence avec l'arc de cercle BB'. AO'B' est donc 
l'angle décrit par le pinceau autour de son axe, pendant que 
l'arbre 0 tournait de l'angle \()B. 

i sage du diapason pour apprécier avec justesse 
les très-petites fractions du temps. 

Toute la précision des expériences de ce genre repose essen
tiellement sur l'uniformité du mouvement produit par le mé
canisme d'horlogerie. * 

(*) Cet appareil a été applique; par le général Morin à l'étude, des lois 
frottement. 
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Pour se mettre à l'abri de la cause d'erreur qui résulte de 
l'imperfection de ces mecanisnles, on compare la courbe tracée 
par le corps mobile avec celle que trace en même temps sur 
je plateau une pointe fixée à un diapason mis en vibration. 
L'isochronisme parfait de ce dernier mouvement dénonce les 
plus petites irrégularités de l'appareil d'horlogerie. 

Ce procédé a été employé par M. Werthcim, puis par le 
capitaine Schuîtz. 

Chronographe du capitaine Scludtz, construit par M. Fro
ment. — Cet appareil, le plus précis qu'on ait encore construii. 
donne sans difficulté la cinq-cent-millième partie d'une se
conde. 11 se compose d'un tambour d'un mètre de circon
férence, argenté et recouvert de noir de fumée à sa surface 
extérieure : ce tambour tourne uniformément sur son axe ù 
raison de trois tours par seconde. Mais, pour l'extrême préci
sion qu'on veut atteindre, on ne peut compter sur l'unifor
mité de la rotation du tambour : car les mouvements les plus 
réguliers ne sont en réalité que périodiquement uniformes. 

On a donc installé devant le tambour un diapason bien 
réglé, qui fait 5oo vibrations à la seconde, et qui dessine, au 
moyen d'une pointe, chaque vibration sur le noir de fumée (* ): 
un appareil électrique à étincelle d'induction imprime aussi sur 
le.noir de fumée deux points, qui correspondent au commen
cement et à la fin du phénomène qu'on étudie. Pour mesurer 
le temps écoulé entre les deux étincelles, on compte d'abord 
autant de cinq-centièmes de seconde que l'intervalle des deux 
points renferme de vibrations complètes; puis, on estime les 
fractions, en admettant que le mouvement du tambour est 
uniforme pendant le temps d'une vibration. 

Au moyen d'un microscope et d'un micromètre, on divise 
facilement en mille parties l'intervalle occupé sur le tambour 
par une vibration, c'est-à-dire qu'on apprécie un cinq-cent-
millième de seconde. 

On a pu mesurer avec cet appareil le temps que met une 
balle à parcourir quelques centimètres, et déterminer ainsi 

(*) Par la combinaison du mouvement oscillatoire du diapason avec le mou
vement uniforme du tambour, la courbe décrite par la pointe sur le cvlindre 
développé est une sinusoïde (fii;. i~/\). 
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la loi du mouvement d'un boulet dans l'âme d'une bouche 
à feu. 

Étude des vibrations sonores par M. Lissajuus {*). 
Tout le monde connaît le phénomène optique connu sous le 
nom de persistance des impressions lumineuses sur la rétine : 
M. i.issajous a fondé sur cette propriété un moyen simple 
:1e rendre sensible aux yeux le mouvement vibratoire d'un 
diapason, il suffit pour cela de fixera l'uni; des branches de 
celui-ci un miroir métallique (en ayant soin d'ajouter à l'autre 
branche un contre-poids égal), et de regarder dans le miroir 
l'image réfléchie d'un corps lumineux. Lorsque le diapason 
vibre, l'image semble s'allonger dans le sens de la iongueur de 
la branche : l'œil perçoit une ligne lumineuse. 

Pour trouver la loi du mouvement du diapason, il faut, après 
la première réflexion, faire tomber le pinceau lumineux sur 
un deuxième miroir, mobile autour d'un axe vertical, et rece
voir la nouvelle image sur un écran, en interposant une len
tille convergente de foyer convenable. 

Par l'effet de la rotation du second miroir, la pointe du 
faisceau réfléchi parcourt l'écran dans le sens horizontal; et 
la combinaison de ce mouvement connu avec l'oscillation 
verticale produite par la vibration du diapason l'ait connaître 
! as lois du mouvement de celui-ci. 

Comparaison de deux diapasons. — Celte première expé
rience fait comprendre le moyen, imaginé également par 
M. Lissajpus, pour comparer deux sons à l'aide de l'œil, or
gane beaucoup plus sensible que l'oreille, et en mémo temps 
moins sujet à la fatigue. 

L'un des diapasons qu'il s'agit de comparer est vertical, 
l'autre horizontal ; chacun d'eux porte un miroir disposé 
comme dans l 'expérience précédente : les deux miroirs sont en 
•regard. Le faisceau lumineux se réfléchit d'abord sur le pre
mier miroir, puis sur le second, et enfin sur un miroir fixe qui 
projette l'image sur un écran. Dès qu'on ébranle le diapason 
vertical, on voit l'image s'allonger et se transformer en une 
ligne verticale. Si l'on ébranle au contraire le diapason hori
zontal, l'image est une droite horizontale. Enfin, quand on lait 

(*) loir les leçons professées à la Société Chimique, en iSfii. 
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vibrer à la fois les deux diapasons, l'image est animée d'un 
mouvement composé de deux mouvements oscillatoires rec
tangulaires : elle décrit sur l'écran une ligne sinueuse plus ou 
moins compliquée, dont la forme dépend de la relation qui 
existe entre la durée de l'oscillation dans chacun des deux 
mouvements (Jîg. 2-5). Cette courbe est d'ailleurs toujours 
comprise à l'intérieur d'un rectangle, dont les côtés sont pré
cisément égaux aux amplitudes des mouvements vibratoires 
des deux diapasons. 

Dans le cas de l'unisson, l'image reçue sur le plan est une 
courbe fermée, qui n'a que deux tangentes parallèles à une 
direction quelconque (A) : elle affecte la forme d'une ligne 
droite, d'un cercle ou d'une ellipse, suivant la différence de 
phase des deux vibrations. 

A l'octave, l'un des diapasons faisant deux vibrations pendant 
que l'autre n'en fait qu'une, on a pour la courbe l'une des 
formes (B). Le rapport de quinte est représenté par les 
figures (C). Enfin, si les nombres des vibrations ne sont pas 
dans'un rapport simple, la courbe est plus ou moins irrégu
lière. 

FIN DF. LA ! LNE.MATK.HE. 
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AVERTISSEMENT. 

Ce fascicule est le deuxième du Cours de Mécanique et 

Machines professé à l'École Polytechnique par M. Edm. 

Bour, pendant la trop courte durée de son enseignement 

dans cette École. 

Lorsque la mort vint prématurément interrompre la 

carrière scientifique si brillamment parcourue par le 

jeune Professeur, le premier fascicule de son Cours (Ciné

matique) avait seul été publié, et on pouvait craindre que 

la suite ne fût perdue pour la science; mais il avait laissé 

entre les mains de son ami, M. Mannheim. Professeur à 

l'École Polytechnique, le manuscrit de la fin de son Ou

vrage. M. Mannheim, voulant s'entourer de toutes les 

garanties possibles pour la publication de ce manuscrit, 

a obtenu le concours dévoué de MM. Phillips. Collignon 

et Kretz. 

M. Phillips, qui a été appelé a succéder à M. Bour 

dans la chaire de Mécanique, était mieux que personne 
e" position de revoir la rédaction, d'en combler les la

cunes, en un mot de mener à bonne tin une si délicate 
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entreprise. M. Collignon, Ingénieur des Ponts et Chaus

sées, avait été le répétiteur du Cours de M. Bour à l'École 

Polytechnique. Enfin M. Kretz, Professeur de Mécanique 

à l'Ecole d'Application des Ingénieurs des Manufactures 

de l'État, ami intime de M. Bour, avait une connaissance 

complète des idées de l'Auteur sur la Mécanique et avait 

spécialement discuté avec lui toutes les questions rela

tives aux applications de la théorie aux machines. 

(J.-V. 
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STATIQUE 
ET 

TRAVAIL DES FORGES DANS LES MACHINES 

A L'ÉTAT DE .MOUVEMENT UNIFORME. 

Ce volume est divisé en deux Sections. 

La première a pour objet la Statique proprement dite, c'est-
à-dire l'étude des lois de l'équilibre des forces appliquées aux 
systèmes matériels. 

La seconde est consacrée aux machines, et comprend l'ex
position du théorème des forces vives, l'application de ce 
théorème aux machines en mouvement, la mesure du travail 
des forces, et l'.étude particulière des résistances passives, 
entre autres du frottement de glissement. 

II. 





PREMIÈRE SECTION. 

STATIQUE. 

CHAPITRE PREMIER. 

PRINCIPES FONDAMENTAUX DE LA STATIQUE 
ET DE LA DYNAMIQUE. 

Le véritable objet de la Mécanique est l'étude du mouve
ment dans ses rapports avec les causes qui lui ont donné 
naissance et qui en déterminent les diverses affections. 

Le but de cette étude est de nous mettre à même de ré
soudre le problème suivant, problème qui ne présente pas la 
moindre analogie avec ceux que nous avons rencontrés en 
Cinématique : 

Un corps étant placé dans des conditions parfaitement dé
finies, quel mouvement va-t-il prendre ? 

Réciproquement : Pour obliger un corps à prendre un mou
vement donné, comment faut-il faire? 

Commençons par définir avec précision les expressions, 
empruntées pour la plupart au langage ordinaire, qui sont d'un 
usage continuel dans la science que nous abordons. 

Définitions. 

Un corps, en Géométrie pure, est simplement une portion 
bien délimitée de l'étendue. Au point de vue physique, un 

i . 
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corps est quelque chose de matériel (*), réunissant à la pro
priété de Y étendue celle de Y impénétrabilité (dont nous aurons 
plus tard à préciser le véritable caractère ), et quelques autres 
attributs qui se rapportent d'une manière toute spéciale à la 
partie de la Mécanique à laquelle nous sommes nalurellemeni 
arrivés. 

Du point matériel. — Nous avons distingué soigneusement, 
en Cinématique, le mouvement simple d'un point géométrique, 
des phénomènes beaucoup plus compliqués que nous offre le 
mouvement d'un corps de dimensions finies, même quand ce 
corps peut être considéré comme solide, c'est-à-dire comme 
invariable de forme. 

De même, dans le nouvel ordre d'idées que nous abordons, 
nous simplifions considérablement les choses en considérant 
d'abord un corps assez petit pour que nous puissions faire 
abstraction de ses dimensions, ne pas nous préoccuper des 
mouvements relatifs de ses diverses parties, et voir unique
ment le mouvement simple de l'un quelconque de ses points. 

L'élément auquel on arrive en concevant ainsi un corps di
visé en parties de. plus en plus petites, élément qui conserve 
nécessairement toutes les propriétés du corps et en particulier 
la qualité d'être matériel, cet élément, dis-je, est connu sous 
le nom de point matériel. 

Un point matériel est donc un corps dont les dimensions 
dans tous les sens peuvent être considérées comme plus pe
tites que toute grandeur assignable, sont infiniment petites, 
suivant le langage mathématique. Un corps de dimensions 

(*) Voici une définition de la matière, empruntée à un excellent ouvrage de 
M. Cournol : 

« L'expérience la plus familière nous apprend que les objets qui aflècteut 
nos sens d'une manière si variée, et auxquels nous donnons le nom de corps 
quand nous voulons les désigner par une appellation commune, sont sujets, 
non-seulement à se déplacer, mais encore à changer de dimensions, de tigure, 
d'aspect et d'état, et même à périr dans leur individualité par la désagrégation 
et la dispersion de leurs part ies. 

» Ce qui persiste après le changement ou la destruction du corps, en res
tant inaltérable dans la collection des parties, c'est ce que nous appelons la 
matière. » [Traité de Venchaînement des idées fondamentales dans tes science* 
et dans l'histoire, chap. Ilï, Des idées de matière, de masse et d'inertie.) 
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finies est la collection d'une infinité de points matériels, liés 
entre eux d'une manière quelconque (*). 

Les premiers chapitres de la Statique et de la Dynamique 
sont naturellement consacrés à l'élude de l'équilibre et du 
mouvement d'un point matériel. 

§ 1. — EQUILIBRE D'US POINT MATÉRIEL. 

Des principes de la Mécanique rationnelle. — Le caractère 
de ces principes a été différemment apprécié : les uns y ont 
vu des axiomes évidents, les autres des faits d'expérience, 
d'autres encore des postulats, des hypothèses. La difficulté est 
des plus sérieuses. 

D'une part, en effet, on ne peut guère nier la certitude ra
tionnelle de la Mécanique, dont les théorèmes présentent le 
même caractère que les vérités les mieux démontrées de la 
Géométrie. 

D'autre part, la valeur d'une conséquence ne saurait être 
supérieure à celle des prémisses, et l'on ne peut dire que les 
principes de la Mécanique soient d'une évidence absolue, qu'ils 
s'imposent nécessairement à la raison comme les axiomes fon
damentaux de la Géométrie. 

Les principes de la Mécanique présenteraient plutôt le ca
ractère de postulats, plus ou moins analogues à la proposition 
célèbre qui sert de base à la théorie de parallèles. L'exactitude 
de ces principes ou postulats est rendue à posteriori incontes
table par la vérification expérimentale des résultats que la Mé
canique rationnelle en déduit par des raisonnements rigou
reux; et la plus grande preuve de ce genre se trouve dans la 
concordance remarquable des mouvements des corps célestes 
avec les lois théoriques de ces mouvements. 

(*) Nous verrons que, dans certains cas, un corps, solide ou non solide, voire 
même la réunion de plusieurs corps indépendants, se comporte comme si toute 
la matière correspondante était condensée autour d 'un certain point dans un 
volume aussi exigu qu'on voudra le supposer. 

1/étude de l 'équilibre et du mouvement d'un point matériel n'est donc pas 
une pure abstraction, un simple point de départ de ce qui se l'apporte à un 
corps proprement dit : c'est un chapitre de la Mécanique qui comporte des 
aPplications spéciales. 
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Quoi qu'il en soit, les principes dont nous ferons usage, en 
demandant au lecteur de les accepter sans démonstration, sont 
au nombre de trois seulement(*) : les deux premiers se rappor
tent au mouvement d'un point matériel. 

PREMIER PRIXCIPE. — Loi de l'inertie de la matière. — Cette 
loi doit s 'énoncer de la manière suivante: 

Un point matériel en repos ne peut jamais prendre de mou
vement sans la présence d'une cause externe. 

Il faut bien remarquer que la propriété de l'inertie appartient 
exclusivement à cet être de raison qu'on nomme point maté
riel. Notre premier principe nous apprend que la cause qui 
fait passer un pareil corps de l'état de repos à l'état de mouve
ment est externe, et. voilà tout. 

Cette cause, quelle qu'elle soit, reçoit en Mécanique le nom 
générique de force (**). 

Ainsi, un corps abandonné à lui-même se met en mouve
ment , il tombe, donc il est soumis à une force; cette force a 
reçu le nom de pesanteur. 

Un grand nombre de forces sont ainsi désignées par des noms 
spéciaux, tels que ['attraction magnétique, la tension des va
peurs, Y élasticité des solides, elc. Mais, sans entrer pour le 
moment dans la discussion des propriétés particulières de cha
que espèce de force, nous pouvons dire d'une manière géné
rale : 

Toutes les fois qu'un point matériel en repos se met en mou
vement, ce point est sollicité par une force. 

(*) Toutes les autres propositions pour lesquelles l'usage a consacré le nom 
de pri/tcipc? sont île véritables théorèmes, comme nous le verrons. 

(* + ) « L'idée de farce, dit M. Cournot, provient originairement de la con
science du pouvoir que nous avons d ' imprimer du mouvement à notre propre 
corps et aux corps qui nous entourent, jointe au sentiment intime de l'etlbrl 
ou de la tension musculaire, qui est la condition organique du déploiement de 
notre puissance motrice. Si nous n'avions pas le sentiment de l'eil'orl muscu-
eulaire, le spectacle du monde pourrait bien encore nous suggérer îa notion de 
l 'étendue des ligures et celle de leurs mouvements, mais l'idée fondamentale 
de la Mécanique et celle de bien d'autres théories nous échapperaient tout a 
fait. » Tracté de l'enchaînement des idées, etc., p . 123.) 
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La force est dite appliquée au point; celui-ci est le point 
d'application de la force. 

La direction suivant laquelle le point d'application d'une 
force commence à se mouvoir s'appelle la direction de la force. 

Outre la direction et le point d'application d'une force, un 
troisième élément est encore nécessaire pour que cette force 
soit définie d'une manière complète : c'est la grandeur, ou, 
comme on dit, Y intensité de la force. 

Nous comprenons parfaitement que des effets identiques 
proviennent de forces égales ; nous comprenons également qu'il 
existe des forces inégales. Par suite, la force nous apparaît 
comme susceptible d'augmentation et de diminution : c'est 
donc une quantité qu'on peut comparer à une grandeur de 
même nature, prise pour unité et dont on peut avoir une 
expression numérique. Nous ne tarderons pas à voir comment 
les principes de la Mécanique permettent de réaliser cette 
conception. 

On représente en Mécanique une force par une ligne droite 
[fig. 1 ). À étant le point d'application, on prend sur la li
gne qui représente la direction de la force une longueur AF 
proportionnelle au nombre qui en mesure l'intensité; et l'on 
obtient une ligne AF, qui représente la force en grandeur et 
en direction. 

DEUXIÈME PRINCIPE.— Loi de l'indépendance et de la composi
tion des effets des forces. — De la manière dont nous avons dé
fini ce qu'on doit entendre par une force et par la direction 
d'une force, il résulte nécessairement que toute force agissant 
seule, sur un point matériel en repos, aura pour effet de faire 
prendre au point un certain mouvement dans la direction de 
la force. Ceci est un premier point parfaitement acquis à la 
science. 

Si nous considérons actuellement une force F, appliquée à 
un point en mouvement, point soumis d'autre part à l'action 
d'un nombre quelconque d'autres forces, F', F " , . . . et que nous 
nous demandions quel sera dans ces conditions l'effet de la 
force F, il est clair que nous nous trouvons en face d'un pro
blème d'un ordre tout nouveau. Ce problème ne peut être 
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résolu qu'à l'aide d'un deuxième principe, axiome ou postulat, 
que nous énoncerons de la manière suivante : 

Une force agit sur un point matériel en mouvement, et sol
licité par des forces quelconques, absolument comme si elle 
était seule et comme si le point était en repos. 

Avec cette proposition, dont la première notion est due à 
Galilée, nous avons maintenant tout ce qu'il est nécessaire de 
connaître pour établir les fondements de la Statique et de la 
Dynamique du point matériel ; mais l'énoncé que nous venons 
de donner a besoin de quelques éclaircissements pour être 
bien compris. 

Soit MA (fig. 3) la trajectoire d'un point matériel soumis à 
l'action de forces quelconques F', F" , . . . ; par une position quel
conque M du mobile, faisons passer trois axes rectangulaires, 
et supposons que ces axes se transportent parallèlement à eux-
mêmes, l'origine décrivant la trajectoire MA, avec les mêmes 
accidents de mouvement que le point M. 

Les choses restant ainsi disposées, le point M ne cessera 
pas de coïncider avec l'origine des axes mobiles; relativement 
à ces axes, il se trouvera en repos. Supposons maintenant 
qu'une nouvelle force F vienne à agir sur le point M, cette 
force modifiera évidemment le mouvement primitif; notre mo
bile se séparera de l'origine, il prendra un certain mouvement 
par rapport aux axes que nous avons définis. Cela posé, notre 
principe veut dire que ce mouvement relatif est absolument 
indépendant du mouvement des axes, et le même que si la 
force agissait seule sur le corps en repos. 

Il suit de là que le point M, relativement aux axes mobiles, 
va prendre un certain mouvement dans la direction de la 
force F, et la composition de ce mouvement relatif avec le 
mouvement d'entraînement fera connaître le mouvement 
effectif. 

Développons maintenant les principales conséquences de ce 
principe fondamental, en commençant par les cas les plus 
simples. 

Mouvement uniforme. — Considérons d'abord un point maté
riel en mouvement auquel aucune force n'est appliquée ; s'il est 
animé d'une vitesse V, et qu'on le considère comme l'origine 
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de trois axes rectangulaires (ou obliques) animés d'un mou
vement de translation avec une vitesse égale à V, son mouve
ment par rapport à ces axes sera celui que tendraient à lui 
imprimer les forces qui agissent sur lui, c'est-à-dire sera nul, 
puisque ces forces n'existent pas. 

Donc, le mouvement absolu du point se réduit, dans ce cas, 
au mouvement d'entraînement, c'est-à-dire qu'il est rectiligne, 
uniforme, et que sa vitesse est égale à V. Donc, tout point ma
tériel en mouvement qui n'est soumis à l'action d'aucune force 
extérieure conserve sa vitesse en intensité et en direction. 
Ce résultat est tout à fait évident, et on l'admet générale
ment comme une conséquence de la loi de l'inertie. 

Mouvement uniformément varié.—Supposons en second 
lieu un point matériel animé d'une vitesse v, et soumis à l'ac
tion d'une force F, dont l'intensité est constante, et dont la 
direction coïncide avec celle de la vitesse v. 

Considérons toujours trois axes passant par la position qu'oc
cupe le mobile à l'époque t, et se transportant parallèlement 
à eux-mêmes avec une vitesse égale à v {fig. 4)- En même 
temps que l'origine de ces axes parcourt l'espace AA', égal à 
vdt, le mobile s'écarte de cette origine, et le déplacement relatif 
ne diffère pas de celui qu'aurait déterminé la force F agissant 
sur le corps en repos. Soit donc A' M l'espace que la force ferait 
ainsi parcourir dans sa direction, laquelle est aussi celle de la 
vitesse v; le déplacement réel est la somme algébrique des 
déplacements AA' et A' M. On voit que le mouvement ne cesse 
pas d'être rectiligne; seulement l'espace parcouru par le mo
bile pendant le temps, dt est plus grand (algébriquement) que 
vdt, c'est-à-dire qu'il y a une certaine accélération. 

On obtient la moitié de celte accélération en divisant par di-
le chemin A'M dû à la force F, et il est facile de reconnaître que 
^'accélération ainsi déterminée sera constante. En effet, trans
portons-nous à un autre instant du mouvement, l'origine aura 
une autre vitesse v', et dans le temps dt elle parcourra un 
espace v'dt; mais la force qui accélère le mouvement ayant 
un effet indépendant du mouvement déjà acquis fera parcourir 
au point matériel, dans le même temps dt, le même espace 
dans son mouvement relatif; donc on aura toujours la même 
accélération; le mouvement sera uniformément varié. Cette 
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deuxième conséquence se présente encore comme à peu près 
évidente. 

Mouvement parabolique. — Le corps animé d'une certaine 
vitesse v est soumis à l'action d'une force F constante en in
tensité et en direction (au moins pendant un temps très-court); 
mais la direction de la force diffère de celle de la vitesse [fig. 5). 

Nous aurons toujours à considérer trois axes animés d'un 
mouvement de translation dont la vitesse sera v en intensité 
et en direction. 

Pendant le temps dt, l'origine, qui, à l'instant initial, coïn
cidait avec le point mobile, parcourra dans la direction de la 
vitesse un espace AA'—vdt; quant au mobile lui-même, il 
aura un mouvement relatif, lequel ne différera pas du mouve
ment absolu que lui aurait imprimé la force F, s'il avait été au 
repos; c'est-à-dire qu'il parcourra, pendant le temps dt, dans la 
direction de la force et avec une certaine accélération J un 

espace A'M = - idf. Le déplacement réel du point s'obtient 

en composant les deux déplacements AA' et A'M. 
Prenons deux axes fixes ayant pour origine le point A, posi

tion du mobile à l'instant initial {fig. 5). Si ces axes ont pour 
directions, l'un Aa: la direction de la vitesse v, l'autre Ar celle 
de la force F, les coordonnées du point mobile, au bout du 
temps infiniment petit que nous considérons, seront précisé
ment les déplacements composants AA' et A'M; elles auront 
donc les valeurs respectives 

x = vdl, r = - J dt'2. 
2 

De ces équations, et des théories développées en Cinéma
tique, on tire immédiatement les conclusions suivantes: 

Quand la force qui sollicite un point matériel en mouvement 
a une direction qui diffère de celle de la vitesse du point, 

i° Le mouvement est curviligne ( * ); 

(*) La trajectoire se confond, aux infiniment petits du troisième ordre prés, 
avec la parabole représentée par l 'équation 

2 V 

qu'on obtient on éliminant dt entre les équations qui donnent x e t ? ' . 
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•2° Le plan oscillateur de la trajectoire est celui qui contient 
à la fois la direction de la force et celle de la vitesse ; 

3° Celte même trajectoire est. tangente à la ligne suivant 
laquelle est dirigée la vitesse ; 

4° Enfin, la droite qui représente la force fait connaître la 
direction de l'accélération totale du mouvement du point, et 
cette accélération totale ne diffère pas de l'accélération qui 
aurait été déterminée par l'action de la force sur le même 
point matériel pris au repos. 

Ce dernier résultat est très-important : il nous donne la clef 
du rôle que joue dans la théorie géométrique du mouvement 
la notion de Y accélération totale. C'est cette grandeur, en ef
fet, qui représente à elle seule l'effet total de la force, effet qui 
se manifeste à la fois par la substitution du mouvement curvi
ligne au mouvement en ligne droite, et par celle du mouve
ment varié au mouvement uniforme. 

Quand on a déterminé les lois du mouvement d'un point, 
soit par l 'observation, soit par l 'étude géométrique des liaisons 
de ce pointavec d'autres points dont le mouvement est connu, 
chaque théorème de Géométrie relatif à l'accélération totale 
nous fournira un théorème correspondant de Dynamique sur 
la force qui sollicite le mobile. Par exemple, on déduit de la 
loi des aires de Kepler, et du raisonnement que nous avons em
prunté à Newton (*), que la force qui sollicite une planète est 
constamment dirigée vers le centre du soleil. Nous compléte
rons ces notions quand la théorie de la mesure des forces nous 
aura fait connaître la relation de grandeur existant entre l'ac
célération totale et la force dont l'action sur un point matériel 
donné détermine la production de cette accélération totale. 

Mesure des forces. 

Un point matériel M, animé d'une certaine vitesse v, est sou
mis à l'action de deux forces F et F ' , dont les directions coïn
cident. En raisonnant comme précédemment , on voit que 
l'espace parcouru par le point M dans celte direction com-

(*) Tome I e r de cet ouvrage, \>. ; 3 . 
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mune, pendant le temps dt (indépendamment de l'espace vdt 
dû à la vitesse v pendant le même temps), est égal à 

-jdt'-h - j'clf, 

si - jdt- et - / 'dt- représentent respectivement les espaces que 

chacune des forces F et F', agissant seule, aurait fait parcourir 
au point dont nous nous occupons. 

Ceci veut dire que, lorsque deux forces agissent sur un même 
point dans une même direction, les effets de ces forces s'ajou
tent, l'accélération que prend le corps sous leur action com
binée étant la somme algébr ique, /+/ ' des accélérations qui 
répondent à chacune des deux forces en particulier. 

Or, on ne peut refuser d'admettre que, parmi toutes les for
ces existant dans la nature, il ne s'en trouve une qui, appli
quée isolément au point matériel M, lui aurait imprimé aussi 
l'accélération y +_/'. Cette.force peut être substituée aux deux 
premières, en tant que résultat produit, c'est-à-dire qu'elle est 
capable de produire le même mouvement que les forces F et F' 
réunies. 

On dit que cette force est la somme de F et de F', et on la 
représente par la notation 

F + F'. 

Deux forces agissant dans une même direction peuvent être 
remplacées par une force unique égale à leur somme ( * ). 

Proportionnalité des forces aux accélérations. — Il résulte 
de la définition précédente que : une force F produisant l'ac
célération /', la force 2 F produira l'accélération 2 / ; par suite, 
la force « F répondra à l'accélération nj, et réciproquement. 
Donc : 

Deux forces sont proportionnelles aux accélérations qu'elles 
impriment à un même point matériel. 

{* ) Cette phrase exprime identiquement ]a même idée que nous exprimions 

tout à l 'heure, en disant que les eil'ets de ces deux forces s'ajoutent. 
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Cette propriété est indépendante de l'état de repos ou de 
mouvement du point considéré. 

Nous nous trouvons maintenant en possession d'un moyen 
qui nous permet de mesurer une force, de la comparera une 
force prise pour unité, et d'avoir ainsi l'expression numérique 
de ce que nous avons appelé Y intensité d'une force. 

L'unité de force est le kilogramme : c'est le poids d'un 
décimètre cube d'eau distillée à la température de l\°,\, dans 
le vide, au niveau de la mer et à la latitude de Paris. 

Notion de l'équilibre. — En général, on ne mesure pas les 
forces par les accélérations qu'elles produisent : on s'appuie, 
pour arriver à effectuer cette mesure d'une manière pratique, 
sur la propriété de l'équilibre. 

Reprenons nos deux forces F et F', dont les directions sont 
les mêmes, et supposons qu'on ait 

F = F , 
c'est-à-dire 

et que d'ailleurs les sens dans lesquels ces deux forces agis
sent soient opposés : il résultera de leur action simultanée 
une accélération nulle, c'est-à-dire que,.si le point était en re
pos, il y persistera malgré la présence des deux forces : on dit 
alors que ces deux forces se font équilibre, ou que le point est 
en équilibre sous l'action de deux forces égales et contraires. 

Deux forces égales et contraires, appliquées à un point ma
tériel en mouvement, n'altèrent en rien ce mouvement, et l'on 
peut indifféremment, pour la commodité d'une démonstration, 
par exemple, introduire ou supprimer de pareils groupes de 
forces parmi celles qui agissent sur un corps en repos ou en 
mouvement, tout comme on introduit ou supprime deux termes 
égaux et de signes contraires dans les équations algébriques. 

Toutes les fois que nous voyons un point matériel rester en 
repos, nous devons affirmer qu'il n'est soumis à aucune force, 
ou que si une certaine force agit sur lui, il y a d'autres forces 
qui font équilibre à celle-là. 

Un corps abandonné à lui-même tombe sous l'action d'une 
certaine force qu'on appelle le poids de ce corps. Suspendons 
ce corps à un fil ou déposons-le sur un appui, il reste en re-
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pos. Il n'en est pas moins pesant, et la force qui le sollicitait 
tout à l'heure agit toujours sur lui; seulement elle est équili
brée par une autre force égale et contraire, qu'on appelle, sui
vant les cas, la tension du fil, ou la réaction de l'appui. 

On dit quelquefois que deux forces qui se font équilibre se 
détruisent : c'est une expression vicieuse qui donne naissance 
à un grand nombre d'erreurs. Ainsi, quand un corps repose 
sur un appui, son poids ne produit pas de mouvement, mais 
il produit un autre effet. Il y a toujours déformation du corps 
et de l'appui. Cette déformation, qui est souvent insensible à 
l'œil, est quelquefois au contraire extrêmement marquée, 
comme dans le cas où le corps est suspendu à l'extrémité d'un 
ressort flexible. Dans ce cas, l'effet de la force est de mainte
nir le ressort courbé, malgré l'élasticité de la matière qui tend 
à le ramener à sa forme et à sa position première [fig- 2 ). 

Les propriétés de l'équilibre fournissent le moyen le plus 
commode pour comparer et mesurer les forces. Deux forces, 
quels que soient leur nature physique et le nom sous lequel on 
les désigne, sont égales quand elles font équilibre à une même 
force. C'est ainsi que pour peser un corps, par exemple, nous 
pouvons le suspendre à l'extrémité du ressort de la fig. ?., 
et constater la flexion produite. Si nous cherchons ensuite 
combien il faut de décimètres cubes d'eau distillée pour arri
ver au même résultat, le nombre trouvé donnera l'expression 
du poids du corps en kilogrammes, puisque ce poids et le poids 
formé par ce nombre de kilogrammes font tous deux équilibre 
à une même réaction de ressort (*). 

Il y a plus : tout autre effort développé, soit par la puissance 
musculaire d'un homme ou d'un animal, soit par le choc d'une 
veine liquide, d'un jet de gaz ou de vapeur, etc., qui aura encore 
pour conséquence une flexion égale, sera encore représenté par 
le même nombre de kilogrammes. Il existe une grande variété 
d'appareils servant à mesurer les forces, mais ce que nous ve
nons de dire suffit pour que l'on comprenne comment une 
force quelconque est susceptible d'être exprimée en kilo
grammes. 

(*) Tout ceci suppose, bien entendu, que l'élasticité du ressort n'aura pas 
subi de changement dans l'intervalle des deux expériences. 
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COMPOSITION DES FORCES. — Loi générale de l'équilibre 
d'un point. — Un point matériel A étant soumis à l'action 
de forces en nombre quelconque, considérons deux de ces 
forces {fig. 6). 

La force F, si elle agissait seule, imprimerait au corps, 
dans sa direction, une certaine accélération AB=y. 

De même la force F' imprimerait au point une accélération 
AB' =j'; et, d'après notre deuxième principe, cette accéléra
t ion/ est celle du mouvement du point A par rapport à trois 
axes animés d'un mouvement de translation avec une accéléra
tion égale hj. D'ailleurs, d'après la règle du parallélogramme des 
accélérations, l'accélération J de ce mouvement résultant sera 
représentée par la diagonale du parallélogramme construit 
sur les accélérations AD, AD'des mouvements composants. Si 
au lieu des deux forces F et F' on avait une force unique 
dirigée suivant la diagonale AC, et capable de produire l'ac
célération J, le mouvement du point serait le même. On peut 
donc remplacer deux forces appliquées à un même point par 
une troisième qui sera la résultante de deux autres; on ob
tiendrait cette résultante en grandeur et en direction par la 
règle du parallélogramme, puisque les forces sont proportion
nelles aux accélérations des mouvements qu'elles produisent. 
On peut donc, au lieu de composer les mouvements produits 
par chaque force prise isolément, composer ces forces elles-
mêmes, et déterminer directement ensuite le mouvement 
résultant. 

Ces deux manières de procéder paraissent au premier abord 
tout à fait équivalentes; mais si elles conduisent au même ré
sultat final, il y a pour ainsi dire tout un abîme entre la règle 
géométrique évidente de la composition des mouvements et 
le théorème fondamental que nous venons de démontrer, et 
qui nous permet de trouver la résultante de deux forces ap
pliquées à un même point matériel. 

Equilibre d'un point matériel. 

Observons que ce théorème, en nous indiquant quelle est 
la force qui peut remplacer deux forces quelconques appli
quées à un même point, nous fait connaître par cela même la 
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force unique capable de faire équilibre à ces deux forces. 
Nous voyons qu'on peut arriver à ce résultat sans employer 
deux forces respectivement égales et contraires aux forces 
données; il suffit d'appliquer au point une force égale et con
traire à la résultante de ces deux forces. 

Et de même, si l'on a un nombre quelconque de forces ap
pliquées à un même point, on peut les remplacer par la force 
représentée par la ligne qui ferme le polygone des forces don
nées; et la condition nécessaire et suffisante pour l'équilibre 
de ces forces est que le polygone soit fermé. 

Telle est la loi générale de l'équilibre d'un point matériel, 
et toute la Statique découle aisément de cette proposition 
fondamentale, proposition dont l'importance est égale au point 
de vue de la théorie du mouvement, comme au point de vue 
de la théorie de l'équilibre (*). 

On détermine analytiquemenl la grandeur et la direction de 

(* ] Si l 'on se place exclusivement à ce dernier point de vue, on peut repro
cher à la démonstration que nous venons de donner, et qui est due à Newton, 
de faire intervenir la considération étrangère du mouvement dans la théorie 
de l 'équilibre. Aussi cette démonstration a-t-ulle été fort critiquée, et rempla
cée par plusieurs autres fondées sur les constructions géométriques et les arti
fices analytiques les plus variés. 

Jean Bernoulli dit dans le quatrième volume de ses Opuscules, p. ^56 : 
« Peccant, qui compositionem vaiiun cum composiùotie motuuni confundunt. » 
j e suis tout à fait de l'avis de Jean Bernoulli, et il y a, comme je l'ai dit, un 
abîme entre ces deux choses. C'est même un fait digne de toute notre atten
tion que la manière dont cet abime se trouve lestement franchi, sans qu'on 
s'en aperçoive, pour ainsi dire, si l'on n'y prend pas garde. C'est l'exemple le 
plus curieux que je connaisse du passage d'un ordre d'idées à un autre tout à 
fait différent, d 'une vérité géométrique évidente à un théorème de Statique 
fort difficile à démontrer directement, théorème qu'il est peut-être impossible 
de démontrer sans introduire d'une manière plus ou moins déguisée des hypo
thèses qui rentrent au fond dans notre grande loi fondamentale de l'indépen
dance et de la composition des effets des forces. 

La démonstration de Newton nous semble à la fois la plus simple et la plus 
naturelle. N'est-il pas évident que l'esprit ne peut se contenter d'une démons
tration artificielle, quand il s'agit de propositions qui ont cette importance 
londamentaie '.' <• 11 faut que les principes sur lesquels une science tout entière 
repose se démontrent simplement ou qu'Us ne se démontrent pas du tout; et 
l 'esprit ne se tlatte pas d'avoir saisi l 'ordre naturel suivant lequel les vérités 
s'enchaînent, tant qu 'une vérité bien générale n'est établie qu'à la faveur de 
constructions et d'artifices très-particuliers. » { Coutxoï, ':''•,;>. i.'|3.' 
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la résultante R d'un groupe de forces représentées d'une ma
nière générale par F, au moyen des équations 

R cosR, x = V F cosF, x, 

R cosR, y = ^ F cos F, y, 

R cos R, z = ^ F cos F, .5. 

Remarque. — Il suit de ce qu'on vient de dire que si à un 
système quelconque de forces nous en ajoutons une autre égale 
et opposée à leur résultante, nous produirons l'équilibre. 

En effet, on a un polygone OARCD (Jlg. 7), formé par les 
forces mises bout à bout ; la résultante est représentée en gran
deur et en direction par OD ; si nous ajoutions une force égale, 
mais dirigée de D vers 0 ; le polygone des forces serait fermé, la 
résultante serait nulle; les forces se feraient donc équilibre. 

Pour exprimer qu'un point est en équilibre sous l'action d'un 
nombre quelconque de forces, il faut donc exprimer que le po
lygone des forces est fermé; ainsi ces conditions d'équilibre 
sont évidemment 

^ F cos F, x — o, 

2_, F cos F, y—-, o, 

V F cos F, 3 = 0, 

§•11. — DÉFINITION DE LA MASSE. 

On a vu que les forces sont proportionnelles aux accéléra
tions qu'elles impriment à un même point matériel ; donc, pour 
un point matériel quelconque, nous aurons une équation de la 
forme 

F = mj, 

>n étant un coefficient constant. Ce coefficient varie d'ailleurs 
quand on passe d'un point matériel à un autre; sa valeur nu-

II. a 
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mérique dépend à la fois de l'unité de force et de l'unité de 
longueur; mais ces unités une fois choisies, F et j sont repré
sentées par des nombres, et alors la valeur numérique de m 
est déterminée. 

Les corps, même supposés réduits à de simples points ma
tériels, ne doivent pas être regardés comme identiques les uns 
aux autres, au point de vue des effets qu'ils éprouvent de la 
part des forces qui leur sont appliquées. Il existe dans les corps 
une qualité en vertu de laquelle ils diffèrent les uns des au
tres au point de vue mécanique, et dont on reconnaît l'exis
tence par les accélérations plus ou moins grandes qu'ils éprou
vent de la part d'une môme force, c'est-à-dire par les différen
tes valeurs que prend, pour différents corps, le coefficient m 
de l'équation F = mj. 

Cette qualité est ce qu'on nomme la masse; et l'on dit que 
deux corps, quelle que soit leur nature chimique, ont la même 
masse, lorsque, soumis à l'influence d'une même force, ils ac
quièrent des vitesses égales dans des temps égaux. 

Il est naturel de dire que deux corps ont des masses dou
bles, triples, etc., l'une de l'autre, s'ils exigent des forces dou
bles, triples, etc., pour prendre une accélération déterminée. 
Or, ceci revient à considérer les masses des corps comme pro-

F 
portionnelles aux quotients - d'une force par l'accélération 
qu'elle leur imprime. Enfin, on est convenu de prendre ce 
quotient, c'est-à-dire le nombre m, pour la valeur même de 
la masse ; c'est-à-dire qu'on appelle masse le coefficient m, 
constant pour un même corps défini par l'équation 

F = mj. 

La masse ne constitue pas une résistance au mouvement. 
Théoriquement, la plus petite force appliquée à un point ma
tériel libre le mettra toujours en mouvement; seulement, le 
mouvement sera toujours plus ou moins lent, selon que la 
masse sera plus ou moins grande. On se fait une idée de ce 
que c'est que la masse en se reportant à la théorie de la cha
leur : un corps quelconque ne repousse pas complètement 
la chaleur; seulement, il s'échauffe plus ou moins, selon sa 
nature, tout comme un corps soumis à l'action d'une force 
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prend une accélération plus ou moins grande, en raison de la 
grandeur de sa masse. 

En Statique, où l'on considère seulement des corps en 
équilibre sous l'action des forces qui leur sont appliquées, la 
considération de la masse ne s'introduit pas. 

11 n'y a pas d'unité de masse, pas plus qu'il n'y a d'unité de 
vitesse. Dans l'équation 

la valeur numérique du coefficient m est déterminée quand on 
a les valeurs de F et de j ; elle dépend donc à la fois de l'unité 
de force et de l'unité de longueur, le rapport de deux masses 
étant toutefois indépendant de ces deux unités. 

En Astronomie, on a l'habitude de rapporter toutes les 
masses à la masse du soleil prise pour unité, ce qui semble 
en contradiction avec ce que nous venons de dire. Mais alors 
il faut remarquer que les forces ne sont plus exprimées en ki
logrammes : elles ne peuvent même pas être rapportées à au
cune unité particulière; ce sont de simples coefficients numé
riques dont la valeur est donnée par l'équation 

F = »y. 

Désignons parP le poids d'un corps; l'expérience a montré 
qu'avec certaines restrictions physiques, ce poids communique 
au corps une accélération g, constante dans un même lieu 
pour tous les corps. L'équation générale devient alors 

V = mg, 

g étant une constante dont la valeur à la latitude de Paris et 
au niveau de la mer a été trouvée égale à 9,8088. 

Donc la masse d'un corps est proportionnelle à son poids ( * ). 

(*) Ceci va nous permettre de comprendre la raison pour laquelle on défi
nit quelquefois la masse la quantité de matière qui se trouve dans un corps. 

Nous venons de voir que le poids est proportionnel à la masse; nous avons 
défini la matière : ce qui persiste d'un corps quand il a perdu toutes les p ro
priétés qui le constituaient comme corps. Or, l'expérience montre que, quelles 
que soient les transformations, soit physiques, soit chimiques, que l'on peut faire 
subir à un corps, son poids reste constant ; il est donc naturel de regarder le 

2 . 
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Toutefois, il faut bien se garder de confondre le poids 
avec la masse. En effet, le poids varie avec une foule de 
circonstances phvsiques; mais la valeur de g varie dans les 

P 
mêmes circonstances, de sorte que le quotient - reste con-

S 
stant. 

Il nous est facile actuellement de calculer l'accélération que 
prend, sous l'influence d'une force donnée, un corps assez 
petit pour qu'on puisse l'assimiler à un point matériel. En effet, 
le poids de ce corps, divisé par g, fera connaître sa masse m; 
et l'on obtiendra ensuite l'accélération cherchée en divisant 
par m le nombre de kilogrammes qui mesure la force. 

§ I I I . — D u TRAVAIL DES FORCES. 

Considérons une force F, appliquée à un point matériel A 
[Jig. 8 ) , et supposons que, sous l'action de cette force (*), le 
point A ait parcouru dans le temps dt un arc infiniment pe
tit A A', que nous représenterons par ds. 

DÉFINITION. — On appelle travail élémentaire de la force ¥ 
correspondant au déplacement AA' de son point d'application 
le produit de la force par le chemin parcouru, projeté sur 
la direction de cette force. 

Cette définition se traduit analytiquement par l'équation 

; i ) d. TF = F ds cosF, ds. 

poids comme proportionnel à la quantité de matière qui existe dans le corps. 
En y regardant d'un peu plus près, on voit que la masse, plutôt que le poids, 
doit être regardée comme proportionnelle à la quantité de matière; en effet, 
le poids est une quantité tout à fait contingente, qui varie suivant le lieu où 
l'on se t rouve; la masse, au contraire, reste rigoureusement et absolument 
constante dans toutes les circonstances. 

(*) Il serait souverainement inexact de dire que le déplacement du point 
d'application a lieu en vertu de faction de la force. L'espace parcouru par un 
point mobile pendant le temps dt a pour expression vdt : il est uniquement 
dû à la vitesse acquise en vertu des causes qui ont agi antérieurement à l'épo
que que l'on considère. Quand plusieurs forces agissent simultanément sur un 
même point matériel, les travaux de ces forces sont des quantités absolument 
indépendantes l 'une de l 'autre. 
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Le travail d'une force est positif ou négatif, suivant le signe 
du cosinus qui figure dans le second membre de l'équation (i). 
L'usage a consacré les dénominations de travail moteur, pour 
désigner un travail positif, c'est-à-dire le travail d'une force 
qui fait un angle aigu avec la direction de la vitesse de son 
point d'application ; et de travail résistant, pour désigner le 
travail négatif qui fait un angle obtus avec la direction de cette 
même vitesse. 

îsous aurons à justifier plus tard l'introduction dans le lan
gage mathématique de toutes ces expressions empruntées au 
Dictionnaire des Économistes. La notion du travail est une 
donnée tout à fait fondamentale dans la Mécanique appliquée; 
comme elle implique nécessairement l'idée de mouvement, 
elle peut sembler étrangère à la Statique. iSous verrons pour
tant que la considération du travail est la base d'un principe 
ou théorème célèbre, dont l'introduction dans la science de 
l'équilibre date de l'époque de Galilée, et sur lequel Lagrange 
a établi le fondement de toute la Statique. 

C'est pourquoi nous avons dû définir dès à présent le tra
vail comme une quantité purement géométrique, comme le 
produit d'une force par une longueur. Les théorèmes suivants 
résultent immédiatement de la définition du travail. 

THÉORÈME I. — Le travail de la résultante d'un nombre 
quelconque de forces agissant sur un point matériel en mou
vement est égal à la somme des travaux des composantes. 

( PONCELET. ) 

En effet, la projection de la résultante sur une direction 
quelconque est égale à la somme des projections des compo
santes sur la même direction. Projetons sur la direction du 
chemin parcouru, nous aurons 

R cos R, ds = \ ^ F cosF, ds. 

Multiplions les deux membres de cette équation par le dé
placement ds, il vient, en ayant égard à l'équation (i), 

(2) d.TR^^d 'ÏF. 

Dans les applications du calcul à la Mécanique, les forces 
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sont toujours définies par leurs projections sur trois axes rec
tangulaires, ainsi que par les coordonnées x, y, z de leurs 
points d'application. 

Soient X, Y, Z les composantes d'une force F sur trois axes 
rectangulaires, la somme des travaux de ces trois composantes 
sera évidemment 

Xdscosx, ds -+- Ydscosy, ds -+- Zdscosz, ds. 

Or, 

ds cosx, ds = dx, ds cosy, ds = dy, ds cosz,ds — dz, 

donc 

(3) dTF = Xdx-h Ydy-hZdz. 

Considérons maintenant le déplacement ds comme résultant 
de plusieurs déplacements da, de' ; cette décomposition donne 
lieu au théorème suivant : 

THÉORÈME II. — Le travail d'une force quelconque F, pour 
le déplacement ds, est égal à la somme des travaux de cette 
force correspondants aux déplacements composants der, 
du',.... 

Projetons en effet les déplacements composants et le dépla
cement résultant sur la direction de la force, nous aurons 

ds cosF, ds ~?jl?cosF,d!7; 

en multipliant par F, on démontre le théorème énoncé. 

Théorie géométrique des moments. 

Travail des forces dans le mouvement de rotation. — Con
sidérons en particulier une force dont le point d'application M 
tourne autour d'un axe fixe 0 [fig. 9). Soit P la projection de 
la force sur un plan perpendiculaire à l'axe 0, et choisi de ma
nière que le mouvement du point M s'effectue dans le même 
sens que la rotation des aiguilles d'une montre ; l'espace par
couru dans le temps dt est un arc MM' dirigé à peu près sui
vant la perpendiculaire à OM. On a 

MM' = irf«, 
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en désignant OM par r et MOM' par d<x. Pour avoir le travail 
de la force, il faut projeter celle-ci dans la direction MA : cette 
projection est le produit de P par le cosinus de l'angle o, 
compris entre les directions MP et MM' ou MP et MA, et 
l'on a 

d.TF^rdzVcos-j. 

Abaissons du point O une perpendiculaire OB sur la direc
tion de P, et appelons p cette perpendiculaire, dont l'angle 
avec OM est précisément égal à o, on a 

rcoso =--p; 

donc, le travail de la force a également pour expression 

(4) d.TF = Vp.dx. 

Le produit Pp s'appelle le moment de la force par rapport 
à l'axe de rotation, et l'équation précédente s'énonce : 

THÉORÈME III. — Le travail d'une force dont le point d'ap
plication tourne autour d'un axe fixe est le produit du dépla
cement angulaire par le moment, de la force par rapport à l'axe 
de rotation. 

On appelle moment d'une force par rapport à un axe, le 
produit de la projection de cette force sur un plan perpendi
culaire à l'axe, par la plus courte distance de la force et de 
l'axe; on représente le moment d'une force F, par rapport à 
un axe O, par la notation MCF; on a alors 

M0 F = Pp. 

Si 0 est l'angle de la force avec l'axe, on a 

P = Fsin&, 
M0F== Fp sinO. 

Le moment est nul quand p ou 0 sont nuls, c'est-à-dire 
quand la force rencontre l'axe ou qu'elle lui est parallèle; en 
un mot, quand la force et l'axe sont dans un môme plan. 

Pour que l'équation 

d. TF = M„Fr/a 

soit générale, il faut donner un signe au moment; or, dy. est 
positif; le signe de M„ F doit donc toujours être le même que 
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celui de d.JF. Or, si l'angle 9 est aigu, c/.TF est positif, et la 
force, si elle agissait seule, tendrait à faire tourner le point 
dans le sens positif; si 9 est obtus, d.TF est négatif, et la force 
tend à faire tourner le point M dans le sens négatif; donc, enfin, 
le moment de la force sera positif ou négatif, selon que la 
force tendra à faire tourner le point dans le sens positif ou dans 
le sens négatif. 

Axe représentatif d'un moment. — Le moment d'une force 
peut être représenté par une longueur portée sur l'axe, dans 
un sens ou dans l'autre, selon que le moment est positif ou 
négatif, mais toujours de manière qu'en se plaçant sur cet axe 
à la manière de Poinsot ou d'Ampère, on voie la force tendre 
à faire tourner son point d'application dans le sens de la rota
tion des aiguilles d'une montre, sens qui est notre sens positif. 

THÉORÈME DE VARIGNON. —-De l'équation 

d. TF = M0 F dx, 

on déduit un théorème célèbre dû à Varignon. Nous avons dé
montré que le travail d'une résultante est égal à la somme des 
travaux des composantes; or, les travaux de diverses forces 
appliquées à un même point sont proportionnels à leurs mo
ments; donc : 

THÉORÈME IV (théorème de Varignon). — Le moment d'une 
résultante par rapport à un axe est égal à la somme des mo
ments des composantes par rapport au même axe. 

Cherchons les expressions algébriques des moments respec
tifs d'une force par rapport à trois axes rectangulaires. 

Soient F une force quelconque {fig. 10), X, Y, Z ses com
posantes sur les trois axes, et x, y, z les coordonnées de son 
point d'application. Cherchons d'abord le moment de cette 
force par rapport à l'axe des x. Si je désigne ce moment par L, 
nous aurons évidemment 

L = Z) • — Y;. 

Mous aurons de même, en désignant par M et N les moments 
respectifs de F par rapport à l'axe des y et à l'axe des z, 

M = X z — Z x 

N = Y x - X r . 
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Trouvons enfin le moment G de la force par rapport à une 
droite quelconque OU déterminée par les angles )., y, y, qu'elle 
fait avec les trois axes coordonnés. Soit dx le déplacement an
gulaire autour de cette droite : on peut regarder ce déplace
ment comme résultant des déplacements simultanés 

dxCOS'/., dxCOSy, doc COSv, 

parallèles respectivement aux trois axes coordonnés. 
Exprimons que le travail de la résultante pour un mouve

ment résultant est égal à la somme des travaux de cette force 
pour chacun des mouvements composants, nous aurons 

G dx = L don cos/. -i- M dx cosy. -+- N dx cosv, 

ou, en supprimant le facteur commun dx, 

( 5 ) G = L cos /. -t- M cos y. -t- N cos v. 

Projections des moments. — Considérons les axes représen
tatifs des moments L, M, N, G, c'est-à-dire portons sur les droi
tes Ox, Oy; Oz, OU des longueurs respectivement égales aux 
moments correspondants, et cherchons le lieu des points ainsi 
déterminés. 11 faut faire dans l'équation (5), x,,j\, z, étant les 
coordonnées courantes d'un point du lieu, 

G = 

COS y -

- sl*\ -+-r\ 
X, 

*Jx- -h r 

y> 
\'x; -h y 

z, 

+ -;, 

? + -!' 

: + *?' 

\<x; -f-„r; -h z] 

La substitution de ces valeurs donne 

(7) x\ +r1 + z;' —Lx. + Mr, +N.-„ 

Le lieu cherché est donc une sphère qui passe par l'origine, 
où elle est tangente au plan conduit par cette origine et par 
la direction de la force F. En effet, l'équation du plan tangent 
au point [x\ = 0, v, --•.- o, zt = o) est 

Lx, -+- Mvi -+- N;. = o, 
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et ce plan contient à la fois le rayon vecteur OM et la parallèle 
à la force F menée par l'origine. Le moment est nul par rap
port-à une droite quelconque contenue dans ce plan. 

Le même moment atteint au contraire son maximum, repré
senté par le diamètre de la sphère, autour d'une perpendicu
laire au plan dont nous venons de parler. Ce maximum, égal 
au produit de la force par sa distance à l'origine, s'appelle le 
moment de la force par rapport au point 0 . Le moment relatif 
à un axe quelconque est la projection sur cet axe du diamètre 
de la sphère, c'est-à-dire du moment maximum ou du moment 
relatif à l'origine. 

§ I V . — NOTIONS SUR LA CONSTITUTION DES CORPS NATURELS. 

Pour terminer ce chapitre, consacré aux notions préliminai
res, et avant d'entrer dans le détail de la recherche des condi
tions d'équilibre d'un point matériel, ou d'un corps quelcon
que placé dans des conditions déterminées, exposons avec 
précision la manière dont nous comprenons la constitution 
intime des corps de la nature. 

Si l'on se reporte à notre définition du point matériel,'on 
aura le droit de dire en toute rigueur, en renversant cette dé
finition, qu'un corps quelconque est composé d'une infinité 
de points matériels infiniment petits. Qu'ils soient isolés, qu'ils 
soient en contact, peu nous importe; mais puisqu'ils forment 
un corps, ces points ne sont pas libres, indépendants les uns 
des autres; il se développe entre eux des actions mutuelles 
qui suivent des lois que nous ne connaissons pas et que nous 
ne pouvons pas connaître. Nous introduirons ces actions dans 
nos raisonnements, et nous considérerons que les points ma
tériels sont en équilibre sous l'effet combiné des forces don
nées et de ces actions inconnues. 

On peut être tenté de confondre nos points matériels avec 
les molécules des physiciens; c'est là une erreur contre laquelle 
il faut se mettre en garde. Si les corps sont composés de mo
lécules, nous sommes obligés d'admettre que les dimensions, 
la forme et la disposition de celles-ci doivent influer sur les 
propriétés des corps : le seul phénomène de la cristallisation 
rend ce fait indubitable. Il n'y a donc aucun rapport possible 
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entre les molécules, telles que les physiciens les conçoivent, et 
nos points matériels, qui n'ont, eux, ni dimensions, ni formes 
spéciales. Les molécules, si elles existent, sont des assembla
ges de points matériels. 

Enfin, ce qui est un point assez important, l'existence des 
molécules est encore une chose tout à fait hypothétique, qui 
peut être commode pour relier entre elles diverses théories 
physiques, tandis que nous énonçons une vérité tout à fait in
contestable quand, après avoir défini point matériel ce qu'on 
obtient en divisant un corps, nous disons qu'on reconstitue le 
corps en en réunissant à posteriori toutes les parties. 

Or, toutes les fois que nous sommes obligés de recourir à 
une hypothèse, nous avons soin de la mettre nettement en évi
dence ; et il est juste aussi de montrer, d'un autre côté, ce qui 
découle rigoureusement de nos définitions. 

J'ai dit que nous ne savions absolument rien sur le mode 
de liaison, d'assemblage, pour ainsi dire, qui constitue un corps 
physique au moyen des éléments que nous nommons points 
matériels. Il ne nous est pourtant pas possible d'aborder la 
Mécanique proprement dite sans avoir quelque idée à ce su
jet, c'est-à-dire sans faire quelques hypothèses, sans poser 
quelque principe analogue à ceux qui nous ont servi à ré
soudre les problèmes qui se rapportent au point matériel. 

Une seule de ces hypothèses se rencontre dans la Mécani
que rationnelle : elle constitue le troisième principe fonda
mental dont nous avons parlé, principe qui a été introduit dans 
la science par Newton. 

TROISIÈME PRINCIPE. — Egalité de l'action et de la réaction. 
— Ce principe suppose d'abord que toute force réellement, 
physiquement existante ( par opposition avec les forces fictives 
telles que les résultantes, les projections, et autres forces du 
même genre que nous avons introduites uniquement pour la 
commodité du raisonnement), toute force donc, réellement 
existante, non-seulement est subie par un point matériel, 
mais encore est nécessairement due à l'existence d'un autre 
point matériel, qui peut être considéré comme exerçant sur 
le premier la force dont il est question. Or, le principe dont 
'1 s'agit consiste en ce que : 
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Si un point matériel M reçoit d'un autre point matériel M' 
une certaine action/; réciproquement, le point W reçoit de M 
une action égale et contraire f , qu'on appelle la réaction du 
point M'. 

Distinction des forces extérieures et des forces intérieures, 
— Il suit de là que dans chaque système de points matériels 
que nous étudierons, il faudra considérer deux genres de 
forces: celles que nous appellerons forces intérieures, et les 
forces extérieures. 

Soit A un point du système que nous étudions, B un 
point qui agit sur lui; si B appartient également à notre sys
tème matériel, la force qu'il exerce sur le point A est une 
force intérieure; nous la désignerons par une petite lettre. Si 
le point B ne fait pas partie du système dont nous nous occu
pons, cette force qui émane du point B est une force extérieure 
au système, et nous la représenterons par une grande lettre. 

Les forces extérieures et les forces intérieures ne diffèrent 
évidemment pas dans leur essence; elles ne diffèrent que par 
la manière dont elles figurent dans nos raisonnements et nos 
calculs. 

Une même force peut jouer, tantôt le rôle de force inté
rieure, tantôt le rôle de force extérieure, suivant les cas. Si 
l'on considère, par exemple, le mouvement d'un corps qui 
tombe à la surface de la terre, l'attraction qu'une des molé
cules de ce corps éprouve de la part d'une molécule quel
conque de la terre est une force extérieure ; si, au contraire, on 
considère le mouvement d'un système matériel formé de la 
terre tout entière et des corps qui se trouvent à sa surface et 
dans son voisinage, la même attraction devient une force in
térieure. 

Il est clair, d'après le principe de l'égalité de l'action et de 
la réaction, que si l'on prend, parmi les forces qui agissent 
sur les divers points d'un système matériel, toutes celles qui 
sont des forces intérieures, ces forces sont égales deux à deux 
et opposées. 11 existe bien une force égale et opposée à cha
cune des forces extérieures, mais nous n'avons pus à nous oc
cuper de cette force, puisqu'elle n'est pas appliquée à l'un 
des points dont nous étudions le mouvement ou l'équilibre. 
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11 arrive que dans certaines équations, où l'on considère 
l'ensemble de toutes les forces agissant sur un système maté
riel, les forces intérieures disparaissent, parce que les deux 
forces jumelles, qui ne vont pas l 'une sans l'autre, d'après 
notre définition des forces intérieures, introduisent dans ces 
équations des termes égaux en valeur absolue et de signes 
contraires. 

Par exemple, on reconnaît aisément que : 

i° Lasomme des projections sur un axe quelconque de deux 
forces intérieures conjuguées est identiquement nulle. 

2° La somme des moments de deux pareilles forces autour 
d'une droite quelconque est identiquement nulle. 

En effet, la projection ou le moment d'une force est une 
quantité qui change de signe avec le sens de la force, et qui 
ne dépend nullement de la position du point d'application de 
la force, sur la droite qui en représente la direction. 

Travaux des forces intérieures. — Au contraire, la somme 
des travaux des forces intérieures est susceptible d'une ex
pression remarquable, dont nous ferons fréquemment usage. 

Soient M et M' [fi g. n ) deux points matériels agissant l'un 
sur l'autre, je suppose, par répulsion; soit / l ' a c t i on , égale à la 
réaction. Supposons que les points M et M' se soient déplacés 
d'une manière quelconque et soient venus, le premier en M,, 
le second en M',. La somme des travaux des deux forces sera 

/ ( M ' P ' — MP), 

P' et P étant les projections des points M, et M', sur la direc
tion MM'; cette somme sera encore représentée par 

/ P P ' - M M ' . 

Or M,M', et PP' ne diffèrent que d'un infiniment petit de 
deuxième ordre; nous pouvons donc, dans l'expression précé
dente, remplacer PP' par M, M',, et alors le coefficient d e / d e 
vient 

S I . M ' . - M M ' ^ i / r , 

en désignant par ;• la longueur MM'. On aura donc pour la 
somme des travaux 

fdr. 

La même expression représentera aussi bien le travail, dans 
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le cas d'une force attractive, en convenant de regarder 
les attractions comme négatives, les répulsions étant posi
tives. 

Des solides invariables. — Si nos deux points M, M' se sont 
déplacés sans que leur distance ait changé (comme cela aurait 
lieu si ces points faisaient partie d'un système absolument in
variable de forme, tel que ceux dont nous avons étudié le 
mouvement géométrique dans la première Section de cet ou
vrage), on a 

dr = o ; 

par conséquent la somme fdr des travaux des actions mu
tuelles de ces deux points est nulle. 

Il suit de là que, dans tout déplacement commun qui n'al
tère pas les distances mutuelles des points d'un système quel
conque, les forces intérieures ne figurent pas dans la somme 
des travaux des forces agissant sur tous les points du système ; 
ce qui tient à ce que ces forces introduisent dans cette somme 
des termes qui sont deux à deux égaux et de signes con
traires, et qui se détruisent algébriquement. 

Il s'attache un très-grand intérêt aux équations qui sont in
dépendantes des actions intérieures, vu notre ignorance au 
sujet de ces forces : aussi a-t-on l'habitude en Mécanique de 
distinguer soigneusement les systèmes qu'on suppose absolu
ment invariables de formes, c'est-à-dire composés de points 
matériels qui ne peuvent en aucune façon s'approcher ou s'é
loigner les uns des autres; c'est à un pareil système que nous 
donnons le nom de solide invariable. 

Cette invariabilité absolue de forme d'un système matériel 
ne se rencontre pas dans la nature. 11 existe, il est vrai, un 
grand nombre de corps solides qui semblent ne pas éprouver 
de changement de forme, de quelque manière qu'on cherche 
à agir sur eux, pourvu toutefois que les forces qu'on leur ap
plique ne dépassent pas de certaines limites; mais si ces corps 
paraissent conserver la figure qu'ils avaient d'abord, c'est que 
les déformations qu'ils ont subies sont trop petites pour que 
nous puissions les apercevoir; elles n'en existent pas moins 
et se manifestent dans les machines par des pertes de travail 
et des usures de matériaux. 



CHAP. I . — PRINCIPES FONDAMENTAUX DE LA STATIQUE, ETC. 3 l 

Pour distinguer ces corps des premiers, nous leur donnerons 
le nom de solides naturels. 

Un mode de raisonnement que nous emploierons souvent 
en Statique est celui-ci : Pour trouver les conditions d'équi
libre d'un corps naturel quelconque, solide, liquide, d'un cor
don, d'un système articulé, nous supposerons l'équilibre établi, 
et dès lors nous pourrons, sans troubler cet équilibre, con
cevoir que le corps devienne rigoureusement invariable. Donc, 
si l'on cherche les conditions pour que l'équilibre ait lieu en 
supposant ce corps rigide, ces conditions devront être néces
sairement remplies pour l'équilibre du corps, après que nous 
lui aurons rendu la possibilité de subir certaines déformations. 
Seulement, en général, ces conditions ne seront plus alors 
suffisantes. 

De l'élasticité. — Il faudra donc, après avoir établi les con
ditions qui seraient suffisantes pour l'équilibre si le corps était 
rigoureusement invariable, faire une deuxième étude plus 
soignée, et voir comment les corps naturels peuvent se dé
former sous l'influence des efforts auxquels ils doivent se 
trouver soumis dans nos machines ou nos constructions. Ce 
nouvel ordre de questions est du domaine de l'expérience. 

C'est l'expérience qui nous apprend que les solides naturels 
présentent, pour la plupart, la propriété connue sous le nom 
A'élasticité, en vertu de laquelle ils reprennent leur forme pri
mitive, quand, par un certain effort, on les a déformés. Nous 
aurons donc une seconde approximation en tenant compte de 
celte propriété; d'ailleurs, pour avoir des hypothèses nettes et 
précises, nous considérerons deux cas limites, celui d'un corps 
doué d'une élasticité parfaite, et celui d'un corps complètement 
dénué d'élasticité. 

C'est encore à l'expérience qu'il faudra faire appel pour sa
voir dans quels cas nous pourrons appliquer aux corps natu
rels les résultats de ces nouvelles recherches qui reposent 
encore sur de pures abstractions. Ainsi, pour un corps solide 
déterminé, nous reconnaîtrons que sous l'influence d'efforts 
qui ne dépassent pas une certaine limite, l'élasticité peut être, 
sans erreur appréciable, considérée comme parfaite; au delà, 
on ne peut plus compter que le corps revienne à son état pri
mitif, c'est à un autre corps qu'on aura affaire. Les forces con-
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tinuant à augmenter à partir de cette limite, le corps finira 
par se briser. Nous déterminerons avec soin cette limite, qu'on 
appelle limite d'élasticité, et nous saurons ainsi que tant que 
nous ne la dépasserons pas, nous pourrons appliquer sans 
crainte les résultats que la théorie nous a donnés pour ce cas 
idéal. 

Si certaines pièces de machines, certaines parties de nos 
constructions se trouvent soumises à des efforts dépassant la 
limite d'élasticité de la matière, il sera sage de changer les dis
positions employées, afin de rentrer dans le cas normal. 
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CHAPITRE II. 

ÉQUILIBRE D'UN POINT MATÉRIEL. 

S> V. —EQUILIBRE D'UN POINT MATÉRIEL LIBRE. — EQUILIBRE I Ù S 

POINT QUI N 'EST PAS ABSOLUMENT LIBRE. 

La Statique est la science de l'équilibre des forces. 
Nous allons d'abord considérer le cas où un corps réduit 

à un simple point matériel est sollicité par des forces quel
conques; et nous chercherons quelles sont les conditions 
qui doivent être salisfailes pour que ces forces se fassent 
équilibre. Ces conditions étant supposées remplies, le corps 
restera en repos, s'il est en repos; ou, s'il est en mouvement 
sous l'action d'autres forces, le mouvement continuera comme 
si celles qui se font équilibre n'existaient pus. 

Cette première partie de la Statique est extrêmement simple; 
et il n'y a absolument rien à ajouter aux notions qui précè
dent, pour avoir la théorie complète de l'équilibre d'un point 
matériel. En effet, tant de forces que l'on voudra, agissant sur 
un point matériel, ont une résultante, c'est-à-dire qu'il existe 
une force unique capable de les remplacer toutes, l'our l'é
quilibre, il faut que celte résultante, qui est représentée par 
une longueur, soit nulle ; or, pour qu'une longueur soit nulle, 
il faut et il suffit que ses projections sur trois axes rectangu
laires soient nulles séparément : nous traduirons donc les 
conditions de l'équilibre en écrivant 

V F cos F, x = o, V F c o s F , » : : o, "^ F cos F. - r-.-p, 

ou, d'après nos notations 

(O x —o, Y-_. o, z=^o. 

Telles sont les équations nécessaires et suffisantes pour 
qu'un point matériel libre soit en équilibre. 

H . ••; 
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11 peut se faire (pie le point dont on cherche les conditions 
d'équilibre ne soit pas libre de se mouvoir d'une manière quel
conque dans l 'espace, c'est-à-dire que ses coordonnées ne 
puissent pas prendre toutes les valeurs possibles. Les dépla
cements de ce point étant soumis à certaines conditions, si la 
résultante des forces qui agissent sur lui tend à lui faire prendre 
un mouvement incompatible avec ces conditions, le point 
restera en repos, absolument comme si cette résultante était 
nulle. 

L'effet de la force sera alors simplement, comme on dit, de 
tendre les liens du système, expression déduite des cas ana
logues à ceux où l'on a, par exemple, un corps suspendu à 
un (il et soumis à une force agissant dans le prolongement 
du fil. 

En général, quand un corps est gêné dans ses mouvements 
par d'autres corps , et qu'il reste en équilibre malgré l'action 
d'une force, l'effet de celte force se reporte sur les corps qui 
s'opposent à certains mouvements : elle produit ce qu'on ap
pelle la charge des appuis ou la tension des liens. 

Dans la Mécanique rationnelle, on ne tient pas compte de 
la nature physique des liens, appuis, etc. On traduit en Al
gèbre, et on exprime par des équations (dites équations de 
liaison) les conditions qui résultent de la présence de ces 
appuis fixes ou mobi les ; et l'on suppose ainsi que ces appuis 
sont doués de toute l'inflexibilité d'une équation algébrique. 
Pratiquement, il est indispensable de calculer les charges des 
appuis et de s'assurer, en ayant égard à leur nature réelle, 
qu'ils peuvent résister aux efforts qu'ils ont à supporter. 

§ VI. — EQUILIBRE D'UN POINT ASSUJETTI A RESTER SUR UNE SUR

FACE FIXE. 

Un point qui n 'est pas libre peut être plus ou moins gêné. 
Supposons d'abord que ses coordonnées soient liées entre 
elles par une relation unique 

(2) • <?(x,y,z) = o. 

On peut matérialiser la condition exprimée par cette équa
tion, quelles que soient les véritables liaisons physiques des-
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quelles on l'ait déduite, en supposant que le point ne puisse 
pas quitter la surface représentée par l 'équation (a) , en ayant 
d'ailleurs la liberté de se mouvoir sur cette surface de toutes 
les manières possibles. Ainsi, quand un point doit rester à 
une dislance constante d'un axe fixe, on peut supposer qu'il 
se meut sur un cylindre de révolution autour de cet axe; s'il 
doit rester à une distance constante d'un point fixe, comme 
dans le cas du pendule simple, on pourra supposer qu'il se 
meut sur une sphère, etc. 

Il est évident que l'équilibre aura lieu si la résultante des 
forces qui agissent sur le point matériel est dirigée suivant la 
normale à la surface directrice ; car alors, tout l'effort de cette 
résultante consistant à écarter le point matériel de la surface, 
dans un sens ou dans l 'autre, chose que nous supposons im
possible, cet effort sera complètement sans effet et le point 
restera en repos. 

Il arrive souvent que le corps est simplement posé sur une 
surface matérielle; il faut alors, si l'on veut que le corps reste 
en équilibre, que la résultante des forces tende à le faire p é 
nétrer dans l 'intérieur de la surface, et non à l'en détacher. 
C'est ce qu'on exprime en disant que la direction de la résul
tante doit être celle de la normale intérieure. 

L'analyse nous apprend que si nous appelons a, j3, y les 
angles formés avec les axes coordonnés par la direction de la 
normale extérieure à la surface ( 2 ), on a 

do cl o 
dx . d}-

cosa = -7—' cosp = - r - î cosy 
A s Ao ' 

en posant 

^=+\/{sy+(S)v(S)^ 
il faut donc, pour l 'équilibre, que les projections de la résul
tante X, Y, Z soient respectivement proportionnelles à — eosa , 
— cosp, — cosy, ou à 

do do dw 
dx dy dz ' 

3 . 

il 
dz 

: AV 
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donc on écrira, en appelant 1 un certain facteur positif, 

X — — >.cos«, Y - - — À cos [î, Z - — À cosy, 

ou bien 
. do .,,. ., il a . do 

X — — /, ~, "i = _ /., -p-, Z -- — /., v ' 

À 
en représentant-—par/,. 

On peut écrire ces équations de la manière suivante : 

( X -+- ÀCOSa —- O, 

(3) / Y -+-•). cos 3 - . o , 
I 
[ Z + / . cosy--. o. 

Les trois cosinus qui figurent dans ces équations sont des 
fonctions connues des coordonnées du point que nous étu
dions, /. est un coefficient indéterminé. En éliminant ce coef
ficient entre les équations (3), on obtiendra les deux relations 
auxquelles doivent satisfaire les composantes X, Y, Z, pour 
l'équilibre de leur point d'application. Ces relations étant sup
posées vérifiées, l'une quelconque des équations (3) fera con
naître la valeur de l'indéterminée /.. 

Mises sous la forme (3), les équations de l'équilibre d'un 
point matériel assujetti à se mouvoir sur une surface sont les 
mêmes que celles de ce point matériel libre soumis aux 
mêmes actions, en supposant qu'on joigne aux forces dont les 
projections sur les trois axes sont représentées par X, Y, Z, 
une nouvelle force /. dirigée suivant la normale extérieure. 
Cette force À, qui fait que le point matériel peut être regardé 
comme libre, est ce qu'on appelle la réaction de la surface. La 
direction de cette réaction est celle de la normale extérieure; 
sa grandeur n'est pas immédiatement connue; mais il suffit 
que les trois équations aient lieu pour une valeur convenable 
de A; les conditions d'équilibre, dans ce cas, se réduisent donc 
à deux, qu'on tirerait des équations (3 ) en éliminant A. Ces 
deux conditions étant supposées satisfaites, l'une des équa
tions fournira la valeur de la réaction inconnue A. 

En réalité, dans la nature, les choses ne se passent pas ainsi-
Nous avons admis qu'un corps placé sur une surface peut 

se déplacer comme on veut sur cette surface, sans un effort 
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quelconque, mais qu'il ne peut y pénétrer. Il existe une force 
particulière appelée frottement, qui fait qu'un point ne peut 
se déplacer sur la surface que si on lui applique, dans le plan 
tangent à la surface, un effort déterminé ou un effort plus 
grand. L'action de la surface n'est donc pas normale; on n'a 
plus, à proprement parler, d'équations d'équilibre; l'équilibre 
est indéterminé, et les forces indépendantes de la surface 
peuvent varier dans une certaine mesure sans qu'il y ait de 
mouvement produit. Pour nous, qui faisons actuellement 
de la Mécanique rationnelle, nous commencerons par négli
ger le frottement, et nous supposerons toujours que l'action 
de la surface soit dirigée suivant la normale extérieure. Nos 
résultats seront ainsi forcément entachés d'inexactitude, et ne 
seront pas directement applicables aux corps tels qu'ils existent 
dans la nature. 

§ VII. — EQUILIBRE D'UN POINT ASSUJETTI A RESTER 

SUR UNE COURBE FIXE. 

Le point matériel que nous considérons peut être encore 
plus gêné dans ses mouvements que nous ne venons de le sup
poser; c'est ce qui arrivera, par exemple, si les liaisons sont 
telles, qu'il résulte de leur présence deux équations distinctes 
entre les coordonnées de ce point : 

, , , i o{x,r,:) = o, 
14 ) ' 

I <l[x,y, :) -- o . 
Ces deux équations représentent une courbe dont le point ne 
peut pas s'éloigner : c'est sa trajectoire [*} qui se trouve ainsi 
immédiatement connue. 

Donc, il faut, pour l'équilibre, que la résultante tende à faire 
sortir le point de cette ligne, c'est-à-dire qu'elle soit perpen-

'* Voublions pas ([uc DÛS équations d'équilibre n'impliquent pas It1 moins 
(lu monde l'idée ({lie le point reste en repos. Si les forces que nous considérons 
o t qui satisfont aux conditions d'équilibre agissaient seules sur le eoj'ps en 
repos, il y resterait, uulà tout. Mais rien n'empêche que le point n'ait à l'in
stant considère un certain mouvement dû à des causes quelconques. Alors ce 
Mouvement se continuera absolument comme si les forces qui se font équilibre 
n'existaient pas. 
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diculaire à l'élément ds de cette courbe; on doit donc avoir 

(5) X & - r Y i / ) ' 4 - Z ( / ; - o . 

En vertu des équations (4), dx, dy, dz sont liés par les re
lations 

. dx " ' < / ) " ' ' >7 

x + 

Y + 

z + 

1~ 
dx 

^ clo 

'•dj 
. do 
'•di 

-h y 

"+- u-

-+-y 

dx 

dô 

d-!< _ 

di~" 

o, 

: O, 

O. 

- ^ fte H p- c/)' -4- —r1- «'£ — o. 
d r (/r • a : 

Eliminons dx, dy, dz entre les équations (5) et (6); pour 
cela, ajoutons-les membre à membre après avoir multiplié la 
deuxième par 1, la troisième par y, et égalons à zéro les coef
ficients respectifs de dx, dy, dz; nous aurons 

d o d \ 

(?) 

Au lieu d'une seule réaction, comme dans le cas d'une sur
face, nous en aurons deux dirigées suivant les normales res
pectives aux surfaces représentées par les équations (4). 

Les conditions de l'équilibre se réduiront à une en élimi
nant >. et y. entre les équations (7). En même temps, on dé
terminera la valeur des quantités À et y. qui sont liées aux 
réactions inconnues. 

On aurait pu, dans les deux cas que nous venons d'étudier, 
trouver directement l'équation ou les équations d'équilibre, 
sans introduire d'inconnues auxiliaires. 

En effet, la réaction d'une surface étant normale à cette sur
face, on pourrait prendre pour axes cette normale et deux 
autres droites rectangulaires. Les équations obtenues en éga
lant à zéro les projections des forces sur ces deux derniers 
axes ne contiendraient pas la réaction inconnue; ce seraient 
les équations d'équilibre. 

De même pour le cas d'une courbe fixe. 
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CHAPITRE III. 

ÉQUILIBRE DES SYSTÈMES QUELCONQUES DE POINTS MATÉRIELS. 

Après avoir étudié tout ce qui se rapporte à l'équilibre d'un 
point matériel, il faut passer au cas d'un corps proprement dit, 
c'est-à-dire d'un système de points matériels liés entre eux 
d'une manière quelconque. 

Ces liaisons des divers points résultent des forces inté
rieures, dont nous avons parlé en définissant d'une manière 
générale la constitution des corps matériels. Le caractère 
spécial des forces intérieures est d'être deux à deux égales 
et directement opposées, mais non appliquées au même point. 
Leur nombre est infini comme celui des points du système. 
Elles se distinguent par là des forces extérieures qui peuvent 
être quelconques, et qui sont appliquées à un certain nom
bre de points bien déterminés. 

Tout étant ainsi disposé, et le corps étant supposé en repos, 
il arrivera nécessairement de deux choses l'une : ou bien le 
corps restera en repos, c'est le cas de l'équilibre, ou bien il 
prendra un certain mouvement. Le premier cas, dont l'étude 
est l'objet de la Statique, paraît beaucoup plus simple que le 
second; déplus, il arrive, comme nous le verrons en Dyna
mique, que le cas du mouvement, qui semblait d'un ordre de 
complication bien supérieur, se ramène immédiatement au cas 
de l'équilibre. 

Il est donc naturel de commencer l'étude de la Mécanique 
par la Statique; seulement, je ferai remarquer que nous n'a
vons nullement la prétention de nous débarrasser, dans cette 
première Partie, de la considération du mouvement. Tout au 
contraire, c'est de là que nous avons tiré nos principes et nos 
théorèmes fondamentaux; et nous avons commencé cette Sec
tion par définir l'effet produit par une ou plusieurs forces ap
pliquées à un point matériel. 
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Il est d'ailleurs évident qu'au point de vue de la théorie 
proprement dite, quand on laisse de côté la résolution des 
problèmes particuliers, il n'y a pas de différence entre la Sta
tique et la Dynamique, tant qu'on se borne à considérer l'ef
fet des forces sur un point matériel unique. Il résulte de 
notre principe fondamental que ces forces, quel qu'en soit le 
nombre, peuvent toujours être remplacées par une résultante 
unique. Cette résultante fait connaître à la fois, d'une part la di
rection et l'accelei'ation du mouvement produit par les forces 
données, d'autre part la direction etla grandeur de la foTce qu'il 
faudrait employer pour leur faire équilibre. Il n'y a pas là deux 
problèmes, mais une équation entre deux quantités, équation 
qui fait connaître l'une ou l'autre de ces deux quantités, suivant 
celle que l'on suppose donnée. Il est vrai qu'une fois l'équilibre 
établi, il persiste indéfiniment tant qu'on ne modifie pas l'ordre 
de choses existant ; tandis qu'en Dynamique, il faut pousser les 
choses plus loin, et chercher ce que sera le mouvement dans 
toute la suite du temps. Mais ceci est une pure question de 
calcul intégral : si nous connaissons, comme cela doit être, les 
forces qui agissent à chaque instant sur le mobile, nous con
naissons à chaque instant l'accélération totale de son mouve
ment, nous pouvons tracer un élément de la trajectoire, et 
suivre le mobile pendant qu'il parcourt cet élément; voilà tout 
ce qu'on peut demander à la Mécanique; c'est à l'analyse qu'il 
appartient de réunir ces éléments pour en faire une courbe 
continue, et de trouver la loi générale qui embrasse toutes les 
lois élémentaires. 

Si nous considérons un corps, même un solide invariable, 
il n'est pas possible de commencer par définir le mouvement 
qu'il doit prendre sous l'influence de forces données, et de 
conclure de là les conditions de son équilibre. 

il est vrai que si l'on connaissait les forces intérieures, rien 
n'empêcherait de regarder chacun des points matériels qui 
composent le corps comme parfaitement libre, sous l'action 
des forces tant intérieures qu'extérieures qui le sollicitent, et 
de déterminer par la théorie qui précède les lois de son équi
libre et de son mouvement. 

Malheureusement, nous ne savons pour ainsi dire absolu
ment rien sur les forces intérieures; et tous nos efforts vont 
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tendre à les éliminer autant que possible, c'est-à-dire que nous 
nous proposons surtout de chercher ce que l'on peut dire en 
Statique sans connaître les lois de l'action de ces forces, comme 
on étudie la capillarité sans avoir besoin de connaître au juste 
la nature des forces moléculaires qui produisent les phéno
mènes. 

Il est alors indispensable d'étudier d'abord ce qui se passe 
quand le corps reste en équilibre sous l'action des forces qui 
en sollicitent les divers points, c'est-à-dire de commencer la 
Mécanique des systèmes matériels par la Statique. 

§ V 1 1 I . DES DIFFÉRENTS PRINCIPES DE LA SlATIQI i: ( * ). 

Les trois principes fondamentaux que nous avons posés au 
commencement de cette Section nous suffisent pour exposer 
à la fois la Statique et la Dynamique. Mais nous avons dit que 
la naissance de la première science avait précédé de beaucoup 
celle de la seconde. La Statique a donc ses principes spéciaux, 
plus simples que ceux de la Dynamique, et il ne sera pas sans 
intérêt, dans une rapide étude historique, de rechercher quels 
sont les principes que les auteurs ont pris à diverses époques 
pour bases de la Statique. 

Ces principes peuvent se réduire à trois : nous allons, en 
les discutant succinctement, justifier le choix que nous avons 
fait et l'ordre que nous avons suivi. 

PREMIER PRINCIPE OU PRINCIPE DU LEVIER. — Archimède, le 
seul parmi les anciens qui nous ait laissé une théorie de l'é
quilibre dans ses livres De œquipondeiantibus et De pianorum 
aquilibriis, est l'auteur du principe du levier, lequel consiste, 
comme le savent tous les mécaniciens, en ce que, si un levier 
est chargé de deux poids quelconques placés de part et d'autre 
du point d'appui, à des distances de ce point réciproquement 
proportionnelles aux mêmes poids, ce levier sera en équilibre, 

(*) Ci: paragraphe est extrait, pour la plus <JI aride partie, de l'excellente 
Notice historique mise par I.arrange en tète de la Vrni/iii/iif itmi(rtn/i<e. 
part. I, seet. i. 

Consulter aussi l'ouvrage cite de AI. Courue!, I î -.. !!, eluqi. n, Ili'tnc ilej prin
cipes de la Statïaue,{. I, \\. î.'i7 . 
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et son appui sera chargé de la somme des deux poids. Archi-
mède prend ce principe, dans le cas des poids égaux placés à des 
distances égales du point d'appui, pour un axiome évident de 
soi-même, ou du moins pour un principe d'expérience; et il 
ramène à ce cas simple et primitif celui des poids inégaux. 

L'équilibre d'un levier droit et horizontal, dont les extré
mités sont chargées de poids égaux, et dont le point d'appui 
est au milieu du levier, est une vérité tout à fait évidente, 
car il n'y a aucune raison pour que l'un des poids l'emporte 
sur l'autre, tout étant égal de part et d'autre du point d'appui. 
Il n'en est pas de môme de la supposition que la charge de 
l'appui soit égale à la somme des deux poids. Il paraît que tous 
les mécaniciens l'ont prise comme un résultat de l'expérience 
journalière, qui apprend que le poids d'un corps dépend seu
lement de sa masse totale, et nullement de sa figure. 

On passe aisément du levier droit au cas d'un levier de 
forme quelconque; et ensuite, par des démonstrations ana
logues à celles de la Géométrie pure, on déduit du principe 
d'Archimède la solution de toutes les questions de Statique. 

Ce principe est le seul qui soit fondé sur la nature de l'é
quilibre considéré en lui-même, et comme un état indépen
dant du mouvement. Les puissances sont des poids, ou peu
vent être regardées comme tels; et une puissance n'est censée 
double ou triple d'une autre qu'autant qu'elle est réellement 
formée par la réunion de deux ou trois puissances égales; 
la clarté de l'énoncé n'exige ni que les forces soient repré
sentées par des lignes, ni que l'on invoque aucun axiome 
tiré de la nature du mouvement. 

Si l'on se bornait à la Statique seule, on devrait peut-être 
prendre ce principe pour base. Mais on reléguerait ainsi au 
second plan le problème le plus simple de la Statique, celui 
de l'équilibre d'un point matériel, pour introduire dès le dé
but la notion d'un corps rigide, et celle des forces intérieures, 
dontle rôle ne se trouve d'ailleurs pas, quand on emploie cette 
méthode, suffisamment mis en évidence, circonstance d'où il 
peut résulter des embarras pour l'ensemble de la Mécanique. 

DEUXIÈME PRINCIPE ou PRINCIPE DE UA COMPOSITION DES FORCES 

CONCOURANTES. — Le second principe fondamental de la Statique 
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est celui de la composition des forces concourantes. C'est ce
lui qui nous a servi de base dans notre exposition, ou plutôt 
c'est un cas particulier de notre deuxième principe général, 
relatif à la composition des effets des forces qui agissent sur 
un même point matériel. 

Si nous cherchons l'origine de ce principe, il est nécessaire 
de remonter assez haut dans l'histoire des sciences; car le 
livre des Questions mécaniques, attribué à Aristote, présente 
des applications nombreuses de la notion de la composition 
des mouvements, mais confuses et obscurément présentées. 
La règle du parallélogramme des vitesses s'y trouve cepen
dant nettement énoncée, et l'auteur en a bien senti la liaison 
avec la composition et la décomposition des forces. 

En général d'ailleurs, parmi les anciens, la considération des 
mouvements composés a surtout été employée par les géo
mètres, qui l'ont appliquée à la description des courbes, 
comme Archimède pour la spirale, Nicomède pour la con-
choïde, etc.; plus récemment Roberval a déduit des mêmes 
principes une méthode ingénieuse de tirer les tangentes aux 
courbes dont la définition est présentée d'une manière conve
nable. Mais Galilée est le premier qui ait fait usage de la con
sidération des mouvements composés dans la Mécanique, 
pour déterminer la courbe décrite par un corps pesant, en 
vertu de l'action de la gravité et de la vitesse communiquée 
parla force de projection; il paraît d'ailleurs que Galilée n'a 
pas connu toute l'importance de ce principe dans la théorie de 
l'équilibre. 

On trouve encore la théorie des mouvements composés 
dans les écrits de Descartes, de Roberval, de Mersenne, de 
Wallis, etc.; mais jusqu'à l'année 1687, dans laquelle ont paru 
les Principes mathématiques de Newton, et le Projet de la 
nouvelle Mécanique de Varignon, on n'avait point pensé à sub
stituer, dans la composition des mouvements, les forces aux 
mouvements qu'elles peuvent produire, et à déterminer la 
force composée résultante de deux forces données, comme 
on détermine le mouvement composé de deux mouvements 
rectilignes et uniformes donnés. 

Le principe de la composition des forces donne tout de 
suite les conditions de l'équilibre entre trois puissances, ou 
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même entre un nombre quelconque de puissances agissant 
su!- un point, condition qu'on n'avait pu déduire de l'équilibre 
du levier que par une suite de raisonnements; et pourtant le 
problème de l'équilibre d'un point est bien certainement le 
plus simple de toute la Statique, puisqu'il est le seul dans le
quel on n'ait pas à se préoccuper de la modification que pro
duisent les forces que l'on considère, sur l'équilibre intérieur 
du corps. Quand on connaît la loi de l'équilibre des forces 
concourantes, on en déduit la règle du levier par le théorème 
des moments, dû à Varignon. Le seul inconvénient de cette 
manière de procéder, c'est qu'on est obligé d'introduire la con
sidération étrangère du mouvement pour l'étude des cas où 
il n'y a pas de mouvement. 

On a cherché depuis, pour rendre à la Statique son indépen
dance et en quelque sorte son autonomie, à affranchir le prin
cipe de la composition des forces de la considération du mou
vement, et à l'établir uniquement sur des vérités évidentes par 
elles-mêmes. Au commencement du xvme siècle, Daniel Ber-
noulli a donné le premier, dans les Commentaires de l'Aca
démie de Pétersbourg, t. Ier , une démonstration très-ingé
nieuse du parallélogramme des forces. Cette démonstration, 
longue et compliquée, a été ensuite rendue un peu plus 
simple par d'Alembert, dans le premier volume de ses 
Opuscules, et aussi par M. Aimé, Journal de M. Liouville, 
t. Ier. Mais il faut avouer, avec Lagrange, qu'en séparant 
ainsi le principe de la composition des forces de celui de la 
composition des mouvements, on lui fait perdre ses princi
paux avantages, l'évidence et la simplicité, et on le réduit 
à n'être qu'un résultat de constructions géométriques ou 
d'analyse. 

En parlant du principe du levier, nous avons vu que ce prin
cipe se composait de deux parties dont l'une est évidente, et 
dont l'autre ne l'est nullement à priori : c'est celle qui con
siste à déterminer l'intensité de la résultante des deux forces, 
ou la charge du point d'appui. Ici, au contraire, la difficulté 
consiste à prouver l'existence d'une résultante. Pour arrivera 
cette notion, on est obligé de considérer le mouvement qu'un 
corps doit prendre sous l'action de deux forces qui ne se font 
pas équilibre, mouvement qui, étant nécessairement unique, 
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peut être attribué à une force unique agissant sur le corps 
dans la direction de son mouvement (*). 

Il y a plus : on est encore obligé d'admettre que la direc
tion de la résultante de deux forces passe dans l'intérieur de 
l'angle de ces deux forces, et cette seule chose suppose impli
citement une sorte d'indépendance entre les effets des deux 
forces. En effet, cet axiome serait aussi peu évident que pos
sible si la présence de la deuxième force pouvait modifier le 
genre d'action de la première, de même qu'un courant élec
trique agit par influence sur un courant voisin. 

Il me semble résulter clairement de cette discussion que le 
véritable principe de la Mécanique est celui dont nous avons 
fait usage, après Galilée et Newton. Deux forces agissant si
multanément sur un point matériel produisent chacune son 
effet, lequel est en outre indépendant de l'état de repos ou de 
mouvement du point. Ce principe nous a permis d'élucider 
tout d'un coup les fondements de la Dynamique et ceux de la 
Statique, sciences jumelles, que nous allons maintenant suivre 
l'une après l'autre dans leur existence distincte, après avoir 
autant que possible cherché à pénétrer le mystère de leur ori
gine commune. 

TROISIÈME PRINCIPE ou PRINCIPE DES VITESSES VIRTUELLES. — Au

paravant, il est encore nécessaire de parler d'un troisième prin
cipe, connu sous le nom de principe des vitesses virtuelles. 
Celui-ci paraît encore plus étranger à la Statique proprement 
dite; et pourtant, il est certainement l'expression la plus géné
rale des lois de l'équilibre, en même temps qu'il donne la vraie 
raison de ces lois dans leurs détails comme dans leur généralité. 

On doit entendre par vitesse virtuelle, dit Lagrange, celle 
qu'un corps en équilibre est disposé à recevoir, en cas que 
l'équilibre vienne à être rompu, c'est-à-dire la vitesse que ce 
corpsprendrait réellement dans le premier instant de son mou-

{*) Ainsi l'on peut dire que les démonstrations du genre de celle de Rernoulli 
ne sont pas tout à l'ait exemptes de la considération du mouvement. Il serait 
d'ailleurs assez extraordinaire qu'on pût démontrer la propriété fondamentale 
des i'orces sans s'appuyer sur leur delinilion, qui les présente comme des causes 
de mouvement. 
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vement : et le principe dont il s'agit consiste en ce que des 
puissances sont en équilibre, quand elles sont en raison in
verse des vitesses virtuelles de leurs points d'application, vi
tesses estimées suivant les directions de ces puissances. 

Cette phrase de Lagrange n'est autre chose, comme nous le 
verrons, que la traduction en langage mathématique de l'adage 
suivant, bien connu de tous les mécaniciens : 

Ce qu'on gagne en force, on le perd en vitesse, et récipro
quement. 

Si l'on n'a pas oublié que nous appelons travail d'une force 
le produit de l'intensité de la force par le déplacement de son 
point d'application, estimé suivant la direction de la force, on 
voit que l'énoncé de Lagrange revient encore à dire que, 
quand deux forces sont en équilibre sur un corps quelconque, 
l'équilibre ne saurait être rompu sans que les produits que 
nous appelons travaux soient égaux pour les deux forces. 
En considérant l'une de ces forces comme la puissance appli
quée à la machine, l'autre comme la résistance a vaincre, on 
dira que l'équilibre a lieu quand le travail de la résistance est 
égal au travail de la puissance, pour un déplacement hypothé
tique infiniment petit. 

Les anciens n'ont pas connu cette loi dont l'importance est 
capitale, qu'on la regarde ou non comme un principe; et il 
paraît qu'on doit rapporter à Descartes (* ) et à Wallis l'honneur 
d'avoir cherché les premiers la raison et le principe de l'équi
libre des machines dans l'équivalence entre les travaux res
pectifs de la puissance et de la résistance, dans l'hypothèse où 

(*y: Explication des machines et engins par t'aide desquels on veut avec une 
petite force lever un fardeau fort pesant. (Méchanique de Deseurtes, traduite 
par Xicolas Poisson, de l 'Oratoire, 1GG8.) 

Page 7 : « L'invention de tous ces engins n'est l'ondée que sur un seul prin-
» cipe, qui est qxie la même force qui peut lever un poids, par exemple de 
n 100 livres, à la hauteur de deux pieds, en peut aussi lever un de ^oo livres à 
» la hauteur d'un pied, ou un de 4°o à la hauteur d'un demi-pied, -et ainsi 
» des autres . . . 

» ... Car c'est le même de lever 100 livres à la hauteur d'un pied, et de ie-
» chef encore 100 livres à la hauteur d'un pied, que d'en lever 200 à la hauteur 
» d'un pied, et le même aussi que d'en lever 100 ù la hauteur de deux pieds. » 
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]a machine prendrait un certain mouvement dans un sens ou 
dans l'autre. 

Avant Descartes et Wallis, Guido rbali'i a le premier si
gnalé la loi dont nous parlons, dans les poulies mobiles ou 
moufles. Ensuite arrive Galilée, dont les idées fort nettes à 
cet égard sont consignées dans un petit ouvrage curieux ayant 
pour titre : 

Les Méchaniques de Galilée, mathématicien et ingénieur du 
duc de Florence, avec plusieurs additions, traduites de l'italien 
parle P. Mersenne, Minime. Paris, 1634. 

Dans son épître dédicatoire, Mersenne dit : 
« Mais j'estime que l'ordre, et le règlement admirable que 

» la nature observe dans les forces mouvantes, vous donnera 
» encore plus de plaisir, parce que vous y verrez reluire une 
» équité et une justice perpétuelle qui se garde, et que l'on 
» remarque si justement entre la force, la résistance, le temps, 
» la vitesse et l'espace, que l'un récompense toujours l'autre, 
» car si le mouvement est viste, il faut beaucoup de force, et 
» s'il est lent, une petite force suffit. En effet, il est impos-
» sible de gaigner la force et le temps tout ensemble— 

» Or, il faut conclure de tout ce discours que l'on ne peut 
» rien gaigner en force que l'on ne le perde en temps... (*). » 

L'auteur passe ensuite en revue les principaux appareils 
connus sous le nom de machines simples, appareils qui sont 
les éléments dont se compose une machine quelconque; et il 
insiste à propos de chaque machine sur la loi capitale et uni
verselle qui lie les forces en équilibre avec les vitesses que 
prendraient leurs points d'application, en cas de rupture de 
l'équilibre. Cette loi est ainsi présentée, à proprement parler, 
par Galilée et son commentateur, comme une propriété géné
rale de l'équilibre, et non comme la vraie raison de l'équi
libre, ainsi qu'on l'a fait depuis Descartes. 

Enfin, c'est dans une lettre de Jean Bernoulli, adressée de 
Bâle à Varignon, le 26 janvier 1717, qu'on trouve le principe 
dont nous nous occupons, énoncé pour la première fois avec 
toute sa généralité. 

(*) C'est l'axiome des mécaniciens, énoncé pour la première lois presque 
dans les termes qu'on emploie encore aujourd 'hui . 
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« Tout cela étant bien entendu, je forme, dil IJernoulli, 
h cette 

PROPOSITION (iÉXÉRAl.K. 

» En tout équilibre de forces quelconques, de quelque nta-
» ni ère qu'elles soient appliquées et suivant quelque direction 
» qu'elles agissent les unes sur les autres, ou médinternent, 
» ou immédiatement, la somme des énergies affirmatives sera 
» égale à lu somme des énergies négatives prises affirmative-
» ment. » ( \ .VRIGNOX, Nouvelle mécanique. ) 

Bernoulli se contenta d'énoncer cette proposition générale 
et ne la démontra point. Il est probable qu'il y était arrivé par 
une simple induction fondée sur des cas un peu plus com
pliqués que ceux qu'avait étudiés Galilée. 

Lagrange, dans la première édition de sa Méchanique ana
lytique, admet le principe de Bernoulli comme une espèce 
d'axiome; el il tire de ce principe une formule générale, qui 
renferme la solution de tous les problèmes qu'on peut pro
poser sur l 'équilibre des forces. 

11 semble pourtant que celte proposition n'esl [tas assez 
évidente en elle-même pour qu'il soit convenable de l'ériger 
en principe primitif. Il est préférable de prendre pour base 
une proposition plus simple, ainsi que nous l'avons fait, et de 
considérer le principe des vitesses virtuelles comme un théo
rème à démontrer (*). Cela fait, la formule de Lagrange per
met d'en déduire la solution de tous les problèmes d'équi
libre, sans constructions nouvelles, sans artifices particuliers, 
par une méthode s imple , élégante, uniforme, ainsi que cela 
doit arriver quand on a été assez heureux pour saisir dans une 
science le principe suprême et générateur d'où tout le reste 
dérive. 

Ce qui fait le caractère original de ce principe, c'est qu'il 

(*) Ce n'est qu'après la publication du grand ouvrage de I.agrangc que parut 
la première démonstration générale du principe des vitesses virtuelles. Elle est 
due à Fourier el ne date que de 171)7. Voir Journal de l'Ecole Polrtccluuquf, 
t. II.) On en a publie depuis un grand nombre d'autres, et Lagrange lui-même 
a cru devoir en proposer une dans la deuxième édition de la Mécanique auu-
lytique. 
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réduit toute question d'équilibre de forces à une détermi
nation de rapport de vitesses, de sorte qu'il ramène immédia
tement et tout d'un coup la Statique à la Cinématique, c'est-
à-dire à la Géométrie. On trouverait difficilement un exemple 
aussi curieux de passage d'une science à une autre science, 
toute différente comme objet et comme principes. 

On comprend d'ailleurs facilement qu'une fois que, par une 
induction tirée de l'étude rationnelle et expérimentale d'un 
grand nombre de cas particuliers, on est parvenu au théorème 
général qui les renferme tous, on puisse inversement déduire 
de ce théorème les faits qui ont servi de point de départ, 
comme en démolissant un édifice on retrouve tous les maté
riaux qui ont servi à l'édifier; c'est cette marche que nous al
lons suivre actuellement. Nous aurions pu commencer par 
donner ainsi, sous leur forme mathématique actuelle, l'énoncé 
et la démonstration du principe des vitesses virtuelles, mais 
l'essence intime de ce principe ou théorème et sa véritable 
signification auraient complètement disparu sous la séche
resse de la forme didactique; on n'y aurait plus vu qu'une for
mule commode pour résoudre des problèmes, et pour ainsi 
dire le dénoùment d'un drame dont on ignorerait les péri
péties. C'est pourquoi nous avons cru indispensable de donner 
ces quelques détails historiques. 

Nous avons été par là, il est vrai, entraîné à présenter, 
contre notre habitude, les choses avec tout le vague et la 
demi-obscurité qu'on retrouve autour du berceau de chaque 
science, mais nous nous hâterons de réparer cette faute vo
lontaire en donnant des définitions nettes et précises, qui dé
sormais nous serviront exclusivement dans tous nos raisonne
ments et nos calculs. 

§ IX. — THÉORÈME DU TRAVAIL VIRTUEL. 

Définitions. — Considérons un système matériel dont les 
divers points sont sollicités par des forces quelconques. Sup
posons chacun des points du système transporté de la position 
qu'il occupe dans une position infiniment voisine : on nomme 
vitesse virtuelle d'un quelconque de ces points, ou mieux dé-

H. 4 
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placement virtuel {*), la droite qui joint la première position 
à ia deuxième. 

Ces déplacements virtuels sont des grandeurs purement 
géométriques; ils n'ont rien de commun avec les déplace
ments réels qui prendraient naissance si le corps n'était pas 
en équilibre. Les déplacements attribués à un ou plusieurs 
points peuvent être impossibles, d'autres incompatibles entre 
eux, ce qui n'empêche nullement de concevoir géométrique
ment un point dans deux positions voisines quelconques. 

Le travail virtuel d'une force appliquée à ce point est le 
travail qui correspond au déplacement virtuel, c'est-à-dire 
qu'il est le produit du déplacement virtuel par la force et par 
le cosinus de l'angle que forment les directions respectives 
du déplacement et de la force. Nous désignerons cette quan
tité par la notation T,F, c'est-à-dire que nous ferons 

T„F = F ô s c o s F ^ r * ) . 

Nous allons maintenant établir l'enchaînement des proposi
tions qui constituent les diverses parties du théorème. 

I. Equilibre d'un point matériel. — Nous avons vu que. 
pour qu'un point matériel soit en équilibre, il faut et il suffit 
que la résultante de toutes les forces qui lui sont appliquées 
soit nulle. 

Nous énoncerons identiquement la même chose en disant 
(jue le travail de cette résultante doit être nul pour tout dé
placement virtuel attribué au point sur lequel elle agit. En 
effet, si cette résultante est nulle, son travail est aussi nul, 
quel que soit le déplacement du point d'application; et réci
proquement, si le travail d'une certaine force est nul pour tout 
déplacement infiniment petit qu'on voudra supposer, cette 
force est nécessairement nulle elle-même. 

(*) La dénomination de vitesse virtuelle vient de ce qu'on peut concevoir 
que le déplacement virtuel se fasse avec uniformité dans un temps intiniment 
petit, et qu'alors les espaces parcourus sont proportionnels aux vitesses. 

(**) Pour distinguer les déplacements virtuels des déplacements réels, nous 
désignerons, suivant l'usage, les premiers par la lettre S, les seconds par la 
caractéristique d. 
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Mais nous savons que le travail de la résultante des forces 
appliquées à un point est égal à la somme des travaux de 
toutes les composantes; donc on peut dire que : 

Pour qu'un point matériel soit en équilibre, il faut et il 
suffit que la somme des travaux de toutes les forces appliquées 
à ce point soit nulle pour tous les déplacements virtuels ima
ginables. 

Quand le point dont il s'agit fait partie d'un système maté
riel, nous avons l'habitude de distinguer en deux groupes les 
forces que nous considérons comme appliquées à ce point, 
savoir : les forces extérieures F et les forces intérieures f. 

Nous écrirons donc la propriété qui précède de la manière 
suivante : 

(I) 2 i ; F + 2 T ' ^ o, 

et nous énoncerons ainsi la première partie du théorème : 

PREMIÈRE PARTIE. — Pour tout point faisant partie d'un sys
tème matériel en équilibre, la somme des travaux des forces 
appliquées à ce point, tant intérieures qu'extérieures, est 
nulle, pour un déplacement virtuel quelconque. 

IL Équilibre d'un système matériel quelconque. — En ap
pliquant le même raisonnement à tous les points matériels 
qui constituent notre système en équilibre, et faisant la somme 
de toutes les équations telles que ( I ) , relatives à ces divers 
points, on voit que : 

DEUXIÈME PARTIE. — Dans un système matériel en équilibre, 
la somme des travaux de toutes les forces, tant intérieures 
qu'extérieures, est égale à zéro, quels que soient les déplace
ments virtuels infiniment petits et indépendants les uns des 
autres que l'on imagine être pris en même temps par les dif
férents points du système. 

Ce théorème s'exprime analytiquement par l'équation 

tu) 2 2 T ' F + 2 2 T ' / = ° ' 
la sommation s'étendant à la fois à toutes les forces agissant 

4-
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sur un point quelconque et à tous les points que l'on consi
dère comme formant le système étudié. Réciproquement, si la 
somme des travaux virtuels de toutes les forces appliquées au 
système est nulle, pour tous les déplacements imaginables 
des divers points qui le composent, le système, supposé pri
mitivement en repos, ne sortira pas de cet état de repos : car, 
si l'on ne déplace qu'un seul de ces points matériels, ce qui 
revient à supposer que les déplacements des autres points 
sont nuls, on conclura de notre hypothèse que la somme des 
travaux virtuels des forces appliquées à ce point est égale à 
zéro, quel que soit le déplacement qu'on lui attribue, c'est-à-
dire que ce point, considéré seul, est en équilibre. Le même 
raisonnement, appliqué successivement aux divers points du 
système, montrera que tous ces points sont également en 
équilibre, et, par conséquent, le système tout entier est en 
équilibre. Ainsi, l'on peut dire que, pour qu'un système ma
tériel quelconque soit en équilibre, il faut et il suffit que la 
somme des travaux virtuels de toutes les forces qui agissent 
sur ses divers points soit nulle, quels que soient les déplace
ments infiniment petits et indépendants les uns des autres que 
l'on imagine être pris en même temps par ces différents 
points. 

III. Equilibre d'un solide invariable. — Parmi tous les dé
placements virtuels, en nombre infini, que nous pouvons at
tribuer simultanément aux divers points d'un système maté
riel, choisissons en particulier des déplacements tels, que les 
distances mutuelles de tous les points du système restent les 
mêmes; c'est-à-dire, concevons que nous déplacions le sys
tème matériel tout d'une pièce, comme si c'était un solide 
invariable. L'équation fournie par le théorème du travail vir
tuel, pour un pareil déplacement de l'ensemble des points 
matériels du système, ne contiendra aucun terme dépendant 
des forces intérieures. En effet, dans le déplacement particu
lier que nous considérons, la distance de deux quelconques 
des points matériels du système ne change pas. Donc les tra
vaux virtuels des forces intérieures sont deux à deux égaux et 
désignes contraires, et, par conséquent, disparaissent tous de 
l'équation fournie par le théorème du travail virtuel. 
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L'équation générale (II) se réduit alors à 

(m) 22TF^°-
Donc : 

TROISIÈME PARTIE. — Lorsqu'on communique à un système 
un déplacement virtuel compatible avec la parfaite solidité du 
système, la somme des travaux virtuels des forces extérieures 
est nulle. 

Le théorème que nous venons de démontrer nous donne 
une propriété générale de l'équilibre, dans laquelle n'entrent 
pas les forces intérieures. Cette propriété sera donc toujours 
vérifiée, quel que soit le degré de solidité ou de rigidité des 
parties du système; c'est-à-dire qu'elle devra nécessairement 
avoir lieu pour que l'équilibre existe; mais, en général, cela 
ne sera pas suffisant. 

IV. Equilibre des systèmes à liaisons. — Les solides in
variables sont des cas particuliers des systèmes matériels dans 
lesquels on suppose qu'il existe entre les divers points cer
taines liaisons géométriques. 

On entend par liaisons des conditions que le système doit 
nécessairement remplir. On peut imaginer une variété infinie 
de liaisons, et cela aussi bien au point de vue géométrique 
qu'au point de vue physique; mais on peut toujours, quelles 
que soient ces liaisons, les supposer remplacées par des forces 
capables d'obliger le système à satisfaire aux mêmes condi
tions. C'est ainsi que, dans le cas où un point matériel est 
assujetti à rester sur une courbe fixe ou sur une surface fixe, 
sans frottement, nous avons vu comment on peut déterminer 
une force capable de produire le même effet. Cette force s'ap
pelle la réaction normale de la courbe ou de la surface. 

En substituant aux liaisons les forces qui peuvent en tenir 
lieu, on fait rentrer le système matériel dans le cas général 
pour lequel le théorème du travail virtuel a été établi. Pour 
que ce système soit en équilibre, il faut et il suffit que la 
somme des travaux virtuels de toutes les forces, y compris 
celles qui tiennent la place des liaisons, soit égale à zéro, 
quels que soient les déplacements virtuels qu'on attribue à 
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tous les points matériels dont il est formé. Ce mode de pro
céder a l'avantage de faire connaître les forces capables de 
remplacer les liaisons, ou, comme on dit, les charges des ap
puis. En éliminant ces forces entre les équations fournies par 
le théorème général, on obtient les véritables équations d'é
quilibre. 

On peut aussi ne pas introduire dans le calcul ces inconnues 
auxiliaires. En effet, nous allons montrer que si, parmi tous 
les déplacements virtuels infiniment petits qu'on est libre 
d'attribuer à tous les points du système, on choisit spéciale
ment ceux qui sont compatibles avec les liaisons, la somme 
des travaux virtuels des forces de liaison est identiquement 
nulle, de sorte que ces forces disparaissent d'elles-mêmes des 
équations fournies par le théorème du travail virtuel, appliqué 
à ces déplacements particuliers. 

Pour établir ce point capital, nous considérerons seulement 
les trois modes de liaison suivants, qui sont ceux qu'on ren
contre le plus fréquemment dans les machines. 

i° Quand certains points sont obligés de rester sur des 
courbes fixes ou sur des surfaces fixes, sans éprouver de frot
tement de la part de ces courbes ou de ces surfaces, le travail 
de la réaction normale est évidemment nul, pour tout dépla
cement du point dirigé suivant la courbe ou sur la surface 
fixe, puisqu'un pareil déplacement virtuel est perpendiculaire 
à la direction de ia force. 

i° Quand deux points du système sont assujettis par un 
mode de liaison quelconque à rester à des distances invaria
bles l'un de l'autre, on obtiendrait le même effet au moyen de 
deux forces égales et contraires, appliquées respectivement à 
chacun de ces deux points, et dont il est possible de calculer 
à posteriori l'intensité, comme on calcule la réaction d'une 
surface fixe. Or nous avons démontré, p. 3o, que la somme 
des travaux de deux forces de ce genre est nulle, pour tout 
déplacement virtuel en vertu duquel la distance des deux 
points ne change pas. 

3° Enfin, quand deux parties du système, assimilées à des 
solides invariables, sont maintenues en contact, sans qu'il se 
développe de frottement entre leurs surfaces, on peut regarder 
ce résultat comme produit par deux réactions égales et con-
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traires, agissant sur les deux solides aux points par lesquels ils 
se touchent, et dirigées suivant la normale commune à leurs 
surfaces (*). Or, dans ce cas encore, la somme des travaux des 
deux réactions est nulle, pour tout mouvement virtuel du sys
tème en vertu duquel les deux surfaces ne cessent pas de se 
toucher. 

En effet, les deux points M, m (fig. 12), qui se trouvaient 
en contact, occupent par l'effet du déplacement virtuel des 
positions M', m', toutes deux situées sur le nouveau plan de 
contact des surfaces, plan qui fait un angle infiniment petit avec 
le plan tangent commun en M. . 

Les déplacements virtuels MM', mm' des points d'applica
tion de nos deux forces ont donc une même projection sur la 
normale commune NN; et, comme ces forces elles-mêmes ont 
des directions opposées suivant cette normale, la somme de 
leurs travaux virtuels est nulle (**). 

Si donc nous considérons seulement des systèmes maté
riels dont les liaisons rentrent dans l'un des trois types que 
nous venons d'étudier, il résulte de la discussion précédente 
qu'il n'y aura pas lieu de s'occuper des forces provenant des 
liaisons, tant qu'on appliquera seulement le théorème du tra
vail virtuel à des déplacements compatibles avec ces liaisons. 
Ce résultat constitue la quatrième partie de notre théorème 
fondamental. 

QUATRIÈME PARTIE. — Quand un système de points matériels 
liés entre eux d'une manière quelconque est en équilibre, la 
somme des travaux virtuels des forces directement appliquées 
au système est nulle, tout comme si chacun, des points du sys
tème était libre, mais seulement pour tout système de déplace
ments virtuels compatible avec l'existence des liaisons. 

(*) Quand on lient compte du frottement, l 'action mutuelle de deux solides 
en contact n'est plus dirigée suivant la normale commune à leurs surfaces, mais 
l'action et la réaction sont toujours égales en grandeur absolue et opposées en 
direction. 

(**) On voit que, conformément aux. programmes de l'Ecole Polytechnique, 
nous ne démontrons pas dans toute sa généralité le théorème du travail virtuel. 
On peut consulter à cet égard la Mécanique rationnelle de M. Duhamel, 3 e édi
tion, et un Mémoire de Poinsot sur l 'équilibre et le mouvement des systèmes, 
Mémoire qui se trouve à la suite des Eléments de Statiqtic de cet auteur. 
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Des machines. — Les machines ne sont pas autre chose que 
des systèmes de corps assujettis à certaines liaisons; et géné
ralement ce sont des systèmes à liaisons complètes, dans les
quels le mouvement d'un seul point détermine celui de tous 
les autres, le mouvement du premier né pouvant d'ailleurs 
«voir lieu que sur une trajectoire déterminée. 

Dans ce cas, il n'existe qu'un seul système de déplacements 
virtuels possibles, et le théorème du travail virtuel ne fournit 
qu'une seule équation pour l'équilibre des forces appliquées 
à la machine. 

Réciproque du théorème du travail virtuel. 

En démontrant la deuxième partie du théorème, nous avons 
établi que réciproquement, toutes les fois que la somme des 
travaux de toutes les forces du système est nulle, pour un 
déplacement virtuel quelconque, on est assuré que le système 
est en équilibre. 

Mais il est bien évident qu'une pareille vérification est im
possible, et que le théorème en question serait peu utile, si 
l'on n'avait des moyens de discerner dans chaque cas particu
lier, parmi toutes ces conditions dont le nombre est infini, 
celles qui sont suffisantes (*) pour l'équilibre du système. 

Le seul cas qui présente de l'intérêt est celui d'un système 
à liaisons, car si Ton avait des points isolés, indépendants les 
uns des autres, il est bien clair que chacun de ces points de
vrait être en équilibre séparément, et que le système constitué 
par leur réunion ne présenterait aucune propriété. Or nous 
allons faire voir que réciproquement, si la somme des travaux 
des forces directement appliquées au système est égale à zéro 
pour tout déplacement virtuel compatible avec les liaisons, ce 
système est en équilibre. 

En effet, désignons toujours d'une manière générale par F 
les forces directement appliquées au système; s'il n'y avait 

( ' ) Il faut entendre par là les conditions qui, une l'ois veriliecs, entraînent 
toutes les autres , car il ne faut pus oublier que ces conditions sont toutes éga
lement nécessaires, et que, si une seule d'entre elles n'était pas remplie, 1 équi
libre ne saurait subsister. 
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pas équilibre, le système supposé en repos se mettrait en 
mouvement, et son mouvement s'effectuerait conformément 
aux liaisons auxquelles il est assujetti. On pourrait s'opposer à 
ce mouvement, en appliquant à chacun des points matériels 
du système une force convenable, dirigée en sens contraire de 
la direction suivant laquelle ce point matériel tendrait à se 
déplacer; dès lors, le système matériel serait en équilibre sous 
l'action des forces Q, Q_\ Q" , . . . , que l'on devrait ainsi appli
quer à ses divers points, et des forces F que l'on avait déjà. 
D'après ce qui vient d'être établi il n'y a qu'un instant, la 
somme des travaux des forces Q et F devrait être nulle pour 
tout déplacement virtuel compatible avec les liaisons, et en 
particulier pour le déplacement infiniment petit que le sys
tème aurait pris tout d'abord sous l'action des forces F seules, 
si l'on n'avait pas appliqué les forces Q pour s'y opposer. Mais, 
par hypothèse, la somme des travaux virtuels des forces F est 
nulle pour tout déplacement compatible avec les liaisons, et 
par conséquent pour le mouvement particulier dont il s'agit : 
donc, la somme des travaux virtuels des forces Q devrait aussi 
être nulle pour ce mouvement particulier. Or ceci est impos
sible puisque, dans ce mouvement, le point d'application de 
chacune des forces Q se déplace précisément en sens contraire 
du sens dans lequel la force agit; d'où il suit que les travaux 
virtuels de ces forces sont tous négatifs. 

Il résulte de ce qui vient d'être dit que, pour qu'un système 
matériel dans lequel on imagine des liaisons soit en équi
libre sous l'action des forces F directement appliquées à ses 
différents points, il faut et il suftit que la somme des travaux 
virtuels de ces forces soit nulle, pour tout déplacement infini
ment petit compatible avec les liaisons. 

Amsi se trouve limité dans chaque cas, par les lois mêmes 
qui régissent la constitution d'un système matériel, le nombre 
des conditions réellement nécessaires à l'équilibre de ce sys
tème. Dans la plupart des machines, d'après ce que nous avons 
dit, il n'y a qu'un seul mouvement virtuel possible : une seule 
condition est donc nécessaire et suffisante pour que des forces 
en nombre quelconque se fassent équilibre par l'intermédiaire 
de celte machine. Le théorème du travail virtuel donne avec 
k plus grande facilité cette équation unique, en éliminant 
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sans qu'on s'en aperçoive tout ce qui se passe dans l'intérieur 
de la machine. 

Considérons par exemple la presse hydraulique (t. Ier, p. 238). 
On sait que cette machine se compose de deux corps de pompe 
remplis d'eau ou d'un liquide quelconque, et reliés l'un à 
l'autre par un tuyau de communication. Un piston qui se 
trouve en contact avec le liquide se meut dans chacun des 
deux cylindres. Sur le plus petit de ces pistons agit la puis
sance P, sur le plus grand s'exerce la résistance R. 

Un seul mouvement virtuel est possible : si nous supposons 
que le premier piston s'enfonce d'une quantité oh, le deuxième 
se soulevant de dh', l'égalité des travaux virtuels de la puis
sance et de la résistance donne l'équation 

V5h = Rôh', 

de laquelle nous allons tirer la condition d'équilibre de la 
presse hydraulique. 

Pour cela nous remarquerons qu'en vertu de l'incompressi
bilité des liquides, le volume dont a diminué la colonne con
tenue dans le premier cylindre doit être exactement égal à 
l'excédant que nous retrouvons dans le deuxième. On a donc, 
S et S' désignant les sections des deux pistons, 

Soh — S'oh', 

d'où, en éliminant les vitesses virtuelles, 

P S 
R ~ ~ S ' : 

Dans l'équilibre de la presse hydraulique, la puissance esta 
la résistance dans le rapport direct des sections des deux cy
lindres. 

On trouverait de même les conditions d'équilibre des sys
tèmes de poulies, des équipages de roues dentées, etc. 

Considérons, par exemple, une série d'arbres tournants dont 
les vitesses soient en rapport constant. Appelons ôx la vitesse 
angulaire virtuelle du premier arbre; E, , -,, £J;..., les raisons {*) 

( * ) Voir CINÉMATIQUE, p . 2.'|I. 
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des arbres auxquels sont appliquées des puissances; r,,, r,„ 
T,„.--, celles des arbres sur lesquels agissent des résistances. 
L'équation du travail virtuel est 

Vp.ox -i- P,/J[. s, ôa: -t- P2p2 .£iâa + . . . 

— R,</, .yjiôa — RjÇiïhdsc. . . = o. 

On en conclut l'équation 

p / > + 2 ^'Pi£i ~ 2 R,'?''"/î''—°-

§ X. — EQUATIONS GÉNÉRALES DE L'ÉQUILIBRE D'UN SYSTÈME 

MATÉRIEL QUELCONQUE. 

Quelle que soit la constitution d'un système matériel dont 
on recherche les conditions d'équilibre, il est clair qu'on 
n'altère pas cet équilibre, supposé établi, en supposant le 
système invariable de forme. Donc les équations qui répondent 
aux déplacements virtuels compatibles avec la rigidité du sys
tème s'appliquent à tous les systèmes matériels imaginables. 

Nous allons montrer que les équations correspondantes à 
ces déplacements virtuels sont au nombre de six. Elles portent 
le nom à'équations générales de l'équilibre, parce qu'elles 
s'appliquent à un système quelconque. Elles sont les seules 
qui soient générales, car elles sont suffisantes dans le cas d'un 
solide invariable. Quant aux autres cas, ces équations toujours 
nécessaires ne seront pas suffisantes, et il faudra, après s'être 
assuré qu'elles sont vérifiées, rechercher quelles sont les nou
velles conditions introduites par la nature spéciale du système 
dont on s'occupe. 

Les mouvements compatibles avec la solidité du système 
sont de trois sortes : i° un mouvement de translation dans 
une direction quelconque; i° un mouvement de rotation au
tour d'un axe passant par un point quelconque; 3° un mouve
ment composé des deux précédents, lequel se ramène, si on 
veut, à celui d'une vis dans son écrou. 

i° Mouvement de translation. — Considérons d'abord le 
mouvement de translation. Le travail d'une force F pour un 
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déplacement es de son point d'application est 

Toscos F os; 

donc nous devons avoir 

(i) ^ F o s c o s F à s = o. 

Or, as est le même pour tous les points du système, d'après 
la définition du mouvement de translation; ce facteur est donc 
commun à tous les termes de l'équation (i), et en le suppri
mant il reste 

(2) ^FcosïTs — o, 

c'est-à-dire que la somme des projections des forces exté
rieures dans une direction quelconque est nulle. 

2° Mouvement de rotation. — Donnons actuellement au corps 
un déplacement angulaire ôa autour d'un axe quelconque. Le 
travail d'une force, dans ce mouvement de rotation, est égal 
au produit de Sx par le moment de la force pris par rapport à 
l'axe. Désignons par la notation MF le moment de la force F 
par rapport à cet axe; le théorème du travail virtuel pourra 
s'écrire dans ce cas 

^ O Z - M F r r r O , 

ou, en supprimant le facteur commun Sx, 

(3) ^ M F ^ o , 

c'est-à-dire que la somme des moments des forces extérieures 
autour d'un axe quelconque est nulle. 

3" Mouvement composé. — L'application du théorème du 
travail virtuel au cas d'un mouvement composé ne nous ap
prendrait rien de nouveau. En effet, le travail de chaque force. 
pour un mouvement de ce genre, est la somme des travaux 
qui correspondent aux mouvements composants. Par suite, la 
quantité qu'on devrait égaler à zéro serait la somme de deux 
quantités nulles séparément. 



CHAPITRE III . — ÉQUILIBRE DES SYSTÈMES QUELCONQUES, ETC. 6 l 

Ainsi : 

THÉORÈME GÉNÉRAL*. — Quand un système matériel quelconque 
est en équilibre, sous l'influence de forces extérieures et inté
rieures quelconques : 

i" La somme des projections des forces extérieures sur un 
axe quelconque est égale à zéro ; 

2° La somme des moments de ces mêmes forces extérieures 
par rapport à un axe quelconque est égale à zéro. 

Cherchons toutes les équations que peuvent fournir les deux 
parties de ce théorème. 

i° Equations dérivées du mouvement de translation. — Il 
est clair que si l'on écrit que la somme des projections des 
forces extérieures est nulle séparément sur trois axes rectan
gulaires, cette somme sera également nulle pour une direction 
quelconque, définie par les angles «, |3, -/, qu'elle fait avec les 
axes coordonnés. En effet, la projection d'une force du sys
tème sur cette direction est, en appelant X, Y, Z, les projec
tions respectives sur les trois axes, 

F cos A = X cos a -+• Y cos 5 -+- Z cos y ; 

donc, la somme des projections des forces du système est, en 
mettant cosa , cos^ , cosy en facteurs, 

' V F cosA = c o s ^ Y x -i- cos:3 > Y -f- c o s - / V Z, 

quantité qui sera toujours nulle si l'on a à la fois 

(.) 2 x = ; o ' 2 Y ^ : o ' 2z=-°-
i" Equations dérivées du mouvement de rotation. — De 

même, pour exprimer que la somme des moments des forces 
par rapport à un axe quelconque, passant en un point donné, 
est nulle, il suffit d'exprimer que cette somme est nulle pour 
trois axes rectangulaires qui se croisent sur ce point, ou qu'on 
a, en prenant nos notations habituelles, 

(2) T;L^O, 2 M - ° > 2 N ^ ° ; 
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car le moment G d'une force par rapport à un axe qui fait avec 
les axes des angles x, (5, y est 

G = L cosa + M cos;3 -+- N cosy. 

Quant aux axes qui ne passent pas par notre origine, il est 
facile de voir que la somme des moments des forces par rap
port à ces axes est également nulle, nos équations (i) et (2) 
étant supposées satisfaites. En effet, nous aurons établi cette 
proposition, si nous prouvons que la somme des travaux des 
forces est nulle pour un mouvement virtuel de rotation au
tour d'un pareil axe. Or, un mouvement quelconque d'un so
lide peut toujours être décomposé en une rotation autour d'un 
axe passant en un point donné, et une translation dans une 
certaine direclion; et les équations (1) et (2) établissent que 
la somme des travaux virtuels des forces extérieures est nulle 
pour chacun de ces deux mouvements élémentaires. 

Des six équations de l'équilibre. — On voit qu'en définitive 
le théorème du travail virtuel, appliqué à tous les déplace
ments compatibles avec l'hypothèse de la parfaite rigidité du 
système auquel sont appliquées les forces que l'on considère, 
fournit six équations distinctes seulement : 

• ! 2 F , = O , 

(IV) 
i 2 M „ F = O, 

[ 2MorF = o, 
1 

j M „ : F = 0 . 

Ces équations portent le nom d'équations générales de l'é
quilibre; vraies pour un système quelconque, elles sont suf
fisantes pour l'équilibre des solides invariables. 

Pour résumer cet important chapitre, nous rappellerons 
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qu'il faut distinguer avec soin l'équilibre des forces qui sont 
directement appliquées à un même point matériel, de l'équi
libre qui existe entre des forces appliquées à certains points 
d'un système. Dans ce dernier cas on doit dire que les forces 
extérieures se font équilibre en vertu de la constitution phy
sique du corps auquel ces forces sont appliquées (*). Mais on 
pourra dire aussi rigoureusement : Ces six équations de l'é
quilibre existent entre les forces extérieures seulement ; et 
cela sans qu'il soit nécessaire de se préoccuper de la consti
tution du corps soumis à l'action de ces forces. 

§ X L — C-iS PARTICULIERS DES ÉQUATIONS DE L'ÉQUILIBRE. 

Les équations générales de l'équilibre se simplifient dans 
quelques cas particuliers quand les forces appliquées au sys
tème considéré satisfont à certaines conditions spéciales. Il 
arrive alors qu'un certain nombre des équations qui doivent 
être vérifiées par ces forces sont satisfaites d'elles-mêmes iden
tiquement, et le nombre de celles dont il y a réellement à 
s'occuper se trouve diminué d'autant. 

Les cas particuliers qu'il est intéressant de considérer sont 
au nombre de trois seulement. 

Forces concourantes. 

Il ne s'agit pas ici de forces appliquées à un même point, 
mais bien de forces dont les directions concourent. Par le 
point commun à toutes ces directions, menons trois axes 
quelconques; les trois équations des moments par rapport à 

(*)Lcs forces extérieures restant les mêmes, l 'équilibre serait rompu, si la 
constitution physique du système venait à changer ; c'est ce qui arrive, par 
exemple, aux tiges métalliques qui se brisent sous un effort beaucoup moindre 
que celui qu'elles ont longtemps supporté, parce que la texture du métal s'est 
modifiée. 

Quand des forces appliquées à un système quelconque se font équilibre, 
l'effet de ces forces est de tendre les tiens du système, de développer des 
forces intérieures par l ' intermédiaire desquelles l 'équilibre s'établit, de ma
nière que la résultante de toutes les forces appliquées à chaque point soit 
nulle. 
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ces axes sont satisfaites d'elles-mêmes; et il nous reste seule
ment pour l'équilibre les trois conditions 

(V) NF^°' 
( 2 F , = O. 

On sait d'ailleurs par la théorie générale que les six équa
tions de l'équilibre, étant ainsi vérifiées pour un système 
d'axes particulier, le sont également pour tous les autres sys
tèmes. 

Forces situées dans un même plan. 

Prenons le plan qui contient toutes les forces pour plan 
des xy, l'axe des z passant par un point quelconque 0 de ce 
plan. 

Les équations 

2]F2=o, 2 M » F = 0' 2M"'F = 0 

sont satisfaites d'elles-mêmes, puisque les forces sont toutes 
situées dans un plan perpendiculaire à l'axe ries z, et que ce 
plan contient à la fois l'axe des x et l'axe des y. On a donc 
seulement trois équations d'équilibre 

(2F*=°' 
(VI) j F . ^ o , 

Forces parallèles. 

Prenons l'axe des z parallèle à la direction commune des 
forces; il est clair que chacune de celles-ci aura une projection 
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nulle sur les axes O r et Oy, et un moment nul par rapport à 
l'axe Oz; il suffira donc pour l'équilibre qu'on ait 

I2F—. 
(VU) j ^ M „ F ^ o , 

II. 5 
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CHAPITRE IV. 

ÉQUILIBRE DES SOLIDES INVARIABLES. 

§ XII. — DES FORCES ÉQUIVALENTES. 

Le caractère des six équations de l 'équilibre, ainsi que nous 
l'avons dit, c'est que ces équations, nécessaires et suffisantes 
pour le cas hypothétique d'un solide absolument invariable 
de forme, ont lieu pour un système quelconque; de sorte 
que, pour se rendre un compte exact des conditions de l'équi
libre d'un système matériel, il y a en général deux choses à 
faire : 

i° Vérifier si les six équations générales sont satisfaites; 
•>," Rechercher les conditions spéciales au cas dont on s'oc

cupe, qui dérivent de la nature physique des corps soumis 
aux forces considérées, et des liaisons qui existent entre ces 
corps. 

Cela posé, il est évident qu'au point de vue de la vérifica
tion des six équations de l'équilibre, on aura le droit de rem
placer un groupe de forces F par un autre groupe F' , pourvu 
que les forces F ' jouent, dans les équations ( IV) , identi
quement le même rôle que les forces F . Il faut et il suffit 
pour cela que les forces F et F' aient les mômes sommes de 
projections sur trois axes rectangulaires, et les mêmes sommes 
de moments par rapport à ces mêmes axes. 

Deux groupes de forces jouissant de cette propriété sont 
dits équivalents; et il résulte de ce qui précède, que les équa
tions nécessaires et suffisantes pour l'équivalence de deux 
systèmes de forces sont au nombre de six, comme les équa
tions générales de l 'équilibre. 
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Nous écrirons ces équations sous la forme 

2M„;F = 2M '"F '-

2 M»= F = 2 M<"F'(,)-
L'échange d'un groupe de forces par un groupe équiva

lent amène généralement la rupture de l'équilibre, à moins 
que le corps auquel ces forces sont appliquées ne soit un 
solide invariable; el, même dans ce cas, cette substitution 
modifie l'équilibre intérieur du solide, les tensions des liens, 
de sorte que, pour la détermination de ces quantités, il faudra 
conserver les forces telles qu'elles sont immédiatement don
nées. Notre définition de l'équivalence est uniquement rela
tive aux six équations de l'équilibre. 

La notion de l'équivalence des forces permet de réduire à 
des systèmes plus simples des forces disposées d'une manière 
quelconque aux divers points d'un solide invariable. Celte 
théorie constitue un chapitre très-important de la Statique. 

Résultante dan système de forces concourantes. 

Des forces en nombre quelconque, appliquées à un même 
point matériel, sont équivalentes à leur résultante. Il y a 
même dans ce cas équivalence physique complète, en même 
temps qu'équivalence géométrique; et l'on peut, sans altérer 

(*) Il résulte de ces équations qu'on obtient l 'équilibre, quand k un .système 
de forces on ajoute un système équivalent pris en sens oppose. 

5. 
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en rien l'état d'un corps en équilibre, remplacer par leur résul
tante des forces appliquées en un môme point de ce corps. 

Si nous considérons des forces doni les directions con
courent en un point 0 , mais dont les points d'application ne 
sont pas les mêmes, une force appliquée au point 0 , ayant 
pour projections sur trois axes conduits par ce point les 
sommes des projections des forces concourantes données, est, 
d'après notre définition, équivalente à celles-ci. On lui donne 
le nom de résultante [*), bien qu'il puisse y avoir absurdité, 
dans certains cas, à demander de la substituer aux premières, 
môme dans le cas où il s'agit d'un solide invariable, le point 0 
pouvant fort bien être en dehors du solide. 

Il suffit pourtant qu'il y ail un point du solide sur la direc
tion de cette force, pour qu'on puisse la substituer à ses com
posantes sans altérer l'équilibre ; et, en général, une force,ap
pliquée à un point d'an solide invariable en équilibre, peut 
être supposée appliquée en un point quelconque pris sur sa 
direction, pourvu que ce point soit invariablement lié au 
solide (**). 

Celte proposition est évidente par elle-même; et on la pose 
souvent comme une espèce d'axiome, tout au commencement 
de la Statique. Cette manière de procéder présente un certain 
inconvénient, car on s'habitue à faire abstraction du point 
d'application des forces, et à les considérer comme agissant 
indifféremment sur un point quelconque de leur direction. Or 
ceci est physiquement faux, et le déplacement du point d'ap
plication d'une force change l 'équilibre intérieur du corps. 

(*} Toutes les t'ois qu'il existe une force unique équivalente à un groupe 
quelconque de forées, on donne à cette force unique le nom de résultante. I! est 
juste de dire que cette acception du mot de résultante est la première qui ait été 
introduite dans la science, et que la signification géométrique que nous donnons 
à ce mot, dans cet ouvrage, est beaucoup plus récente. 

(**) Quand on transporte une force du point A au point B (/%". f*;> o n 

change l'état du solide, puisqu'on introduit une "traction qui s'exerce sur la 
ligne AB. Il faut donc, pour que la substitution soit physiquement possible, 
que la nature du corps lui permette de résister a la traction dont nous parlons. 
C'est ce qui arrivera, par exemple, si les deux points A et B sont lies par un 
cordon; mais, dans cette hypothèse, on ne pourrait pas transporter de la même 
manière une force dont le sens serait opposé à celui de la force F. 



CHAPITRE IV. ÉQUILIBRE DES SOLIDES INVARIABLES. 6 9 

Quant aux forces fictives telles que les résultantes, etc., il est 
tout à fait rigoureux de dire qu'un point quelconque de leur 
direction peut être pris pour leur point d'application, car ces 
forces n'entrent jamais en ligne de compte, quand il s'agit de 
l'équilibre intérieur d'un corps. 

Résultante d'un système de forces parallèles. 

Des forces parallèles disposées d'une manière quelconque 
sont généralement susceptibles d'être remplacées par une 
force unique, laquelle reçoit, ainsi que nous l'avons dit, le 
nom de résultante. 

Pour établir cette proposition, considérons d'abord {fig. i4) 
deux forces P, Q, de même sens, et appliquées, la première 
en A, la seconde en B. Proposons-nous de trouver une troi
sième force qui soit équivalente à leur ensemble. La projec
tion de cette force sur un axe quelconque doit être égale à la 
somme des projections des deux premières. Or, si l'on prend 
pour axe de projection un axe perpendiculaire à la direction 
commune des deux forces, la somme de leurs projections est 
nulle, et il doit en être de même de celle de leur résultante: 
donc cette résultante doit être parallèle à ses composantes. Au 
contraire, la somme des projections sur un axe parallèle à AP 
est P -1- Q ; donc l'intensité de la résultante est égale à P -+- Q. 
Il faut enfin que la somme des moments des composantes, par 
rapport à un axe perpendiculaire à leur plan, soit égale au 
moment de la résultante. Faisons passer cet axe par un point 0 
de la résultante inconnue, le moment de la résultante sera 
nul; donc la somme algébrique des moments des deux com
posantes doit être nulle également. Il résulte de là que le 
point 0 doit être situé entre les forces ; et si p et q sont ses 
distances respectives aux forces P et Q, on doit avoir 

fp = Qq. 
Donc : 

THÉORÈME. — Deux forces parallèles et de même sens ont 
une résultante qui leur est parallèle et dirigée dans le même 
sens. Cette résultante est égale à leur somme et partage la 
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ligne qui joint les points d'application de ces forces en parties 
inversement proportionnelles à leurs grandeurs P et Q. 

Celte dernière partie est évidente, car on a 

CA p Q 
CB ~~q ~ ¥' 

Le même raisonnement s'applique dans le cas où les forces 
sont dirigées en sens contraire l'une de l'autre {fig. i5) . 

THÉORÈME. — Deux forces parallèles et de sens contraires 
ont une résultante qui leur est parallèle et égale à leur diffé
rence. Elle agit dans le sens de la plus grande, et ses distances 
aux deux composantes sont dans le rapport inverse de ces 
forces {*). 

COROLLAIRE. — Ln nombre quelconque de forces parallèles 
disposées comme on voudra, de même sens ou de sens diffé
rents, appliquées à différents points d'un solide invariable, 
admettent toujours une résultante unique. 

Désignant par II la grandeur de cette résultante, par x, et >•, 
les coordonnées du point où elle perce un plan perpendiculaire 
à la direction des composantes, plan pris pour celui des xy, 
on a, pour déterminer ces trois inconnues, les équations 

2Fr=Rr„ 

La résultante d'un système de forces parallèles jouit de pro
priétés fort intéressantes, sur lesquelles nous insisterons plus 
tard. . 

" Il resuite de ce qui précède que dos forces agissant dans un morne pi*'1 

sur un solide invariable sont toujours susceptibles d'être rem placées par une 
force unique, saut le ras d'exception qui sera indique plus bas. 

En otfet, deux de ces forces, prises au hasard, sont parallèles ou concou
rantes : dans les deux cas on sait en trouver la résultante. En opérant ainsi (le 
proche en proche, on obtiendra la résultante définitive, du système. Si cette ré
sultante est nulle, les forces données se l'ont équilibre. 
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Cas d'exception. — Il existe un cas singulier dans lequel 
les résultats précédents se trouvent en défaut, et où il n'est pas 
possible de déterminer une force unique capable de remplacer 
des forces parallèles données. 

Distinguons ces forces en deux groupes comprenant : le pre
mier, toutes celles qui agissent dans un certain sens; le 
deuxième, toutes celles qui agissent dans le sens opposé. 
Soit P la résultante des forces du premier groupe [fig. i5), 
Q celle des forces du second. 

D'après ce que nous avons vu, les deux forces P et Q, qui 
sont équivalentes à toutes les forces données, admettent elles-
mêmes une résultante dont l'intensité est représentée par 

P - Q , 

et dont la distance à la force P a pour expression, a étant la 
distance de P à Q, 

Q 

Si la différence P — Q est très-petite, l'intensité de la résul
tante est elle-même fort petite, et en même temps sa distance 
à l'une ou à l'autre de ses composantes grandit, et peut même 
dépasser telle longueur finie que Ton voudra. A la limite, si 
l'on fait P = Q, on trouve pour celle résultante une force 
nulle, appliquée à l'infini, ce qui n'a plus de sens. 

Ce cas d'exception est tout à fait l'analogue de celui qui 
s'est déjà présenté en Cinématique, à propos de la composi
tion des rotations. La théorie générale ne nous apprend plus 
alors qu'une chose, c'est que, dans ce cas singulier, il n'y a 
plus de résultante unique, c'est-à-dire que deux forces égales 
parallèles, de sens contraire, mais non directement opposées, 
constituent un système sui generis, qui n'est pas susceptible 
d'être tenu en équilibre par une simple force. C'est le plus 
simple des systèmes non réductibles à une force unique. 

Un pareil système porte le nom de couple {*). La cousidé-

•'*) C'est par analogie ;nrc lis couples de forces- que nous avons appelé eu 
('•ilématique cuuple i/e riilatimti l'eusemlile de deux rotations qui 11" peuvent 
pas se remplacer par une rotation unique. 
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ration des couples qui s'introduisent ainsi comme un cas sin
gulier joue un grand rôle dans la théorie de la réduction des 
forces appliquées à un solide invariable, comme nous allons 
le montrer d'après Poinsot. 

§ XIII. — THÉORIE DES COUPLES. 

Définition. — Pour abréger le discours, nous appellerons 
couple l'ensemble de deux forces égales, parallèles et con
traires, mais non appliquées au même point. 

Nous n'avons pas à nous inquiéter pour le moment de ce 
que peut être l'action de ces forces sur le corps auquel elles 
sont appliquées (*); nous savons seulement que, quelle que 
soit cette action, elle n'est pas de nature à être contre-balancée 
par celle d'aucune simple force, appliquée comme on voudra 
au même corps, et que, par conséquent, l'effort d'un couple 
ne peut être comparé d'aucune manière à celui d'une simple 
force. 

L'idée de couple ne doit pas être séparée (du moins à l'en
droit où en est actuellement notre exposition de la Mécanique 
rationnelle) de celle d'un corps solide en équilibre auquel 
le couple est appliqué. L'effet d'un couple, si l'on peut s'ex
primer ainsi, c'est de tenir une certaine place dans les six 
équations de l'équilibre. 

Considérons donc l'ensemble de deux forces qui constituent 
ce que nous nommons, pour abréger, un couple, et cherchons 
quels sont les termes qui leur correspondent dans les six équa-

(*) On s'expose aux plus grandes erreurs quand on vont chercher à M' 
rendre compte de l'effet d'un couple appliqué à un solide libre. ï.a détermina
tion de cet effet est un problème important de Dynamique, que nous verrons en 
temps et lieu. 

Les commençants sont assez généralement portés à associer, sans trop savoir 
pourquoi, l'idée de force à celle de translation, et l'idée de couple à celle d>* 
rotation, et à se représenter en conséquence l'effet d'un couple comme étant 
de faire tourner le solide auquel il est appliqué autour d'une perpendiculaire a 
son plan. Rien n'est plus taux que ces idées. Ainsi tout le monde sait qu'au jeu 
de billard, une simple force appliquée a une bille produit a la fois un mouve
ment de translation et un mouvement de rotat ion. 
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lions de l'équilibre, écrites par rapport à trois axes rectangu
laires quelconques; et supposons d'abord que deux de ces 
axes aient été pris parallèles au plan du couple, le troisième 
étant dirigé perpendiculairement au plan. 

Il est d'abord évident que la somme des projections des 
deux forces sur chacun des axes coordonnés est nulle, et que 
la même chose a lieu relativement à une droite quelconque. 

En deuxième lieu, la somme des moments des deux mômes 
forces autour d'une droite quelconque, parallèle à leur plan, 
est également nulle. En effet, le moment d'une force par 
rapport à une droite s'obtient en projetant la force sur un 
plan perpendiculaire à la droite, et faisant le produit de la pro
jection ainsi obtenue par sa distance au point suivant lequel 
se, projette tout entière la droite ou axe par rapport auquel on 
cherche le moment. 

Or, pour un axe parallèle au plan d'un couple, le plan de 
projection dont il est question dans la définition précédente 
est perpendiculaire au plan du couple; les deux forces de ce 
couple se projettent donc sur la même droite, et les deux 
projections occupent sur cette droite des longueurs égales, 
mais comptées dans un sens différent. Les moments de ces 
deux forces sont donc égaux en valeur absolue et de signes 
contraires, c'est-à-dire que leur somme algébrique est identi
quement nulle. 

Considérons enfin l'axe perpendiculaire au plan du couple, 
et supposons d'abord que sa projection 0 sur ce plan {Jig. 16) 
laisse les deux forces P, P, d'un même côté. Soient p la dis
tance du point 0 à la force AP, a la distance des droites AP, 
A,P,. 

La somme algébrique des moments des deux forces est 

P,(« + />} — Vp, 

c'est-à-dire simplement 
Va, 

puisque P, est égal à P. Cette quantité P« est indépendante de 
la position du point O dans le plan des deux forces. 

Si la projection de l'axe tombait en un point O', situé entre 
les deux lignes AP, A, P,, on aurait de même pour la somme 
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des moments des deux forces, en appelant p' la distance du 
point 0 ' à la force AP, 

Vp'-hV(« — p')s=Va; 
donc : 

THÉORÈME I. — L a somme des moments des deux forces d'un 
couple, par rapport à un axe quelconque perpendiculaire ù 
leur plan, est constante. 

Cette somme constante est représentée numériquement par 
le produit Pa, quantité qu'on désigne, pour abréger, sous le 
nom de moment du couple. La longueur «s 'appelle le bras de 
levier du couple, et l'on voit que : 

Le moment d'un couple est le produit de sa force par son 
bras de levier. 

Ce produit doit être affecté d'un signe convenable, selon 
que la somme des moments des deux forces, à laquelle il est 
équivalent, est positive ou négative. On figure ordinairement 
[fig. 17) un couple en supposant les deux forces appliquées 
aux extrémités du bras de levier, ce qui est toujours permis; 
et on trouve facilement le signe du moment du couple, en 
considérant le bras de levier comme une barre rigide dont le 
milieu serait fixe; le moment est positif si le couple tend à 
faire tourner son bras de levier dans le sens positif, il est 
négatif dans le sens contraire. 

J'ai déjà fait observer, dans un grand nombre de cas analo
gues, qu'aucun des facteurs du produit P a ne comporte à pro
prement parler de signe : il faut prendre ces facteurs en valeur 
absolue, et affecter le produit du signe convenable. Pourtant, 
si l 'une des quantités P ou a dépendait d'une grandeur varia
ble, il pourrait arriver que ce facteur changeât de signe, et fît 
ainsi changer le signe du moment déterminé pour certains 
sens de la force P et de la ligne a. L'Algèbre présente beau
coup d'exemples de faits de ce genre. 

Equivalence des couples. — Pour que deux couples soient 
équivalents, il faut et il suffit, d'après ce qui vient d'être 
établi : 

i° Que les plans des deux couples soient parallèles; 
2" Que leurs moments soient égaux; 
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3° Enfin que les deux couples tendent à faire tourner leurs 
bras de levier respectifs dans le même sens. 

On déduit de là la propriété fondamentale des couples de 
forces, laquelle s'énonce habituellement de la manière sui
vante : 

THÉORÈME II. — On peut, sans changer l'effet d'an couple 
appliqué à un corps solide en équilibre, le transporter dans son 
plan ou dans tout autre plan parallèle, le tourner comme on 
voudra dans ces divers plans, et même changer à volonté sa 
force ou son bras de levier, pourvu que le moment Va con
serve toujours la même valeur, et que les couples qu'on substi
tue ainsi l'un à l'autre soient de même sens. 

Axe d'un couple. — Il suit de là qu'un couple est donné, 
c'est-à-dire qu'on a tout ce qu'on a besoin de connaître, rela
tivement à Xénergie du couple et à sa position dans l'espace, 
quand on connaît la direction de son plan, la grandeur de son 
moment, et enfin le sens de ce moment. 

En conséquence, on représente un couple par une simple 
droite, qu'on appelle l'axe du couple. On prend cette droite 
perpendiculaire au plan du couple, on lui donne une longueur 
proportionnelle à son moment; enfin on est convenu d'affecter 
à cette longueur un sens tel, qu'un observateur placé suivant 
cet axe, les pieds à l'origine , voie le couple tendre à faire 
tourner son bras de levier, supposé fixé par son milieu, dans 
le sens que nous avons adopté pour sens positif. 

On voit que l'axe d'un couple n'occupe pas une position 
déterminée dans l'espace; on peut toujours le faire passer par 
un point pris arbitrairement d'une manière quelconque. 

Projection des couples. — Il nous reste encore à donner 
l'expression de la somme des moments des forces d'un cou
ple G (//g-. 18), par rapport à un axe quelconque Oz. Pour 
cela, projetons ces forces sur un plan perpendiculaire à cet 
axe : on obtient ainsi un nouveau couple G', et il est clair que 
le moment de ce couple représente précisément la somme 
cherchée. 

Cela posé, remarquons que le moment d'un couple peut être 
représenté par la surface du parallélogramme dont les forces 
sont les côtés opposés. Or l'aire du parallélogramme qui 
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donne le moment de G' est le produit de l'aire du parallélo
gramme (G) par le cosinus de l'angle i formé par le plan du 
couple avec le plan de projection ; donc on a 

G' — G cos /. 

Soit Ag l'axe du couple G : on peut aussi prendre pour cet 
axe la ligne égale et parallèle Og,, qui passe par un point 
de Oz, et il résulte de l'équation précédente que l'axe du 
couple G' est la projection de Og\ sur Oz; donc : 

THÉORÈME III. — La somme des moments des forces d'un cou
ple par rapport à une droite quelconque est la projection de 
l'axe du couple sur cette droite. 

On voit que les moments des couples se représentent et se 
projettent absolument comme ceux des simples forces, avec 
cette différence toutefois que, dans le cas d'un couple, il n'y a 
qu'à s'inquiéter de la direction de l'axe par rapport auquel on 
considère les moments , et nullement de sa position dans l'es
pace. 

Composition des couples. 

On n'a pu s 'empêcher de remarquer des à présent l'analo
gie, ou plutôt l'identité parfaite qui existe, au point de vue de 
la forme mathématique, entre les théorèmes de la Cinématique 
et ceux de la Statique. Cette identité est d'autant plus curieuse 
que ces deux sciences se rapportent à deux ordres d'idées ab
solument et essentiellement différents. 

Ainsi les règles relatives à la composition des rotations se 
retrouvent ici comme présidant à la composition des forces. 
Les deux théories nous présentent le même cas singulier; et 
nous allons voir, pour continuer l'analogie, que les couples de 
forces se composent comme des couples de rotation, c'est-à-
dire comme des translations. 

Composition des couples parallèles. — Rien n'empêche de 
s'arranger de façon que les forces P et Q des deux couples 
soient parallèles, et que leurs bras de levier soient égaux. 
Vlors, si l'on fait coïncider les deux bras de levier, on a, a 
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chacune des extrémités de cette ligne, deux forces dont les 
directions se confondent, et qu'on peut par conséquent rem
placer par une force unique dont l'intensité est la somme al
gébrique des intensités des forces des deux couples. Ces deux 
résultantes forment un couple équivalent à l'ensemble des deux 
couples donnés, et le moment 

a ( P - r - Q ) 

de ce couple est la somme des moments des couples compo
sants. Donc : 

THÉORÈME IV. — Deux couples situés dans deux plans paral
lèles sont équivalents à un couple unique dont le moment a 
pour valeur la somme algébrique des moments des couples 
composants. 

Ce résultat s'énonce plus simplement en disant que l'axe 
du couple résultant est la somme des axes des couples compo
sants. 

Composition des couples quelconques. — Soient maintenant 
à composer deux couples quelconques (Jig. 19). Soit AG l'in
tersection des plans de ces couples. Prenons sur cette inter
section une longueur AB pour bras de levier commun aux deux 
couples. 

A chacune des deux extrémités du bras de levier, j 'ai deux 
forces P, Q que je compose par la règle du parallélogramme. 
J'obtiens ainsi deux forces égales et contraires qui constituent 
un couple équivalent aux deux couples proposés. Donc, deux 
couples, situés comme on voudra dans deux plans qui se cou
pent sous un angle quelconque, se composent toujours en un 
seul, dont le plan passe par l'intersection des plans des deux 
premiers couples, et par la diagonale du pandlélogramme 
construit sur les forces qui constituent ces couples. 

Il est très-facile de démontrer que l'axe du couple résul
tant est la diagonale du parallélogramme construit sur les axes 
des couples composants. 

En effet, le plan PQ peut être regardé comme étant per
pendiculaire à l'intersection AG, puisqu'on a le droit de tourner 
comme on veut des couples dans leur plan. Faisons une pro-
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jeclion sur ce plan (fig. 20). Nous avons un parallélogramme 
dont les côtés sont P et Q, et dont la diagonale est la résul
tante R. Pour avoir l'axe du couple P, il faut prendre sur une 
perpendiculaire à P une longueur AL proportionnelle à P ; 
l'axe du couple Q et l'axe du couple résultant R s'obtiennent 
de même en portant sur des perpendiculaires à Q et à R des 
longueurs AM, AN, respectivement proportionnelles aux forces 
Q et H. Donc la figure ALNM est un parallélogramme dont AiN 
est la diagonale, et par suite : 

THÉORÈME Y. — Si deux couples sont représentés pour leurs 
axes et pour leurs grandeurs par les deux côtés d'un paral
lélogramme, ces deux couples se composent en un seul, repré
senté pour son axe et pour sa grandeur par la diagonale de 
ce parallélogramme. 

Ayant démontré , comme nous venons de le faire, la règle 
du parallélogramme des axes , on en déduit immédiatement 
celles du parallélipipède et du polygone des axes pour la 
composition d'un nombre quelconque de couples , ainsi que 
la décomposition d'un couple en trois autres ayant pour axes 
trois directions rectangulaires. 

I lilitè des couples pour la composition des forces disposées 
d'une manière quelconque dans l'espace. 

De même qu'en Cinématique les couples de rotation nous 
ont été d'une grande utilité pour la réduction des mouve
ments à leurs éléments les plus simples, de même en Statique, 
les couples vont nous permettre de réduire au plus petit nom
bre possible un système quelconque de forces agissant sur 
un corps solide. Voici comment la théorie des couples rend 
cette réduction facile et élégante. 

Une force F, étant appliquée en un point A d'un corps ou 
système solide quelconque (fig. 21), si l'on prend un autre 
point quelconque O dans ce corps (ou au dehors, pourvu 
qu'on l'y suppose invariablement attaché), et qu'on applique 
a ce nouveau point deux forces contraires, égales et paral
lèles à la première, il est clair que l'état du corps ne sera pas 
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changé. Mais on pourra considérer actuellement, au lieu de 
la simple force proposée : 

i° Une force parfaitement égale, parallèle et de même sens, 
appliquée au nouveau point 0 ; 

2" Un couple formé par les deux forces parallèles restantes. 
Si, pour plus de clarté, on transporte ce couple ailleurs, dans 
un plan quelconque parallèle au sien, ce qui est permis, il ne 
restera au point dont il s'agit qu 'une force parfaitement égale 
et parallèle à la force primitive, laquelle n'est en quelque 
sorte que cette même force, qu'on y aurait transportée paral
lèlement à el le-même. 

On peut donc dire : 

THÉORÈME VI. — Une force F, appliquée en un point A d'un 
solide invariable, peut être transportée parallèlement à elle-
même en un autre point 0 du même solide, pourvu qu'on 
adjoigne à cette force ainsi transportée un couple situé dans 
un plan parallèle au plan FOA et ayant pour moment le pro
duit de la force F par la distance du point 0 à la direction 
de cette force. 

Considérons maintenant un système quelconque de forces, 
appliquées à un solide invariable, et transportons toutes ces 
forces en un même point 0 . Nous remplacerons ainsi le sys
tème des forces données par un système de forces égales et 
parallèles aux premières, et appliquées en un point du solide 
pris à volonté, système auquel il faudra joindre un nombre de 
couples égal au nombre des forces transportées. 

Or, toutes les forces appliquées au point 0 se composent 
en une seule K; tous les couples peuvent de même être rem
placés par un couple unique G; donc : 

THÉORÈME VII. — Un système de forces quelconque, appli
qué à un solide invariable, peut toujours être remplacé, et 
d'une infinité de manières, par une force unique et un couple 
unique. 

La force R s'appelle la résultante de translation. La gran
deur, la direction et le sens de cette force restent les mêmes, 
quel que soit le point pris pour origine. Ses composantes sui-
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vant trois axes rectangulaires conduits par cette origine sont: 

et l'on a, pour déterminer sa grandeur et les angles a, (3, y 
qu'elle fait avec les trois axes, les relations 

R c o s « ; = X , R c o s 3 = Y, Rcosy = Z, 

R ' = X 2 + Y : + Z ' . 

Quant au couple résultant, il change évidemment avec l'o
rigine. Les moments L, M, N des projections de ce couple sur 
les trois plans coordonnés, c'est-à-dire la projection de l'axe 
du couple sur les trois axes, sont, d'après les propriétés des 
systèmes équivalents, égaux aux sommes des moments des 
forces par rapport aux mêmes axes. On a donc 

L = V M „ F , 

M = ^ M„7 F, 

d'où, en désignant par G l'axe du couple, par 1, \i., v les angles 
de cet axe avec les axes coordonnés, 

G cos>> = L, G cosp. = M, G cosv = N, 

G = = L ! + M2-t-N J . 

Axe du moment maximum. — Ce couple G, projeté sur un 
plan qui forme avec le sien un angle 6, est égal à GcosS: il 
suit de là que : 

THÉORÈME VIII. — De tons les axes qui passent par une 
même origine, l'axe du couple résultant est celui par rapport 
auquel la somme des moments des forces est la plus grande. 
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THÉORÈME IX. — La somme des moments est la même par 
rapport à tous les axes qui font un même angle avec celui du 
plus grand moment, ou qui forment une surface conique dé
crite autour de Lui sous cet angle. 

THÉORÈME X. — La somme des moments est nulle par rap
port à tous ceux qui font avec cet axe un angle droit, ou 
qui forment un plan perpendiculaire à sa direction. 

Axe central. — Nous avons dit que si l'on change l'origine, 
la grandeur du couple résultant varie, en même temps que son 
axe (c'est-à-dire l'axe du moment maximum des forces) s'in
cline sur sa position primitive. 

Cherchons les lois de cette double variation. 
Au point où nous en sommes, l'analogie entre les théorèmes 

de la Cinématique et ceux de la Statique est si parfaite, que 
l'on peut, presque sans nouvelle démonstration, conclure que 
parmi toutes les manières dont on peut réduire les forces agis
sant sur un corps solide à un couple et une force unique, il 
en est une plus simple que toutes les autres, et dans laquelle 
l'axe du couple se confond avec la direction de la résultante 
de translation. C'est ce que nous démontrerons d'ailleurs fa
cilement par une marche toute pareille à celle que nous avons 
suivie en Cinématique. 

En effet, tout étant déjà réduit à la seule force R et au seul 
couple G, par rapport à un point connu A [fig. 22), imaginons 
qu'on décompose le couple G en deux autres, l'un Gcosz, 
perpendiculaire à la direction de la résultante de translation, 
l'autre Gsirn , dont le plan passe par cette direction AR. 

Si dans ce plan, où se trouvent à la fois le couple G sinz et la 
force R, on transporte la force parallèlement à elle-même de A 
en 0 , d'un tel côté et à une telle distance x que le couple l\x, 
né de cette translation, soit égal et contraire au couple Gsinf 
et le détruise, il ne restera plus que la seule force R appliquée 
au nouveau point 0 , avec le seul couple Gcosz, qui est clans 
un plan perpendiculaire à la direction de cette force. Donc : 

THÉORÈME XI . — Tant de forces qu'on voudra sont toujours 
réductibles à une seule force et à un seul couple, dont le plan 
est perpendiculaire à la direction de la force. 

II. ' 6 . 
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Le couple qui jouit de cette propriété, d'avoir son axe pa
rallèle à la direction bien déterminée de la résultante de trans
lation, est un minimum par rapport aux couples résultants 
qui se rapportent à une origine quelconque. En effet, le trans
port de la résultante, du point 0 en un point arbitraire A, 
donnera lieu à un couple dont le plan contiendra la direc
tion OR, et dont l'axe sera par conséquent perpendiculaire à 
l'axe du couple que nous considérons : or la résultante dp 
deux droites rectangulaires est plus grande que l'une et l'autre 
de ces droites. Donc le couple dont l'axe est dirigé suivant la 
ligne OR est un minimum. 

Ceci démontre qu'il n'y a qu'une seule manière de réduire 
les forces à un système tel que celui que nous venons de dé
finir. 

Soit g le moment du couple minimum, nous avons trouve 

g= Geos;, 

G étant le moment du couple résultant relatif à une origine 
quelconque, et / l'inclinaison de l'axe de ce couple sur la ré
sultante de translation. Comme la valeur de g est indépendante 
de l'origine A, de laquelle nous sommes partis pour faire notre 
démonstration, on voit que : 

La projection, sur la direction de la résultante de transla
tion, de l'axe du couple résultant relatif à une origine quel
conque, est constante. 

On a d'ailleurs, si l'on se reporte aux expressions des cosi
nus des angles faits avec trois axes fixes quelconques par la 
résultante de translotion et l'axe du couple résultant relatif à 
l'origine de ces trois axes, 

LX -H MY •+• NZ 
KLr 

d'où l'on tire 
LX + MY + NZ 

G c o s / = g = g , 

quantité constante quelle que soit l'origine choisie. 
Il existe donc toujours un axe, dont la direction est celle de 

la résultante de translation, jouissant, comme on voit, de la 
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propriété que la somme des moments par rapport à cet axe 
est à la fois un maximum relativement aux axes qui se croisent 
en l'un quelconque de ses points, et un minimum relative
ment à ceux qui donnent les moments maxima relatifs aux 
autres points de l'espace. Cet axe s'appelle 1''axe central des 
moments du système de forces (Poinsot) : c'est l'analogue de 
Xaxe spontané glissant de la Cinématique. 

La dénomination d'axe central se trouvera pleinement jus
tifiée si l'on observe qu'à des dislances égales de cette droite 
les couples résultants ont des valeurs égales et que leurs axes 
sont également inclinés sur cet axe OR. 

En effet, de quelque côté qu'on transporte la résultante R à 
une distance x de l'axe central, on trouvera toujours l'axe du 
couple résultant en composant le couple g-avec le couple per
pendiculaire R J , né du transport de la force R. On voit donc 
qu'en s'éloignant de cet axe on trouvera des couples toujours 
plus grands et croissant sans limite; mais chacun d'eux, estimé 
suivant la direction constante de la résultante de translation, 
donne une projection égale au couple minimum g. 

Remarquons pourtant que, quand la résultante de transla
tion est nulle, les couples résultants sont les mêmes pour 
tous les lieux de l'espace, et que leurs axes sont tous paral
lèles. 

En écartant ce cas, les axes de divers couples résultants se 
classent autour de l'axe central en diverses surfaces d'hyper-
boloïdes de révolution, dont cette ligne est l'axe, et qui peu
vent chacune occuper diverses positions en glissant le long de 
cet axe. 

Pour tous les axes qui forment la surface d'un même hyper-
boloïde, ou de tous les hyperboloïdes égaux que nous avons 
définis, les moments maxima ont la même valeur, et ils varient 
d'une série à une autre, suivant les lois que nous avons don
nées ci-dessus. 

Des conditions de l'équilibre. 

Nous avons vu comment on peut, d'une infinité de ma
nières, remplacer par une force et un couple des forces en 
nombre quelconque, appliquées à un solide invariable. Cela 
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posé, comme une force ne saurait, dans aucun cas, faire équi
libre à un couple, il est nécessaire, et aussi suffisant, pour 
l 'équilibre, qu'en prenant pour origine un point quelconque 
et y transportant toutes les forces du système, la résultante R 
de toutes ces forces transportées soit nulle, et que le couple 
résultant G de tous les couples provenant de ces translations 
soit aussi nul. 

Or, les équations qui expriment que la résultante de trans
lation est nulle sont 

X = o, Y = o, Z = o. 

Pour le couple résultant, on a les équations analogues 

L = o, M = o, N = o, 

nécessaires et suffisantes pour que le couple résultant soit nul. 
Nous retombons ainsi sur nos six équations de l 'équilibre, et 
nous les retrouvons sous la forme même qui nous a servi de 
point de départ. 

Rédaction des forces à deux équivalentes. 

Plaçons-nous à une origine quelconque 0 [fig-iZ], trans
portons-y la résultante de translation 11, et arrangeons-nous 
de manière que l 'une des forces P du couple résultant G passe 
également par le point 0 , ce qui est toujours possible d'une 
infinité de façons. Je puis composer les deux forces P et II en 
une seule R^ et il nous restera simplement, outre cette force, 
la deuxième force du couple que je désignerai par II,. Donc : 

THÉORÈME. — Ln système quelconque de forces appliquées ci 
un corps solide peut toujours se réduire à deux forces, dont 
l'une passe par un point pris à volonté dans le corps. 

Si la résultante de translation n'est pas dans le plan du cou
ple, les forces R, et R, ne sont pas dans un môme plan; car, 
pour obtenir R,, on compose la force P, située dans le plan 0R :, 
avec une force R située dans un plan différent (*). 

( * ) II est facile de démontrer que la réduction ne peut pas être poussée plus 
ioin, c'est-à-dire de l'aire voir que deux forces non situées dans le même plan 
n'ont pas de résultante unique. 

Supposons qu'il y ait une résultante et appliquons au sotide une force S égal'1 



CHAPITRE IV. — ÉQUILIBRE DES SOLIDES INVARIABLES. 8 5 

La méthode qui consiste à réduire à deux équivalentes 
toutes les forces qui agissent sur un corps solide, au lieu de 
les remplacer par une force unique et un couple, a été très-
longtemps employée et l'est encore par un très-grand nombre 
d'auteurs. Quant à nous, nous ferons plus volontiers usage de 
la réduction à une force et à un couple, parce que cette mé
thode a l'avantage, très-grand à nos yeux, de mettre bien net
tement en évidence la résultante de translation, force qui 
joue un très-grand rôle dans la Dynamique. 

Il existe une infinité de manières de réduire des forces 
quelconques à deux équivalentes. Cette réduction est analogue 
au mode de représentation du mouvement le plus général d'un 
corps solide par la combinaison de deux rotations non situées 
dans un même plan; et les propriétés géométriques des deux 
systèmes sont identiques. 

Cas d'une résultante unique. — Cherchons maintenant dans 
quels cas nous pourrons avoir une résultante unique. Pour 
que les forces du système puissent être remplacées par une 
force unique équivalente, il faut et il suffit qu'en nous plaçant 
à une origine quelconque, la résultante de translation soit si
tuée dans le plan du couple résultant, ou parallèle à ce plan, 
ce qui est la même chose. 

Supposons, en effet, qu'il y ait une résultante unique ap
pliquée en un point 0 {fig- 25). Cette résultante sera néces
sairement égale à la résultante de translation. Transportons-
nous à un autre point 0'. Puisque nous admettons que toutes 
les forces du système peuvent être remplacées par la force 
unique R, il suffira de transporter cette force à la nouvelle 
origine, c'est-à-dire d'appliquer au point 0 ' deux forces oppo
sés égales et parallèles à R. Nous obtenons ainsi la résultante 

et opposée à cotte résultante ' fig. i!\). I.e système des trois forces K, , R,, S , 
est en équilibre, et nous savons <[ile nous no détruirons pas l'équilibre en intro
duisant des liaisons dans le système. 

Or, nous pouvons, d'une inlinite de manières, mener une droite AH qui r en 
contre R, et K,, sans rencontrer S. 

En supposant que celte droite soit tixe, l'effet des forces R, et R, sera détruit , 
tandis que celui de la force S ne le sera pas. Donc l'équilibre ne saurait exister 
entre ces trois forces. 
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de translation transportée en 0', et un couple (R, R,) que 
nous pouvons déplacer et transformer comme un couple ordi
naire. Mais de quelque manière que nous le changions, son 
plan restera toujours parallèle à la résultante de translation R2. 
D'ailleurs, tout autre mode d'opérer la réduction à une force 
et à un couple en prenant 0 ' pour l'origine ne peut évidem
ment conduire à un résultat différent; donc cette réduction 
des forces du système, effectuée par rapport à une origine 
quelconque, donnera toujours un couple résultant dont le plan 
contiendra la résultante de translation ("). 

Cette condition nécessaire doit en môme temps être consi
dérée comme suffisante : il faut toutefois excepter le cas où la 
résultante de translation serait nulle. Dans ce cas, en effet. 
tout se réduit à un simple couple qui ne saurait être remplacé 
par une force unique, à moins qu'on ne voulût considérer une 
force nulle située à l'infini, ce qui n'a plus aucun sens. 

Cherchons analytiquement les conditions nécessaires pour 
qu'il y ait une résultante unique. 

Prenons trois axes rectangulaires. Pour qu'il y ait une ré
sultante unique R appliquée en un certain point, dont les 
coordonnées soient x,. _>-,, z,, il faut que les projections de 
cette résultante soient égales à X, Y, Z, et que ses mo
ments autour des trois axes soient respectivement égaux à L, 
M, N. Donc on doit avoir, en appelant X,, Y,, Z, les projec
tions de la résultante, et se reportant aux formules de la 
page 8o, 

X = X , Y = YI; Z = Z„ 

, , I ^ z . r . - Y . s , , 
( a i l 

| M = X , ; , - Z,.r;, 
' X = Y , . r , - r , X , . 

* Pour démontrer directement que, si la résultante de translation n'est pas 
dans le plan du couple, il no peut v avoir de résultante unique , nous suppo
serons, en employant un artifice de raisonnement qui nous est déjà connu, I e-
qnilibro établi au moyen d'une force S q;ate et contraire à la résultant1' 
unique ( fig. •.»(>). Puis, menant dans le. plan du couple une droite AB qui ren
contre les deux forces du couple et la force S, sans rencontre,!- R, et considé
rant celte droite comme un axe fixe, nous mettrons nettement en évidence 
l'impossibilité do l'équilibre du système de forces que nous considérons. 
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On a ainsi six équations à six inconnues, mais on sait à 
l'avance qu'il n'est pas possible que ces équations nous don
nent des valeurs déterminées pour x,, y\, zt. En effet, la ré
sultante, si elle existe, peut à volonté être supposée appliquée 
en un point quelconque de sa direction, de sorte qu'il y a au 
moins l'une des trois coordonnées x,, y\, z, qui reste arbitraire. 
Les équations {a) sont donc forcément absurdes ou indéter
minées, au moins quant aux trois inconnues x,, y,, s,. Il est 
facile d'éliminer à la fois les six inconnues. En effet, multi
plions la quatrième équation par la première, la cinquième par 
ia deuxième, la sixième par la troisième, et ajoutons les résul
tats, nous aurons 

LX -4- MY -+- NZ = o, 

équation qui ne contient plus d'inconnue, et qui exprime la 
relation qui doit avoir lieu entre les résultantes partielles X, 
Y, Z et les trois moments partiels L, M, Ts, pour que les trois 
équations précédentes puissent subsister à la fois, et par con
séquent pour que les forces du système aient une résultante. 

Si cette équation de condition a lieu, les valeurs des trois 

coordonnées xv, y,, z, se présenteront sous la forme -•> parce 

que, la résultante pouvant être appliquée à tel point de sa di
rection qu'on voudra, il est impossible que le calcul détermine 
l'un de ces points plutôt que tout autre. Il ne peut donc don
ner que leur lieu géométrique; et les trois dernières équa
tions, en remplaçant X,, Y,, Z, respectivement par X, Y, Z, ne 
sont autre chose que les équations des trois projections de la 
résultante sur les plans coordonnés. 

On pourra alors avoir à volonté un point quelconque de 
cette résultante, en se donnant l'une des coordonnées de ce 
point et déterminant les deux autres au moyen de deux des 
équations de la résultante. 

Il y a cependant un cas dans lequel, bien que la condition 

L X + M Y + N , Z = o 

soit remplie, le calcul ne donnera plus aucun résultat: c'est 
celui où les trois composantes X, Y, Z sont nulles en même 
temps, car on trouve dans cette hypothèse une résultante 
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nulle, située tout entière à l'infini. C'est qu'en effet, dans ce 
cas, les forces du système seront réduites aux trois couples 
dont les moments sont représentés par L, M, N, couples qui 
ne peuvent jamais se réduire qu'à un autre couple. C'est ce 
que devait nous apprendre et ce que nous apprend en effet le 
calcul. 

§ XIV. — EQUILIBRE D'UN SOLIDE QUI N'EST PAS ABSOLUMENT 

LIBRE. — DES MACHINES. 

Lorsque des forces réagissent les unes sur les autres par 
l'intermédiaire d'un corps ou système rigide parfaitement 
libre, il est impossible qu'elles se fassent équilibre, à moins 
qu'elles ne remplissent les six conditions que nous avons 
établies. 

Au contraire, par le moyen des machines proprement dites, 
on peut mettre en équilibre des forces quelconques qui ne 
satisfont pas à toutes les conditions générales. Pour qu'un pa
reil résultat soit possible, il est nécessaire que les corps qui 
constituent les machines ne soient pas entièrement libres, 
mais qu'ils soient gênés par des obstacles. Ces obstacles, en 
rendant impossibles certains mouvements virtuels, dispensent 
par là même les forces du système de vérifier les relations 
correspondantes à ces mouvements. 

En effet, on n'a point oublié que la condition nécessaire et 
suffisante pour l'équilibre des forces agissant sur un système 
donné, c'est que la somme des travaux virtuels de ces forces 
soit nulle, pour tout déplacement compatible avec les liaisons 
du système. 

On peut, dans la théorie de l'équilibre des machines, laquelle 
n'est autre chose que la théorie de l'équilibre des corps gênés 
par des obstacles, considérer les obstacles comme tenant lieu 
des forces égales et contraires à celles qu'ils détruisent actuel
lement; et si l'on conçoit qu'on ait ainsi substitué à la place de 
ces obstacles insurmontables des forces qui représentent leurs 
résistances actuelles, ce n'est plus entre les seules forces direc
tement appliquées qu'il ) a équilibre, mais entre ces forces 
et les résistances. Les six équations de l'équilibre doivent alors 
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avoir lieu entre ces deux groupes de forces, considérés simul
tanément. 

Des machines simples. — Nous réduirons les machines s im
ples à trois principales, qui se distinguent l'une de l'autre par 
la nature de l'obstacle qui gêne le mouvement du corps; ce 
sont : 

i° Le levier, 
20 Le tour ou treuil, 
3° Le plan incliné. 

Dans la première machine, l'obstacle est un point fixe, au
tour duquel le corps a la liberté de tourner en tous sens. 

Dans la deuxième, l'obstacle est une droite fixe, autour de 
laquelle tous les points du corps n'ont que la liberté de tourner 
dans des plans parallèles. 

Dans la troisième, l'obstacle est un plan inébranlable contre 
lequel le corps s'appuie et sur lequel il a la liberté de glisser (*). 

PREMIER CAS. —Équil ibre du levier. 

S'il y a un point fixe dans le système, les seuls mouvements 
possibles sont des mouvements de rotation autour des diverses 
droites qui passent par ce point ; et on écrira que la somme 
des travaux virtuels des forces est nulle pour tout mouvement 
de ce genre, en posant, relativement à trois axes rectangulaires 
quelconques menés par le point fixe, les équations 

L = o, M = o, N = o, 

c'est-à-dire que : 

Pour l'équilibre du levier, il faut et il suffit que la somme 
des moments des forces soit nulle autour de trois axes rec
tangulaires qui se croisent au point d'appui. 

(*) Comme 011 a d'abord considéré cette dernière machine par rapport aux 
corps pesants qu'on retient en équilibre sur des plans inclinés à l'horizon, ou 
lui a dotiné, et elle a gardé le nom de pian incliné. 
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Détermination de la charge de l'appui dans le cas d'un levier 
en équilibre. 

On peut raisonner autrement, de manière à déterminer la 
charge du point fixe, ce qui est très-important dans les appli
cations. 

Pour cela, imaginons à la place du point fixe une force uni
que il, qui remplace la résistance de ce point, et considérons 
le système comme parfaitement libre dans l'espace. Les six 
équations de l 'équilibre devront avoir lieu, si l'on y introduit 
la force inconnue qui représente la réaction de l 'appui. 

Or, cette force, étant appliquée à l'origine, fournira trois 
nouvelles composantes X,, Y,, Z, dans la direction des trois 
axes, et ne fournira aucun couple nouveau dans les trois plans. 

Les six équations de l 'équilibre sont ainsi : 

X - t - X , = o , Y + Y, = o, Z + Z, = o, 

L = o, M = o, N = o. 

Les trois dernières équations ne renfermant pas d'inconnues 
sont les trois véritables conditions de l 'équilibre. 

La charge du point d'appui est, d'après le principe de Newton, 
égale à la résistance R, prise en sens contraire. Donc les com
posantes de cette charge sont 

v v 7 
- V , — I I , ' - - 1 , 

c'est-à-dire précisément 
X, Y, Z. 

Dans l'équilibre du levier, la charge du point d'appui est 
une force égale à la résultante de translation de toutes les 
forces du système. 

DEUXIÈME CAS. — Équilibre du treuil. 

Supposons qu'il y ait deux points fixes dans le système, O, 0 ' 
(Jig. 27), c'est-à-dire que le corps n'ait que la liberté de 
tourner autour de l'axe 0 0 ' . Prenons l'un des points fixes, 0, 
pour origine, et la droite 0 0 ' pour axe des x. Le seul mou-



CHAPITRE IV. — ÉQUILIBRE DES SOLIDES INVARIABLES. g i 

vement virtuel compatible avec l'invariabilité de la droite 0 0 ' 
étant une rotation autour de cette droite, on a, comme unique 
équation d'équilibre, la condition 

L = o. 

Pour l'équilibre du treuil, il faut et il suffit que la somme 
des moments des forces pur rapport à l'axe fixe soit nulle. 

Charges desappuis. — L'équation L = o exprime la condition 
nécessaire et suffisante pour que toutes les forces du système 
soient réductibles à deux équivalentes, appliquées respecti
vement aux points 0 et 0 ' . 

Les réactions R,, R2 des points d'appui sont égales et 
opposées à ces deux forces, et les six équations de l'équilibre 
doivent être satisfaites, si l'on joint aux forces données ces 
deux réactions inconnues. 

Soient [fig- 28) X,, Y,, Z„ X,, Y„ Z, les composantes de 
ces deux forces, à la distance 0 0 ' ; on a 

X-+-X ! + X3=:0, 
Y + Y , - f - Y , = o, 
Z + Z: + Z , = o; 

L = o, 
M —«Z, = o, 
N -1- «Y, = o. 

Parmi ces six équations, la quatrième ne contient pas d'in
connues; c'est l'équation d'équilibre que nous avons déjà 
établie directement. 

Quant à ce qui regarde les réactions, on tire aisément du 
système précédent les valeurs de Y?, Y,, Z2, Z,; mais ce même 
système détermine seulement la somme X, + X2 des com
posantes longitudinales des actions des supports. 

Pour comprendre à quoi tient cette indétermination, re
marquons que les points 0 et 0 ' , qu'on peut supposer réunis 
par une tige rigide, se prêtent un appui réciproque, de manière 
que chacun d'eux a toujours, ou par lui-même ou par le secours 
de l'autre, la résistance dont il a besoin pour l'équilibre, 
pourvu que la somme de ces résistances suit suifisante. On ne 
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peut donc pas demander, et il est impossible que le calcul 
détermine des valeurs particulières pour deux résistances qui, 
passant en tout ou en partie de l'un à l'autre point, se con
fondent en une seule et même résistance. On comprend donc 
que nous ne puissions tirer de nos formules que la valeur de 
la somme ou de la résultante que nous devrons supposer 
appliquée au point de l'arbre où se trouve placé un obstacle 
destiné à s'opposer à tout déplacement dans le sens de la lon
gueur de l'arbre (*;. 

TROISIÈME CAS. — Equilibre du plan incliné. 

Prenons le plan fixe pour plan des xy. Il n'y a pas à se pré
occuper de la composante Z qui tend à faire sortir le corps du 
plan; mais il faut que l'on ait pour l'équilibre 

X = o, Y = o. 

Les couples L et M tendraient aussi à faire sortir le corps 
du plan; donc il faut simplement aux équations précédentes 
ajouter la condition 

N = o. 

Il y a en tout trois équations d'équilibre. Elles expriment 
que les forces données sont susceptibles d'être remplacées par 
une force unique (**), perpendiculaire au plan. 

Charges des points d'appui. — Le corps repose sur le plan 
par un certain nombre de points. Voyons si nous pourrons dé
terminer les charges de ces divers points. 

''*) Rappelons, avant de quitter ce sujet, que la détermination ([lie """^ 
venons de l'aire des pressions exercées sur des appuis par un corps qui n'a que 
la liberté de tourner autour d 'un axe lixe, suppose essentiellement que nous 
considérons le cas où ce corps est en équilibre. L'état de mouvement modifie 
profondément les pressions dont nous venons d'écrire les valeurs statiques. 1 
se produit alors un grand nombre de phénomènes dont quelques-uns sont de 
la plus haute importance au point de vue des applications pratiques. Vous au
rons plus tard à nous étendre longuement sur cet ordre de questions. 

(**! Les équations X = o, Y = o, N = o entraînent elleetivement la vérifi
cation de la condition nécessaire et suffisante pour l'existence d'une résultante 
unique, à savoir 

LK + M Y + : \ Z = o. 
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Nous savons que quand un corps repose sur un plan sur 
lequel il a la liberté de se mouvoir, il se développe en chaque 
point de contact une réaction normale à la surface, c'est-à-dire 
parallèle à notre axe des z. Si donc nous appelons xh r, les 
coordonnées de l'un quelconque des points d'appui, Z, la 
réaction de ce point, les équations de l'équilibre seront 

X = o, 
Y = o, 

Z + ^ Z; = O, 

L + ^ Z,n = o, 

M — JV Z, Xi = o, 

N = o. 

Nous avons trois équations seulement pour déterminer les 
charges de tous les points d'appui, et il faut distinguer plusieurs 
cas. 

i° S'il n'y a qu'un point d'appui, et par suite qu'une seule 
réaction Z,, on pourra l'éliminer entre les trois équations où 
elle figure. On aura deux nouvelles équations de l'équilibre, 
et une autre relation pour déterminer Z:. 

2° S'il y a deux points d'appui, il y a une nouvelle équation 
d'équilibre, et les charges de ces points sont encore déter
minées. 

3" S'il y a trois points d'appui, il n'y a plus de nouvelle équa
tion de l'équilibre, les trois équations étant nécessaires pour 
déterminer les trois réactions. 

4° Supposons enfin qu'il y ait un plus grand nombre de points 
d'appui. Dans ce cas, les charges de chacun de ces points 
sont inderminées, puisqu'elles doivent seulement satisfaire 
aux trois équations 

Z +2 Z < = °> 

L -+- 2 bn = °> 

M — ^ Z , . r , = o, 
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de sorte qu'on pourra se donner les pressions de tous les 
points d'appui, hors trois, que les équations précédentes per
mettront de calculer. 

Nous trouvons, d'après les principes établis ci-dessus, que 
les pressions sont indéterminées lorsqu'il y a plus de trois 
points d'appui; d'un autre côté, en considérant à priori un 
corps appuyé contre un plan par un nombre quelconque de 
points, et tenu en équilibre par une force normale à ce plan, 
il nous parait évident que chaque point de contact doit être 
actuellement pressé, et que, s'il est pressé, c'est avec une 
certaine force tout à fait déterminée, ce qui serait absurde au
trement; et de là il résulte une espèce de paradoxe assez 
difficile à expliquer. 

L'indétermination est réelle dans le cas idéal où l'on con
sidère un corps parfaitement rigide et inflexible, reposant sur 
un plan dont la résistance est pareillement indéfinie. Cette 
indétermination est du même ordre que celle qui règne sur le 
partage de la réaction longitudinale entre les deux tourillons 
d'un treuil. 

Les choses se passent tout différemment dans la nature. Les 
réactions des points d'appui ont des valeurs parfaitement dé
terminées; seulement ces valeurs sont déterminées par autre 
chose que les équations générales de l'équilibre. Tous les 
corps sont plus ou moins flexibles et déformables; et, lorsqu'ils 
sont pressés sur un plan, la distribution de la pression entre 
les points d'appui a lieu en vertu des trois équations générales 
fournies par la Statique rationnelle, et des conditions qui, dans 
chaque cas particulier, résultent des propriétés physiques 
spéciales du système que l'on étudie. 

Considérons une locomotive à six roues, conformément au 
type le plus répandu. Il est très-important de connaître les 
charges spéciales de chaque essieu, puisque nous savons que 
la puissance de la locomotive est en raison seulement de la 
fraction de son poids supportée par l'essieu moteur, et par 
les essieux, s'il y en a, dont les roues sont couplées avec les 
roues motrices. Or ces charges sont parfaitement déterminées, 
et on peut les mesurer en plaçant la locomotive sur un système 
de six petites bascules indépendantes, dont chacune supporte 
une roue et est maintenue en équilibre par un poids spécial. 
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Ce qu'il y a de curieux, c'est qu'on est le maître de modifier 
dans une certaine mesure les pressions individuelles qui 
s'exercent sur chacune des bascules; il suffit de serrer ou de 
desserrer l'un des écrous des ressorts de suspension. Les 
réactions pourront ainsi prendre divers systèmes de valeurs; 
mais : 

i" Ces valeurs, dans chaque cas, seront toujours parfaitement 
déterminées ; 

2° Les divers systèmes satisferont toujours aux équations 
générales de l'équilibre (*). 

Des machines composées. 

Les machines les plus compliquées peuvent toutes être 
ramenées aux éléments simples que nous venons d'étudier. 
En les décomposant en leurs éléments simples, on trouvera 
dans tous les cas les conditions d'équilibre et les tensions 
des divers lieux. 

Quand on voudra seulement la condition d'équilibre, la 

(*) Supposons la condition d'équilibre satisfaite, et toutes les forces agissant 
sur la locomotive réduites à la force verticale P (jïg. 29). En vertu de la symé
trie, on peut considérer toutes les forces comme agissant dans le plan médian 
de la machine, et cela posé 011 a, entre la résultante P et les trois réactions, les 
deux équations 

Z,-r-Z.-+-Z.,— P = o. 

« 7 , - 4 / 3 - ^ = 0, 

en prônant les moments par rapport a l'essieu médian O, 
Dans les machines à balancier, la constitution du système est telle, que la ré

partition des pressions, au lieu d'être livrée au gré du mécanicien, se l'ait suivant 
des règles imposées au constructeur. 

La machine repose sur ses trois essieux par l ' intermédiaire de trois balanciers 
dont les bras sont inégaux, r., r ; . r, étant les rapports respectifs des bras. 

Soit Ç l'effort qui s'exerce en a-, on a en a', et par suite en c, rx'Ç\ en c' et 
t*n b, r, /•, ; ; enlin en b\ /\/\,r.'Ç. Puis 

iNos équations déterminent ; et l'ont connaître une relation à laquelle le> 
rapports rl} ; , . /•., doivent satisfaire; deux de ces rapports sont encore a uotn1 

disposition; et par exemple, s'il s'agit d'une machine a trois essieux couples, on 
pourra faire en sorte que les charges des trois essieux soient égales. 



9 6 PREMIÈRE SECTION. — STATIQUE. 

méthode la plus simple et la plus directe est fondée sur l'appli
cation du théorème du travail virtuel, ainsi que nous l'avons 
dit. 

Nous réservons l'étude des machines les plus usuelles pour 
la deuxième Section de ce volume, afin d'introduire tout de 
suite dans la théorie le calcul des résistances passives, dont 
nous n'avons pas encore donné la définition. 
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CHAPITRE Y. 

APPLICATIONS DE LA STATIQUE. 

§ XV. — ÉQUILIBRE DES CORPS PESANTS. 

En exposant la Statique générale, nous avons fait abstrac
tion de la pesanteur, ou plutôt nous avons regardé le poids 
de chaque élément matériel comme une force directement 
appliquée à cet élément, et devant, au même titre que toutes 
les autres forces extérieures, figurer par ses projections et ses 
moments dans les équations générales de l'équilibre. 

Dans les applications, il y a lieu de distinguer de toutes les 
autres cette force particulière qui joue un grand rôle dans 
loiites les machines, puisque son action s'exerce nécessaire
ment sur toutes les pièces mobiles que l'on peut avoir à con
sidérer. 

Ce paragraphe est consacré à l'étude spéciale de la pesan
teur. 

Définition de la pesanteur ou gravité. 

Les corps abandonnés librement à eux-mêmes dans le voi
sinage de la surface de la terre ne restent pas en repos, 
comme le voudrait la loi de l'inertie s'ils n'étaient soumis à 
aucune action. Ils tombent, c'est-à-dire qu'ils se mettent en 
mouvement dans une certaine direction. Nous en concluons 
qu'il existe une force agissant sur eux dans cette direction. 
Cette force a reçu le nom de pesanteur ou gravité. Sa direc
tion s'appelle la verticale. 

Nous n'avons pas à nous occuper pour le moment des 
causes assez compliquées qui produisent la pesanteur; tout 
•ce que nous pouvons faire, c'est d'en étudier expérimentale
ment les effets, en commençant par faire une étude grossière 
du phénomène dans ce qu'il a de plus apparent, aiin d'en 
avoir une première idée, et de reconnaître quels sont les 

II. 7 
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points qui mériteront plus lard des recherches plus approfon
dies, quand nous tiendrons à nous rendre compte des nuances 
les plus délicates du phénomène. 

L'étude des lois de la pesanteur a été faite pour la première 
fois par Galilée. On peut regarder comme un fait d'observa
tion que, dans un même lieu, l'accélération imprimée par la 
pesanteur à un corps est constante, quel que soit le corps 
soumis à l'expérience, pourvu qu'on ait bien soin de sous
traire ce corps, autant que possible, à l'action de toutes les 
autres forces qui pourraient masquer ou contrarier l'effet que 
l'on étudie; nous avons désigné cette accélération par g, de 
sorte que le poids d'un corps, c'est-à-dire l'action de la pesan
teur sur ce corps en particulier, est liée à la masse de ce 
corps par la formule 

p :-- mg. 

Si donc nous considérons un corps solide de dimensions 
finies, quoique assez petites relativement à celles du globe 
terrestre, l'effet de la pesanteur sera d'attacher, pour ainsi 
dire, à chacun des points matériels qui constituent ce corps, 
une force proportionnelle à la masse de ce point. Ces forces 
pourront être regardées comme étant toutes parallèles et de 
même sens; elles ont donc une résultante unique, c'est-à-dire 
qu'il existera dans chaque position du corps solide une cer
taine force qui, convenablement appliquée, s'opposerait à 
tout mouvement qui tendrait à se produire en vertu de l'ac
tion de la pesanteur seule sur ce corps. 

Nous avons dit qu'une résultante, force essentiellement fic
tive, n'avait pas, en général, de point d'application déterminé. 
On peut à volonté la supposer appliquée en un point quel
conque du corps solide, situé sur sa propre direction. Cepen
dant, dans le cas où l'on ne considère que des forces parallèles 
et de même sens, il y a sur la direction de leur résultante un 
point remarquable connu sous le nom de centre des forces 
parallèles, qui se distingue des autres points d'application 
fictifs par des propriétés particulières. C'est ce point qu'on a • 
l'habitude de considérer comme le point d'application de la 
résultante des forces parallèles ; chose qui, d'ailleurs, ne pré
sente pas d'inconvénient, puisqu'on doit toujours sous-en-
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tendre qu 'une force quelconque, appliquée en un point d'un 
corps solide en équilibre, peut être transportée où l'on voudra 
sur sa direction, sans que l'équilibre soit rompu. Voici la défi
nition et les propriétés du point dont nous parlons. 

Centre des forces parallèles. 

Pour composer un système quelconque de forces paral
lèles, F, F' , F' ' , V" {fi g. 3o), appliquées aux divers points A, 
B, C, D, . . . d'un corps solide, on peut procéder de la manière 
suivante. 

Composons d'abord les forces F et F ' ; elles ont une résul 
tante R,, qui leur est parallèle, égale à leur somme, et dont la 
direction passe par un point 0 , de AB, tel qu'on ait 

AOi _ F ' 
BO, — F " 

Supposons cette résultante R, appliquée en 0 , , et compo
sons-la avec la force F", nous aurons la résultante R-.. des trois 
forces F, F' , F". En composant R, avec F'", nous aurons la r é 
sultante des quatre forces F, F ' , F", F'", etc. 

Les positions des points 0 , , 0: qu'on peut considérer 
comme les points d'application des résultantes partielles R,, 
R2,..., et par suite celle du point d'application 0 de la r é su l 
tante définitive R, ne dépendent en aucune manière de la 
direction des forces; la connaissance des points A, R, C , . . . , 
auxquels les forces F, F ' , F", sont appliquées, et des rap
ports de grandeur de ces forces, suffit pour déterminer les 
points 0 , , 0 2 , . . . , 0 . On en conclut que si l'on changeait la 
direction des forces données, en les laissant toujours paral
lèles à el les-mêmes et leur conservant leurs grandeurs respec
tives ainsi que leurs points d'application A, B, C, 1),. . . , le point 
d'application 0 de la résultante ne changerait pas. Ce point 0 , 
par lequel passe constamment la direction de la résultante 
d'un système de forces parallèles, de quelque manière qu'on 
incline les composantes par rapport à leur direction primitive, 
se nomme le centre du système des forces parallèles. 

Rien n'est plus facile que de trouver les coordonnées de ce 
point. Prenons un système quelconque d'axes rectangulaires. 

7-
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Soient x, y, z les coordonnées du point d'application de l'une 
des forces F du système dont la direction est arbitraire. 
Soient de même x,, y\, z, les coordonnées du point d'applica
tion de la résultante R de ces forces. 

On a d'abord 

Donnons aux forces une direction parallèle à l'axe des z, et 
exprimons que le moment de la résultante, par rapport à l'axe 
des y, est égal à la somme des moments des composantes. Le 
moment de la résultante est lix, ; le moment de la force F 
est Fx; donc on a 

R x, = 2 F x, 

d'où l'on tire 

et par analogie 

F.r 

F;>' 

PF 

2F* 
2F 

Centre de aravité 
t>' 

Dans le cas où les forces parallèles appliquées au solide in
variable sont les actions de la pesanteur sur les différent-
points matériels qui le composent, le centre des forces paral
lèles prend le nom de centre de-gravité. Nous ne pouvons pas, 
il est vrai, changer à volonté la direction de la pesanteur 
comme nous avons supposé qu'on le faisait pour arriver à la 
notion du centre des forces parallèles; mais nous pouvons 
faire quelque chose d'équivalent, en changeant la position 
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du corps, ou en le tournant successivement de différentes 
manières. 

Désignons par p le poids d'une molécule quelconque du 
solide; par x, y, z les coordonnées de cette molécule; par .r,, 
y,, z, les coordonnées du centre de gravité; enfin par P le 
poids total du solide; nous aurons, pour déterminer x,, y,, z, 
les relations 

^px ^py ^pz 

Notre définition du centre de gravité est très-vicieuse, car 
elle semble subordonner l'existence de ce point à celle d'une 
résultante des actions de la pesanteur, actions qui ne sont pa
rallèles et proportionnelles aux masses que quand le corps 
est très-petit. En outre, s'il s'agit d'un corps liquide, mou, dé-
formable en un mot, ou même d'un ensemble de corps indé
pendants l'un de l'autre, comme le sont, par exemple, la Terre 
et la Lune, la résultante des actions de la pesanteur n'a plus 
aucun sens; et il n'y a plus de centre de gravité, si l'on donne 
à ce mot la signification qui résulte de notre définition. 

Il est indispensable, au point de vue des applications à la 
Dynamique, où le centre de gravité (ou, comme dit Euler, le 
centre d'inertie) joue un si grand rôle, de donner une défini
tion plus nette de ce point. Or, si nous représentons par m la 
niasse de la molécule dont le poids est p, par M la masse totale 
du corps, nous pourrons, si le corps est petit, c'est-à-dire si le 
centre de gravité, défini comme nous l'avons fait, existe, rem
placer p par m g, et P par M g-; en supprimant alors le fac
teur g commun aux deux termes de chacune des fractions pré
cédentes, nous arriverons aux formules 

^ mx ^ my >? mz 

(*) On (-nonce ordinairement ces équations en disant que la distance du 
centre de gravite d'un système quelconque de corps, à un plan, est égale à la 
somme des moments des masses, par rapport au plan, divisée par la somme de toutes 
les masses, en entendant par le moment d'une masse le produit de celle tuasse 
par la distance de son centre de gravité au plan que l'on considère. 
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Nous observerons que ces dernières formules ne ren
ferment plus de traces de l'action de la pesanteur, que nous 
avions considérée pour arriver à la notion du centre de gra
vité. Donc, le point défini par ces nouvelles formules existera 
toujours ; c'est lui que nous appellerons centre de gravité d'un 
système solide invariable quelconque. Ce ne sera le point 
d'application de la résultante des actions de la pesanteur, que 
si le corps est suffisamment petit. 

En même temps, cette définition s'étend sans difficulté au 
cas d'un système variable quelconque ou d'un ensemble de 
masses situées comme on voudra dans l'espace. 

Nous ne donnerons dans cet ouvrage aucun détail sur la re
cherche des centres de gravité. Cette question est tout à fait 
du domaine de l'Analyse. 

Travail de la pesanteur. 

Supposons qu'un système matériel pesant quelconque soit 
en mouvement; la considération du centre de gravité fournit 
une expression simple du travail dû à l'action de la pesanteur 
sur les diverses parties de ce système. 

Soient p le poids d'une molécule quelconque, z la distance 
de cette molécule à un plan horizontal supérieur, au commen
cement du temps pendant lequel on veut évaluer le travail. 
Soient de même P le poids total du système, et zt la distance 
du centre de gravité au même plan horizontal. 

Le travail de la pesanteur sur la molécule que nous consi
dérons est pdz, soit, pour tout le corps, 

^pdz. 

Or, on a trouvé 

d'où, en différentiant, 

^pdz = Prfz,. 

Donc, le travail de la pesanteur sur le système est égal au 



CHAPITRE Y. — APPLICATIONS DE LA STATIQUE. I o 3 

travail que développerait une force égale au poids total P du 
système, appliquée à son centre de gravité. 

De là nous pouvons déduire an théorème important. 

Loi générale de Véquilibre des corps pesants. 

Supposons un système matériel, formé de corps pesants 
liés l'un à l'autre d'une manière quelconque, soumis à la seule 
action de la pesanteur, et reposant sur des appuis fixes quel
conques. 

D'après le théorème du travail virtuel, pour qu 'un pareil sys
tème soit en équilibre, il faut et il suffit que la somme des tra
vaux virtuels des forces extérieures, en ne tenant compte ni 
des liaisons, ni des appuis fixes, soit nulle pour tout déplace
ment compatible avec les liaisons du système. Or, dans le cas 
que nous considérons, le travail des forces extérieures se ré 
duit au travail de la pesanteur; donc, il faut pour l 'équilibre 
que l'on ait 

Paz , = o, 

P désignant le poids total du système, ôz, le déplacement du 
centre de gravité suivant la verticale. Donc on doit avoir 

ôz, = o, 

et l'on peut énoncer le remarquable théorème que voici : 

THÉORÈME. — Pour qu'un système pesant quelconque soit en 
équilibre, il faut et il suffit que pour tout mouvement compa
tible avec les liaisons, le centre de gravité reste dans un 
même plan horizontal ( * j . 

On peut satisfaire de trois manières à cette condition. En 
général, il résulte des liaisons existant dans le système, que 
le centre de gravité ne peut se mouvoir que sur une certaine 
courbe ou une certaine surface. Il y aura équilibre, si le cen-

'*) Ce théorème important, conséquence directe du théorème du travail vir
tuel, no doit être considéré comme rigoureusement démontré que dans les cas 
particuliers où nous avons démontré ce théorème fondamental, c 'est-à-dire 
quand les liaisons se réduisent aux genres tout spéciaux que nous avons consi
dérés. I.e cas général est en dehors du plan de ee Cours. 
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tre de gravité se trouve au point le plus haut, ou au point le 
plus bas de la courbe ou de la surface qu'il peut parcourir, 
ou s'il est assujetti à rester toujours dans un même plan ho
rizontal. 

Nous aurons à revenir plus tard sur ces trois cas d'équili
bre essentiellement différents. Dans le premier cas, on dit que 
l'équilibre esl instable, parce que le système, écarté de sa po
sition d'équilibre, tendrait à s'en écarter davantage pour ten
dre vers une autre position; dans le second cas, l'équilibre 
est dit stable, parce que le système, écarté un peu de sa po
sition d'équilibre, tend à y revenir. Enfin, lorsque le centre 
de gravité se meut sur un plan horizontal, le système est en 
équilibre dans toutes ses positions. On dit à cause de cela que 
l'équilibre est indifférent. L'équilibre est encore indifférent 
quand le centre de gravité reste absolument fixe dans toutes 
les positions du système. 

Ponts-levis à flèches. — On trouve une application de ce qui 
précède dans la construction des ponts-levis à flèches (fig. 3i). 
Le tablier AB du pont est mobile autour d'un axe horizontal A; 
deux chaînes BC partent des deux côtés du tablier, et vont 
s'attacher aux extrémités de deux flèches CQ, formant un cadre 
mobile autour d'un axe horizontal E; un contre-poids Q, sup
porté par les deux flèches, sert à équilibrer le poids du ta
blier. On prend la distance EC = AB, et on donne aux deux 
chaînes BC une longueur égale à AE, de sorte que la figure 
ABCE est un parallélogramme dans toutes les positions que 
l'on peut donner au système, en faisant tourner les flèches au
tour de l'axe E et le tablier autour de l'axe A, sans que les 
chaînes BC cessent d'être tendues. Il en résulte que dans un 
pareil mouvement, l'angle dont le tablier tourne autour de 
l'axe A est toujours égal à l'angle dont les flèches tournent en 
même temps autour de l'axe E. Soit G le centre de gravité du 
tablier, G'celui des flèches et du contre-poids. Le poids Q est 
choisi de manière que EG' soit parallèle à AG. Il est aisé de 
voir que l'on peut s'arranger de manière que le centre de gra
vité de tout le système se trouve toujours en un point 0 situe 
sur la droite AE. 

Le pont-levis ainsi constitué est en équilibre dans toutes les 
positions qu'on peut lui donner. 
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Ponts-levis à sinusoïdes. — Au lieu d'accrocher les chaînes 
qui supportent le tablier d'un pont-Ievis à des-flèches munies 
d'un contre-poids, on peut faire passer des chaînes sur des 
poulies placées au-dessus du tablier, et suspendre à leurs ex
trémités des contre-poids destinés à équilibrer le poids au 
tablier {Jig. 32). On peut, en outre, obliger ce contre-poids à 
glisser le long de courbes fixes, afin que la tension de chaque 
chaîne varie suivant que le tablier du pont est plus ou moins 
relevé. Si l'on détermine ces courbes fixes de telle manière que 
le centre de gravité du tablier, des chaînes et des contre-poids 
reste toujours sur un même plan horizontal, le pont-Ievis sera 
en équilibre indifférent dans toutes les positions qu'on voudra 
lui faire prendre. 

Nous avons négligé le frottement; il est d'ailleurs évident 
que si un pont-Ievis est disposé de manière à être en équili
bre indifférent dans toutes les positions qu'on peut lui don
ner, en supposant qu'il ne se développe de frottement dans 
aucune de ses parties, il restera à plus forte raison en équili
bre dans chacune de ces positions, lorsque les frottements 
exercent leur action. 

| XVI. — DES CORDES ET DU POLYGONE FUNICULAIRE. 

Des cordes. — Au point de vue de la Mécanique rationnelle, 
les cordes, fils ou cordons doivent être considérés comme in
définiment résistants et flexibles, absolument inextensibles, 
enfin comme dénués de pesanteur. (Je ne dis pas dénués de 
masse, car la masse n'a rien à faire dans les questions de Sta
tique proprement dite.) 

Tension d'un cordon. — Considérons {Jig. 35) une portion 
rectiligne de cordon, de longueur finie ou infiniment petite, 
en équilibre sous l'action de deux forces qui tirent ses deux 
exlrémités. La condition nécessaire et suffisante pour l'équi
libre est que les deux forces soient égales, contraires, directe
ment opposées, et qu'elles tendent à allonger le cordon. De 
là les remarques suivantes : 

i° Les forces extérieures satisfont d'elles-mêmes aux con
ditions générales de l'équilibre, absolument comme si elles 
étaient appliquées à un corps solide. 
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20 La flexibilité du système impose une deuxième condi
tion, c'est que te cordon soit tendu en ligne droite dans la di
rection commune des deux forces. On dit alors que les forces 
se l'ont équilibre par l'intermédiaire de la tension du cordon. 

3° Enfin, pratiquement, il y a une dernière condition tout 
aussi indispensable que les précédentes, c'est que le cordon 
soit assez solide pour résister à l'effort qui tend à le rompre. 

Imaginons le cordon coupé quelque part en C ; la portion AC 
est en équilibre sous l'influence de la force P et de l'action 
de l'autre partie BC du cordon. Il faut donc que cette par
tie BC tienne lieu d'une force égale et directement opposée 
à P. Cette force est ce que l'on appelle la tension du cordon. 
Ici cette tension est constante dans toute l'étendue AB. 

En général, on appelle tension d'une corde en un point C, 
la force qu'il faudrait appliquer en ce point pour maintenir 
l'une des portions de la corde en équilibre, l'autre portion 
étant censée supprimée, En vertu du principe de Newton, la 
réaction de AC sur BC est égale et contraire à l'action de BC 
sur AC. On confond donc, sous le nom de tension du cor
don AB au point C, deux forces égales et contraires, qui se 
détruisent immédiatement au point C, dans l'équilibre de 
l'ensemble, mais qu'il devient nécessaire de considérer iso
lément, quand on étudie l'équilibre des deux portions sépa
rées. 

On peut mesurer la tension d'une corde en la coupant effec
tivement en un point, et interposant un dynamomètre entre 
les deux parties. 

Equilibre d'un nœud réunissant plusieurs cordons. 

Considérons maintenant un nœud réunissant trois cordons 
(Jig.36). 

Il faut, pour l'équilibre de chaque cordon AD, qu'il y ait 
une force F dirigée dans le sens de la direction du cordon. 
Cette force fait connaître la tension de ce cordon, et il faut 
pour l'équilibre, conformément à ce que nous venons de voir, 
que les actions des deux autres cordons au point A aient une 
résultante égale et opposée à la force F. 

Les forces F, F,, F,, c'est-à-dire les tensions /, /,, t-,, trans-
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portées au point A, doivent donc se l'aire équilibre. Ainsi, la 
tension t\ doit être dirigée dans le plan F, F, suivant le pro
longement de la diagonale du parallélogramme construit sur 
les tensions t, tt) et représentée par la longueur de cette dia
gonale. Le triangle ABE nous donne 

_ sinBAE 
' - ' ' s ï ï ï T B Ë A ' 
. t sin ABE 

*' ~~ h shTBËA '' 

les tensions t et t{ sont d'autant plus grandes que sin BEA est 
plus petit. Elles deviennent toutes deux infinies pourBEA=-o, 
ou DAE = 180 degrés. 

Quelque petite que soit une force t, s'exerçant oblique
ment sur un cordon CD, il est donc impossible de tendre ce 
cordon en ligne droite. 

Supposons maintenant {fig- ?>~ ) que nous ayons un cordon 
unique, et au point A un anneau dans lequel ce cordon puisse 
librement glisser; le cordon est tiré des deux côtés par des 
forces F,, F2; l'anneau lui-même est soumis à l'action d'une 
force F. Cherchons les conditions d'équilibre. Fixons deux 
points quelconques C, D du cordon, l'un à gauche de l'an
neau, l'autre à droite. Dans son mouvement virtuel, le point A, 
d'après les liaisons introduites, ne peut que décrire une el
lipse dont les points C et D seront les foyers. Il faut donc, 
pour l'équilibre, que la force qui agit sur l'anneau soit nor
male à cette ellipse, c'est-à-dire bissectrice de l'angle CAD. 

En appliquant les formules posées précédemment à ce cas 
particulier, on trouve 

F sin - „ 
„ ? F 

F l = = F 2 = ^ = , 
sina 1 

2 cos - a 
2 

a étant l'angle CAD, et F la force exercée sur l'anneau. 
Nous concluons de là que si l'anneau est remplacé par un 

point fixe, la tension du cordon est la même de part et d'au
tre du point ou de l'anneau fixe, et la réaction de ce point 
fixe partage en deux parties égales l'angle des deux cordons. 
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Polygone funiculaire. — Considérons maintenant le cas gé
néral de l'équilibre d'un cordon soumis à l'action d'un nom
bre quelconque de forces (ftg. 38). 

D'après ce que nous avons vu, le cordon prendra la forme 
d'un polygone dont les sommets seront les points d'applica
tion de ces forces. C'est ce qu'on appelle le polygone funicu
laire. 

Soient A,, A3, A 3 , . . . les sommets du polygone funicu
laire; F,, F2, F.,,. . . les forces appliquées à ces différents points. 

Pour qu'il y ait équilibre, il faut évidemment qu'il y ait une 
certaine force F„ appliquée dans la direction du premier côté 
du polygone (ou un point fixe remplaçant cette force); la ten
sion T0 de ce premier côté est égale à la force F. Pour qu'il 
y ait équilibre au point A,, il faut que la tension T, du second 
côté soit égale et directement opposée à la diagonale du pa
rallélogramme construit sur la force F, et sur la tension T, 
appliquée en A,. De môme, pour que le point A» soit en équi
libre, il faut que la tension T2 du côté A2A3 soit égale et 
opposée à la diagonale du parallélogramme construit sur la 
force F2, et sur la tension T: appliquée en A,. Enfin, pour que 
le dernier sommet soit en équilibre, il faut qu'il y ait, appli
quée au prolongement du cordon, une force égale et opposée 
à la diagonale du parallélogramme construit sur la force F„ et 
la tension T„_, appliquée au point A„. 

Polygone de Varignon {fig. 3cj). — Toutes ces conditions 
d'équilibre du polygone funiculaire peuvent s'exprimer sim
plement par une construction géométrique élégante due à 
Varignon. 

Parmi point 0 quelconque de l'espace, menons une ligne OB, 
égale et parallèle à F„ ou à T„, par le point B„ une ligne B„Bi 
égale et parallèle à F,. La ligne B,0 représente la tension T,. 
Si par le point B( je mène B,B2 égale et parallèle à F2, en joi
gnant OB, j'aurai la tension T,. En continuant ainsi, j'arri
verai à une ligne B„_2B„__, égale et parallèle à F„_, ; OB„_, sera 
égale à T„_, ou à F„. En opérant ainsi, nous n'avons fait que 
construire le polygone des forces F„, F,, F„. Il faut donc, pour 
l'équilibre, que ce polygone soit fermé. On vérifie ainsi la loi 
en vertu de laquelle les équations de l'équilibre doivent exis
ter entre les forces extérieures seules, quelle que soit la 
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constitution du système soumis à leur action. Telle est la pre
mière condition de l'équilibre du polygone funiculaire. Si 
cette condition n'est pas remplie, il sera impossible de trouver 
une forme convenable. 

Deuxième condition. — En ayant égard aux propriétés des 
cordons tendus, il faut, pour l'équilibre, que les directions des 
côtés du polygone soient parallèles respectivement aux droites 
0B„, OB,, OB 3 , . . . , partant du point 0 dans le polygone de 
Varignon. 

Troisième condition. — Enfin, il faut que chaque côté puisse 
résister à la tension qu'il supporte, tension qui est encore 
donnée par le polygone de Varignon. 

Ces trois genres de conditions, également nécessaires pour 
l'équilibre, se retrouveront dans toutes les questions de Sta
tique appliquée. 

Si nous remplaçons les forces F,, F-,. . par des anneaux, la 
tension devra être la même dans toute l'étendue du cordon, 
et les forces exercées par les anneaux devront bissecter l'angle 
dés deux côtés du polygone, adjacents au sommet où chacune 
d'elles est appliquée. Ces forces sont données par les formules 

R = aTcos - cf., 

T étant la tension constante, y. l'angle de deux côtés adjacents 
du polygone. 

Considérons (//g-4°) trois sommets consécutifs A, B, C 
tels, que l'on ait AB = BC. Par ces trois points faisons passer 
une circonférence, et menons le diamètre BD. Nous aurons 

COS --. y. 

Donc, si nous avons un polygone funiculaire appuyé sur des 
points fixes et tels que les cordons soient égaux, la réaction 
en chaque point pourra être représentée par l'inverse du dia
mètre BD du cercle passant par ce point et les deux sommets 
adjacents. 

Nous concluons de là que si le polygone est tendu sur une 
courbe, la réaction peut être représentée en chaque point psi' 
l'inverse du rayon du cercle oscillateur de la courbe, c'est-à-
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dire parla courbure. Si le cordon, au lieu d'être tendu sur une 
courbe, est tendu sur une surface, c'est-à-dire tiré par ses ex
trémités, la partie intermédiaire s'appuyant sur une surface 
fixe, nous aurons encore la condition que la tension du cordon 
soit la même dans toute son étendue, et par conséquent que 
les deux forces extérieures appliquées à ses extrémités soient 
égales et contraires. De plus, considérons deux éléments con
sécutifs du cordon; ils devront être en équilibre sous l'in
fluence de leur tension et de la réaction de la surface. Or, 
pour que trois forces soient en équilibre, il faut en premier 
lieu qu'elles soient dans un même plan. Donc, le plan des deux 
côtés consécutifs du cordon, ou le plan oscillateur de la courbe, 
doit être normal à la surface. Donc, enfin, le cordon doit 
s'appuyer sur la surface par une ligne dont le plan oscu-
lateur soit constamment normal à la surface. On sait que cette 
propriété définit la ligne la plus courte qu'il soit possible de 
tracer sur la surface entre deux quelconques de ses points; 
c'est la ligne géodésique, et la réaction de la surface est en 
raison inverse du rayon de courbure de cette ligne en chaque 
point. 

La théorie qui précède s'applique à la poulie fixe, à la poulie 
mobile, aux diverses combinaisons de poulies mobiles dites 
mou/les ou palans, etc. 

Cas d'un polygone chargé de poids. 

Etudions spécialement le cas où les forces appliquées aux 
divers sommets sont parallèles et verticales (à l'exception des 
deux extrêmes qui sont toujours dirigées suivant les prolon
gements du premier et du dernier côté du polygone), de façon 
qu'on puisse considérer ces forces comme autant de poids sus
pendus au cordon. Supposons qu'il y ait un côté inférieur ho
rizontal, et prenons le milieu de ce côté pour origine d'un axe 
horizontal et d'un axe vertical (Jig. 4-i). 

Soient : Q, la tension du côté horizontal, tt, t.,. .. ,t„ les ten
sions des côtés successifs du polygone, pi,p„- • .,/>„ les poids 
suspendus aux divers sommets. Il faut, pour l'équilibre du 
point À,, que la résultante des tensions Q et /, soit égale et op
posée à la force verticale pr, de même, la résultante de t, et t, 
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doit être égale el opposée à U, et ainsi de suite. Enfin, si A„ 
désigne le dernier sommet, il faut qu'on exerce en ce point, 
d'une manière ou d'une autre, une force égale à /„_,. et dirigée 
suivant le prolongement du dernier côté. 

Construction du polygone de Farignon. — Soit OB( (fig. ^i) 
une ligne horizontale égale à Q. Menons par le point B, une 
verticale sur laquelle nous porterons des longueurs B,B 2 , 
B Î B 3 , . . . respectivement égales aux c h a r g e s / ; , , / ? 2 , . . . . Les 
points B,, B2, B : . , . . . représentent les sommets du polygone 
de Varignon, et les droites OB,, OB„ O B 3 , . . . font connaître à 
la fois les directions des côtés du polygone funiculaire, et les 
grandeurs des tensions de ces côtés. On voit immédiatement 
sur la figure que les composantes horizontales de toutes les 
tensions sont égales à Q, el que, si P, représente la compo
sante verticale de la tension du côté qui commence au som
met A,, on a 

P , = j 9 | - !- /».+ • .-hpi. 

On a donc les propriétés suivantes : 
i° La composante horizontale de la tension d'un côté quel

conque est constante, et égale à la tension du côté horizontal. 
a0 La composante verticale de la même tension est la somme 

des poids suspendus depuis le point le plus bas du demi-
polygone, jusqu'au sommet où commence le côté considéré. 

3° LM tension croit à mesure que l'on s'éloigne du côté ho
rizontal, proportionnellement à la sécante de l'inclinaison du 
côté à l'horizon. 

Des ponts suspendus. 

La théorie des ponts suspendus est une conséquence im
médiate des considérations qui précèdent. I.e tablier d'un pont 
suspendu est en effet supporté par un certain nombre de tiges 
ou de chaînes verticales à un câble en fil de fer dont les ex
trémités sont fixes. 

Ce qui caractérise ces ponts, c'est que la figure du polygone 
de suspension n'a aucune relation avec la forme du tablier, 
lequel peut être rigide ou non rigide, et qui présente généra
lement un profil à peu près horizontal ou légèrement convexe 
vers le haut. 
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Dans le calcul des ponts suspendus, on néglige généralement, 
au moins dans une première approximation, le poids du câble 
ainsi que celui des tiges de suspension, pour ne s'occuper 
que du poids supporté par ces tiges. Ce dernier poids se com
pose du poids du tablier proprement dit, plus d'une surcbarge 
représentant le poids qui peut charger le pont, dans les cir
constances les plus défavorables. D'après les règlements fran
çais, cette surcharge doit être calculée à raison de aoo kilo
grammes par mètre carré de surface. 

Pour faire l'épure d'un pont suspendu, on commence par 
faire le projet du tablier, sons se préoccuper du polygone qui 
doit le supporter. Le tablier proprement dit repose sur des 
longrines, qui sont elles-mêmes soutenues par des poutrelles 
transversales «,, a,,... (Jig. 43, 4^ et $6), auxquelles sont 
directement appliquées les tiges de suspension. On suppose, 
dans le calcul des conditions d'équilibre, que le tablier soit 
coupé à chaque demi-intervalle entre deux poutrelles; l'équi
libre subsistera à fortiori quand on rétablira la solidarité entre 
les parties directement supportées par chaque tige. On calcule 
l'écartement des tiges, connaissant le poids du tablier et de 
la surcharge, ainsi que le poids qu'on peut faire sans inconvé
nient supporter à chaque lige. 

Rien de plus facile maintenant que de déterminer la direc
tion d'un côté quelconque. Si l'on veut, par exemple, celle du 
côté A3 A,, on prendra sur une horizontale quelconque, par 
exemple sur le prolongement du côté horizontal du polygone, 
une longueur DE = Q, et sur la verticale du point A3 une lon
gueur DF représentant la somme des poids/?,, pz, p, des parties 
du tablier suspendues aux points A,, A2, A.-,; en joignant les 
points E et F, nous avons la direction du côté A3 Ai. Nous ob
tiendrons de même la direction de chaque côté, et par suite, 
connaissant le point A,, nous pourrons construire le polygone. 

Cette épure donne à la fois les tensions des côtés, leurs 
longueurs respectives, l'inclinaison de chacun d'eux, et l'or
donnée du sommet correspondant du polygone, et par suite 
la longueur du polygone et celle de chacune des tiges de sus
pension. 

Estimons par le calcul les éléments qui sont utiles. 
i° Calcul des ordonnées. —- Les données sont les projections 
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horizontales des côtés. Soient /;, la projection horizontale 
d'un côté, Vj sa projection verticale, et P, la composante veili-
cale de la tension de ce côté; on a évidemment, d'après la 
construction précédente, 

•••-•S-
Or, l'ordonnée d'un sommet quelconque A,- est égale à la 

somme des projections des côtés qui précèdent ce sommet; 
donc, si X; désigne celte ordonnée, on aura 

\ ; = (', -+- Cj - I - . . . - ) - (',-_ i , 

ou 

V; = ^ (P, II, + P2 /(, -+- . . . -f- P,_, /«,_, ) ; 

l'abscisse du même sommet est 

H,-— //„ - h / ' : "t- /»2 "+- • • • "+- />!->• 

2° Calcul des longueurs. — La longueur du côté qui com
mence à ce sommet est 

et l'on a pour la longueur totale du polygone 

3° Calcul des tensions. — La tension /, du côté situé entre 
le i''"" sommet et le suivant est 

4° Calcul des inclinaisons. — Enfin l'inclinaison a, du même 
côté sur l'horizontale est donnée par la formule 

tangz,•--- Q-, ) . 

(") Détermination de la composante horizontale des tensions. — Toutes les 
quantités précédentes sont données en fonction de l'élément Q, ijui n'est pas 
une des données immédiates du problème. 

Ordinairement, dans l'application, les données desquelles on part pour éta
blir les polygones sont les longueur* de la corde et de la flèche, c 'est-à-dire le 
double de l'abscisse et l 'ordonnée du dernier sommet. La tension Q est UL. ,I 

IL 8 
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Dans la plupart des cas, les formules précédentes se sim
plifient parce que les projections horizonlales des côtés sont 
constantes, et que les poids supportés par chaque tige de sus
pension sont égaux. 

On a donc 
P, = ip, 

et on conclut de là 

* 

Soient 77 le poids du mètre courant de tablier, on » 

p — r.h, d'où 
V ; = >2 

' î O 1 ' 

de sorte que si n désigne le numéro du dernier sommet, en a 

Cherchons l'équation d'une courbe passant par tous les 
sommets du polygone. Pour cela, prenons 

Y, Z=L r, ih ~ x, 

ces quantités, quand on adopte los dispositions habituelles, par une équation 
très-simple. 

Dans tous les cas, on peut remarquer que, les espacements des tiges et les 
poids répartis étant connus, l'équation qui donne la valeur de VKest de la forme 

Si donc, avant attribué arbitrairement à notre inconnue Q une certaine va

leur Q' , nous avons appliqué les constructions précédentes, et trouvé pour la 

dernière ordonnée une valeur \ n au lieu de Vn , nous devons avoir 

d'où 

Q' v„ 
équation qui détermine Q en fonction de Q ' . 
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ce qui revient à prendre pour origine l'extrémité gauche du 
côté horizontal; nous aurons alors 

r = -^- (x7 — hx). 

Cette courbe représente une parabole. Si l'on veut repren
dre le point An pour origine, il suffit de changer dans l'équa-

• - . h , , . , , - . 
non précédente x en x H — , et alors on obtient 1 équation 

En faisant dans cette équation r = F, x' = - 0, F ei 0 étant 
2 

la flèche et l'ouverture du pont, on trouve la tension Q. 
On trouverait immédiatement l'équation de la parabole du 

câble, en supposant le polygone formé de côtés infiniment 
petits , chargés chacun d'un poids proportionnel à sa projec
tion horizontale. 

Considérons {fig. 44) ' a r c de ' a courbe compris entre le 
point 0 où la tension est horizontale et égale à Q, et celui où 
cette tension est égale à T. Les forces extérieures qui doivent 
se faire équilibre sont la tension ï , la tension Q et le poids -x 
dont la direction passe par le milieu de OP. 

Prenons les moments autour du point M, nous devrons avoir 
pour l'équilibre 

c'est l'équation de la parabole lieu des points M (*). 
Il faut remarquer que les poids du câble et des tiges, que 

nous avons négligés, augmentent avec les dimensions du pont, 

(*) La théorie que nous venons de faire s'applique aux ponts suspendus, à la 
condition de négliger le poids des tiges de suspension et le poids des câbles. 
Les formules trouvées précédemment permettent de trouver la longueur de 
chacune des tiges. Il faut remarquer que ces tiges ne sont pas égales aux o rdon
nées de la parabole; elles doivent descendre jusqu'à la partie inférieure des 
poutrelles qu'elles débordent de quelques centimètres pour recevoir les écrous 
sur lesquels s'appuie la charpente du pont (/îg. .\j). Ordinairement aussi, le 

8. 
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et de plus influent sur la répartition des pressions, qui n'est 
plus du tout uniforme, comme nous l'avions supposé. La 
courbe qui porte les tiges n'est plus une parabole , elle se 
creuse du côté des culées. 11 résulte de là que si l'on calcu
lait le câble et les tiges pour la Corme parabolique, et que l'on 
construisit le pont, l'équilibre ne serait pas possible, les arti
culations joueraient, et il en résulterait pour les diverses par
ties de la construction des tensions ou pressions complète
ment différentes de celles sur lesquelles on avait compté. La 
théorie précédente peut donc s'appliquer aux ponts ordinaires: 
mais pour les ouvrages plus importants, elle doit être notable
ment modifiée, et ne peut entier dans un Cours élémentaire. 

De la chaîne. 

On peut chercher quelle courbe prendra le câble sous l'in
fluence seule de son poids. La forme qu'il affecte est une 
courbe étudiée en analyse sous le nom de chaînette; nous 
pouvons trouver très-facilement ici les équations différen
tielles de celte courbe. 

Soit en effet T la tension du cordon en un certain point; les 
composantes de la tension sont 

T— T'IZ. 
ils ds 

plancher afïectc une l'orme parabolique ( fig. .)(>), de sorte que les liges sont 
composées de trois parties : i° de l 'ordonnée de la parabole .le la chaîne, 

2° d'une longueur constante, î), qui sépare le point le plus bas de cette pa
rabole du point le plus haut de la parabole inverse; 

3° Enfin de l 'ordonnée de celte parabole inverse, 

H'. =3: a f i 5 — i ) . 

On a ainsi, pour la longueur totale des tiges, 

'= D - ( ISH ; "-^ 
L'abscisse est 
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D'après ce que nous avons vu, la composante horizontale 
dx 

de ï -r doit être constante; donc on a 
as 

' (*£)=•• 
L'accroissement de la composante verticale doit être égal au 
poids de la chaînette compris entre deux points infiniment 
voisins; donc on a 

'(T £)•="*• 
En éliminant T entre ces deux équations, on aura l'équation 

de la chaînette. La solution sera achevée dans le Cours d'Ana
lyse. 

§ XVII. — EQUILIBRE DES SYSTÈMES DE CORPS RIGIDES ARTICULÉS 

SANS FROTTEMENT. 

Imaginons que plusieurs corps solides se touchent par des 
points qui ne peuvent se séparer; aucun frottement, aucun 
obstacle ne s'opposant d'ailleurs aux mouvements de rotation 
compatibles avec celte condition. 

On peut se figurer chaque articulation comme produite par 
l'assemblage à genou. Ce mode de liaison se présentera très-
souvent dans la pratique; mais il est bien clair que l'équilibre 
établi dans le cas d'une liberté de mouvement complète sub
sistera à fortiori quand on remplacera le genou par une char
nière, ou même par un assemblage analogue à ceux des pièces 
de charpente, assemblage qu'on est obligé de briser pour 
changer la forme du système. L'équilibre paraîtra encore mieux 
assuré quand on aura égard aux frottements, dont l'effet est, 
comme nous le verrons, de s'opposer à l'action de petites 
forces accidentelles tendant à mettre les corps en mouvement 
dans un sens ou dans l'autre. 

D'un autre côté, il convient que la stabilité des construc
tions en bois ou en fer soit indépendante de la solidité de 
assemblages et de l'existence des frottements, toutes choses 
qui viendront ainsi apporter utilement un surcroît de sécu-
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rite; il y a donc lieu de considérer exclusivement les articu
lations comme permettant tous les mouvements qui n'au
raient pas pour effet de séparer l'un de l'autre les points des 
divers corps solides réunis par ces articulations. 

Nous avons donc à étudier l'équilibre d'un certain nombre 
de corps qui, pris isolément, sont rigides {fig- 4T)- Chacun 
d'eux est réuni par deux articulations à d'autres corps rigides 
eux-mêmes, et pouvant être indifféremment fixes ou assu
jettis à des conditions analogues. 

Prenons en particulier l'un des corps du système. Il est 
soumis, indépendamment des réactions que les corps en con
tact exercent sur lui aux points d'articulation, à un certain 
nombre de forces extérieures au système, que je représen
terai d'une manière générale par la lettre F (*). 

Or, il est évident que je puis, sans altérer l'équilibre, re
garder dans tous les cas les articulations comme absolument 
fixes, et si je désigne ces deux points par les lettres A et B, 
j'aurai pour la condition unique à laquelle les forces F sont 
assujetties pour l'équilibre 

] £ 3K.AB F — o. 

Cette condition étant remplie pour le côté AB veut dire qu'il 
est possible de remplacer les forces F, et cela d'une infinité 
de manières, par deux équivalentes R,, R2, appliquées respec
tivement aux points A et B. Je dis d'une infinité de manières, 
parce que nous avons vu, dans le calcul des réactions exercées 
par deux appuis fixes, qu'il reste une certaine indétermina
tion dans les valeurs des composantes de ces actions. 

Considérons donc deux forces équivalentes quelconques R,, 
R2; nous aurons parfaitement le droit de les substituer aux 
forces F dans l'équilibre du corps rigide AB. Mais il faut bien 
se garder de considérer ces forces comme les réactions effec
tives des corps adjacents aux points AB. Nous savons seulement 
deux choses : 

(* ) Los réactions des articulations peuvent être, suivant les cas, intérieures 
on extérieures à l'ensemble du système; elles sont toujours extérieures à chaque 
corps isolé; je me contente do renvoyer aux définitions de la pae;e 28. 
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i° Que ces réactions inconnues S,, S, se trouvent comprises 
parmi les systèmes équivalents en nombre infini R,, R2, qui 
sont tous possibles et qui sont les seuls possibles; 

a0 Que si les points A etB étaient absolument fixes, le corps 
AB étant toujours supposé rigide, on pourrait prendre indiffé
remment pour S,, S2 deux forces équivalentes conjuguées quel
conques R,, R2. 

Mais, dans le cas actuel, les points A et B ne sont pas fixes; 
ce qui veut dire que les conditions trouvées, en supposant 
leur fixité, sont toujours nécessaires, mais qu'elles ne sont plus 
suffisantes. 

11 faut tenir compte des conditions nouvelles que nous trou
verons en considérant l'ensemble du système en équilibre; 
nous ferons ainsi disparaître l'indétermination, et nous déter
minerons les véritables valeurs des réactions S,, S> 

Quoi qu'il en soit, nous avons commencé par étudier le 
corps AB pris isolément, ce qui nous a donné une condition 
d'équilibre 

2an.ABF = o, 

et ce qui nous a permis de remplacer les forces F par leurs 
équivalentes R,, Ri. 

Nous ferons la même chose pour chaque corps séparément, 
et alors en composant les forces qui sont appliquées à chacune 
des articulations, et les remplaçant en chacun de ces points 
par une force unique, nous aurons une sorte de polygone fu
niculaire dont les côtés sont rigides, et dont les sommets seuls 
sont soumis à l'action des forces. 

L'équilibre du système articulé sera ainsi ramené à l'équi
libre du polygone funiculaire, avec cette restriction en moins 
que les tensions des côtés d'un système articulé pourront 
être positives ou négatives, tandis que dans le cas du polygone 
funiculaire elles devraient nécessairement être positives. 

En écrivant les conditions d'équilibre du polygone funicu
laire, nous aurons : 

i° Les nouvelles conditions d'équilibre auxquelles doivent 
satisfaire les forces R ; > R „ . . . , et par conséquent les forces 
données F, F,, F , , . . . ; 
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a" Les tensions ou pressions qui s'exercent sur chacun des 
côtés du polygone, tractions ou pressions que l'équilibre de 
chaque côté isolé laissait précisément indéterminées, puisque 
cet équilibre donnait seulement la somme algébrique X + X' 
des réactions longitudinales aux points À et B, et que nous 
pouvions à volonté, en transportant ces réactions d'un côté 
à l'autre de la barre, remplacer une tension par une pres
sion. 

Cette méthode ne donne pas directement l'action de chacun 
des corps l'un sur l'autre. Or, ces actions sont très-impor
tantes à connaître, beaucoup plus, souvent, que les tractions 
ou pressions qui s'exercent sur les côtés du polygone. En 
effet, la statique des solides naturels nous offre deux genres 
de questions, celles qui ont rapport à la forme d'équilibre 
proprement dite, et celles dans lesquelles on demande l'état 
d'équilibre intérieur du solide, c'est-à-dire les forces qui 
s'exercent entre ses diverses parties. Or, si l'on peut, pour la 
première étude, remplacer des forces extérieures données par 
leurs équivalentes, cette substitution n'est plus possible pour 
la seconde, et il faut appliquer la théorie de la résistance des 
matériaux, théorie qui n'entre pas dans le programme de 
l'École Polytechnique. On considérera chaque côté rigide du 
polygone articulé comme soumis à l'action des forces exté
rieures qui lui sont directement appliquées, et des réactions 
des corps voisins, qu'on aura calculées préalablement. Les 
tensions obtenues par la première méthode donneraient une 
idée absolument fausse des efforts supportés par les éléments 
des solides, parce qu'on a remplacé des forces par leurs équi
valentes, ce qui n'est pas permis. 

Mais on peut traiter directement l'équilibre des systèmes 
articulés, en introduisant, les réactions inconnues des diffé
rents côtés l'un sur l'autre, ainsi que celles des appuis, et ap
pliquant ensuite les équations générales de l'équilibre à cha
que côté séparément et à l'ensemble du système. 11 ne faudra 
pas oublier que l'action du côté 1 sur le côté II est toujours 
égale et directement opposée à l'action du côté II sur le côté I. 
On obtiendra ainsi un certain nombre d'équations qui déter
mineront les réactions inconnues, et qui, s'il y a lieu, feront 
connaître, par l'élimination de toutes les quantités dont on 
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dispose, les conditions auxquelles les forces donn'ées devront 
satisfaire pour l'équilibre. 

On s'est borné dans le Cours à ces quelques indications sur 
ces questions importantes dans la théorie de la charpente. 
Bien qu'elles soient extrêmement simples, elles exigent cepen
dant une attention très-soutenue si l'on veut bien se rendre 
compte de toutes les circonstances qui se présentent dans 
l'emploi des diverses méthodes qui conduisent à la solution ( * j . 

§ XVIII. — INTRODUCTION A LA THÉORIE DE LA RÉSISTANCE 

DES MATÉRIAUX. 

L'objet de cette théorie est de donner autant que possible 
aux constructeurs des règles précises et sûres leur permet
tant de fixer les proportions et les dimensions des diverses 
parties qui constituent un édifice, une machine. Ce qui dis
tingue ces problèmes de tous les autres, c'est que, lorsque 
l'on est en présence d'une construction à élever, et que la 
question d'en déterminer les proportions se trouve posée, il 
faut, coûte que coûte, en avoir une solution bonne ou mau
vaise. Or, on peut y arriver de deux manières différentes. 

La méthode des praticiens consiste à suivre les leçons des 
maîtres expérimentés, et à étudier les modèles laissés par les 
anciens constructeurs. Chacun selon sa spécialité connaît les 
dimensions des constructions importantes du môme genre 
qui sont célèbres par leurs heureuses dispositions et leur 
longue durée. Accidentellement on a vu péiir des édifices, et, 
en se rendant bien compte des causes de leur destruction, on 
apprend à se mettre à l'abri de pareilles catastrophes, et l'on 
arrive assez vile à poser deux limites plus ou moins rappro
chées, entre lesquelles on pourra se tenir sans craindre de 
compromettre la solidité de son œuvre d'une part, et d'autre 
part sans gaspiller inutilement l'argent, la main-d'œuvre, les 
matériaux. Par exemple, on veut faire un mur d'escarpe, des
tiné d'une manière régulière à supporter une certaine charge 

(*) On trouvera à la tin de ce Chapitre une Note sur la balance de Roberv;il 
et la balance de Quintenz, dont la théorie devrait se placer ici. 
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de terre, et, à un moment donné, à résister autant que pos
sible au choc des boulets; on a des modèles laissés par Va Li
ban dans les circonstances les plus variées ; on les connaît, 
on les étudie, on cherche quel est celui d'entre eux duquel 
on se rapproche le plus sous le rapport des terrains, des ma
tériaux de construction, du climat, etc.; c'est celui-là qui 
servira de modèle, avec les modifications commandées par les 
circonstances, qui ne sauraient, dans deux cas différents, se 
retrouver tout à fait identiques. Il faut, pour appliquer ces 
méthodes, un certain esprit de rapprochement, de combinai
son, de calcul, joint à de longues études préparatoires aussi 
solides que variées; c'est tout cela qu'on appelle de la pra
tique. 

Il est clair que ces procédés, qu'on aurait grand tort de flé
trir inconsidérément du nom de routine, suffiront dans un 
grand nombre de cas. Si l'on veut, par exemple, construire 
une maison à Paris, on pourra sans grandes difficultés arriver 
à faire une maison qui durera plus ou moins; peut-être n'aura-
t-on pas apporté dans certains détails toute l'économie possi
ble, toute la perfection désirable, mais ce sont là des considé
rations un peu secondaires; le but que l'on se proposait est 
rempli, on a fait une construction stable. 

Malheureusement, ces ressources font trop souvent défaut. 
Quand on se trouve en présence de constructions qui répon
dent à des besoins inconnus d'une autre époque, ou encore 
de matériaux nouveaux, comme le fer, la fonte, le zinc, et 
nombre d'autres éléments qui s'introduisent maintenant dans 
les constructions, la pratique n'est plus guère d'aucune utilité, 
et il faut chercher autre chose. On est obligé d'aborder direc
tement la question au moyen de toutes les ressources que 
peuvent fournir l'expérience et la théorie. Voici quelle est a 
peu près la marche à suivre. On fait d'abord une étude physi
que et expérimentale, non pas précisément de la question en 
elle-même, qui est rarement abordable, mais des éléments 
simples de cette question. Veut-on, par exemple, faire un 
pont en fer, on étudiera les propriétés des matériaux qu'on 
doit employer, au point de vue spécial des conditions où ces 
matériaux vont se trouver placés; la forme la plus convenable 
à donner à la construction pour que chaque partie soit dans 
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les meilleures conditions de résistance et de durée; les pré
cautions à prendre pour se tenir en garde contre certains acci
dents, ou du moins pour en atténuer les effets, etc. Puis, on 
posera une hypothèse simple, représentant avec une exacti
tude suffisante les données de l'observation ; et l'on appliquera 
le calcul en le fondant sur cette hypothèse qu'on aura soin de 
mettre nettement en évidence sans déguiser son côté faible et 
plus ou moins douteux. Enfin, il faudra terminer par la véri
fication expérimentale des résultats du calcul, et ces résultats 
ne devront être regardés comme vrais que dans les limites 
pour lesquelles la pratique les aura vérifiés. 

Equilibre des solides naturels. 

En établissant les conditions nécessaires et suffisantes pour 
l'équilibre des corps solides supposés invariables, nous avons 
dit que les corps communément appelés solides, et que nous 
distinguons des précédents par l'épithète de naturels, doivent 
être considérés comme susceptibles de céder dans une cer
taine mesure à l'action des forces auxquelles ils sont soumis; 
et que même, dans le cas où la déformation produite est invi
sible à l'œil, elle se révèle à nous par des phénomènes dont 
la théorie va nous occuper. 

Quoi qu'il en soit, les équations de l'équilibre d'un solide 
invariable s'appliquent aux solides naturels, et si les efforts 
qui sont en jeu ne sont pas très-considérables, eu égard à la 
résistance du solide qui les supporte, on pourra indifférem
ment, pour poser les équations générales auxquelles doivent 
satisfaire les forces extérieures, prendre le solide qu'on étudie 
avec la forme qu'il possédait avant qu'il fût soumis à l'action 
de ces forces, ou bien lui attribuer la forme qu'il a prise sous 
leur action. 

Dans la plupart des cas, on opère de la première manière ; 
c'est-à-dire que, dans la recherche des relations auxquelles 
doivent satisfaire les forces extérieures appliquées au solide 
pour qu'il y ait équilibre, on regarde ce solide comme ayant, 
sous l'action des forces, exactement la même forme qu'il avait 
avant d'être soumis à cette action. Seulement, après avoir ainsi 
déterminé toutes les conditions d'équilibre où n'entrent que 
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les forces extérieures en négligeant la déformation du solide, il 
faudra se préoccuper des nouvelles conditions qui résultent 
de la constitution physique du solide, c'est-à-dire calculer 
les tensions et les pressions qui se développent dans ses 
diverses parties, afin de voir, comme dans le polygone funi
culaire, si ces tensions ou ces pressions sont ce qu'elles doi
vent être pour l'équilibre. Enfin, il faudra s'assurer que ces 
tensions ou ces pressions ne sont pas assez fortes pour briser 
le solide, ou pour lui faire subir une modification essentielle 
dans son état et ses propriétés. 

Le calcul de ces réactions ou forces intérieures est lié inti
mement à l'élude de la déformation du solide sous des efforts 
donnés. Ces deux parties constituent la théorie mathématique 
de la résistance des matériaux, théorie qu'il ne nous est pas 
même permis d'ébaucher dans ce Cours. Nous devons nous 
borner à donner un exemple d'un cas très-simple d'équilibre, 
afin d'indiquer l'esprit de la méthode et de signaler les écueils 
qui se présentent de toutes parts. 

APPLICATION. — Equilibre d'un prisme élastique tiré. — Nous 
allons considérer le cas le plus simple où la résistance des 
matériaux soit mise en jeu: c'est celui d'un solide homogène 
de forme prismatique (tel qu'une pièce de bois de charpente 
ou une barre de fer), fixé à l'une de ses extrémités d'une ma
nière quiconque, et soumis à son autre extrémité à l'action 
d'une force tendant à l'allonger. 

L'expérience prouve que tous les corps de la nature peuvent 
céder dans une certaine mesure à l'action d'une pareille force. 
Vient-on ensuite à supprimer la force, le corps, en vertu de 
son élasticité, tend plus ou moins à revenir à sa forme primi
tive, et l'on peut admettre avec une exactitude suffisante que, 
tant que, l'on n'a pas dépassé une certaine limite, dite limite 
d'élasticité, variable avec la nature et l'état du corps, celui-ci 
reprend exactement sa forme et son état primitifs, sans que les 
propriétés essentielles aient été altérées d'une manière per
manente par l'action de cet effort passager. 

Voilà ce que nous apprend une élude superficielle. On la 
complétera en déterminant expérimentalement la valeur 
exacte de cette limite d'élasticité pour tous les corps em
ployés dans l'industrie; car il est extrêmement important de 



CHAPITRE V. — APPLICATIONS DE LA STATIQUE. 1 2 5 

se tenir dans les applications bien en deçà de cette limite. 
Une fois qu'on l'a dépassée, le corps a pour ainsi dire changé 
de nature, et l'on ne peut plus compter sur rien, du moins en 
général (*). 

Résistance à la rupture.— On appelle ainsi le plus grand des 
efforts que puisse supporter, sans se rompre ou s'écraser com
plètement, un prisme solide tiré ou comprimé dans le sens de 
ses arêtes, et l'on admet que ce plus grand effort P demeure 
proportionnel à l'aire il de la section transversale du prisme, 
de sorte que la résistance lî s'exprime en kilogrammes par 
mètre carré ou millimètre carré, et que l'effort de rupture d'un 
prisme est représenté par 

P = RQ. 

On n'a pas tardé à reconnaître, ce qu'on aurait d'ailleurs pu 
prédire à l'avance, que la limite d'élasticité était quelque 
chose de très-vague. En réalité les charges les plus minimes 
produisent toujours un allongement permanent, c'est-à-dire 
qui persiste après que la charge est supprimée. D'un autre 
côté; la détermination de cette limite exacte, à supposer que 
cela fût possible, ne présenterait pas, au point de vue des 
applications, un intérêt bien considérable, car il faut toujours 
prévoir des efforts accidentels venant s'ajouter aux charges 
ordinaires, de sorte qu'on doit toujours se tenir assez loin en 
deçà de la limite d'élasticité, de crainte de la voir dépasser à 
un moment donné. 

Mais en même temps que ces difficultés se sont fait jour, les 
nouvelles constructions se sont multipliées. On a acquis de la 
pratique, et l'on est maintenant assez généralement d'accord 
sur les charges pratiques qu'il convient de faire supporter aux 
matériaux dont l'usage est le plus fréquent. 

Reprenons notre solide étiré, et cherchons ses conditions 
d'équilibre (fig- fê)-

(*) Certaines opérations industrielles, telles que le martelage, le laminage, 
l'étirage des métaux ductiles, ont au contraire pour but de dépasser la limite 
d'élasticité de ces corps, de manière à changer leur forme d'une manière notable. 

On sait que ces opérations modifient beaucoup la plupart des propriétés phy
siques des corps qui y sont soumis. 
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Soit / la longueur primitive du prisme. Sous l'influence de 
causes quelconques, cette longueur est actuellement devenue 
l-hx; enfin, nous savons qu'à l'instant où l'on nous demande 
si le solide abandonné à lui-même restera en équilibre, une 
certaine force F agit sur son extrémité dans le sens de la 
flèche. Il y a trois espèces de conditions d'équilibre : 

i° Il doit y avoir équilibre entre les forces extérieures, c'est-
à-dire entre la force F et les réactions du support. 

20 L'équilibre n'a pas lieu directement entre ces deux forces; 
il a lieu par l'intermédiaire de la tension ï de la barre; de 
sorte que la tranche extrême ab du solide est en équilibre 
sous l'action de la force F qui lui est immédiatement appliquée 
et de la réaction ou force intérieure T, ce qui exige que l'or. 
ait 

T = F. 

3° II faut enfin que cette tension T ne soit pas assez grande 
pour briser le corps, ou même qu'elle ne dépasse pas la 
charge que la pratique a désignée comme la plus convenable 
pour la sécurité. 

Occupons-nous de la seconde condition. L'expérience prouve 
que, tant qu'on n'a pas dépassé une certaine limite, la ten
sion T est proportionnelle à l'allongement x, à la section û 
de la barre, et inversement proportionnelle à sa longueur pri
mitive /; donc on a 

E étant un certain coefficient qui dépend de la nature du corps 
et que l'on appelle coefficient d'élasticité. De sorte que notre 
seconde condition s'exprime par l'équation 

„ Eiîa-

Il y a à peu près coïncidence entre la limite jusqu'à laquelle 
cette formule est applicable, et la limite d'élasticité dont nous 
avons parlé plus haut; si cette limite est dépassée, l'allonge
ment, qui croît d'abord plus vite que la tension, peut croître au 
delà de toute limite, c'est-à-dire qu'il y a finalement rupture. 
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Le coefficient d'élasticité E dépend de la nature de la sub
stance, de son étal physique, etc. On peut donner une idée 
de ce coefficient. S'il était possible, en effet, d'avoir à la fois 

x = /, û = 1 ; 

la loi de proportionnalité des efforts aux allongements subsis
tant toujours, on en déduirait 

T = E. 

Donc E est la tension qui serait capable de doubler la longueur 
d'une barre de i mètre carré de section. La valeur exacte de 
ce coefficient a assez peu d'importance dans la pratique, parce 
que ce nombre est extrêmement grand. Ainsi, pour le fer, 
c'est 20000000000 de kilogrammes environ. Je renvoie aux 
Traités et aux Cours de physique pour la description des expé
riences très-remarquables par lesquelles M. Wertheim a 
mesuré les coefficients d'élasticité de divers corps, et a 
déterminé les lois des variations de ces coefficients avec la 
température. J'y renvoie également pour tous les détails qui 
n'intéressent pas directement les constructeurs. 

Résistance à la compression. — Les lois de la compression 
sont les mêmes que celles de l'extension. On admet, peut-être, 
sans preuves suffisantes, que le coefficient E conserve sensi
blement la même valeur. Seulement la limite d'élasticité est 
plus rapprochée. La résistance à la rupture et la charge pratique 
sont ainsi généralement différentes de ce qu'elles sont dans le 
cas de l'extension. La rupture par compression peut être de 
trois sortes. Il peut y avoir : i° rupture par flexion; c'est ce 
qui arrive quand on comprime à ses extrémités une barre de 
fer ou de bois suffisamment longue (Jig.5o); 1° la rupture 
prismatique ou par glissement; c'est le mode de rupture de 
la fonte et des roches dures (fig. 49); enfin, 3° l'écrasement 
proprement dit; c'est la désagrégation complète d'un corps 
tendre comprimé. Il est clair que dans chaque cas le mode 
de rupture qui se produira sera celui qui exigera la plus petite 
force. 

D'après ce que nous venons de dire, les données pratiques 
sont, pour chacune des substances qui sont employées journel-
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lement dans l'industrie, la résistance à la rupture et la charge 
pratique, cette dernière étant en général pour les bois -,-'„- de 
l'effort de rupture, j- pour le fer et la fonte. 

La charge de rupture est nécessairement variable pour divers 
échantillons d'une même substance; mais la charge pratique, 
déduite d'une valeur moyenne, est, comme je l'ai dit, parfaite
ment arrêtée. Cette charge pratique est, pour une barre de 
fer, de 6 kilogrammes par millimètre carré de section. Dans le 
service du génie, on admet 5 kilogrammes au lieu de 6. Pour 
les ponts suspendus, les charges par millimètre ont été por
tées jusqu'à 12 kilogrammes pour les barres et 18 kilogrammes 
pour les fils, y compris, bien entendu, la surcharge d'épreuve 
de 200 kilogrammes par mètre carré de tablier. 

Le bois de chêne ou de sapin a une résistance io fois moin
dre que celle du fer, soitoki ,,6 par millimètre carré. Le fer 
résiste assez mal à la compression; aussi évile-t-on en généra] 
de lui faire subir une pression directe. Cependant il peut arri
ver qu'il soit soumis à des efforts mixtes comprenant extension 
et compression. Si, par exemple (Jig.5i), on charge en son 
milieu une barre de fer s'appuyant sur deux supports, cette 
barre est soumise à la flexion, c'est-à-dire que les fibres telles 
que ab sont étendues et celles telles que cd sont comprimées. 
Dans ce cas où la compression ne s'exerce pas directement, 
on admet qu'elle peut aller aussi jusqu'à 6 kilogrammes par 
millimètre carré. 

La fonte résiste bien à la compression; sa charge pratique 
peut aller très-bien jusqu'à 8 ou io kilogrammes; au contraire, 
elle résiste très-mal à l'extension. Quand on ne peut pas faire 
autrement que de l'y soumettre, ainsi que cela a lieu dans les 
grands cylindres des presses hydrauliques, la charge ne doit 
pas dépasser i kilogrammes, et encore n'a-l-on pas une sécurité 
complète, car on a l'exemple d'un cylindre qui s'est brisé sous 
une charge de iKil, 17, le métal étant d'ailleurs parfaitement 
sain. 

On admet que le bois résiste à la compression comme a 
l'extension. Seulement, lorsqu'il s'agit d'une pièce de grande 
longueur, c'est-à-dire quand la grande arête dépasse cinq à 
six fois la plus petite, il peut y avoir flexion : la résistance 
diminue alors sensiblement. 
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{< X l \ . — EQUILIBRE ET STAHILIT!': D'EN CORPS PESANT POSÉ SUR 

EN PLAN HORIZONTAL ET SOUMIS A L ' A C T I O N DE FORCES Q l ? T E N 

DENT A LE RENVERSER. 

Considérons un corps pesant, un mur, par exemple, soumis 
à des forces quelconques cl reposant sur un plan horizontal. 

Les conditions d'équilibre sont au nombre de trois : 
La première, c'est que 'e corps ne puisse pas glisser. En 

général, cette condition est remplie d'elle-même. Ce ne sera 
donc que dans certains cas, par exemple lorsque'le sol est 
glissant et pour ainsi dire savonneux, qu'il faudra vérilier si 
elle est satisfaite. 

La seconde, c'est que le corps ne puisse être renversé au
tour d'une arête. 

Il est facile de vérilier que pour que cette condition soit 
remplie, il faut que la verticale du centre de gravité tombe 
dans l'intérieur du polygone convexe qui renferme tous les 
points d'appui. Car si celte verticale tombait par exemple au 
point P [ftg.Hi], le poids lendrait à faire tomber le corps 
autour d'une certaine arête AB; les réactions du point d'ap
pui ne peuvent pas s'opposer à ce mouvement, puisque, au 
contraire, elles tondraient à faire tourner le corps dans le 
même sens (* ). 

Enfin il y a une troisième condition d'équilibre : il ne faut 

") On considérait autrol'ois dan* l'équilibre d'un <wp* ce qu'on appelait le 
moment de .stabilité, C'ei-t le produit du poids do ce corps par la distance de !•. 
direction do ce poids au côté du pol\|>,one d'appui dont i! est le plus rapproché. 
Supposons en cll'ol une l'oree S''tondant a remerser le corps autour d'une arête'. 
Soit FA son moment ; ie moment V / du poids du corps tendra à le mainte
nir en place; donc l'équilibre strict, tel que la plus petite Votre additionnelle 
produirait le renverscaient, se traduit par l'équation 

l'« = )>/. 

I.e produit P/ représente le moment maximum qu'on peut suppose] ;. une 
force accidentelle sans produire le romersenient. En prenant le moire ut, par 
rapport à l'arête pour lequel iï a la plus petite valeur, on :* ce qu'on appelle le 
moment de stabilité. 

II. 9 
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pas que le mur s'écrase sous la pression qu'il supporte. Si p 
P 

est la pression totale, il la surface pressée, -p- est la pression 

moyenne par unité de surface. 
Il y aurait donc certainement écrasement et désagrégation de 

p ' , 
la matière, si -y dépassait la résistance des matériaux à l'écra
sement. Mais cette condition est loin d'être suffisante, il faut 
encore qu'en aucun point la pression réelle ne soit supérieure 
à celle qu'on peut faire supporter à ces matériaux* d'une 
manière permanente. 

Il est donc indispensable d'étudier la loi suivant laquelle 
les pressions se répartissent sur la base d'appui; or, nous 
avons vu que les règles de la statique générale ne peuvent 
en aucune façon nous renseigner à cet égard, de sorte que 
nous sommes réduits à faire des hypothèses. 

Considérons donc (fig. 53} un parallélipipède droit à base 
rectangulaire reposant sur un plan horizontal que nous sup
poserons parfaitement invariable, et soumis à une force ver
ticale P qui s'exerce dans le plan diamétral nui de ce prisme 
à une distance a de l'arête B'//. 

Nous admettons que le corps se comprime sous l'action de 
la l'orée i \ de telle sorte que les molécules situées avant la 
déformation dans un plan B' IV parallèle à la base se trouvent 
après celle déformation dans un même plan /;' b", et qu'il est 
composé de libres verticales indépendantes pour ainsi dire les 
unes des autres, de manière que chacune d'elles se comprime 
comme si elle était seule. 

Considérons une de ces fibres AB. Elle a diminué de Bb; 
donc, si '/> est la section de cette fibre, p étant la pression 
moyenne par unité de surface, la pression peut être repré
sentée par 

P'j) : = ii il 0-, 

en posant 
Bb^/i. 

La résultante des pressions individuelles telles que /.»« doit 
être égale à I'; donc on,a 
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Or, /(M est proportionnel au volume du tronc de prisme 
vertical compris entre les plans B'B" et b'b" et dont la base 
est o) ; la pression totale P est représentée par le volume du 
prisme B! b'B" o", et sa direction doit passer par le centre de 
gravité de ce solide. Donc, si h' el h" désignent les longueurs 
B'ft'et B"b", on aura 

d'où 

~ i > / / + //"•' 

en appelant il la surface de la base du solide. Les pressions 
extrêmes sont 

d'où 

„__ P ih" 

11 suffit, pour avoir achevé, de trouver ie rapport —„ • Pour 

cela, exprimons que le centre de gravité du solide dont la ba-e 
est B'B" b"b' est sur la direction de P. 1! sufiira d'exprimer 
que le centre de gravité du trapèze B'b'B" b'' est à la même 
distance « du cùié B'b' que ie poids P, ou que l'on a 

/ ° 

d'où l'on lire 

Donc 
h' 3<t II" 3 a 
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donc, enfin, les pressions// et />" sont 

/ 3 " \ P 

En supposant « < -•> la pression // est plus grande que//-

Si l'on a 
(? i 

7" = 3 ' 
on a 

aP 
/> = o et ?---£, 

p' esl donc double de la [iression moyenne. Cette pression 
peut encore augmenter en supposant que a diminue. Alors la 
pression p" devient négative. Il semble naturel d'interpréter 
ce résultai en supposant qu'il y a une tranche de mur pour 
laquelle la pression est nulle; c'est la tranche qui esta une 
distance 3« de l'arête où cette pression est un maximum. A 
partir de cette tranche, il n'y a plus de [iression, de sorte que 
la pression totale se répartit sur une épaisseur de mur 3a et 
qu'au delà il n'y a plus pression des surfaces en contact: le 
joint est ouvert. La pression p' devient alors égale à 

•}. P , , 

3«é 

Ces considérations trouvent leur application dans la théorie 
des voûtes >Jîg. 5 j , . Lorsque îa pression entre deux voussoirs 
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se rapprociic trop d'une arête B, le joint s'ouvre du côté de 
l'arête opposée, et il peut y avoir écrasement au point \ï, bien 

P 
que la pression moyenne -^ soit bien inférieure a la limite de 

la résistance des matériaux. 

NOTE sut LA BALWCK DE ROHEHVAI. ET SIR LA BALANCE DE QUINTENZ. 

On n'a retrouvé, dans le texte préparé par M. Bour. rien qui corres
pondît aux //g. 33, 34 et 34 bis de \&Pl. XXXII. La Note que nous don
nons ici est destinée à combler cette lacune. 

Balance de Quintenz (fig. 33 l. 

La balance de Quintenz, dont la fig. 33 représente une coupe longitu
dinale, comprend un système de deux leviers : l'un, HF, est mobile dans 
le plan vertical autour du point fixe 0 ; il porte à son extrémité le plateau 
sur lequel on met les poids Q destinés à effectuer la pesée. L'autre levier, 
ED. est mobile autour d'un point D fixé dans la caisse de l'appareil; il 
supporte en B un point de la plate-forme AA', et son extrémité libre, E, 
est suspendue par une lige verticale au point F du premier levier. 

Une seconde tige verticale. GK. attachée au point G du levier Fil, 
porte la traverse K. à laquelle la plate-forme AA'est invariablement liée. 

La plate-forme AA' repose donc sur les deux points B et K, rattachés 
aux points F et G du levier supérieur. 

Imprimons au point H un déplacement vertical infiniment petit =, le 
seul qui soit compatible avec les liaisons. Il en résulte pour les points G 

/ — vtu > j a, on aurai t 

, , ' = o , mais V- = \ ~ 

Ainsi, quoique la base t'ùl augmentée, la pression extrême p' serait augmentée 

dans le rapport Je - à -j ou de \ à 3. 

Il ne faut d'ailleurs pas oublie]' que tous ces résultats sont fondés sur une 
hypothèse plus que contestable, et qu'ils ne sont pas directement vendables par 
l'expérience. Ils ne doivent par conséquent être admis que pour ce qu'ils valent, 
c'est-à-dire comme donnant lieu à des règles qu'il est sage de suivre, dans l'im
possibilité où l'on se trouve de jamais savoir ce qui se passe effectivement quand 
deux laces planes on conlacl sont pressées l 'une contre l'autre avec une force 
déterminée. 
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et F du levier supérieur des déplacements verticaux dirigés en sens con
traire, et égaux respectivement à 

OG OF 
Î X O H L" a Ï X o n ' 

Le premier déplacement est transmis intégralement au point K de la 
plate-forme par rinterméd:aire de la tige GK. Le second, transmis de 
même au point E du levier inférieur, communique seulement au point B 
de la plate-forme un déplacement \ertical réduit dans le rapport des dis
tances Bt). ED. et égal à 

OF BD 
1 x on x m 

Les déplacements simultanés des points B et K" seront donc égaux, et par 
suite la plate-forme se déplacera parallèlement à elle-même si l'on a 

OG _ OF BD 
£ X OH~ r X O H X ED' 

eu bien si 
OG BD 
ÔT ~ ËD' 

Supposons que la construction de la balance satisfasse à cette condi
tion. Le corps P dont on veut déterminer le poids pourra être placé en 
un point quelconque de la plate-forme AA'. Le poids Q. qui fait équilibre 
au poids I\ produit, pour un déplacement vertical infiniment petit z du 
point II, un travail virtuel égal à Q;; et le poids P, pour ce même dé
placement, produit un travail virtuel de signe contraire, égal au produit 
de P par le déplacement dis la plate-forme, c'est-à-dire égal à 

P X S X 
OH 

Le théorème du travail virtuel donne donc pour unique condition d c-
quilibre l'équation 

OG 

.'où l'on déduit 

Ps x 
OH ' 

P 011 
Q " OG ' 

de sorte que, pour la pesée, tout se passe comme si le poids P était sus
pendu au seul point G. 

La poignée L, mobile autour du point N", sert à fixer le levier supérieur 
et à empêcher le jeu de l'appareil. On l'abaisse au moment des pesées, 
pour rendre leur liberté aux pièces mobiles. 

file:///ertical
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Deux petits index saillants, taillés en biseau et reliés l'un au levier [10, 
l'autre à la partie fixe delà balance, sont placés en regard l'un de l'autre 
au point I. L'affleurement de ces index indique que l'équilibre est obtenu. 

Balance de Rnberml ( iig. 3j). 

Les deux côtés AB, CD d'un parallélogramme articulé ABCD sont mo
biles autour de deux points fixes E et F, situés sur une droite parallèle 
aux deux autres cotés AD. BC. La figure est tout entière située dans un 
plan \ertical. La déformation de la figure n'altère pas le parallélisme des 
côtés AD, BC et de la droite fixe EF: lorsqu'on imprime au système un 
déplacement quelconque, chacun des côtés latéraux est donc animé d'un 
mouvement de translation; les vitesses simultanées de chacun d'eux sont 
parallèles, dirigées en sens contraire et proportionnelles aux distances 
AE, EB. 

Mettons un poids P dans un plateau qui fait corps avec le côté AD, et 
un poids Q dans un plateau faisant corps avec le côté BC. 11 y aura équi
libre entre les poids P et Q dans toutes les positions de la figure, pourvu 
qu'on ait la relation 

P _ EB 
0 ~~ AE ' 

En effet, appelons £ la projection sur une verticale du déplacement com
mun à tous les points du côté AD lorsque le parallélogramme reçoit une 
déformation infiniment petite. Le travail do la pesanteur sur le poids f 
sera P x : . Mais la même déformation imprime en sens contraire à tous 

EB 
les points du côté BC un déplacement vertical égal a s x 7-771 ° ' '« 

travail de la pesanteur sur le poids Q est par suit.1 égal à Q ; x -^u' " 

y a donc équilibre si l'on a 
AE 

ou bien 

P . - Q . ~ § . 

P EB 
O "" ÂË ' 

L'équilibre est nidifièrent, car il a lieu dans toutes les positions possibles 
du système. Les poids P et Q peuvent d'ailleurs être appliqués soit en 
des points des côtés AD et BC, soit en des points P' et (_)', reliés invaria
blement à ces côtés et entraînés par leur mouvement de translation. Le 
changement de place des poids P et Q ne trouble pas l'équilibre, et n'a 
d'influence que sur les efforts intérieurs développés dans les côtés du 
parallélogramme et sur les charges des points fixes E et F. 

file:///ertical
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La balance de Roberval est ordinairement disposée de manière qae la 
droite EF soit verticale, et qu'elle divise en deux parties égales les côtés 
AB, CD. L'équilibre exige alors que les poids P et Q soient égaux. 

La Jlg. 34 bis représente les articulations de l'appareil aux sommets du 
parallélogramme et aux centres de rotation E et F. Les dispositions adop
tées ont pour objet de réduire le plus possible le travail du frotiement 
développé au contact des pièces mobiles, qui doivent se toucher mutuel
lement par des arêtes vives. 
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DEUXIÈME SECTION. 
DES MACHINES A L'ÉTAT DE MOUVEMENT 

UNIFORME. 

CHAPITRE PREMIER. 

NOTIONS GÉNÉRALES SUR LE TRAVAIL DES FORCES 
DANS LES MACHINES. 

§ I . — IMPORTANCE DE LA NOTION DI TRAVAIL. 

Nous avons défini le travail élémentaire d'une force F dont 
le point d'application parcourt un espace ris, par l 'équation 

Te F = F ds cos F, ils, 

et nous nous sommes servi de la considération du travail vir
tuel pour énoncer le théorème dont nous avons fait la base de 
la Statique. 

Le travail proprement dit, correspondant à un déplacement 
réel, joue un grand rôle dans la Mécanique industrielle. Nous 
allons commencer la théorie des machines par l'étude de celte 
quantité, afin de justifier la dénomination de travail, empruntée 
au langage des économistes, et qui, jusqu'ici , n'a eu pour nous 
d'autre avantage que d'exprimer d'une manière ahrégée le pro
duit d'une force par une longueur, ces deux quantités étant 
considérées comme indépendantes. 

Quand on étudie les divers effets mécaniques que les forces 
en général sont appelées à produire dans les machines, on est 
tout de suite amené à ranger dans deux classes tout à fait dis
tinctes les services qu 'une force quelconque peut rendre a 
l ' industrie. 
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Tantôt on emploie des forces, des poids par exemple, à s'é
quilibrer mutuellement, c'est l'état statique : alors la force se 
présente à nous comme une chose qui subsiste, et dont on 
use indéfiniment sans la consommer. L'équilibre une fois 
établi persiste, tant qu'une cause étrangère ne vient pas l'al
térer. Dans la Section précédente, nous avons donné de la 
manière la plus générale les lois de l 'équilibre des forces appli
quées à une machine quelconque, et nous n'avons pas a 
revenir là-dessus. 

Mais tel n'est pas le cas habituel de l'emploi des forces dans 
l 'industrie ; on les applique à des machines en mouvement, et 
l'on veut produire un certain effet; par exemple, élever des 
fardeaux, comprimer ou broyer des corps, tourner, couper, 
percer le bois ou les métaux. 

Quelles sont les lois de l'action des forces appliquées à une 
machine en mouvement, à une machine qui travaille, dans 
l'acception vulgaire du mot? Quelles sont les forces à déve
lopper pour produire un effet donné, et pour le produire d'une 
manière industrielle, c'est-à-dire avec la plus grande perfec
tion et la plus faible dépense possible? Telles sont les questions 
en présence desquelles nous nous trouvons actuellement, 
après avoir complètement et simplement élucidé toutes celles 
qui se rapportent à l'état statique des machines. 

Et d'abord, qu'est-ce qu 'une machine? Voici la définition 
qu'on en donne ordinairement: 

Lue machine est un système de corps, les uns fixes, les autres 
mobiles. Ces derniers reçoivent en certains points l'action de 
forces données, et exercent en d'autres points, sur les corps 
soumis à l'action de la machine, des forces qui diffèrent géné
ralement des premières par leurs intensités, par leurs direc
tions, et par les vitesses de leurs points d'application. 

Nous ajouterons seulement à celte définition que, dans le 
cas d'une machine en mouvement, il y a nécessairement, non-
seulement effort exercé par le moteur, comme lorsque cet 
agent avait simplement pour mission de faire eriuilibre à une 
résistance quelconque; mais il y a de plus déplacement du 
point auquel est appliqué l'effort moteur : il y a donc travail de 
cet effort, dans le sens géométrique du mot. 
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Considérons également le point où la résistance est appli
quée; nous reconnaîtrons de la même manière que, non-
seulement cette résistance est contre-balancée par l'effet des 
puissances, mais encore qu'elle est vaincue, c'est-à-dire que 
son point d'application marche en sens contraire du mouve
ment que cette force tendrait à lui imprimer, si elle agissait 
seule. 

Il y a donc à la fois, comme condition tout à fait nécessaire 
de la marche de la machine, travail de la puissance et travail 
de la résistance. Le mot travail est ici toujours pris dans son 
acception géométrique; mais on commence déjà à se rendre 
compte de la justesse de celte dénomination étrangère au lan
gage de la science pure : en effet, on vient de le voir, sans 
travail géométrique, point de travail industriel. 

11 suit de là qu'un moteur est un corps qui doit avoir la 
propriété, non-seulement de développer une force sur un 
autre corps, mais encore de faire décrire en même temps un 
certain chemin au point d'application de cette force, dans le 
sens de son action. Cette double condition est indispensable. 
Or, une remarque qu'on n'a pas tardé à faire, c'est que, dans 
toutes les machines imaginables, du moment que la machine 
fonctionne et produit un certain résultat industriel, le moteur, 
quel qu'il soit, se trouve toujours au bout d'un certain temps, 
pour une raison ou pour une autre, dans l'impossibilité de 
continuera exercer utilement son action. 

L'homme et les animaux, qui sont certainement les plus 
anciens moteurs utilisés, ne tardent pas à réclamer du repos 
et de la nourriture; l'eau qui fait tourner la roue d'un moulin 
s'écoule suivant sa pente naturelle; la vapeur de nos machines 
à feu se condense après avoir rempli son office ; et il faut clans 
tous les cas, à certaines époques plus ou moins rapprochées, 
remplacer le moteur épuisé par un autre, à moins qu'on n'ait 
le moyen de replacer celui dont on a fait usage dans des con
ditions telles, qu'il puisse fournir une nouvelle campagne. 

Depuis qu'on est parvenu à substituer à peu près univer
sellement des agents inanimés à l'homme el aux animaux, 
dont les besoins de réparation sont trop manifestes, le rêve 
d'un grand nombre d'inventeurs a été, et sera toujours, de 
trouver un agent naturel qui, appliqué à une machine appro-



l 4 o DEUXIEME SECTION". — DES MACHINES EN MOUVEMENT. 

priée, entretienne indéfiniment le mouvement de ceLtcmachine 
en surmontant une résistance continue. 

Malheureusement, la chimère séduisante du mouvement per
pétuel cache une absurdité mathématique, et. nous démontre
rons très-prochainement que, quelle que soit la disposition ima
ginée, la puissance motrice d'une machine est quelque chose 
qui se consomme, qui se dépense en raison même de l'usage 
qu'on en fait. Le problème de la mécanique industrielle est de 
rechercher quelles sont les dispositions à employer pour effec
tuer une opération définie en réduisant la dépense au mini
mum. 

Ce dernier point est une condition indispensable de l'exis
tence de la grande industrie. 

C'est donc ce fait capital de la dépense qui distingue d'une 
manière absolue l'état dynamique d'une machine de son état 
statique. 

Sur quel élément porte d'ailleurs la dépense? Qu'est-ce qui 
disparaît dans une machine en marche? Comment le moteur 
finit-il par se trouver incapable de continuer son service? 
D'après ce que nous avons dit, cela peut arriver de deux ma
nières, soil parce que cet agent ne pourra plus exercer d'ef
fort sur la machine, soit parce que le point d'application de 
l'effort exercé ne pourra plus se déplacer dans la direction de 
cet effort. Dans tous les cas le moteur ne pourra plus déve
lopper de travail, 

Étudions quelques cas très-simples. 
Par exemple, on monte le ressort d'une pendule, et le res

sort ainsi monté est capable d'imprimer en se débandant le 
mouvement à la pendule, mais à la condition de voir sa ten
sion diminuer à mesure qu'il produit son effet : quand le 
ressort est revenu à son état primitif, il faut le remonter pour 
que le mouvement continue {* ). 

Le ressort qui fait marcher le mouvement, d'horlogerie est 

.,' * *; Au contraire, les ressorts d'un fauteuil peuvent servir indeliuiment à l 'u
sure auquel on les destine, du moins tant que leur structure physique n'est 
point altérée, comme elle l'est nécessairement à la longue, aussi bien que celle 
du ressort du pendule, par des causes dont nous n'avons pas en ce moment a 
nous occuper. 
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souvent remplacé par un poids, et le poids en descendant d'une 
hauteur déterminée remplit exactement le même office que le 
ressort en se débandant; il faut aussi le remonter lorsqu'il est 
arrivé au bas de sa course, si l'on veut qu'il continue de rendre 
le même service; le poids n'a rien perdu, différant en cela du 
ressort; mais il se trouve comme celui-ci dans des conditions 
telles, qu'il ne peut plus continuer à faire marcher la ma
chine. 

On pourrait même imaginer, sinon réaliser, des dispositions 
telles, que l'intensité de la force motrice, non-seulement ne 
diminuât pas par suite de son action sur la machine, mais 
qu'elle augmentât au contraire dans une proportion quelcon
que. Considérons par exemple une molécule, un petit corps 
attiré par une masse fixe ; en cédant à cette force, le corps peut 
exercer un certain effort sur un piston. Au bout d'un certain 
temps, la force avec laquelle notre corps presse le piston n'a 
pas diminué; loin de là, elle a grandi dans le rapport inverse 
du carré de la distance qui sépare les deux masses agissantes: 
elle augmentera ainsi jusqu'à devenir théoriquement infinie, 
précisément au moment où la masse mobile sera venue se pré
cipiter sur le corps attirant, et où la continuation du mouve
ment sera devenue impossible. 

Dans les trois exemples qui précèdent, nous vovons égale
ment un certain effet produit, avec cette différence que dans 
un cas la force motrice a disparu, que dans l'autre elle est 
restée constante, que dans un troisième enfin elle a grandi. 
Mais dans tous les cas, pour une raison ou pour une autre, à 
partir d'un certain instant, la continuation du mouvement est 
devenue physiquement impossible. 

C'est donc une chose non-seulement inexacte, mais de plus, 
absolument \\AQ de sens, que de dire, comme on le fait quel
quefois, qu'une machine qui travaille consomme de la force. 

Une force, c'est un nombre de kilogrammes; or une horloge 
ne consomme pas le poids qui lui a donné le mouvement, et 
si nous trouvons dans certains cas, comme dans l'exemple du 
ressort, disparition de la force après qu'elle a produit son effet, 
dans d'autres cas, au contraire, la force croît en s'utilisant, elle 
finit même par devenir infinie, comme dans notre troisième 

.exemple, au moment précis où elle ne peut plus développer 
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d'effet utile, parce que la continuation du mouvement de son 
point d'application est devenue impossible. 

11 suffît d'ailleurs de se rappeler la théorie de l'équilibre 
pour reconnaître combien la force proprement dite semble 
jouer un rôle peu important dans les machines. Celles-ci ont 
précisément été inventées pour multiplier la force pour ainsi 
dire à l'infini, et la plus petite force peut faire équilibre à une 
force quelconque, par l'intermédiaire d'une machine conve
nable ; seulement, quelle que soit la disposition employée, on 
sait que si l'équilibre venait à être rompu accidentellement 
dans un sens ou dans l'autre, le travail de la puissance devrait 
toujours être rigoureusement égal au travail de la résistance. 

Tel est le théorème du travail virtuel, base de toute la 
science de l'équilibre des machines. 

Or, c'est celte même quantité géométrique,que nous appelons 
le travail d'une force, fonction composée de l'intensité de lu 
force et d'un mouvement toujours plus ou moins indépendant 
de cette force, c'est cette quantité, dis-je7 qui joue également 
le rôle le plus important dans la théorie des machines en mou
vement. 

Nous avons vu que lorsqu'une machine travaille, il y a à la 
fois résistance vaincue et déplacement du point d'application 
de la résistance en sens contraire de son action. 

Nous avons vu aussi que, pour qu'une machine soit capable 
de vaincre une résistance, c'est-à-dire de faire marcher le point 
d'application de cette résistance en sens inverse de sa direction, 
il faut qu'une force mouvante ou une puissance lui soil appli
quée ; il faut en outre que le point de la machine sur lequel 
agit la puissance marche dans le sens de celte action ; il faut 
donc que la puissance développe un certain travail positif. Ce 
travail, développé par la puissance, fait que la machine sou
mise à son action peut effectuer le travail correspondant à la 
résistance qu'elle a a vaincre; et, ce qu'il importe de remarquer, 
ce travail correspond à quelque chose que le moteur a perdu, 
à quelque chose qui a disparu, consommé' sans retour par la 
machine. Que la puissance, par suite de son action sur la ma
chine, ait augmenté, diminué, ou qu'elle soit restée constante, 
c'est là un l'ait tout à fait secondaire ; l'essentiel, c'est qu'il y 
a eu du travail dépensé. Un poids 1' situé à la hauteur 11 au-
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dessus du sol peut développer un travail PU, mais une fois à 
terre il ne pourra se retrouver en état de produire à nouveau 
du travail qu'en subissant à son tour l'effet d'une machine 
élévatoire quelconque. C'est un négociant qui a acheté des 
marchandises et dépensé de l'argent, il ne peut rentrer dans 
ses fonds qu'en vendant les marchandises qu'il a achetées, ou 
d'autres qu'il avait en magasin (*). 

Mais après avoir porté ainsi au passif de la machine la dé
pense du travail qu'elle nécessite de la part du moteur, il est 
juste de porter à son actif le travail des résistances qu'elle a 
vaincues. En effet, il y a de ce côté effet utile produit; il y a 
gain, comme il y a dépense aux points où sont appliquées les 
puissances. Des barres de métal ont été étirées, forgées, limées. 
Du grain a été réduit en farine, on a lancé du vent dans un 
fourneau pour produire certaines réactions chimiques, on a 
élevé des matériaux pesants, etc; et toutes ces opérations se 
sont accomplies malgré les forces qui s'opposaient aux mou
vements que l'outil était obligé de prendre, par suite de sa 
liaison géométrique avec le récepteur. Le travail de ces forces 
résistantes a été vaincu, et on a fait une certaine quantité 
d'ouvrage qui représente le bénéfice en vue duquel la machine 
a été construite. 

Pour bien mettre en relief l'importance du rôle que joue 
dans une machine quelconque, aussi bien le travail moteur 
dépensé que le travail recueilli, nous dirons, au lieu de con
sidérer une machine comme un intermédiaire chargé de trans
mettre l'effort du moteur au point où est appliquée la ré
sistance, que la machine a pour effet de transmettre le travail 
du moteur au point où l'on a besoin de produire un travail 
résistant. 

Lnité de travail. 

Quand on considère le iravail au point de vue économique, 
comme ce qui se paye dans l'industrie, on est naturellement 

(* f Seulement, le négociant realise d'habitude du betleiice siii' ses opérations, 
tandis qu'en Mécanique c'est le contraire. Si nous considérons uni' montre et 
le travail qu'en dépense à la remonter tous les joins, ee travail est plus erand 
que celui que le ress irt rcstilu". 
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conduit à estimer équivalents, d'une part le travail de deux 
moteurs qui ont fait le même ouvrage, d'autre part les travaux 
résistants correspondants à deux opérations qui, bien que 
d'espèce différente, ont été effectuées par une même dépense 
de travail moteur (*). 

Partant de là, on a dû chercher une unité, un étalon com
mode auquel on pût comparer les quantités d'action déve
loppées par divers moteurs, ainsi qu'une mesure du service 
auquel correspond un effort vaincu quelconque. 

On a pris pour terme de comparaison le cas où la force, soit 
mouvante, soit résistante, est celle qui nous est le mieux 
connue, celle dont les lois sont les plus simples : la pesan
teur. 

Rien de plus facile en effet que d'évaluer numériquement 
le travail développé par un corps qui tombe. En effet, faire 
tomber un poids de i kilogramme d'une hauteur H, ou deux 
poids de 5oo grammes de la même hauteur H, c'est iden
tiquement la même chose, et c'est deux fois ce qui correspond 
à la chute d'un seul poids de 5oo grammes. Semblablement, 
qu'un poids P tombe d'une hauteur de a mètres, c'est deux-
fois plus d'action dépensée que s'il n'était descendu que 
de i mètre; donc le travail développé par un poids P tombant 
d'une hauteur H est proportionnelle au produit PH, et ce 
travail sera représenté numériquement par la quantité 

PH, 

si l'on convient de prendre pour unité de travail industriel 
celui qui correspond au cas où le poids P est égal à i kilo
gramme, et la hauteur H à i mètre. 

( * ; Quand nous avons défini la force, nous avons dit que les forces les plus 
différentes, quant aux caractères physiques, doivent, considérées comme causes 
de mouvement, être traitées comme des quantités de même espèce et comparées 
à une unité commune, parce qu'on peut les remplacer les unes par les autres 
dans l 'équilibre ou le mouvement d'un point matériel. 

^ous retrouvons ici la même équivalence au point de vue du travail, t u e 
machine peut être plus ou moins bien appropriée à l'action d'un moteur plutôt 
que d'un au t re ; mais, en déiinitive, une machine à vapeur fera tourner un 
moulin, mouvoir une scie, etc., atissi bien qu'une roue hydraulique ou un moulin 
à vent. 
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Ceci étant une fois admis pour les travaux développés par 
la chute d'un poids, on peut mesurer à l'aide de cette unité 
le travail d'un moteur quelconque, par exemple, celui d'un 
cheval qui a fait parcourir à une voiture un espace de 5 mètres 
sur une route donnée, en remplaçant le cheval par un poids, 
laissant la même chose s'effectuer, et mesurant le travail déve
loppé. 

La même unité peut encore servir à comparer les travaux 
qui correspondent à l'exécution de deux ouvrages de nature 
différente, car, dans l'élévation du poids, on trouvera comme 
précédemment que le service rendu est proportionnel à PII, 
ou qu'il est égal à PH, si l'on adopte l'unité que nous venons 
de définir. 

Cette unité de travail industriel porte le nom de kilogram-
mètre(*). Estimer une quantité de travail en kilogrammètres, 
c'est prendre pour mesure du travail industriel l'énergie de 
la force motrice, ou celle de la résistance vaincue, en em
ployant pour un instant le vieux mot de Jean Bernoulli. Cette 
dénomination, assez mal choisie d'ailleurs, a disparu du lan
gage scientifique, ou plutôt n'y a jamais été admise, et on dit 
aujourd'hui le travail d'une force, pour désigner la quantité 
purement géométrique qu'on obtient en faisant le produit de 
l'intensité de la force par la projection, sur sa direction, de 
l'espace parcouru par son point d'application. Il est clair qu'à 
ce point de vue il n'y a pas d'unité de travail, pas plus qu'il 
n'y a d'unité de masse ou d'unité de vitesse. Le produit de 
deux facteurs est égal à i, quand chaque facteur est séparément 
égal à son unité; c'est là une chose dans laquelle il n'y a rien 
d'arbitraire, tandis que l'adoption d'une unité implique né
cessairement la liberté du choix. 

( " ) On définit assez souvent le kilogrammèlre en disant que e'est le travai' 
nécessaire pour élever i kilogramme a i mètre de hauteur, lin réalité, un 
moteur quelconque, pour produire ce résultat, développera, dépensera une 
quantité de travail qui variera selon la manière dont il s'\ prendra . Cette 
quantité, comme nous le v e n o n s , ne saurait descendre au-dessous de j kilo-
grammètre,el, dans tous les cas, le service rendu,ce qu'on doit payera l 'homme 
qui élève des poids, ou au propriétaire de la machine chargée de cet otlice, 
est proportionnel au produit PU. Tant mieux pour l'ouvrier qui exécute cette 
opération dans des conditions plus avantageuses pour lui que son voisin. 

I I . IU 
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Des sources de travail. 

Le temps n'intervient pas dans la définition que nous avons 
donnée du travail. Faire un ouvrage donné en huit jours ou en 
quinze jours, ce n'est assurément pas la même chose, mais on 
comprend qu'on puisse mettre à part la question du temps, et 
mesurer la quantité d'ouvrage effectué. Le mot de travail s'ap
plique donc à une quantité indépendante de l'idée du temps. 

Au contraire, le temps intervient nécessairement dans 
l'appréciation d'une source de travail. De même que nous 
estimons la valeur d'une source d'eau au point de vue de l'uti
lité publique par le nombre de mètres cubes que la source 
peut nous fournir en une seconde, de même nous estimerons 
la valeur d'une machine à vapeur ou d'un moteur quelconque 
agissant d'une manière continue, par le nombre de kilogram-
mètres que ce moteur peut mettre à notre disposition dans 
une seconde. 

L'usage établi est de diviser par 75 ce nombre de kilogram-
mètres, et de dire que le quotient représente la force de la 
machine en chevaux. Cette expression est doublement 
vicieuse; d'abord parce qu'elle emploie le mot force dans une 
acception qui n'est pas la vraie, ensuite parce qu'un cheval 
n'est pas réellement capable de développer d'une manière 
continue ';5 kilogrammètres par seconde. Quoi qu'il en soit, 
l'unité de source de travail est un agent capable de déve
lopper cette quantité d'action; on lui donne le nom de cheval-
vapeur. 

§ II. — PRINCIPE DU TRAVAIL. 

Après avoir essayé de faire comprendre l'importance, dans 
la théorie des machines, delà quantité géométrique à laquelle 
nous donnons le nom de travail, nous allons préciser algébri
quement les considérations qui précèdent, et établir la relation 
qui existe, dans toute machine en mouvement, entre le travail 
des puissances appliquées à la machine, et le travail des résis
tances vaincues. 

Considérons d'abord le cas d'un point matériel en mouve-
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ment sous l'action d'une force F; on a pour l'accélération 
totale 

av 
L'accélération tangentielle —r est Sa projection de J sur la 

tangente; donc 

d'où 

Or, on a 

-r --- — cos F,ds , 

mdv = F dt cosF,ds. 

ds 

Multiplions ces équations membre a membre, nous aurons 

( i ) mv dv = F ds cosF,ds = TeF. 

Ainsi, le travail élémentaire de la force F, appliquée à un 
point matériel en mouvement, est égal a la différentielle 

de - mv2. 
2 

Cela posé, il est évident que la projection F cosF, ds a une 
valeur déterminée en chaque point M de la trajectoire du point 
mobile, position définie, comme nous l'avons vu en Cinéma
tique, par la grandeur et le signe de l'arc s qui sépare le 
point M de l'origine des espaces; donc F cosF,lis est une 
fonction de s, connue ou non; on peut donc concevoir qu'on 
calcule l'intégrale 5 ' 

I ds.F cosF, ds 

entre deux positions du mobile M,, et M séparées par un inter
valle de temps quelconque /. C'est cette intégrale qu'on 
appelle le travail total de la force F pendant le temps t, ou 
pour le parcours s — s,. On peut ainsi mettre- l'intégrale de 
l'équation (i) sous la forme 

(i) TF — L ltl • ^ — , - i ) . 

1 0 . 
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Or, le produit mv- a reçu le nom de force vive. Donc : 

THÉORÈME. — Pendant un temps quelconque, le travail de la 
résultante des forces qui agissent sur un point matériel [ou la 
somme des travaux de toutes les forces directement appliquées 
à ce point) est égal au demi-accroissement de la force vive de 
ce point matériel. 

En considérant le point dont la masse est m comme faisant 
partie d'un système matériel quelconque, il y a lieu, comme 
on sait, de distinguer, parmi les forces appliquées à ce point, 
les forces F, qui sont extérieures au système, et les forces que 
nous appelons intérieures. Alors, en faisant la somme des 
équations telles que (2) , nous aurons l 'expression analytique 
générale du théorème du travail pour un système matériel 
quelconque, 

<3> 25 B " , ' - 2 î n " , ;=2 T F + 2T ./ : 

On appelle force vive totale du système la somme des forces 
vives des divers éléments de ce système, et l'on énonce l'équa
tion (3) de la manière suivante : 

THÉORÈME GÉNÉRAL. — Dans tout système matériel en mouve
ment, le demi-accroissement de la force vive totale est égal à 
la somme des travaux des forces, tant intérieures qu'exté
rieures, appliquées aux différents points de ce système. 

Ce qui fait le grand intérêt de ce théorème, c'est qu'il peut 
être démontré, comme nous l'avons fait, avant d'avoir abordé 
la Dynamique. L'équation que l'on trouve ainsi, presque sans 
calcul, et qui établit une certaine relation entre les forces 
appliquées à un système quelconque et les vitesses des dif
férents points en mouvement, cette équation, dis-jc, est suf
fisante pour établir la théorie des machines. 

Nous allons, en effet, montrer que, quelle que soit la con
stitution intime d'une machine, quel que soit le moteur qui 
lui soit appliqué, et l'ouvrage qu'elle est appelée à exécuter, 
il existe des règles générales, qui sont vraies pour toutes les 
machines imaginables, et dont la connaissance est absolument 
indispensable aux mécaniciens de tous les ordres. Ces règles 
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se déduisent toutes de notre équation (3). Nous n'épuise
rons pas d'ailleurs, en ce moment, toutes les conséquences 
renfermées dans cette équation, et nous exposerons seule
ment ici les points les plus importants de la théorie des 
machines, en réservant pour la partie du cours consacrée à la 
Dynamique proprement dite l'étude des phénomènes les plus 
délicats. 

Quand nous avons étudié les machines en Cinématique, en 
nous bornant au point de vue purement géométrique, nous 
avons reconnu dès l'abord une immense variété de méca
nismes, différant les uns des autres parla nature des éléments 
employés (solides, liquides, gaz, cordes ou courroies, etc.), 
par la disposition des organes, enfin et surtout par la nature 
de l'effet final, c'est-à-dire du mouvement géométrique pro
duit. 

Il est résulté de là un certain embarras pour la classification 
et l'énumération de tous ces engins. Quant à leur théorie 
géométrique, nous avons dû nous borner à donner quelques 
théorèmes plus ou moins généraux, et chaque question parti
culière doit être traitée d'une manière distincte par le moyen 
des procédés et des ressources de la Géométrie ordinaire et de 
la Géométrie analytique. 

Au contraire, dès que nous nous proposons de rechercher 
comment ces organes si différents reçoivent et transmettent 
l'action des divers moteurs que la nature met si libéralement 
à notre disposition, tout s'éclaircit, se simplifie, s'unifie. La 
théorie de toutes les machines se réduit au théorème unique 
que nous venons de démontrer. 

§ Ili. — THÉORIE DE LA TRANSMISSION m: TRAVAIL DANS LES 

MACHINES. 

Reprenons notre équation (3), et, parmi les travaux de 
toutes les forces dont la somme algébrique figure au deuxième 
membre, désignons par T,„ le travail moteur reçu par la 
machine pendant la période que l'on considère, c'est-à-dire la 
somme de tous les travaux élémentaires positifs, et par Tr le 
travail résistant, c'est-à-dire la somme, prise positivement, de 
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tous les travaux élémentaires négatifs. Nous écrirons alors 

La machine étant supposée à liaisons complètes, ce qui est 
le cas le plus général, les rapports des vitesses de tous les 
points sont déterminés par des lois purement géométriques, 
que nous avons établies dans la Cinématique. Par suite, les 
vitesses des différents points s'expriment en fonction des 
coordonnées qui fixent la forme et la position du système, et 
de la vitesse d'un seul point choisi à volonté. L'équation (4; 
donne cette dernière vitesse à un instant quelconque, si l'on 
connaît pour cet instant la somme des travaux de toutes les 
forces, à partir d'un instant initial arbitraire. 

Pour étudier au moyen de cette équation les circonstances 
principales de la marche d'une machine, nous distinguerons 
les trois périodes suivantes. 

PREMIÈRE PÉRIODE. — Mise en train de la machine. 

Considérons le moment où, la machine étant en repos, on 
commence à lui appliquer l'action de son moteur. 

La machine se met en marche, surmonte les résistances 
qui lui sont appliquées, accomplit un certain travail, et en 
même temps, comme condition nécessaire de son fonctionne
ment, elle fait prendre à ses pièces des vitesses qui générale
ment doivent être maintenues dans de certaines limites pour 
que la besogne soit bien faite. 

Pour cette première période, l'équation doit s'écrire 

^ I w l , : = T .7 l-T,., 

puisque les vitesses initiales des diverses parties de la 
machine, représentées d'une manière générale par c„, sont 
toutes nulles. 

De là nous tirons 
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Donc, dans cette première période, le travail résistant vaincu 
par la machine est plus petit que le travail moteur, et il lui 
est inférieur d'une quantité 

égale à la demi-somme des forces vives acquises par les diffé
rentes pièces de la machine. 

Si donc le travail résistant qu'il s'agit de vaincre est constant 
dans l'unité de temps, il faudra, dans cette première période, 
développer un travail moteur plus considérable que ce travail 
résistant. 

S'il s'agit d'un moteur animé, il faudra donner un coup de 
collier; s'il s'agit d'une machine hydraulique ou à vapeur, le 
mécanicien qui la conduit devra donner plus d'eau à la pre
mière, plus de vapeur à la seconde, et cela jusqu'au moment 
où, la machine ayant atteint sa vitesse normale, le travail va 
devenir régulier. 

DEUXIÈME PÉRIODE. — Travail normal. 

Au point de vue du travail normal, on doit distinguer trois 
classes principales de machines. 

i° Pour celles de la première classe, le mouvement, une fois 
réglé, est uniforme. Tels sont les moulins à blé, les métiers 
mus par une roue hydraulique, et un grand nombre d'autres 
machines, caractérisées en général par cette circonstance, que 
toutes les pièces, sauf peut-être quelques organes accessoires, 
possèdent un mouvement de rotation continu et uniforme. 

Une fois ces machines arrivées à leur vitesse de régime, leur 
force vive ne varie plus d'une manière sensible, et l'on a pour 
un intervalle de temps quelconque 

T . — T r = o . 

i° Dans les machines de la deuxième classe, le mouve
ment des diverses pièces, pendant la marche régulière, s'accé
lère et se ralentit alternativement, mais de telle manière que 
la vitesse de chacun des points de la machine reste toujours 
comprise entre certaines limites, et que la vitesse de tout le 
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système se retrouve identiquement la môme, à des intervalles 
réglés. C'est ce qu'on observe par exemple dans les pompes, 
les machines à vapeur, les souffleries, etc. 

Considérons des époques correspondantes de ces intervalles 
successifs, de ces périodes de temps, tours ou révolutions qui 
se succèdent, et qui sont telles, qu'au commencement et à la 
fin de chacune d'elles les vitesses des diverses parties sont les 
mêmes: il est clair que si l'on applique l'équation du travail, 
qui a lieu pour un intervalle quelconque, depuis le commen
cement jusqu'à la fin de cette période, le premier membre de 
l'équation générale est égal à zéro, et par conséquent le second 
l'est aussi; donc le travail moteur T„, développé pendant une 
période, ou pendant un nombre quelconque de périodes, est 
égal au travail résistant vaincu Tr. 

Ainsi, quoique T,„ et TV ne soient pas égaux pour chaque 
élément de temps, l'égalité de ces quantités peut être regardée 
comme existant en moyenne, pendant toute la durée de la 
marche régulière de la machine. On peut donc écrire, pendant 
toute la durée du travail normal de la machine, l'équation 

(•'•) T , . = T,„. 

3° Cette relation serait encore très-approximative quand 
même le mouvement de la machine ne présenterait pas une 
périodicité régulière, comme dans les locomotives, par 
exemple, et dans beaucoup d'autres machines. En effet, si 
nous considérons deux instants séparés par un intervalle suf
fisamment grand, il est bien évident que la force vive ne 
saurait croître au delà d'une certaine limite, et que par consé
quent la quantité 

si elle n'est pas nulle, ne peut dépasser une certaine limite po
sitive ou négative, plus ou moins élevée, selon les cas, mais 
toujours bien déterminée. 

Au contraire, la machine ne cesse pas de vaincre des résis
tances, et par conséquent de consommer du travail moteur; 
donc, les deux termes T„, et TV- croissent tous les deux et peu-
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vent dépasser une grandeur quelconque assignée à l'avance, 
pourvu que l'on considère un temps suffisamment long. 

Or, l'équation du travail nous apprend que la différence entre 
ces deux termes conserve une valeur toujours assez petite; on 
a donc, avec une faible erreur relative, 

T,„ = T,. 

Donc, en général, on peut dire que, pendant la marche nor
male d'une machine quelconque, il y a égalité entre le travail 
moteur développé et le travail résistant vaincu. Ce résultat est 
indépendant de la vitesse de la machine. 

TROISIÈME PÉRIODE. — Arrêt de la machine. 

Supposons enfin que nous cessions de fournir du travail 
moteur à la machine. Les résistances continuant à agir, le 
mouvement se ralentira peu à peu, pour cesser au bout d'un 
certain temps. Nous avons pour la période d'arrêt de la 
machine l'équation 

les vitesses finales étant toutes nulles, et les vitesses initiales 
étant précisément celles de la fin de la première période, 
lesquelles se sont conservées sans altération pendant toute 
la durée de la seconde, comme il a été expliqué. On déduit 
de là 

13) Tr = 2 ^ " " . 

Le travail résistant qu'on produit ainsi sans dépenser de-
travail moteur est précisément égal au travail moteur dépensé 
en trop dans la période de mise en train. 

Théorème de la transmission du travail. 

Faisons la somme des trois équations obtenues séparément, 
nous aurons en définitive 

2 T.=2 T. 
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De telle sorte que, quelles que soient les variations du mou
vement de la machine, le travail développé par les forces 
mouvantes qui lui sont appliquées pendant tout le temps 
qu'elle est en marche est toujours égal au travail développé 
dans le même temps par les forces résistantes. 

Ce théorème remarquable est connu sous le nom de théo
rème de la transmission du travail. 

Il consiste essentiellement en ce que, quelles que soient la 
multiplicité et la disposition des organes d'une machine 
(toutes choses qui permettent de modifier d'une manière 
véritablement merveilleuse la direction, la grandeur et le 
mode d'action d'une force quelconque, en même temps que 
les vitesses des différents points soumis à cette action), il y a 
pourtant une chose sur laquelle nous n'avons aucune influence, 
c'est la quantité de travail à développer; cette quantité doit 
toujours être rigoureusement égale au travail des résistances 
à vaincre (*). 

(*) C'est ce que le P. Mer senne l'ait parfaitement sentir dans le petit ouvrage 
déjà cité à l'occasion de la théorie des machines en équilibre : 

« Avant que d 'entreprendre la spéculation des instruments de la Méchanique, 
il faut remarquer en général les commodités et les profits que Ton peut eu 
tirer, afin que les artisans ne croient pas qu'ils puissent servir aux opérations 
dont ils ne sont pas capables, et que l'on puisse lever de grands fardeaux avec 
peu de force; car la nature ne peut être trompée ni céder à ses droits, et nulle 
résistance ne peut être surmontée que par une plus grande force. » \ou> 
dirions aujourd'hui, pour être plus corrects : que par une force développant un 
travail plus grand. 

» 11 faut donc ici considérer quatre choses, à savoir : le fardeau que Von 
veut transporter d'un lieu à un autre, la force qui doit le mouvoir, la dis
tance par laquelle se fait le mouvement, et le temps dudit mouvement, parce 
qu'i l sert pour en déterminer la vitesse; de sorte que si l'on suppose telle 
résistance, telle force et telle distance déterminée que l'on voudra, il n'y a 
nul doute que la force requise conduira le fardeau à la distance donnée, quo\ 
que ladite force soit très-petite, pourvu que l'on divise le fardeau en tant de 
parties que la force puisse en mouvoir une , car elle les transportera toutes le> 
unes après les autres; d'où il s'ensuit que ia moindre du monde peut trans
porter tel poids que l'on voudra. 

» Mais l'on ne peut dire à la fin du t ransport que Ton ayt remue un grand 
fardeau avec peu de force, puisqu'elle a toujours esté égale à chaque partie du 
fardeau : de manière que l'on ne gaigne rien avec les instruments, d'autant que 
si l'on applique une petite force à un grand fardeau, il faut beaucoup de temps, 

et que si l'on veut le transporter en peu de temps, il faut une grande force 
» [Néanmoins les machines sont utiles pour mouvoir de grands fardeaux tout 
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Forme définitive de l équation du travail. 

Le théorème fondamental de l'égalité entre le travail moteur 
et le travail résistant n'est vrai que si l'on a soin de tenir 
compte, dans l'évaluation de ce dernier élément, des résistances 
de toute nature qui tendent à s'opposer au mouvement de la 
machine. Or, au point de vue économique, industriel, il y a 
lieu de diviser ces résistances en deux catégories bien 
distinctes, comprenant : 

D'une part, les résistances utiles, c'est-à-dire celles qui 
correspondent à l'ouvrage même que la machine est destinée 
à exécuter. 

D'autre part, les résistances qui se développent dans' la 
machine par suite de son mouvement (comme les frottements 
entre les pièces solides dont la machine est formée), résistances 
qui n'ont rien de commun avec le travail en vue duquel la 
machine est employée; elles sont désignées sous le nom de 
résistances passives ( * ). 

Soit Tle travail des résistances ut i les , !^ celui des résistances 
passives, on a 

T r =T + T„ 

d'un coup sans les diviser, parce que l'on a souvent beaucoup de temps et peu 
de force; c'est pourquoy la longueur du temps récompense le peu de force. 
Mais celuy-là se tromperait qui voudrait abréger le temps en n'usant que d'une 
petite force, et monstrerait qu'il n 'entend pas la nature des machines, ny la 
raison de leurs effets, etc. 

» Or, il faut conclure de tout ce discours que Von ne peut rien guigner en 
force qu'on ne le perde en temps, etc. » 

[Les Méehaniques de Galilée, chap. I e r . De l'utilité des machines.) 

Il est impossible de mieux faire ressortir l 'importance capitale de ce grand 
principe, que l'observation attentive retrouve dans toutes les machines, et qui 
constitue tout ce qu'il faut ajouter aux considérations de Géométrie pure pour 
avoir la théorie complète d 'une machine quelconque. 

(*) Ces résistances sont doublement nuisibles, d'abord parce qu'elles con
somment inutilement du travail moteur, ensuite parce que ce travail absorbe 
devant toujours se retrouver balancé dans le budget d'une machine par une 
quantité équivalente de résistances vaincues, et se trouvant complètement perdu 
pour l'effet utile, est employé uniquement à user les diverses pièces, à échauffer 
les organes ou à développer des vibrations qui se transmettent aux supports et 
nuisent à la régularité du travail de l 'outi l . 
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et l'on écrit ordinairement l'équation du travail sous la forme 

2 \ ,m''~ ~ 2 î ""'• = T" - T _ T'" 
d'où nous tirons 

T=T.-Ty,-(2;î"»''j-2î'n,'«)' 
équation qui, si Ton considère un intervalle de temps suffi
samment grand, se réduit, comme nous l'avons vu, à 

T = TM—T,. 

Le travail utilisé par la machine est donc toujours inférieur 
au travail moteur dépensé, puisqu'il est égal à ce dernier, 
diminué du travail des résistances passives. 

Du rendement d'une machine. — On appelle effet utile, ou 
rendement d'une machine, le rapport du travail utilisé au tra
vail dépensé, c'est-à-dire la fraction 

T T — T T 
T T T '' 

C'est là l'élément le plus important qu'on ait à considérer 
dans les machines, quoique cependant ce ne soit pas le seul; 
car d'autres choses, telles que la facilité de déplacement de la 
machine, la perfection du travail, l'économie de frais de con
struction et d'entretien doivent entrer en ligne de compte. 

Le rendement d'une machine s'exprime par une fraction 
donnée ordinairement en centièmes, dont la grandeur per
mettra d'apprécier la bonté de la machine et l'importance des 
perfectionnements qui restent à faire. 

Disons dès maintenant qu'on estime comme excellentes, 
sous le rapport de l'effet utile, celles qui rendent en travail 
les o,5o ou 0,60 de la quantité d'action absolue dépensée par 

' * ) I.e rendement est égal à 1 ^ , do sorte que la détermination de celle 

quantité exige que nous étudiions d'une manière complète les ditlérenlos causes 
des résistances passives qui diminueni ce. rendement et le rendent plus ou moins 
intérieur à l 'unité. 
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le moteur, et qu'il en existe un grand nombre, précisément 
celles qui se distinguent par la complication et la multiplicité 
des rouages, qui ne rendent pas môme ~ ou •— de celte quan
tité d'action. 

§ IV. — ETUDE D'UN AVANT-PROJET DE MACHINE. 

Les considérations qui précèdent suffisent pour faire com
prendre la marche à suivre quand il s'agit d'arrêter sommaire
ment les éléments principaux d'une machine, d'en faire Y avant-
projet. 

Du moteur. — Connaissant la quantité de travail résistant 
qui doit être vaincue dans l'unité de temps, on connaît par 
cela même la quantité de travail moteur à développer dans le 
même temps, c'est-à-dire la force de la machine en chevaux. 
Le nombre qui correspond au travail des résistances utiles 
devra être multiplié par un certain coefficient, inverse de celui 
que nous avons appelé le rendement. 

Quant à la nature du moteur, au point de vue mécanique 
elle est indifférente ; c'est uniquement aux conditions écono
miques spéciales dans lesquelles on se trouvera placé qu'on 
devra faire appel pour fixer son choix entre les divers moteurs 
dont on peut faire usage. 

Du récepteur. — Les récepteurs sont les premières pièces 
mobiles qui fassent partie de la machine proprement dite : ils 
sont en liaison directe avec le moteur d'une part, avec la trans
mission de l'autre. 

Pour chaque moteur en particulier, il faut étudier les divers 
récepteurs connus. Cette étude se fait dans tous les cours de 
Mécanique ; elle détermine les appareils qui doivent être con
damnés d'une manière absolue, et ceux parmi lesquels on 
pourra choisir suivant les cas et qui permettent le mieux à 
l'agent moteur de développer son action en raison de sa nature 
et de sa qualité. 

Ce n'est pas tout : le choix du récepteur une fois arrêté, 
nous verrons qu'il existe pour chacun de ces organes une vi
tesse de régime, une allure normale dont il n'est pas possible 
de s'écarter beaucoup, sans diminuer, en général, notablement 
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le rendement de la machine. La vitesse du récepteur peut donc 
être considérée comme connue à priori, indépendamment de 
la machine à mettre en mouvement et de l'ouvrage à faire. 

De l'opérateur. — De même l'outil à employer, la vitesse 
avec laquelle il doit fonctionner sont deux choses déterminées 
par la considération de l'économie du travail, mais surtout 
par celle de la bonne exécution de l'ouvrage; dans tous les 
cas, par des considérations dans lesquelles n'entre pour rien 
le reste de la machine. L'étude des machines-outils doit être 
à peu près réservée aux praticiens. 

De la transmission, — Nous avons déterminé séparément la 
vitesse du récepteur et celle de l'outil, le rôle de la transmis
sion est d'établir entre ces deux organes un rapport de vitesses 
égal au rapport fixé dans l'avant-projet. Les ressources offertes 
par la Cinématique pour résoudre ce problème peuvent être 
considérées comme indéfinies, et l'on n'aura pour ainsi dire 
jamais à se préoccuper de cela dans la fixation des vitesses 
les plus convenables pour le récepteur et pour l'outil. 

C'est dans la transmission de mouvement que réside l'utilité 
de la machine : on peut, au moyen d'organes convenablement 
disposés, transformer et modifier de mille manières le travail 
fourni par un moteur quelconque. Cependant il ne faut jamais 
abuser de ces organes qui, en même temps qu'ils facilitent la 
distribution du travail, augmentent les résistances passives, et 
par conséquent diminuent le travail utilisé. 

Du mouvement uniforme (*). 

Nous avons vu que, dans la plupart des machines, le travail 
moteur n'est pas à chaque instant égal au travail résistant cor
respondant. Tantôt il le surpasse et tantôt il en est surpassé; 
par suite, h machine s'accélère et se ralentit périodiquement, 
île manière à gagner ou à perdre dans un- temps donné une 
quantité de force vive précisément égale au double de l'excès 
positif ou négatif du travail moteur sur le travail résistant pen
dant le même temps. 

(*) Ce paragraphe est extrait, peur la plus j;rande partie, des Leçons profes
sées par M. Poncclet a l'École cTVppliealion de Metz. 
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Or, il est généralement important, quand une machine est 
destinée à marcher pendant un temps un peu long, que son 
mouvement s'écarte le moins possible de l'uniformité. 

En effet, dans les machines qui possèdent le mouvement 
uniforme, et où les puissances et les résistances agissent d'une 
manière continue et avec la même intensité d'action, les pièces 
se conduisent toujours de la même manière et demeurent sans 
cesse en contact, sans éprouver aucune secousse nuisible, au
cun changement brusque de vitesse ; et comme les quantités 
d'actions élémentaires reçues et transmises par chacune d'elles 
sont égales et constantes, ou qu'il va équilibre à chaque instant, 
de même que pour la machine entière, les chances de destruc
tion sont moindres et l'on peut apprécier dans chaque cas les 
efforts supportés et la solidité maximum qui convient. 

De plus, comme il existe pour chaque moteur une vitesse 
du point d'application qui rend le travail communiqué à la 
machine un maximum, et que la qualité et la quantité du tra
vail des outils dépendent aussi de leur vitesse et surtout de 
la constance de cette vitesse, on voit que le cas le plus avan
tageux possible sera celui où les vitesses des pièces extérieures 
de la machine seront telles que le réclame chaque genre de 
moteur et de travail, et resteront invariables pendant le mou
vement aussi bien que celles des pièces intermédiaires. 

Dans les machines dont le mouvement est variable d'une 
manière sensible, le contraire de tout cela a lieu, sans compter 
les autres inconvénients qui peuvent y être attachés. Ainsi, 
par exemple, il pourrait arriver que le mouvement ne put 
aucunement naître ou s'entretenir, parce que, l'action du mo
teur étant intermittente, il y aurait des instants où celle-ci 
ayant toute sa valeur tandis que l'autre a atteint le maximum 
de la sienne, le mouvement de la machine ne pourrait s'entre
tenir au passage de ces points morts. 

Même en supposant que le mouvement puisse naître et s'en
tretenir, il n'en résulte pas moins de son état variable que la 
machine ne travaillera pas sous les conditions les plus avanta
geuses possibles, et que ses différentes pièces éprouveront 
des secousses, des pressions et des dépressions qui altéreront 
leur constitution et absorberont inutilement une portion du 
travail moteur. 
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D'après ces divers inconvénients du mouvement varié, il 
semblerait qu'on dût y renoncer dans toutes les applications à 
l'industrie et se borner uniquement aux moyens qui permettent 
l'uniformité rigoureuse du mouvement, ce qui réduit à n'em
ployer, même pour le récepteur et l'outil, que des pièces de 
rotation, des courroies sans fin, et à proscrire toute action 
intermittente de la part du moteur ou de la résistance. C'est 
à quoi tendent tous les efforts des bons constructeurs et des 
mécaniciens instruits; mais, quoiqu'on ait résolu la question 
pour plusieurs machines importantes d'une manière suffisam
ment approchée, il n'y a pas d'espoir qu'on puisse le faire pour 
toutes. La nature du moteur et du travail à faire, souvent môme 
des circonstances de localité, et principalement trop de sujé
tion dans l'exécution matérielle, trop de dépense, s'opposeront 
à ce qu'on atteigne le but d'une manière satisfaisante; du 
moins on doit chercher à s'en approcher le plus possible dans 
chaque cas particulier. 

Pour cela, on doit d'abord chercher à supprimer autant 
que possible les causes du mouvement variable, c'est-à-dire 
rendre aussi uniformes que l'on pourra l'action de la puis
sance et celle de la résistance; et dans le cas où cela ne sera 
pas possible, faire en sorte que les variations de ces deux 
quantités soient corrélatives, de manière que, dans un temps 
donné, il y ait toujours égalité entre le travail moteur et le 
travail résistant. 

Outre les deux causes de mouvement variable que nous ve
nons de signaler, il en existe une troisième correspondant a 
la distribution dissymétrique des pièces un peu massives qui 
entrent dans la composition de la machine. 

Considérons les roues non centrées, les pièces à mouvement 
alternatif rcctiligne ou circulaire : elles ont un double effet 
nuisible dans les machines. 

i° Le poids de ces pièces produit alternativement un travail 
positif et négatif, selon que leur centre de gravité s'élève ou 
s'abaisse, et le terme correspondant, en s'ajoulant ainsi tantôt 
au travail moteur, tantôt au travail résistant, ajoute un nouvel 
élément aux causes d'irrégularité inhérentes à la nature même 
de la puissance et de la résistance. 

2° La présence de ces mêmes pièces se manifeste encore 
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par une autre influence bien plus nuisible, en ce sens qu'elles 
introduisent dans l'expression de la force vive du système des 
termes vaiiables dont l'effet perturbateur croît rapidement 
avec la grandeur des masses mises en jeu, et plus rapidement 
encore, avec la vitesse dont ces masses sont animées. 

La science du mécanicien est de faire en sorte que ces di
verses causes d'irrégularité se combattent mutuellement et se 
compensent le plus exactement qu'il est possible. Quand on a 
épuisé tous ses moyens d'action dans cette voie, il faut du 
moins faire en sorte que les excès périodiques du travail mo
teur sur le travail résistant et du travail résistant sur le travail 
moteur ne se traduisent pas par une trop grande accélération 
suivie d'un retard du même ordre de grandeur. On arrive à ce 
résultat par l'emploi des volants. 

Des volants. 

Un volant est une grande roue fixée à l'un des arbres tour
nants de la machine, et préférablement à l'un de ceux dont la 
vitesse est le plus considérable. Pour bien nous rendre compte 
du mode d'action d'un volant, faisons abstraction des masses 
des autres pièces de la machine, et supposons que, pendant 
un intervalle de temps déterminé, il y ait un certain excès du 
travail moteur sur le travail résistant. 

D'après ce que nous savons, la force vive du volant reçoit 
pendant le même temps un accroissement numériquement et 
algébriquement égal au double de cet excès. Or, si l'on assi
mile ce volant à un anneau dont la niasse est M et dont le 
rayon est égal à H, on aura pour la force vive du volant, w étant 
la vitesse angulaire de l'arbre, 

MorR-, 

et pour l'accroissement de cette force vive, pour un accrois
sement «' — M de vitesse, 

MR ( M'
 : — tf) = MR2 ( M -+- M' ) ( M' - M ). 

On voit que , la variation de force vive étant donnée, !a dif e-

II . >i 
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renée w'— oi sera d'autant plus petite que les trois autres fac
teurs seront plus grands, d'où l'on conclut que : 

i n rotant est d'autant plus puissant qu'il a une plus grande 
masse et un plus grand rayon et qu'il tourne avec une vitesse 
angulaire plus considérable. 

La quantité Mil* s'appelle le moment d'inertie du volant. 
TSous verrons plus tard la théorie des volants. Dès à présent, 

on peut observer que ces appareils servent à resserrer (Mitre 
des limites convenables les variations de vitesse d'une ma
chine. Ce sont, suivant l'expression usuelle, des réservoirs de 
force vive ou de travail, l 'emmagasinant quand la force mo
trice l 'emporte , la restituant lorsque la résistance devient 
prédominante, le tout sans varier beaucoup de vitesse. 

Dans tout ceci, nous avons supposé la machine réglée de 
manière que son mouvement se1 compose de périodes régu
lières pendant chacune desquelles le travail moteur soil égal 
au travail résistant. 

Ceci exige évidemment que, du moment que la vitesse nor
male est atteinte ou que la première période est terminée, on 
change le mode d'action du moteur de manière à lui faire dé
velopper moins de travail dans l 'unité de temps (la résistance 
étant supposée constante, que quand ce moteur avait non-seu
lement à vaincre la résistance, mais à faire acquérir à la ma
chine sa foi ce vive normale. 

Les moteurs animés se règlent d 'eux-mêmes; les autres 
exigent ordinairement l 'intervention d'un mécanicien. Cette 
intervention est aussi indispensable quand il arrive acciden
tellement un accroissement ou une diminution de tra\ail 
résistant, distincte des variations qui se produisent régulière-
nii-nt par suite de la périodicité du mouvement. Dans ce cas, 
h- volant a bien pour effet d'empêcher que cette variation 
ailore trop notablement la vitesse du régim-;', mais il n'en est 
pas moins vrai que cette vitesse serait changée pour un temps 
assez long, jusqu'à une perturbation en sens contraire dont ii 
est impossible de prévoir l 'époque, si le mécanicien n'inter
venait pas pour rétablir l'égalité troublée entre le travail mo
teur et le travail résistant. 

]\ous verrons aussi qu'il existe certains appareils dits régit-
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laleurs, au moyen desquels une machine quelconque règle 
d'elle-même la quantité de travail moteur qu'elle doit dépen
ser, de manière à maintenir sa vitesse dans de bonnes limites. 

Impossibilité du mouvement perpétuel. 

On reconnaît par là combien est grande l 'erreur de ceux qui 
cherchent le mouvement perpétuel, c'est-à-dire qui se pro
posent' de trouver une machine à l'aide de laquelle on puisse 
produire du travail utile sans dépense de travail moteur , ou 
au moins produire une quantité de travail utile plus grandi1 

que la quantité de travail moteur dépensée. L'étude des solu
tions proposées est assez curieuse. Beaucoup d'entre elles 
consistent à fournira la machine une certaine force vive plus 
ou moins considérable, en dépensant une certaine quantité de-
travail moteur. On emploie un volant très-lourd qui peut , en 
se ralentissant, c'est-à-dire en perdant sa force vive, restituer 
une partie du travail moteur qu'il a reçu et surmonter des ré 
sistances tant qu'il lui restera de la force vive. 

J'ai dit que le volant ne restitue qu'n/ie partie du travail 
qu'on a dépensé pour le mettre en mouvement. En etïet, c'est 
un banquier toujours disposé à échanger du travail contre de 
la force vive, et inversement ; mais, sous prétexte de résis
tances passives, il ne manque jamais de retenir tant pour ioo 
sur chaque opération, de sorte qu'il ne faut jamais recourir a 
son ministère que quand il esl impossible de faire autrement . 

Mais, dans tous les cas, le travail que la machine peut vaincre 
a toujours une limite qu'on ne saurait dépasser, limite mar
quée par la demi-force vive acquise, c'est-à-dire par le travail 
moteur primitivement dépensé. 

On emploie d'ailleurs avantageusement une disposition de 
ce genre quand on veut, au moyen d'une puissance médiocre, 
surmonter une résistance très-considérable, mais qui ne 
s'exerce (pue pendant un temps très-court. Kxeniples : balan
cier à battre la monnaie, presse à timbre sec, etc. 

Dans ce cas, l'addition d'un volant permet d'accumuler dans 
la machine en mouvement une force vive considérable, sans 
qu'il se produise en même temps une grande vitesse qui serait 
nuisible à l'action du moteur; et lorsque la résistance se pré-
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sente, la machine la surmonte en vertu de la force vive qu'elle 
possède. 

Le volant fonctionne dans ce cas comme une caisse d'épargne; 
mais il ne faut pas oublier qu'en général ces appareils sont fort 
lourds et qu'ils augmentent dans une forte proportion les ré
sistances passives de la machine. La tendance est aujourd'hui 
de les réduire autant que possible en régularisant séparément 
l'action de la puissance et celle de la résistance. On a ainsi 
l'avantage de pouvoir, en cas de danger, arrêter presque instan
tanément la machine qui n'est pas animée d'une force vive 
bien considérable. 

Mais revenons au mouvement perpétuel. 
D'autres machines sont plus ingénieuses; elles mettent en 

jeu les agents naturels les plus divers, les ressorts, le calo
rique, l'électricité, le magnétisme ; le plus fort peut s'y laisser 
prendre. Mais dès qu'on s'aperçoit qu'une combinaison quel
conque conduit au mouvement perpétuel, si bien déguisé qu'il 
soit, il faut s'empresser de condamner le tout sans appel. 

C'est même une méthode, sinon bien philosophique, du 
moins parfaitement sûre, suivant moi, que celle qui consiste à 
démontrer certaines lois physiques assez difficiles à établir 
expérimentalement, en faisant voir que leur négative condui
rait nécessairement au mouvement perpétuel. On peut ainsi 
partir de l'impossibilité du mouvement perpétuel comme 
d'un axiome très-commode dans un grand nombre de cas. 
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CHAPITRE II. 

DES RÉSISTANCES PASSIVES. 

Les résistances passives sont des résistances qui se rencon
trent nécessairement dans toutes les machines en mouvement, 
comme une conséquence des conditions générales dans les
quelles une machine quelconque se trouve. On peut les rat
tacher aux deux classes suivantes : 

i° Les résistances qui proviennent de la présence de l'air 
dans lequel se meuvent les diverses pièces, et des supports 
considérés comme fixes, avec lesquels ces pièces mobiles sont 
en contact. D'une part, la machine communique au fluide 
ambiant une certaine quantité de force vive aux dépens de la 
sienne propre ou du travail moteur qui est obligé de l'entre
tenir; d'autre part, les supports, qui ne sont jamais absolu
ment inébranlables, détournent aussi à leur profit, ou plutôl 
à leur détriment, une certaine quantité de force vive sous 
forme de vibrations qui se propagent de proche en proche et 
vont se perdre dans la masse de la terre. 

2° Dans l'immense majorité des cas, la plus grande partie du 
travail perdu provient de la résistance spéciale qui a reçu le 
nom de frottement, et de ses congénères. 

On comprendrait difficilement l'existence de ces forces si 
les solides étaient absolument invariables; mais il n'en est 
point ainsi. Les solides se déforment, même sous l'inlluence 
des forces dont ils subissent l'action dans une machine bien 
conduite; et celte déformation ne peut s'accomplir que si le 
travail d'un effort moteur quelconque a surmonté le travail 
des forces intérieures qui agissent sur les molécules du solide 
dans son état normal. 

Nous avons vu que la somme des travaux des forces inlé-
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Heures, dans un système quelconque, se composait de termes 
de la l'orme 

/ • * " • 

/'représentant l'intensité de la force qui s'exerce entre deux 
points mobiles, et dr la variation de la distance de ces deux 
points. 

Il y a trois cas limites tout à fait théoriques pour lesquels ce 
terme est nul : i° le cas des corps parfaitement solides, parce 

que <lr=ci et par suite / fdv— o; ?.° le cas des corps liquides 

regardés comme incompressibles et sans cohésion, parce qu'a
lors s'ils sont comprimés dr = o ; s'ils ne le sont pas, / = o, et 

dans les deux cas, / fdr=z o; 3" le cas des corps parfaitement 

élastiques. En effet, le travail résistant produit par l'action 
d'un corps sur un corps élastique est toujours détruit par le 
travail de signe contraire que produit ce corps en reprenant 
sa forme primitive. Ces trois cas étant absolument théoriques, 
nous aurons toujours des résistances passives dont nous de
vons étudier l'action. 

Nous commencerons, dans ce Cours de première année, par 
le frottement, la résistance au roulement et la roideur des 
cordes; dans le Cours de la seconde année, nous terminerons 
cette théorie par l'étude du choc et par celle de la résistance 
des milieux. 

§ \ . — Lois DU FROTTEMENT. 

L'expérience prouve que, quand un corps est appuyé sur 
un plan, et qu'on cherche, en exerçant un effort langentiel, 
à faire glisser le corps sur le plan, il faut pour cela une force 
supérieure à une certaine limite déterminée dans chaque cas. 
De même, lorsque le corps a commencé à glisser sur le plan 
qui le supporte, on a besoin, pour entretenir son mouvement 
uniforme, de lui appliquer constamment une certaine force 
de traction, sans quoi le corps ne tarde pas à s'arrêter. 

Considérons le corps au moment où il est équilibré sous 
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l'influence d'une force qui l'appuie sur le plan P, et d'un effort 
tangentiel F (Jig. 5(5). La réaction du plan doit être égale et 
opposée à la résultante de ces deux forces. Donc ce plan, 
outre la réaction normale que nous avons considérée seule 
jusqu'ici, est susceptible d'exercer sur les corps une réaction 
tangentielle qui est connue sous le nom de frottement. 

La cause physique du frottement est probablement la de-
formation naturelle qui se produit sur les deux corps en con
tact sous l'influence de la pression normale P. Le contact des 
deux corps ne s'effectue plus alors suivant une surface plane. 
L'effet de la force F, tant qu'elle reste au-dessous d'une cer
taine limite, est de faire varier la déformation de manière à 
déterminer une certaine inclinaison de la réaction du plan 
sur la normale. Si l'on augmente progressivement cette 
force F, l'équilibre ne sera plus possible et le mouvement 
arrivera à se produire. 

L'équilibre d'un solide naturel posé sur un plan, sous l'in
fluence des forces F, P et de la réaction R, est d'un genre tout 
particulier et diffère essentiellement de l'équilibre tel que 
nous l'avons considéré jusqu'ici. Il n'y a plus, à proprement 
parler, d'équations d'équilibre, du moins entre les forces 
extérieures, puisque nous venons devoir que l'équilibre ayant 
lieu sous l'action d'une force F suffisamment petite, on peut 
augmenter celte force jusqu'à une certaine limite sans détruire 
l'équilibre (*). 

Ce qu'il importe de connaître dans chaque cas, ce sont les 
conditions qui doivent être remplies pour que l'équilibre éta
bli soit sur le point d'être rompu dans un certain sens, c'est-
à-dire la limite précise au-dessus de laquelle la force F ne 
saurait croître, dans des circonstances données, sans détermi
ner le mouvement du corps dans sa direction. 

*^ Hàlons-nous de dire que cela tient à , e que , si noes a-jementor.- o 
force V, la réaction R prend d'elle-même la valeur convenable pour mainter'n 
l'équilibre dans ça nouveau cas. ("r l'ait est tout à l'ail analogue à ce qui s<' p: o -
ituit quand nous chargeons une poutre ou un plancher. Si nous augmentons la 
charge, l'équilibre subsiste, la réaction de la poutre augmentant d'une égale 
quantité, jusqu'à ce qui' la charge dépassant la limite de la résistance des ma-
teîiauv, l'équilibre soit détruit par I". ruptur • :'a l 'appui. 
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Expériences de Coulomb. 

La recherche expérimentale des lois qui lient cette limite 
aux diverses circonstances capables d'influer sur le phéno
mène a été faite d'abord par Amonlons (1696), puis par Cou
lomb, dont les travaux sur cette question sont restés clas
siques (*). 

Voici quelles sont les lois trouvées par cet illustre expéri
mentateur : 

i° Lorsque deux corps sont sur le point de glisser l'un sur 
l'autre, ou qu'ils glissent effectivement d'un mouvement uni
forme, chacun d'eux reçoit de l'autre, en chaque élément en 
contact, une réaction tangentielle ou frottement dont le sens 
est opposé à celui du mouvement relatif acquis ou sur le point 
de naître. 

20 Le frottement est proportionnel à la pression normale 
et indépendant de l'étendue des surfaces en contact, tant que 
la nature de ces surfaces et de leurs enduits n'éprouve au
cune altération résultant de la pression mutuelle ou de toute 
autre cause. 

3° Sous les mêmes conditions et dans les cas ordinaires de 
la pratique, le frottement est indépendant de la vitesse rela
tive des corps frottants. 

Si P désigne la pression normale, F le frottement, on a. 
d'après les lois précédentes, 

F i z z / P . 

Le coefficient / p o r t e le nom de coefficient de frottement. 
Il dépend de la nature et de l'état des surfaces en contact, de 
l 'enduit dont elles peuvent être revêtues, et quelquefois du 
sens dans lequel a lieu le glissement lorsqu'il s'agit de corps 
fibreux, comme le bois et certains l'ers à nerf. 

Distinction du frottement au départ et du frottement pen
dant le mouvement. — Coulomb a reconnu que la force né-

(*'' Des expériences plus précises, entreprises depuis par le général .Morin. 
n'ont fait que vérifier les résultats trouvés par Coulomb. 
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cessaire pour rompre l'équilibre est plus grande que celle qui 
suffit pour entretenir le mouvement uniforme une fois acquis. 
C'est ce qu'on énonce en disant que le frottement au départ 
est toujours plus grand que le frottement pendant le mouve
ment. L'excès est d'ailleurs indépendant de la vitesse, puis
que l'expérience constate que le mouvement d'un corps, sous 
l'influence de la force qui a produit le départ, est uniformé
ment accéléré. 

Il faudra donc supposer que, dans la formule 

F = / P , 

le coefficient/, les corps en contact restant les mêmes, doit 
être considéré comme ayant deux valeurs légèrement diffé
rentes, suivant qu'on étudie les conditions de j'équilibre sur 
le point d'être rompu, ou celles d'un mouvement uniforme 
dont la vitesse sera d'ailleurs indifférente. 

Toutes choses égales d'ailleurs, le frottement est d'autant 
moindre que les surfaces sont plus polies; mais, quelque soil 
le poli donné préalablement, le frottement est toujours plus 
grand lorsque les deux corps commencent à glisser l'un sur 
l'autre que lorsqu'ils ont pu se roder par un glissement pro
longé. Ainsi, une machine neuve a toujours beaucoup moins 
de douceur dans sa marche qu'une machine fonctionnant de
puis un certain temps. 

Ceci suppose toutefois que les surfaces frottantes ont été 
constamment bien graissées. Sans cette précaution les sur
faces se grippent, il s'en détache de petits fragments qui les 
sillonnent de plus en plus profondément, le frottement aug
mente avec rapidité, et réchauffement qui en résulte peut al
ler jusqu'à faire rougir les corps et à les enflammer s'ils sont 
combustibles. 

Observations relatives aux lois du frottement. 

Ces lois ont besoin d'être bien comprises pour être appli
quées convenablement. 

i° Par exemple, nous avons dit que le frottement est indé
pendant de l'étendue des surfaces en contact; mais il faut, 
pour que celte loi soit vraie, que la surface de l'un des corps 
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ne devienne pas assez petite ou la pression par unité de sur
face assez forte pour faire pénétrer l'un des <~orps dans l'autre, 
ou seulement pour expulser les enduits. C'est ce qui arrivera 
nécessairement si l'on diminue par trop les dimensions de 
l'une des surfaces frottantes, si, par exemple, on va jusqu'à 
prendre pour cette surface le tranchant de la lame d'un cou
teau. 

20 Le frottement au départ est aussi à peu près indépen
dant du temps pendant lequel les surfaces ont été maintenues 
en contact, surtout quand il s'agit des métaux et des corps 
durs en général. 

Peur les bois, cependant, ce frottement paraît augmenter au 
bout de quelques minutes de repos pour atteindre très-vite 
un maximum. Ce fait tient probablement à la flexibilité et à 
l'élasticité des fibres du bois, qui cèdent plus facilement que 
les molécules métalliques à l'influence d'une pression un peu 
prolongée. Cette influence serait encore plus saillante si les 
enduits avaient pu être expulsés ou altérés d'une manière 
quelconque; elle est évidemment du même ordre que la dif
férence entre le frottement au départ et le frottement pendant 
le mouvement. 

3° Enfin on a annoncé, contrairement aux lois de Coulomb, 
que le frottement diminue quand la vitesse augmente. 11 est 
facile d'avoir l'explication des faits observés, qui, d'ailleurs, 
se rapportent tous au cas où il y a un enduit interposé. 

Effets des enduits. — Le frottement qui s'exerce par l'inter
médiaire d'un enduit dépend de la vitesse des corps en con
tact et aussi de l'étendue des surfaces; mais l'effet de ces 
deux éléments est indirect, en ce sens qu'ils influent princi
palement sur le mode d'action de l'enduit, et par conséquent 
sur la grandeur du coefficient de frottement. 

Dans toutes les expériences relatives au frottement des 
corps graissés, il faut avoir soin de s'assurer que les enduits 
ne sontni altérés ni expulsés. Si l'on veut, par exemple, com
parer les divers enduits au point de vue de l'atténuation du 
frottement, il faut se garder de faire cette, comparaison toutes 
choses égales d'ailleurs. On doit au contraire se préoccuper de 
mettre chaque substance dans les conditions qui lui sont le 
plus favorables, et ne l'employer dans la pratique que lors-
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qu'il sera possible de réaliser ces conditions, au moins dans 
une certaine mesure. 

On peut poser comme principe général que le meilleur 
enduit est le plus fluide, c'est-à-dire qu'il y a avantage, quand 
on le peut, à remplacer la graisse par l'huile, l'huile par 
l'eau, enfin l'eau par l'air, ce qui revient à supprimer tout en
duit. Mais ceci suppose évidemment la condition que la vitesse 
soit assez grande dans chaque cas pour ne pas expulser l'en
duit expérimenté. Or, il faut une vitesse assez considérable 
pour que les pièces gardent un enduit fluide comme l'eau, ou 
même laissent entre elles une gaine d'air; dans ces conditions, 
M. Hirn a vu avec étonnement le flottement presque complè
tement supprimé entre deux pièces frottant sans enduit avec 
une vitesse énorme. Cette suppression était due à l'action du 
coussinet d'air interposé, matière parfaitement élastique. 

Les expériences récentes faites sur le chemin de fer glis
sant de M. Cirait! confirment ces indications relatives à la 
proportion considérable dans laquelle le frottement se trouve 
réduit par l'interposition de l'eau. 

Les voitures de M. Girard reposent sur des rails en fonte au 
moyen de 4 patins de om,a6 de largeur sur om,8o de longueur. 
Dans ces conditions, le coefficient de frottement est 

f=0,52. 

Au moyen d'une pression suffisante, on force de l'eau à 
s'interposer entre les deux surfaces glissantes; alors le coeffi
cient est réduit à 

/ ' = 0,004. 

On obtiendrait une atténuation encore plus grande si l'on 
substituait l'air à l'eau, en s'arrangeant toujours de manière à 
forcer l'air à s'interposer entre les surfaces en contact. 

Ainsi, malgré les avantages de la fluidité, on devra employer 
un enduit d'autant plus consistant que les surfaces seront sou
mises à des pressions plus considérables. Et le progrès con
sistera dans chaque cas à chercher des dispositions qui per
mettent d'augmenter la lluidité de l'enduit sans tomber dans 
des inconvénients d'un autre genre. 

Ces détails de graissage sont au nombre des questions dont 
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l'importance pratique est le plus considérable. La substitution 
de Tbuile à la graisse et du graissage continu au graissage in
termittent constitue un véritable progrès, soit dans les ma
chines fixes, soit dans les locomotives. 

Le tableau suivant est destiné adonner une idée de la gran
deur du coefficient/dans les conditions qui se présentent le 
plus habituellement dans les machines. 

I. COEFFICIENTS nu FROTTEMENT DES SURFACES PLVNES LORSQU'ELLE:* UNI L U 

OX'ELQUE TEMPS EN CONTACT. 

, S u r f a c e s s a n s e n d u i t . o,(r_> 

F i b r e s p a r a l l è l e s Su r faces f ro t t ées de 
1 s avon sec o, \ \ 

C h ê n e s u r c h ê n e / ' Su r faces s a n s e n d u i t . o,."ij 

( F i b r e s p e r p e n d i c u l a i r e s . . . • S u r f a c e s m o u i l l é e » 

d ' e a u . . 0,71 

Bois d e b o u t s u r bo i s à p l a t . S u r f a c e s s a n s e n d u i t . 0, '(6 

/ Su r faces s a n s e n d u i t , O/TÎ 

r, , . 1 F i b r e s p a r a l l è l e s a u m o u v e - 1 S u r f a c e s m o u i l l é e s 
r e r sur chêne . t ( 

( m e n t . j d ' e au o,65 
[ S u r f a c e s [p-aissées. , . o,i.l 

„ ,. ( S u r f a c e s u n p e u 011c-
r o n t e s u r t o u t e . . . ï 

( t u e u s e s 0,16 

T, ,. ( S u r f a c e s u n p e u o n c -
r e r s u r l o n l e 

( t u e u s e s 0,11; 

I I . COEFFICIENTS DU FROTTEMENT PUS SURFACES PI.VNES EN MOUVEMENT. 

. S u r f a c e s s a n s e n d u i t . 0, ^ 

l F i b r e s p a r a l l è l e s ^ Su r faces frottée*, de 

1 ' savon sec 0,16 

C h ê n e s u r c h ê n e . . . . • ' S u r f a c e s s a n s e n d u i t . o,3/| 

F i b r e s p e r p e n d i c u l a i r e s . . . v S u r f a c e s m o u i l l é e s 

d'eau 0,'J.J 

Rois d e b o u t s u r bo i s à p l a t . S u r f a c e s s a n s e n d u i t . 0,1 o 

F r ê n e , s a p i n , h ê t r e , 
. • \ „ . . „ , . ( S u r f a c e s s a n s e n -

p o i r i e r s a u v a w , s o i - ., l i b r e s p a r a l l è l e s . -, . . , 
. . , / ' d u i t 0,.n) a 0, jo 
h i e r : s u r c h ê n e . . . . ' 

Su r faces s a n s e n d u i t . o,(>ï> 
, _... „ , , \ S u r f a c e s m o u i l l é e s 

,- , . I r i b r e s p a r a l l è l e s en m o u - ' ,. 
t e r ou c h ê n e t

 L • d eau o , w 
' S u r f a c e s f ro t tées de 

s a v o n sec <V? 1 

F e r s u r f o n t e et s u r i ( S u r f a c e s un peu onc-

b r o n z e ' ( t u e u s e s 0 , 1 ^ 
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Fonte su)- b rome I S " » ' 1 ^ " « " P?" °»<> ( Suri 

t tu 
Enduit o r d i n " , suif, 

... > , \ saindoux. 0,07 à 0,08 
(.hene, orme, charme, , I ' ' ' 

.. . ,. . L un sur l 'autre , on sur 1 Enduit sans cesse re-
lonte, 1er, acier, -. ' < 
, . I eux-mêmes ) nouvelé.. 0,04 à o,o5 

I Surfaces légèrement 
o n c t u e u s e s . . . ' . . . 0,15 

III. COEFFICIENTS nu FROTTEMENT DES TOURILLONS SUR LEURS COUSSINETS. 

GRAISSAGE 

ut'dinaire. continu. 
Fer sur fonte ou sur bronze, graissage d'huile 

d'olive, de saindoux ou de suit' 0,07 à 0,08 o,o/j à 0,03 

Eome sur Tonte ou sur bronze, surfaces onc
tueuses 0,1 '( à 0,16 /' // 

Fer sur bronze, surfaces très-peu onctueuses et 
commençant à se roder - r 0 . J 5 /' v 

Travail du frottement. 

Dans l'équation des forces vives, nous avons à considérer le 
travail du frottement qui devra entrer dans les équations 
comme s'ajoutant au travail résistant utile pour reproduire 
l'équivalent du travail moteur dépensé. 

Pour un espace ds parcouru par un corps mobile glissant 
sur un solide fixe dans le sens du plan de contact, le travail 
élémentaire du frottement est fNds. 

Si les deux corps sont mobiles, il y aura à considérer les 
deux forces de frottement qui ont pour valeur commune / N 
et qui agissent sur chaque corps en sens inverse de son mou
vement relativement à l'autre, chacune d'elle produisant du 
travail {fig. 5-; ). 

Supposons que les mouvements des deux corps s'effectuent 
dans le sens des flèches i, ds et ds' étant les chemins respec
tivement parcourus dans cette direction, qui sera celle du 
mouvement relatif du corps A si ds est > ds'. 

Si nous considérons le mouvement du corps A, le frottement 
produira un travail égal à f£ids, qui devra être affecté du 
signe — puisque la direction de /"N est inverse de celle de ds; 
ce sera donc un travail résistant. Au contraire, le frottement 
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de B sur A produira sur ce premier corps un travail positif 
fyids' qui se retranchera du travail r é s i s t a n t f S d s , de sorte 
qu'en somme le travail résistant produit par le frottement sera 
en valeur absolue 

fX{ds-ds'), 

ds — ds' étant positif d'après l'hypothèse que nous avons faite. 
Si ds — ds' devient négatif, l 'équation n'a plus lieu, il faudra 
changer le sens du frottement, cl au lieu d'avoir/ 'N [ds — ds') 
on a 

fX{ds' — ds), 

de sorte que le travail du frottement est encore négatif. 
Remarquons ici que le travail développé par le frottement 

sur l'un des deux: corps est positif: le frottement joue donc 
relativement à ce corps le rùle de force motrice. Les transmis
sions de mouvement par cylindres, cônes ou plateaux de fric
tion sont fondées sur cette propriété, 

| VI. — EQUILIBRE DES MACHINES SIMPLES EN AVANT ÉC.AKD 

AU FROTTEMENT. 

La connaissance des lois qui précédent nous permet d'in
troduire la considération du flottement dans l 'étude de l'équi
libre des principales machines et de leur niouvementuniforine. 

Quand nous nous occuperons de l 'équilibre, il faudra tou
jours supposer que l 'équilibre est sur le point d'être rompu 
dans le sens de la puissance, car autrement le problème ne 
serait pas déterminé. 

Connaissant toutes les foi-ces qui agissent sur ::n solide 
donné, décomposons toutes ces forces normalement et paral
lèlement à la face par laquelle le corps dont on cherche les 
conditions d'équilibre est en contact avec un autre corps sur 
lequel il est susceptible de glisser. 

Soit .N la somme des composantes normales, N représentera 
précisément la réaction normale de l'appui ; et s'il n'y a\ail pas 
de frottement, il faudrait pour l'équilibre que la somme des 
composantes tangentielles fù! rigoureusement égale a zéro. 

Nous «avons maintenant que celle condition n'est pas indis-
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pensable (*). Du moment que l'appui est soumis à une pres
sion N, il est susceptible de développer une réaction tangen
tieile dont la limite est représentée par fS. Il suffira donc 
pour l 'équilibre que la somme T des composantes tangentielles 
soit plus petite que cette limite f"S, et en posant l'équation 

T = / N , 

nous aurons Y équation de l'équilibre sur le point d'être rompu 
dans la direction de la force T. 

Alors la réaction R de l'appui est la résultante de-la réaction 
normale N et de la réaction t a n g e n t i e i l e / ^ , dont la direction 
est opposée à celle du mouvement sur le point de naître. Cette 
réaction, pour l'équilibre près d'être rompu, l'ait donc avec la 
normale un angle 9 déterminé par l 'équation 

langV = V = / . 

Quant à sa grandeur, on l'obtient par les formules ordinaires 

R ' = V ( i + / » ) , 
d'où 

et par suite 

R = \ V
/ i + / • = = — -

coso 
V R » 

I\ = = R coso, 

F=r . - - ^ - R = f,R = U s i n e , 

' ; O n voit q u e la c o n s i d é r a t i o n du f r o l l e m e n i n ' i n t r o d u i t iuifai io n o u v e l l e 

Condi t ion d ' o q u i l i b i e , p u i - u u e , si l ' é q u i l i b r e a déjà l i eu sali-, >e f r o t t e m e n t , c'c:,L 

q u e la c o m p o s a n t ! ' t a n g e n l i c l o' d'-s loi-ces est n u l l e . Au c o n t r a i r e , le f r o t t e m e n t 

p o u r r a é t a b l i r u n t><(nîlilni- q u i s a n s l u i n ' e x i s t e r a i t p a s , p u i s q u ' i l suflit q u e la 

force t a n e e n i l e î l e soit i n f é r i e u r e a u n e c e r t a i n e l i m i t e p o u r q u e le f r o t t e m e n t 

e m p ê c h e t o u t d é p l a c e m e n t de se p r o d u i r e . C'est a i n s i q u ' u n s y s t è m e p e u t e l l e 

en é q u i l i b r e s a n s q u e les c o n d i t i o n s t r o u v é e s en s t a t i q u e s o i e n t r i ; ;oureusen io i i t 

sa t is fa i tes , r i g u e u r q u ' i l se ra i t p o u r a ins i d i r e i m p o s s i b l e d ' o b t e n i r . P o u r v u q u e 

ces c o n d i t i o n s s o i e n t à peu p r è s r e m p l i e s , e l q u e la s o m m e des t r a v a u x v i r t u e l s 

des forces soi t p e u d i f fé rente de z e r u , l ' i n t r o d u c t i o n d e s t r a v a u x v i r t u e l des 

forces de f r o t t e m e n t suflira p o u r r e n d r e ce t t e s o m m e n u l l e . 
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en désignant par/1 le sinus de l'angle 9 dont / représente la 
tangente. 

f, est généralement peu différent d e / , car l'angle 0 est tou
jours assez petit. 

Quoi qu'il en soit, on peut donner de la force du frottement 
les deux expressions suivantes : 

F = / N , F = / R , 

suivant que l'on connaît la pression normale N ou la réaction 
totale R. 

Application au plan incliné. 

Supposons un corps A posé sur un plan incliné et soumis à 
l'action de son poids et d'une force Q qui s'oppose à sa des
cente {fig. 58). Quelles sont les conditions d'équilibre? Ces 
conditions sont au nombre de trois. 

i° Il ne faut pas qu'il y ait écrasement du corps; nous avons 
dit précédemment tout ce que nous pouvons dire sur cette 
question, nous n'y reviendrons pas. 

20 II ne faut pas qu'il y ait renversement ou rotation du 
corps autour de l'une des arêtes du polygone d'appui sur ce 
plan, ce qui exige, comme nous avons déjà eu occasion de le 
dire, que la résultante des forces qui agissent sur lui vienne 
rencontrer le plan incliné dans l'intérieur du polygone des 
points d'appui. 

3° Enfin le glissement du corps le long du plan doit être 
impossible; de là une dernière condition sur laquelle nous 
n'avons pas insisté : nous y revenons. Celle condition serait, 
sans l'existence du frottement, que la résultante de toutes les 
forces qui s'exercent en dehors du plan fût normale à ce plan 
et qu'elle tendît à appuyer le corps sur le plan. 

Si l'on tient compte du frottement il n'y a plus, à propre
ment parler, de condition de nature à s'exprimer par des équa
tions (Mitre les forces extérieures indépendamment des réac
tions; il faut, pour préciser la question, demander que le 
mouvement soit sur le point de naître dans un sens déterminé. 

Supposons, par exemple, que le mouvement soit sur le point 
de naître dans le sens descendant, c'est-à-dire que la force 0 
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soit tout juste suffisante pour retenir le corps sur le plan 

ifig- 59)-
La réaction totale est, dans ces conditions, une force R fai

sant avec la normale AN un angle a dans le sens ascendant. 11 
faut que les forces P, Q, R se fassent équilibre, c'est-à-dire que 
chacune d'elles soit égale et directement opposée à la résul
tante des deux autres. Donc, étant donné l'angle 9, l'inclinai
son du plan, le poids P, on peut trouver quelle est la force qu'il 
faut appliquer dans une certaine direction pour retenir le corps 
sur le plan. Il suffit de décomposer P en deux forces dirigées 
l'une suivant la direction donnée pour la force Q, l'autre sui
vant la ligne faisant avec la normale au plan incliné l'angle 9 
dans le sens convenable. On voit que la force Q est représentée 
par une ligne partant du point P et terminée à la ligne AR'; 
elle a sa plus petite valeur possible lorsque sa direction est 
perpendiculaire à celle de la réaction R, c'est-à-dire lorsqu'elle 
fait avec le plan incliné et dans l'intérieur de ce plan un angle 
égal à 9. Si l'on veut que ce minimum soit égal à zéro, il faut 
que l'inclinaison du plan sur l'horizon soit égale à 9 ; alors le 
corps ne tend pas à glisser. 

Si l'inclinaison descendait au-dessous de zéro, c'est-à-dire 
de ce que l'on appelle l'angle de frottement, il faudrait appli
quer au corps une force descendante indépendamment de son 
poids pour le faire descendre le long du plan. 

Si le corps tend à monter (fig- 60), c'est-à-dire si la force Q 
est telle, qu'une force un peu plus grande fasse monter le 
corps, il faudra placer la réaction R à gauche de la normale : 
les conditions d'équilibre sont d'ailleurs les mêmes; le mini
mum est différent. 

En résumé, les conditions auxquelles doivent satisfaire pour 
l'équilibre les forces appliquées à un corps pressé contre un 
plan fixe se réduisent aux deux suivantes : 

1" La résultante de ces forces doit passer assez loin de toutes 
les arêtes de contact pour que l'écrasement ne soit pas a 
craindre, eu égard à la nature des matériaux. 

2" Elle doit faire, avec la normale au plan d'appui, un angle 
inférieur à l'angle de frottement. 

II. l a 
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Application au treuil. 

Considérons un corps solide assujetti à tourner autour d'un 
axe fixe. Sous l'influence des forces directement appliquées 
au corps tournant et des réactions de ses appuis, le système 
est en équilibre, mais le mouvement est sur le, point de naître 
dans un certain sens. Cherchons les conditions qui doivent 
être remplies pour cet équilibre, particulier en tenant compte 
des frottements de toute espèce qui se manifestent aux points 
de contact des parties mobiles avec les différents appuis fixes. 

Si l'on se reporte aux leçons consacrées à la description des 
organes de machines, on sait qu'on assure l'invariabilité des 
axes de rotation de la manière suivante : on tourne exactement 
deux parties spéciales de l'arbre que l'on appelle des tou
rillons; ces tourillons frottent sur des coussinets bien graissés 
contenus dans des espèces de boîtes (paliers ou colliers) qui 
sont elles-mêmes solidement fixées au bâti général de la 
machine, et qui s'opposent à tout déplacement transversal de 
î'axe. 

Il faut encore rendre le déplacement longitudinal impossible. 
Il y a plusieurs procédés que nous avons aussi décrits précé
demment. C'estau moyen d'un pivot portant sur une crapaudine 
que l'on produit cet effet dans le cas d'un arbre vertical, et au 
moyen d'un épaulement convenablement placé dans le cas 
d'un arbre horizontal [fig. 64 et 65). 

Enfin certains arbres, comme les arbres de tour en fer, 
tournent sur pointes, c'est-à-dire que les tourillons sont rem
placés par des pointes coniques tournant dans des trous prati
qués dans des plaques d'acier qui s'opposent en même temps 
aux déplacements longitudinaux et transversaux. 

Frottement des tourillons. — Occupons-nous d'abord du 
frottement des tourillons sur leurs coussinets, et supposons 
que les deux forces P etQ, qui agissent sur la machine, soient 
situées dans des plans perpendiculaires à l'axe, ce qui supprime 
toute tendance au mouvement longitudinal [fg. 61). 

Je puis remplacer les deux forces P et Q chacune par une 
force et un couple, c'est-à-dire que je puis les supposer appli
quées toutes deux à l'axe, en introduisant deux couples dont 
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les moments seront Pp et Qq, et qui ne presseront pas l'arbre 
sur ces supports. Cela fait, je décompose la force Q en deux 
autres mQ, m'Q, appliquées aux deux tourillons. J'opère de 
même pour la force P, et soient «P, n'V ses composantes. On 
a évidemment 

ni -+- ni' - ; i, n -r n' — i. 

Considérons l'un des tourillons, celui, par exemple, auquel 
sont appliquées les forces nV et mQ [Jig.&i) (*). Ce tourillon 
repose dans l'œil du coussinet qu'il touche en un certain 
point. Il faut évidemment, pour qu'il y ait équilibre, que la 
résultante des forces qui lui sont appliquées passe par le point 
de contact du tourillon sur le coussinet, sans quoi il y aurait 
roulement et déplacement du point de contact. Il faut en outre 
que cette résultante soit telle, que si on la décompose en deux, 
dirigées l'une suivant la normale, l'autre suivant la tangente, 
cette dernière soit égale à la force normale multipliée par le 
coefficient de frottement/, ce qu'on peut énoncer encore en 
disant que la résultante fait avec la normale l'angle de frotte
ment. 

Or, si R désigne cette résultante appliquée au point de con
tact du tourillon, on a 

R2 r- m2 Q2 + M2 P2 -4- a m Q. n P cos m Q. « P . 

Le frottement est égal à / i l l , de sorte que, pour un tour com
plet du tourillon, il y aura un travail résistant représenté par 
le produit 

2 77./; R ? , 

o étant le rayon du tourillon. On aura à l'autre tourillon un 
travail analogue dont l'expression sera 

• 2 - / ; R ' O , 

en supposant, ce qui a toujours lieu, que les rayons des deux 
tourillons soient égaux, II' étant donnée par une équation de 
même forme que celle qui détermine R, 

R'-'i~ m'-Q' -t- 7?/'P2-f- im'Q.n'P cos m'Q »'P. 

:*\ La fiq. 62 montre seulement la résultante K et ses deux eomposantes, 

Tune tanjfentielle au touril lon, l 'autre normale'. 

I 2 . 
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Donc, enfin, l'équation du travail deviendra, en introduisant 
ce travail du frottement comme s'ajoutant au travail résistant 
utile, 

P^ - Qq —/, (R -+- R ) o = o (*;. 

On voit que le travail du frottement diminue quand on diminue 
le rayon p des tourillons. Donc, quand on le peut, il y a avan
tage à avoir des arbres tournant sur pointes. Cependant la 
diminution du rayon doit avoir une limite pour deux causes : 
d'abord, parce que les tourillons doivent pouvoir porter 
l'arbre, et ensuite parce que, à partir d'une certaine limite, 
quand on diminue a, on augmente en même temps beaucoup 
le facteur f, par suite de l'expulsion des enduits; de sorte qu'on 
perd plutôt qu'on ne gagne. C'est à la pratique de reconnaître 
quelle est, dans chaque cas, la solution la plus avantageuse. 

L'équation dutravail écrite précédemment permet de trouver 
la puissance P nécessaire pour tenir en équilibre une résis
tance donnée Q. Il faut, dans cette équation, remplacer R 
et R' par leurs valeurs. Or, R et R' sont deux radicaux sous 
lesquels P entre au carré. Donc, si l'on voulait faire dispa
raître les radicaux pour trouver P, on arriverait à une équation 
du quatrième degré impossible à résoudre par les méthode» 
élémentaires. 

Ce n'est pas la méthode employée habituellement; on peut 
opérer de deux manières : 

i° Par approximations successives, en prenant pour valeur 
approchée de P celle qu'on obtient en négligeant le frottement, 
c'est-à-dire en posant 

Pp^-Qq. 

On se servira ensuite de cette première valeur pour calculer 
la correction qui représente le travail du frottement et en 
déduire une seconde valeur plus approchée de P, et ainsi de 
suite. 

2° Par une autre méthode indiquée par le Général Poncelet 

{* ) Pour appliquer ceci à la poulie, il faut, dans Se travail du frottement, 
prendre le rayon de l'axe de la poulie si cet axe est mobile, el le rayon de l'œil 
de la poulie si l'axe est iixe. 
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et qui peut servir dans beaucoup de cas analogues. Elle con
siste à trouver une fonction rationnelle équivalente à une 
fonction radicale. D'abord, tout radical de la forme 

\jx'! -+- j ' 2 — 2 xy cos 9 

peut se mettre sous la forme 

\/«2 -+- b2. 
En effet, on a 

sfx2 -hr2 — ixy cos0 = \j(x —/cos S)2 -+- j2sin29. 

Si l'on cherche ensuite à égaler le radical s/a^+b- à une 
expression de la forme ax -t- 6(3, on arrive à une équation à 
laquelle il n'est pas possible de satisfaire en laissant a et b 
quelconques; mais on peut trouver les valeurs les plus con
venables des coefficients x et S, de manière que l'équation 
soit vérifiée avec la plus grande approximation possible. 

On trouve ainsi : 
i° a et b étant quelconques, 

y'a-'-f- /»''= o,83 (a + b) à -r près; 

•2° Si l'on sait que a^> b, on a 

y'rt2 -t- 62 = o ,g6 « -t- o, 4° 6 à — près ; 

3° Si enfin a est > 46, on peut poser 

V'a2 -+- 6 2= 0>99'' « -f- o, 1236 à —T̂  près. 

Frottement des épaulements. — Il nous reste, pour avoir 
étudié complètement la question des arbres, à examiner le 
frottement sur les épaulements. Supposons qu'il y ait dans 
l'axe une force T dirigée dans le sens de la longueur et qui 
tende à appuyer le corps contre un épaulement [fig. 63). 

L'aire d'un élément de la surface frottante est 

rdQdr. 

Soit S la surface totale, et supposons que la pression T se 
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répartisse également sur la surface ; la pression sur l'élément 
considéré sera 

| rdB dr, 

et le frottement particulier correspondant à cet élément sera 

l frdBdr. 

Le moment de ce frottement autour de l'axe de l'arbre sera 
évidemment 

Ifr'dOdr. 

d'où, pour le moment total, on a la somme des moments élé
mentaires 

T r i 
r'd6dr. fin-

Intégrant d'une part de o à 2 - , de l'autre entre les limites r, 
et r, il vient 

Or, 

donc le moment est 

S \ 3 3 

S = - ( r 2 — r = ), 

iTf(r2+rr„+ r'i 

3 ( i ' + ' « ; 

En faisant /'„ — <>, on aurait la formule du frottement des 
pivots (*). 

(*) Il arrive quelquefois qu'en vue de diminuer le travail du frottement, on 
termine l 'extrémité inférieure du pivot par une surface convexe, ainsi que le 
fond de la crapaudine {fig. C5); il faut alors mettre pour /• le rayon du petit 
cercle de contact, qui a toujours une certaine étendue à cause de la compres
sion et de l 'usure. 

On diminue ainsi , non le frottement lui-même, qui est indépendant de 
l 'étendue des surfaces, mais son travail, qui dépend d u bras de levier moyen, 
lequel est proport ionnel à / . 
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Effet d'une force parallèle à l'axe et en dehors de cet axe. 
— On peut encore avoir une force F agissant parallèlement à 
l 'axe, mais hors de cet axe {fig- 66 ). On la remplacera par une 
force F, agissant dans l'axe et un couple ( F,, F2) parallèle à cet 
axe. On pourra tourner ce couple comme on voudra dans son 
plan, et faire en sorte que ses deux forces passent respective
ment par les points d'appui des deux tourillons. 

Une pareille force augmentera donc à la fois le frottement 
sur les tourillons, et le frottement sur les épaulements. 

Frottement des excentriques et des boutons de manivelle. 

Un bouton de manivelle est un tourillon qui se meut dans 
un coussinet mobile. Le travail du frottement qui se développe 
dans son mouvement se détermine, comme pour un tourillon, 
en considérant le mouvement relatif du bouton dans le cous
sinet mobile. 

L'excentrique n'étant qu 'une manivelle dont le bouton a été 
agrandi de manière que sa surface enveloppe l'axe de rotation 
de l 'arbre, le travail du frottement se détermine pour un excen
trique comme pour une manivelle. Il est évident que le travail 
du frottement dans la manivelle est de beaucoup moins consi
dérable que dans l 'excentrique, à cause du facteur qui repré
sente le chemin parcouru; aussi n 'emploiera-t-on ce dernier 
organe que lorsqu'il ne devra être soumis qu'à de petites 
pressions. Dans le cas d'efforts considérables, on se servira 
plutôt d 'une manivelle. 

§ YII. — DE L'ARC-BOUTEME>T. 

L'introduction du frottement dans la théorie de l 'équilibre 
et du mouvement uniforme d'une machine quelconque se fait 
en suivant la marche dont nous venons de donner deux 
exemples. Je veux seulement insister sur les cas où le frotte
ment empêche, d'une manière absolue, certains mouvements 
géométriques, ce que le calcul nous apprend en nous disant 
qu'il faudrait, pour les produire, une force infinie. On dit alors 
qu'il y a arc-boutement. 
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Equilibre du coin. 

La presse à coin consiste en un prisme triangulaire, qu'on 
enfonce entre deux pièces qu'il s'agit d'écarter en exerçant 
une forte pression sur les matières qui s'opposent à cet écar-
tement {fig. 67 ). 

Soit P l'effort exercé sur la tète du coin, c'est-à-dire sur la 
face horizontale supérieure, on demande quels sont les efforts 
qui en résultent sur les faces latérales, efforts qui sont égaux 
et directement opposés aux réactions des corps pressés sur le 
coin. 

Si l'on néglige le frottement, ces réactions sont normales 
aux faces correspondantes, et il faut pour l'équilibre que les 
trois forces P, N, N', auxquelles est soumis le coin, se rencon
trent en un même point A, et que , de plus, chacune d'elles 
soit égale et directement opposée à la résultante des deux 
autres. De sorte que, si on décompose la force P en deux 
autres AD, AC dirigées suivant les normales aux faces laté
rales, les longueurs AD, AC représentent les réactions exercées 
sur ces faces. Or, le triangle ABC est semblable au triangle 
section droite du coin; donc on peut énoncer le théorème en 
disant que les pressions sont entre elles comme les côtés du 
triangle section droite du coin. 

Quand on veut tenir compte du frottement, il faut considérer 
les réactions comme inclinées sur les plans de contact. A 
l'instant où le coin est sur le point de descendre, ces réactions 
font avec la normale un angle égal à 0, du côté du haut. 

Supposons le coin isocèle [fig. 68), et soit ia. l'angle au 
sommet. Le coin est serré entre deux corps soumis chacun 
à une force horizontale. Dans l'état d 'équil ibre, les deux 
forces latérales ont une valeur commune Q, sans quoi tout le 
système se déplacerait dans le sens de la plus grande. Cette 
condition est la seule qui soit fournie par l'équilibre de l'en
semble. 

Cela posé, l 'équilibre du coin donne l'équation 

cos 9 
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à laquelle il faut ajouter, pour l'équilibre de chacun des solides 
latéraux, 

on a donc 
P = aQ tang(« + o). 

Cette relation donne P = oo pour x = 90° — 0. Le coin est 
alors très-obtus et incapable de s'enfoncer (fig. 69) (*). 

Supposons maintenant le mouvement sur le point de naître 
dans l'autre sens, c'est-à-dire le coin près de remonter sous 
l'influence des efforts latéraux. Pour avoir les formules qui 
conviennent à ce cas, il faut changer les signes des forces tan-
gentielles, ou celui de l'angle o dans le résultat final. On a 

P = aQ tang(sc— 9). 

Pour s t = o , o n a P = o. Si donc l'angle au sommet est plus 
petit que le double de l'angle de frottement (fig. 70), il n"y 
aura pas besoin de force pour maintenir le coin enfoncé, 
quels que soient les efforts latéraux. Tel est le principe de 
la presse à coin. 

Équilibre de la vis. 

Considérons [fig- 71) une vis à filets carrés, chargée d'un 
poids Q, et sur la tête de laquelle est appliqué un couple ho
rizontal, dont le moment est Pp. L'éerou est maintenu fixe, 
et on suppose que la vis soit sur le point de monter sous l'ef
fort du couple Pp, malgré la résistance Q. 

Dans ces conditions, l'équilibre a lieu entre les forces direc
tement appliquées à la vis, et les réactions qu'elle reçoit de 
l'éerou. Soit r le rayon de l'hélice moyenne, i son inclinaison 
à l'horizon; nous admettrons que les actions mutuelles II qui 
s'exercent aux divers points de contact de la vis et de l'éerou 
sont toutes égales, et disposées symétriquement dans des plans 

(*) On l'ait abstraction ici du frottement entre les blocs A et B et leurs sup
ports. 
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tangents au cylindre sur lequel est tracée l'hélice moyenne. 
Ces réactions (fig. 72) font un angle 9 avec la normale aux 
surfaces en contact, par suite, un angle égal à i -+- o avec la 
génératrice du cylindre; et l'on a pour l'équilibre de la vis les 
équations 

Q = ] £ R C O S ( Î -1-9), P/>' = ^ R ' - s i n ( / + 9); 

d'où, en éliminant \ ] R, 

Vp = Qrtang(/ -+- 9). 
Pour 

i -+- 9 = 900, 

le moment Vp est infini, ce qui montre qu'il n'est pas possible 
de vaincre le frottement qu'une charge, aussi faible qu'on le 
voudra, détermine sur une vis à pas très-allongé. 

On passe au cas du mouvement descendant en changeant le 
signe de 9 dans les équations précédentes. Si l'on résout l'équa
tion ainsi obtenue par rapport à Q, qui joue dans le cas actuel 
le rôle de puissance, on trouve 

Q = - ^ c o t ( i - < ? ) ; 

Q est infini pour i = 9. Donc, pour une vis à filets peu inclinés, 
ce qui est le cas des vis de pression, aucune force dirigée 
dans le sens de l'axe ne pourrait desserrer la vis. Pour i<C'î, 
la pression Q étant donnée, on trouve pour Vp une valeur né
gative, ce qui indique que, pour desserrer la vis, il faut lui 
appliquer un couple agissant dans le même sens que la force Q, 
seulement l'effort à exercer est assez faible. 

On trouverait des résultats du môme genre en supposant 
la vis fixe et l'écrou mobile. Dans les cas ordinaires, il est tout 
à fait impossible de desserrer un écrou par un effort de trac
tion, tandis qu'un couple assez petit est suffisant. 

Quand on craint que des vibrations répétées n'amènent ce 
résultat à la longue, on emploie un contre-écrou, dont l'effet 
est d'empêcher l'écrou proprement dit de tourner, ce qui ne 
pourrait se faire sans soulever le contre-écrou. 
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Prisons des bocards. 

Soit AB {fig. 73) une tige de pilon dirigée dans son mouve
ment par quatre guides. Cette tige est armée d'un mentonnel 
sur lequel s'exerce l'action de la came. Soit TV la pression de la 
came perpendiculaire au menlonnet, Q le poids du bocard et 
de la tige. Cherchons les conditions d'équilibre qui conviennent 
au cas où le mouvement est sur le point de naître dans le sens 
de la puissance de P (*). 

Étudions géométriquement le phénomène. L'effet de la 
force P sera d'abord d'appuyer la tige aux points a et a' et de 
lui faire quitter les deux autres guides, au contact desquels il 
n'y aura aucune pression, partant aucun frottement. Donc 
l'équilibre a lieu sous l'influence des forces P, Q, des réactions 
normales et des réactions tangentielles des points a et a', ces 
dernières étant dirigées vers le bas de la figure. 

Projetons sur la verticale, nous aurons 

P = 2 / N + Q; 

prenons les moments par rapport au point 0 pris sur l'axe de 
la tige, nous trouverons 

P6 = N/; 

en éliminant N entre ces équations, nous aurons 

d'où 

/ — 2 / 6 — y """ / - a/6 ' 

Le second terme mesure l'influence du frottement ; il peut de
venir infini si l'on a 

/ = 2 /6; 

alors le glissement est impossible, et l'équilibre a lieu entre 
la puissance et la résistance par l'intermédiaire de réactions 

(* ) On fait encore abstraction ici du frottement de la came sur le men
tonnel . 



l 8 8 DEUXIÈME SECTION. — DES MACHINES EN MOUVEMENT. 

qui font avec les normales aux surfaces pressées des angles 
plus petits que l'angle du frottement. Ce genre d'équilibre 
particulier s'appelle arc-boutement. 

PREMIER EXEMPLE. — Valet de menuisier. — On connaît cet 
instrument en fer qui sert au menuisier pour fixer sur son 
établi le bois qu'il travaille {fig. 74)-

L'établi est percé d'un trou dans lequel on introduit la pièce 
en fer V, qu'on enfonce d'un coup de maillet. Le morceau de 
bois inn se trouve alors très-solidement assujetti; c'est à-dire 
que, quelque grand que soit l'effort P qu'il exerce pour sou
lever le valet, tout mouvement de ce genre est impossible. Au 
contraire, on desserre facilement le tout par un coup frappé 
en K ou en L dans la direction de la flèche. Cherchons les 
conditions pour que le mouvement soit sur le point de naître 
dans le sens ascendant, sous l'influence de la force P et du 
poids Q appliqué en G. 

Nous aurons deux forces extérieures, l'une Q, le poids du 
valet, l'autre P, la réaction de la pièce de bois pressée. Les 
forces P et Q ont pour résultante une force S qui leur est pa
rallèle et située du côté de la plus grande P. Il faut pour l'équi
libre que les réactions R et R' se coupent sur la direction de 
cette force, chose qui n'est pas possible avec les dimensions 
ordinaires. 

Donc le mouvement dans le sens ascendant n'est pas pos
sible. Alors, dans l'équilibre comme il est établi, les réactions 
ne font plus avec la normale un angle 9. Elles font un angle 
plus petit et se disposent de manière que leurs directions vont 
précisément se couper sur la direction de S, et que la résul
tante de ces réactions est égale et directement opposée à S. 
Si l'on exerce au point K une force ascendante détruisant l'effet 
de la force Q et remplaçant cette force par une autre en sens 
contraire, on déplacera la résultante S et on l'amènera au 
point H, où se croisent les réactions dont l'inclinaison sur la 
normale est celle qui convient à la rupture de l'équilibre. Ainsi 
se trouve desserré le valet. 

DEUXIÈME EXEMPLE. — Encliquetage à frottement. — Les 
mêmes principes nous expliqueront comment on exécute, 
ainsi que nous l'avons dit en Cinématique, des encliquetages 
fondés sur la propriété de l'arc-boutemeiU. 
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Soit AB {fig- 75) une tige qui ne peut que glisser suivant sa 
longueur. Une came C, mobile autour du point 0, est constam
ment pressée contre AB par l'action d'un ressort DE dont l'ex
trémité E est fixe. Si l'on cherche à faire glisser AB dans le 
sens de la flèche, la came ne s'y opposera pas ou du moins ne 
fera que développer en F un frottement qu'il sera facile de 
vaincre. Mais si l'on veut donner à AB un mouvement en sens 
contraire, la came empêchera ce mouvement de se produire. 
S'il y avait glissement de AB sur la came dans ce nouveau sens, 
la came éprouverait en F une action totale dirigée suivant une 
ligne FH faisant avec la normale FG un angle égal à l'angle de 
frottement. Mais le point 0 est choisi de manière à se trouver 
à l'intérieur de l'angle GFII : la came ne pourrait donc pas 
rester immobile sous l'action de la force dirigée suivant FH, 
puisque cette force et le ressort DE tendraient l'un et l'autre 
à la faire tourner dans le même sens autour du point 0. 

Cet encliquetage peut être appliqué à un mouvement de ro
tation. AB est remplacé par un anneau circulaire à l'intérieur 
duquel agissent plusieurs cames telles que C, disposées régu
lièrement au centre de cet anneau. C'est l'encliquetage Dobo 
(voir Cinématique, p. 292 et fig. 228 bis). 

§ VIII. — BËSISTAXCE AU ROLTEMEXT. 

Lorsqu'un cylindre pesant roule uniformément sur une sur
face plane et horizontale, les deux corps éprouvent, dans le 
voisinage du point de contact, des déformations plus ou moins 
permanentes. De là un travail résistant dû aux actions molé
culaires qui se développent entre les deux corps, et par con
séquent il faut une force exerçant un certain travail moteur 
pour entretenir le mouvement uniforme du rouleau. De même, 
pour rompre l'équilibre supposé établi, il faut une force dont 
le moment, par rapport à l'arête de contact, axe instantané de 
la rotation qui doit se produire, soit précisément égal au mo
ment des actions mutuelles dont le siège est, eu égard à la dé
formation, en dehors de cette arête géométrique. Ces actions 
portent le nom de résistance au roulement. Cette résistance 
est généralement très-faible; cependant il est utile de con-
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naître les lois qui la régissent, pour savoir quelle est son in
fluence dans chacun des cas où elle se trouve mise en jeu(*), 
et de s'assurer si celte influence est négligeable. Coulomb a le 
premier déterminé expérimentalement les lois de la résistance 
au roulement. 

Considérons {fig. 76) deux madriers horizontaux séparés par 
un intervalle vide. Sur ces madriers se trouve posé un rouleau 
en bois de gaïac de rayon CA = r. Pour produire sur ce rou
leau une pression variable, on faisait passer sur lui une ficelle 
aux deux extrémités de laquelle étaient suspendus deux poids 
égaux à la moitié de la charge Q qu'on voulait donner au rou
leau. Cela fait, pour déterminer le mouvement dans un certain 
sens, on ajoutait d'un côté une surcharge q, et l'on observait 
quelle était dans chaque cas la force q ou plutôt le moment qr 
nécessaire pour que le mouvement fût sur le point de se pro
duire, ou pour qu'un mouvement très-lent persistât uniformé
ment une fois imprimé. 

Considérons l'équilibre sur le point d'être rompu : il esl 
clair que la réaction totale de l'appui est une force verticale et 
égale à Q -+- q. Donc le mouvement qui tend à se produire ne 
saurait être un glissement, quelle que soit l'intensité de la 
force q, bien que rien, dans les conditions géométriques de la 
question, ne s'oppose à ce que le mouvement soit plutôt un 
glissement qu'un roulement. Mais nous savons que le premier 
n'existe que si la réaction de l'appui est inclinée d'un certain 
angle o sur la normale. Ici, au contraire, la réaction Q H- q de 
l'appui est verticale; seulement, comme cette réaction doit 
avoir pour l'équilibre un moment égal et de signe contraire au 

(* ) Toutes les t'ois que l'on aura dans une machine deux surfaces (dont Tune 
au moins doit être mobile) assujetties à être constamment on contact l'une avec 
l 'autre, et en outre à remplir certaines conditions qui résultent de leur liaison 
.géométrique avec d'autres pièces fixes on mobiles, il faudra commencer par étu
dier iféométriquement la nature du mouvement relatif de l'un des deux corps 
par rapport à l 'autre. La première question qui se trouve posée est donc toujours 
une question de Cinématique : c'est cette science qui nous apprendra si le mou
vement relatif est un roulement, un glissement, un mouvement mixte composé 
des deux. Quelquefois il arrivera que l'un ou l 'autre effet sera possible indillé-
r emmentau point de vue géométrique; alors la Dynamique fera connaître quel 
est le mouvement effectif. 
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moment qr de la force additionnelle, elle doit s'écarter du 
point de contact A, dans le sens du mouvement, d'une dis
tance ô déterminée par l'équation 

qr=S[Q + q). 

Coulomb a constaté que le rapport -y-^— du poids addi

tionnel à la réaction normale ou pression est constant pour un 

même rayon ;• et pour les mêmes substances en contact. 
Il a cru reconnaître en outre que quand le rayon /' varie, le 

Q rapport T.—— varie en raison inverse de ce ravon r, de sorte Q -+- q " ' 

que le rapport du moment moteur a la pression, ^ - - — , c est-

à-dire la dislance o, est, d'après l'équation précédente, une 

longueur constante, quel que soit le rayon r. 
Cette loi, comme celles du frottement, a été trouvée par 

Coulomb dans les limites de la pratique; il serait absurde de 
vouloir l'appliquer en dehors de ces limites, car la longueur AA' 
ou o doit toujours être beaucoup plus petite que r. M. Morin, 
par de nouvelles expériences, a vérifié que cette loi est très-
suffisamment approchée dans les cas ordinaires. 

La longueur d, dans les expériences de Coulomb relatives à 
un cylindre de bois de gaïac de o'",i62 de diamètre roulant sur 
des règles en chêne, a été trouvée égale à om,00048. 

Cas d'une réaction inclinée. — On peut encore produire le 
roulement d'une autre manière. Le cylindre supportant tou
jours une force Q, on peut lui appliquer une force horizon
tale q {fig- 77)- Voyons quelles sont les conditions pour que 
le roulement soit sur le point de naître. 

La réaction du corps, R, qui doit toujours être égale et op
posée à la résultante de Q et de q, doit être ici oblique; elle 
passe par un point A' situé en avant de A et se décompose en 
deux, l'une verticale et égale à Q, l'autre horizontale, égale à q et 
dirigée en sens inverse du mouvement. L'expérience a prouvé 
que le moment qh de la force parallèle au plan par rapport 
à A ou à A' a la même valeur que le moment qr dans le cas 
précédent, les pressions, dans les deux cas, étant, bien en
tendu, supposées égales. 
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Or, si nous remplaçons la réaction R par ses composantes, 
il faudra pour l'équilibre que le moment Qô soit égal à qh; de 
sorte que la distance S du point A' au point A est la même que 
dans le cas déjà étudié. Celte quantité o étant connue, nous 
aurons pour l'équation de l'équilibre 

d'où 

' = « ! • 

Mais, dans le cas actuel, il peut y avoir glissement ou roule
ment, puisque la réaction de l'appui est inclinée sur la nor
male; le premier cas se produira quand cette inclinaison sera 
égale à l'angle de frottement. 

Il y aurait donc glissement si la force </ = Q r> nécessaire 

au roulement, était plus forte que la force/Q, c'est-à-dire si 
l'on avait 

•a - \ 

O O 

Tl>f, iXy 
En résumé, toutes les fois qu'un corps roule sur un autre, 

la réaction totale de l'appui passe un peu en avant de l'arête 
de contact géométrique, toujours dans le sens du mouvement. 

La distance ô du point d'application de cette réaction au 
point de contact ne dépend nullement de la direction de cette 
réaction qui peut être normale ou inclinée. 

Dans ce dernier cas, l'appui exerce une réaction tangentielle 
qui peut être quelconque, pourvu qu'elle soit inférieure à 
celle qui correspond au glissement sur le point de naître. 

Lsage des rouleaux pour le transport horizontal des 
fardeaux. 

Quand on veut transporter horizontalement un madrier 
très-lourd, ou une pierre de taille, il est presque impossible 
de les faire glisser sur un sol rugueux dont le coefficient de 
frottement est considérable. On remplace le glissement par le 
roulement, le frottement par la résistance au roulement, qui 
est beaucoup plus faible. 



CHAPITRE I I . — DES RÉSISTANCES PASSIVES. I g 3 

Pour cela, on dispose parallèlement sur le sol deux rou
leaux de même rayon r{jig. 78), et l'on place dessus le ma
drier qu'il faut transporter; puis on applique à ce madrier une 
force de traction Q pour le faire avancer. On demande quelle 
doit être la valeur de cette force pour que le mouvement soit 
sur le point de naître, connaissant le poids P du madrier. 

Comme dans toutes les questions de ce genre, il faut d'abord 
étudier comment se fera le mouvement au point de vue géo
métrique. 

Les rouleaux auront un mouvement instantané de rotation 
autour de leur arête de contact, A pour l'un, A, pour l'autre. 
Le madrier à son tour roulera sur ces rouleaux dont le mou
vement relatif par rapport au madrier sera également une 
rotation instantanée autour du point B dans le sens de la 
flèche b(*). 

Cherchons maintenant les conditions d'équilibre sur le 
point d'être rompu. Prenons l'un des rouleaux. Il roule à la 
fois sur le plan et sur le madrier; et, si nous négligeons son 
poids, les seules forces qui lui sont appliquées sont les réac
tions des corps en contact. 

D'après la théorie du roulement des solides naturels, la 
réaction totale du point d'appui passe en un point A' situé en 
avant du point A, et elle se compose en général d'une réac
tion normale N et d'une réaction tangentielle F (**) dirigée en 
sens inverse du mouvement. 

(*) D'après cela, on reconnaît d'abord que la vitesse du madrier sera double 
de celle des centres des rouleaux. En effet, puisque le mouvement du premier 
rouleau est un mouvement instantané de rotation autour du point A, les vitesses 
de ses différents points sont entre elles comme leurs distances au point A ; donc, 
la vitesse du point B est double de la vitesse du point O, et, d 'un autre côté, 
la vitesse du point B est la même que celle du point du madrier qui coïncide 
avec lui pour qu'il n'y ait pas glissement. 

Il résulte de là que le corps P, s'avançant deux fois plus vite que les rou
leaux, finira par les quitter, de sorte qu'il en faut un troisième qu'on apporte 
à la partie antérieure du corps P, un peu avant que celui de derrière se 
trouve dégagé. 

(**) On sait que celte dernière réaction est nulle dans certains cas; son exis
tence n'est donc point une conséquence nécessaire du roulement. Dans tous les 
cas, il est bien évident qu'on sera toujours averti de son absence, parce qu'on 
trouvera sa valeur égale à zéro. 

II. 1 3 
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A la partie supérieure, il y a mouvement relatif du rouleau 
sur le madrier, et il est bien clair que ce mouvement a lieu 
en sens inverse du premier. Donc, la réaction sera inclinée, 
passera par un second point B'situé à une certaine distance 0' 
en arrière de B, et elle pourra se décomposer en deux, l'une 
normale, l'autre tangentielie. La quantité ô' sera généralement 
différente de ô parce que les substances en contact ne sont 
pas les mêmes dans les deux cas. 

Cela posé, pour l'équilibre de ce rouleau, il faut d'abord que 
les réactions normales soient égales en bas et en haut; il doit 
en être de même des réactions tangentielles. Prenons de plus 
les moments des quatre forces autour du point B, et nous 
aurons 

FX27- —N(0 + 8'), 

et, pour l'autre rouleau, 

F , X 2 r = N,(o + o'). 

Écrivons maintenant les équations qui résultent de l'équi
libre du madrier. 

Il est soumis à des forces égales et opposées aux réac
tions N, Ni et F, F,, qu'il exerce sur les rouleaux; on aura 
donc, pour l'équilibre de ce corps solide, 

F- t -F, = Q, N + N , = P. 

En ajoutant les premières équations membre à membre, et 
ayant égard à ces dernières, nous aurons 

Q X î r = ( o + o')P, 

d'où 

•2 r 

Comme application numérique, faisons 

ô = om,oi, ô' = 0,001, r = o , i . 

on aura 
Q = o,o55P. 

Ainsi, la résistance est considérablement réduite. 



CHAPITRE I I . — DES RÉSISTANCES PASSIVES. 1 Ç)'> 

On emploie toujours ces rouleaux pour transporter horizon
talement une pierre de taille arrivée au sommet du tas, c'est-
à-dire à la partie supérieure d'un mur en construction. On a 
des appareils fixes qui servent à l'élever sur le las en un point 
donné, puis, par des rouleaux, on la conduit à la place qu'elle 
doit occuper. Ces rouleaux n'ont pas la forme cylindrique; ils 
sont généralement fusoïdes ou renflés au milieu {fig. 79), afin 
qu'on puisse facilement changer quelque peu leur direction, 
soit que leur axe n'ait pas été à l'origine exactement perpen
diculaire aux faces du mur, soit que celui-ci se compose de 
parties faisant un angle très-obtus. 

Galets. 

Les galets ne rendent pas le même service que les rou
leaux; ils n'ont pas pour effet de supprimer complètement le 
froltement; seulement ils diminuenl le travail inutilement 
consommé. 

Considérons, par exemple, le tourillon à roulettes comme 
celui qui est employé dans la machine d'Atwood; ce tourillon 
porte sur les jantes croisées de deux galets, mobiles eux-
mêmes sur leurs propres tourillons {fig- 80). 

Le frottement est complètement remplacé sur le tourillon 
principal par un roulement dont l'effet nuisible est négli
geable. Mais il y a ailleurs des parties fixes dans le sys
tème; le frottement n'est donc pas détruit; il ne fait que 
changer de place, car il se produit maintenant entre les tou
rillons des galets et leurs coussinets. L'avantage qu'on trouve 
dans celte position, c'est que le travail du frottement est con
sidérablement réduit. 

En effet, si le tourillon avait porté sur un coussinet fixe, le 
travail pour un tour de la roue aurait été égal au frottement 
multiplié par la circonférence de ce tourillon, tandis qu'avec 
cette disposition, pendant que le tourillon fait un tour, le 
galet ne fait qu'une fraction de tour, de sorte que le travail 
du frottement, qui est égal au produit de ce frottement par 
une fraction égale de la circonférence du tourillon des galets, 
est beaucoup plus petit que dans le premier cas. 

Mais, à côté de cet avantage, nous pourrions signaler dans 
i 3 . 
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certains cas un grand nombre d'inconvénients pratiques dont 
nous avons déjà dit quelques mots ailleurs. Par exemple, 
quand on se sert de galels pour guider une tige en ligne droite 
iJig.Si)) il arrive de deux choses l'une : ou bien la tige tend à 
dévier dans le sens À, ou bien dans le sens B. Dans le premier 
cas, le mouvement ayant lieu dans le sens de la tlèche F, le 
galet tournera dans le sens de la flèche a; dans le second, le 
galet tournera dans le sens de la flèche 6. Il y a un moment 
d'arrêt quand le sens du mouvement change; un glissement 
se produit alors, d'où il résulte qu'il se forme dans le galet 
des méplats qui empêchent bientôt le galet de rouler. On 
retombe ainsi dans l'inconvénient qu'on avait voulu éviter. 

§ IX. — FROTTEMENT MIXTE DES ENGRENAGES. 

Nous avons encore à étudier le cas mixte où deux corps 
roulent et glissent en même temps l'un sur l'autre, comme 
cela se présente pour les engrenages (*). 

(*) Rappelons-i'ous d'abord la question cinématique de la transmission du 
mouvement. JXOUS avons trouvé qu'au moyen des engrenages le mouvement de 
l'une des roue.: se transmet uniformément à l 'autre. Or, cela a été démontre 
géométriquement, indépendamment de la nature des roues, des frottements, etc. 
Donc cela aura toujours lieu, quels que soient les frottements qui se mani
festent et la grandeur des efforts mis en jeu ; les résistances passives n'ont donc 
aucun elïet sur la transmission du mouvement proprement d i t ; elles ne font 
qu'augmenter le travail qu'il faut dépenser pour entretenir le mouvement uni
forme de la roue motrice. Je signale en passant ce nouvel exemple de l'indé
pendance parfaite des deux points de vue différents auxquels on peut se placer 
pour étudier les machines : 

i° Considérées comme organes de transmission eje mouvement, elles se com
portent comme des figures géométriques et sont uniquement soumises aux lois 
de la Géométrie. Cette première partie détermine les vitesses de tous les divers 
peints en fonction de celle d'un seid pris à volonté. 

2° Considérées comme transmettant l'action des forces d'un point et d'une 
di?ec!ion à un autre point et à une autre direction, les machines sont régies 
par le théorème du travail : ce théorème, comme nous l'avons vu, donne en 
fonctio 1 du travail disponible à chaque instant les lois de la vitesse du point 
régulateur, et par conséquent celles de tous les autres. 

Accidentellement, toutes ces vitesses peuvent être nulles, c'est-à-dire le mou
vement impossible, ce qui n'est nullement en contradiction avec les lois pri-
:uord aies de la Cinématique. 
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Dans ce cas, on néglige généralement la résistance due au 
'roulement, parce que les dents sont assez dures et assez bien 
polies par le frottement môme, pour que cette résistance soit 
tout à fait négligeable, surtout en présence du frottement, qui 
est beaucoup plus considérable. 

Nous supposerons que le contact commence un pas avant la 
ligne des centres, et finisse un pas après, ce qui conduit à 
avoir constamment deux paires de dents en contact. Soit T 
(Jig.Qi) le point de contact de deux dents sur la ligne des 
centres : quand les roues auront tourné chacune de l'angle 
correspondant à un pas, le point de contact T aura parcouru 
sur chaque circonférence primitive des espaces TM' et TM. 
L'arc de glissement est égal à MM'. Le mouvement relatif de 
la roue C par rapport à C comprend un glissement MM' et un 
roulement de M' en T ; nous négligerons le travail nuisible 
résultant de ce roulement. 

Supposons le pas a très-petit; alors M'M sera sensiblement 
égal à sa projection sur la ligne des centres, c'est-à-dire à LL'. 
Or 

LL' = TL + T L ' = ^ ^ ^ 7 = ^ ( I + -I
7V 

Si l'on désigne par N la valeur moyenne (*), pendant le par-

(*) La pression > n'est pus constante en général; elle ne le serait rigoureu
sement que dans le cas de l'engrenage à développantes, et encore si l 'on négli
geait le frottement. 

Supposons en effet un engrenage quelconque {fig- 83 ). Soit P la puissante 
appliquée à l 'une des roues, Q la résistance appliquée à l 'autre, et soit AB la 
ligne suivant laquelle s'exerce la pression N à un certain moment, c'est-à-dire 
la normale aux surfaces de deux dents en contact, normale qui passe toujours 
au point de contact T des circonférences primitives sur la ligne des centres. 

Pour que la roue C soit en équilibre, en négligeant le frottement, il faut 
qu'on ait 

PR 
P R = > > , d'où N = — , 

R et / désignant les bras du levier des forces P et ?» par rapport au centre C ; 
or, il n'y a que dans l'engrenage à développantes que r soit constant; donc il 
n'y a que dans cet engrenage que la pression normale :V soit constante, du moins 
quand on néglige le frottement. 

Pour les autres, elle est variable; c'est la valeur moyenne de cette quantité 
qu'on fait entrer dans l'expression du travail du frottement. 
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cours d'un pas, de la somme des composantes normales des 
actions mutuelles des deux paires de dents en contact, le 
frottement sera égal à / N , et le travail du frottement pendant 
ce parcours sera égal au produit d e / N par l'arc de glissement; 
donc le travail du frottement pour le parcours d'un pas est 
égal à 

Admettant cette valeur approximative, représentons par T le 
travail moteur, par T' le travail résistant utile, ces quantités 
de travail étant prises pour un parcours de K fois le pas, on 
aura 

(0 T = T' + f / N « ' ( i + ^ . 

Pour éliminer N, il faut considérer l'une des roues seule; 
on remarquera que, le pas étant toujours supposé assez petit, 
on peut remplacer, avec une approximation suffisante, l'équa
tion de l'équilibre de la roue menée, par la formule 

T' = KN«, 

formule qui serait rigoureusement exacte si la normale com
mune aux profils des dents en prises était constamment nor
male à la ligne des centres. On le peut d'autant plus que la 
quantité KN se trouve dans l'équation (1) multipliée par/, qui 
est très-petit; on ne commettra donc qu'une erreur très-faible 
en remplaçant KNa par T'; donc nous pourrons écrire avec 
une exactitude suffisante cette formule donnée pour la pre
mière fois par le Général Poncelet : 

<*) T = T'[ , + I / f l ( i + l ) ^ 

On voit, par cette formule, qu'on a intérêt à diminuer le pas 
autant que possible; mais cette diminution a nécessairement 
une limite, parce qu'on arrive bientôt à des dents trop minces 
pour résister aux efforts qu'elles ont à subir. 

Si l'engrenage est cylindrique, on peut introduire dans la 
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formule précédente les nombres de dents des roues. En effet, 
on a 

na-= 2 —r, 
n'a = 2- / ' ' ; 

donc 

(3) T = T'[i+/*(! + !,)]. 

Exemple : 
/ ' = o , i o , n = 2o, n' =- 4 ° Î 

/ - - + - - = O , 03-4 = — • 

Dans le cas des engrenages coniques [fig. 84), la formule (2) 
pourra servir, pourvu qu'on ait soin d'y remplacer r et /•' par 
les longueurs TO, TO' des génératrices des deux; cônes qu'on 
développe, afin d'avoir les circonférences primitives qui ser
vent au tracé des profils. Cela résulte immédiatement de ce que 
nous avons dit sur ces engrenages. En effet, les courbes des 
dents se touchent pendant une courte durée, comme si elles 
restaient dans le plan 0 0 ' perpendiculaire à AT. Ces engre
nages sont plus doux que les engrenages cylindriques d'un 
même nombre de dents. 

Ces formules ont été établies en supposant l'arc d'approche 
et l'arc de retraite égaux tous deux à un pas. Il n'y aurait rien 
à changer si le contact n'avait lieu que d'un côté de la ligne 
des centres, dans l'étendue d'un pas, soit avant, soit après le 
passage au point T. En effet, il n'y a plus alors à la fois que 
deux dents en prise; la pression N s'exerce entre les deux 
dents, au lieu de se partager entre les deux paires de dents, 
comme dans le cas que nous venons d'étudier, de sorte que 
le frottement n'est pas changé (*). 

Au contraire, s'il n'était pas indispensable de proscrire d'une 
manière absolue la transmission opérée par le simple contact 
d'une paire de dents, on pourrait diminuer de moitié le travail 

( v ) :\oiis avons dit que la dernière disposition serait extrêmement défectueuse 
en pratique, parce qu'elle exposeiaii à des chocs par suite des moindres irrégu
larités dans la figure des dents. 
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du frottement en faisant commencer, par exemple, le contact 

- pas avant et finir - pas après la ligne des centres. 
2 2 

Dans les formules que nous avons établies jusqu'ici, l'in
fluence du frottement est la même avant la ligne des centres 
et après. Ce résultat est contraire à toutes les indications de la 
pratique, qui montrent que le frottement avant le passage à la 
ligne des centres est beaucoup plus nuisible que le frotte
ment après, et qu'il peut même produire des arcs-boutements 
et empêcher toute espèce de mouvement. 

Mais il ne faut pas oublier que nous avons supposé le pas 
très-petit, et alors nos résultats peuvent être considérés comme 
suffisamment exacts. Il n'en serait plus de même si le contact 
avait lieu à une assez grande distance de la ligne des centres, 
en un point tel que M, par exemple {_fig.85). (La figure est 
faite dans le cas particulier d'un engrenage à flancs et épicy-
cloïdes. ) 

Soient C et C les centres des deux circonférences primi
tives qui tournent dans le sens indiqué par les flèches. Soient 
Q et P les forces qui agissent sur ces roues, Q étant la puis
sance et P la résistance. Avec ces hypothèses, le contact a 
lieu après la ligne des centres. 

Cherchons les conditions de l'équilibre. La roue C est en 
équilibre sous l'influence de la force P, de la réaction nor
male N' et d'une réaction tangentielle/N' dirigée de M en A, 
dans le sens du mouvement relatif. L'équation d'équilibre 
sera, en prenant les moments par rapport au point C, 

P r ' = N ' * ' , 

x' désignant le bras de levier de la réaction N et /•' le rayon 
de la roue C ; le bras de levier du frottement est nul. 

Écrivons maintenant les conditions d'équilibre de la roue C 
Elle est en équilibre sous l'influence de la force Q, et des 
réactions N et / N égales et directement opposées aux réac
tions N' et / N ' . Soit x le bras du levier de la force N, y le bras 
de levier d e / N ; nous aurons, en prenant les moments par 
rapport au point C, 

Q/- — Nx—/N v r = o. 
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Eliminons N entre ces deux équations, et nous aurons 

Pr ' 

Or, on a, en vertu des triangles semblables CTE, C'TM, 

x r 

donc 

Qr = P,-H-P-^- r , 
x 

ou 
Q fr 
P x 

On peut encore donner une autre forme à cette expression 
en introduisant la longueur CD = z de la perpendiculaire à la 
ligne des centres comprise entre le point C et la ligne CM 
prolongée. En effet, les triangles CDA, CTE sont semblables 
et donnent 

r z _ 
x r 

donc enfin 
Q , .A 
p = I ^ T ' 

de sorte que la fraction du travail moteur absorbée par le 
frottement est 

Faisons maintenant la supposition inverse. Si P est la puis
sance et Q la résistance, le mouvement est sur le point de 
naître dans le sens opposé au précédent, et le contact a lieu 
avant la ligne des centres. Dans ce nouveau cas, les formules 
se déduisent des précédentes en changeant simplement le signe 
de f. On aura donc 

Q fz 
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et si l'on veut avoir le rapport de la puissance à la résistance, 

2 _ ' 
r 

Cette quantité, de même que la précédente, est plus grande 
que l'unité; mais elle peut devenir beaucoup plus grande si 
la quantité z augmente suffisamment. En effet, on voit que si 

l'on a ̂  — i, la puissance P est infinie, c'est-à-dire que le 

mouvement n'est pas possible(*) : c'est un nouvel exemple 
de ce que l'on appelle arc-boutement. 

Cette condition conduit à l'arc-boutement, lors même que les 
dents sont parfaitement exécutées. Il y a d'autres cas d'arc-
boutement qui doivent contribuer encore à faire proscrire de 
plus en plus les contacts commençant à une trop grande distance 
en arrière de la ligne des centres. Us tiennent à certains dé
fauts de construction des engrenages, lorsque, par exemple, 
dans un flanc delà roue menante se présentent de petites cavités 
où peut s'engager l'extrémité de la dent de la roue conduite 
(fie- ^ ) - ^ e s irrégularités ne gênent pas le mouvement dans 
un sens; elles l'empêchent dans le sens inverse. 

§ \ . — FROTTEMENT DANS LA VIS SANS FIN. 

Avant d'étudier cette question, qui vient naturellement 
après la recherche du frottement dans les engrenages, com-

(* ' Il est facile de démontrer que la condition précédente répond au cas où 
la réaction résultante des forces N et/*N (cette dernière ayant maintenant une 
direction opposée à celle que suppose la ligure; passerait par le centre. En effet, 
cette condition donne 

tangp = - = tang CDT. 

Or, les triangles CEN, CDT sont semblables; donc l 'angle 

C N T = C D T = ? . 

Donc la réaction motrice pour la roue C passe par ïe centre de celte roue, 

et ne peut par conséquent déterminer aucun mouvement. 
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mençons par rappeler quelques notions sur lesquelles nous 
avons déjà beaucoup insisté en Cinématique. 

Prenons trois axes rectangulaires {fig- 8- ), et faisant deux 
projections rectangulaires, supposons que O r soit l'axe de la 
vis sans fin, et que l'axe de la roue soit situé au-dessus paral
lèlement à Ox. Soit 0 y le sens dans lequel on doit porter l'axe 
de la vis dont la rotation, par conséquent, a lieu dans le sens 
de la flèche (a) de z vers x. Cherchons dans quel sens nous 
devons porter l'axe de rotation de la roue. Il y a deux cas à 
distinguer, selon que le sens de la vis est dextrorsum ou 
sinistrorsum. Supposons le premier cas, c'est-à-dire supposons 
que l'hélice de la vis soit tracée comme le montre la figure, la 
dent de la roue en contact avec cette hélice vient en avant du 
plan zOx ; donc, la rotation de la roue se fait dans le sens de 
la flèche (b) de y vers z; l'axe de la rotation doit donc être 
compté dans le sens CA. 

Si la vis était sinistrorsum, ce serait l'inverse qui aurait lieu. 
Désignons par n le nombre des dents de la roue, et par w sa 

vitesse angulaire; reco sera la vitesse angulaire de la vis sans 
fin. Appelons a la distance CO. 

Pour avoir le frottement de la roue sur la vis, il faut cher
cher son mouvement relatif. Pour cela, d'après les règles 
établies, il faut composer le mouvement de la roue avec un 
mouvement égal et contraire à celui de la vis, c'est-à-dire une 
rotation dirigée suivant Cr, {fig- 88) avec une rotation nui, 
dirigée suivant OA, en sens inverse de Or- Pour cela, nous 
appliquons au point C deux rotations CA,, CA', de sens con
traires et égales toutes deux à «M. Nous avons alors au point C 
trois rotations; mais l'une d'elles forme avec celle qui est sur 
le prolongement de Or un couple de rotation équivalent à 
une translation OCX na> ou naa perpendiculaire au plan du 
couple, c'est-à-dire parallèle à Ox et dirigée en sens contraire, 
le moment du couple étant négatif. Soit CB la vitesse de ce 
mouvement de translation. Les deux autres rotations appli
quées au point C se composent en une seule égale à 

M \hi2 -+- i. 

Nous avons maintenant une rotation autour de CD et une 
translation dont la vitesse est CB. Nous pouvons décomposer 
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cette translation en deux dirigées, l'une suivant CF, prolonge
ment de CD, l'autre suivant une perpendiculaire CE à CD. On 
a, d'après les triangles semblables, 

na o) 

n'a M 

y'i -i- /l'

Or on peut, en transportant l'axe CD parallèlement à lui-

même en C,D,, faire naître un couple de rotations (CD, CD,) qui 

détruise précisément cette translation CE. 
On aura ainsi l'axe de rotation glissant qui représentera à la 

fois une rotation &> y'i -+- «% et une translation inverse 

y/i -hn-

On sait que la position du point C, est déterminée par les 
équations suivantes que l'on retrouve aisément ici : 

CC, _ . 
OC, _ "'* 

d'où 

O C , = —^—, CC, = - ^ - -
i + n- i -+- «2 

Si l'on prenait OC, pour rayon de la circonférence primitive, 
la direction de C,D, serait précisément celle de la tangente à 
l'hélice de la vis sans fin, car on a 

h = 5 
n 

R étant le rayon de la roue, d'où, si R = n-r, 

= n = tangDC x'. 
ir.r 

De la sorte, le mouvement relatif se composerait simplement 
d'un glissement ( mouvement de rosion ) de la dent de la roue 
sur le plan incliné de la vis, et d'un roulement autour d'un 
axe situé dans le plan tangent aux surfaces en contact, roule-

CF=: 

CE=r 
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ment dont l'influence nuisible serait négligeable. Quant à la 
translation, elle aurait en ce point sa grandeur minima, comme 
on l'a vu en Cinématique. 

Malheureusement, cette disposition est peu pratique, car 
si re = io, par exemple, le rayon de la vis se trouve réduit 

à -.— de la dislance des deux axes. Il faut augmenter ce 
401 

rayon. Alors, si nous transportons l'axe dD, au point de con
tact des cylindres primitifs, cet axe se trouve oblique par 
rapport au plan tangent commun, et donne lieu à deux 
rotations, l'une qui se réduit à un simple roulement autour 
d'un axe situé dans le plan tangent, l'autre qui a lieu autour 
d'un axe perpendiculaire et qui produit un frottement ana
logue à celui d'un pivot sur sa crapaudine. 

Nous négligerons le frottement qui résulte de cette rotation 
et nous assimilerons le mouvement à une translation sur un 
plan incliné, dont l'inclinaison i est celle de l'hélice moyenne. 

Cela posé, remplaçons les couples qui sollicitent les deux 
arbres par des couples équivalents dont les bras de levier 
respectifs soient les rayons R et r des circonférences primi
tives. Soit Pr le couple appliqué à la vis, QR celui qui agit 
sur la roue; nous pouvons supposer que l'une des forces de 
chaque couple rencontre l'axe correspondant, les deux autres 
étant appliquées au point de contact des deux corps. La vis 
étant conductrice, P est la puissance, Q la résistance; le 
problème est le même que celui de l'équilibre du plan 
incliné, bien qu'ici les deux corps considérés soient tous les 
deux mobiles {fig. 89). Au moment où la roue est sur le 
point de céder à la pression de la vis, la réaction K de 
celle-ci est inclinée à gauche de la normale, et on a pour 
l'équilibre de la roue 

Q = Kcos(z'4-9). 

Pour l'équilibre de la vis, il faut considérer la réaction K,, 
égale el opposée à K, et l'on a 

P = Ksin(/-f-o), 

d'où 
P = Q tang(f -1- c;. 
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Si la roue conduisait la vis, on devrait changer le signe de 
l'angle 9, et l'on aurait pour la puissance Q (P étant maintenant 
la résistance ) 

Q = Pcot(z — 9). 

Pour que l'engrenage soit réciproque, il faut qu'on ait à la 
fois 

z '<go°— 9, 

OU 

tang/<y., 

Les équations précédentes conviennent également au cas 
du mouvement uniforme. 

Imprimons un déplacement virtuel infiniment petit à la vis, 
et soit ds l'arc dont la dent de la vis glisse sur la dent de la 
roue; cet arc, projeté sur les directions des forces P et Q, 
aura pour composantes ds cosi, ds sinr, et par suite les pro
duits Pdscosi, Vdsshii, représentent les travaux élémen
taires de la force mouvante P et de la force résistante Q. 

Multipliant l'équation 

P = Q t ang ( /+ 9) 

par ds cos i, il vient 

P ds cos i = Q ds cos i tang ( / -+- 9 j 
= Q ds sin (' X tang (i -h q) cot i, 

ou bien 
Tm = Tr tang (i -+- q) col i, 

équation qui convient au cas où la vis conduit la roue. 
Si c'est la roue qui conduit la vis, on partira de l'équation 

Q = Pcot(; '—9), 

et on trouvera entre le travail moteur et le travail résistant la 
relation 

ï,„ = Tr cot ( ; — 9 ) tang i, 

qui n'est autre chose que la précédente, dans laquelle on aurait 
changé i en 90° — i. 
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Le travail du frottement, dans la vis sans fin, est toujours 
considérable (*); aussi cet organe est-il surtout employé pour 
transmettre de faibles quantités de travail, ou bien lorsque, 
dans une opération accidentelle, il n'importe pas de perdre 
du travail. 

Remarquons enfin que l'obliquité de l'action mutuelle donne 
naissance sur chacun des deux arbres : 

i° À une force longitudinale qui détermine des frottements 
sur les épaulements ou les pivots; 

20 À un couple appliqué sur l'axe, c'est-à-dire à des efforts 
latéraux sur les coussinets, produisant à la fois une augmen
tation du frottement des tourillons et une tendance à l'arra
chement ou au desserrage des boulons de scellement. 

( * ) Les formules précédentes ne rendent peut-être pas parfaitement compte 
des frottements énormes que la pratique signale dans la vis sans tin. Le pivo
tement, que nous avons négligé, a certainement aussi sa par t d'influence sur ce 
phénomène, ce qu'indique la grande douceur de l'engrenage hyperboîoïde, 
lequel ne diffère de celui-ci que par la suppression du pivotement. 

Dans l'engrenage de AYbite, c'est au contraire le frottement de ration qui est 
supprimé, et le mouvement est encore beaucoup plus doux. Les conséquences 
relatives à l 'obliquité de l'action mutuelle se retrouvent tout entières dans ce 
dernier système. 
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CHAPITRE III. 

DES CORDES ET COURROIES. 

Au point de vue qui nous occupe actuellement, il n'est 
plus possible de considérer les cordes et courroies comme 
absolument flexibles et inextensibles. Il importe aussi de se 
rendre compte du frottement qui se développe entre ces corps 
et les solides sur lesquels ils s'enroulent. 

§ X L — ROIDEUR DES CORDES. 

Les cordes employées à transmettre des efforts un peu con
sidérables présentent toujours une grande résistance à la 
flexion. Il suit de là que, si l'on considère une corde passant 
sur une poulie fixe, et le mouvement uniforme acquis ou sur 
le point de naître dans le sens de la puissance, la roideur de 
la corde est une nouvelle résistance passive, qui s'ajoute au 
frottement de l'essieu de la poulie sur ses appuis, une portion 
du travail de la puissance étant inutilement employée à pro
duire la déformation de la corde. 

Il résulte encore de la roideur du câble que celui-ci ne 
passe pas brusquement de la forme rectiligne à une forme cir
culaire modelée sur la poulie [Jig- 90), de sorte que le bras 
de levier de la résistance Q est un peu plus grand que la 
somme du rayon delà poulie et de la demi-épaisseur du câble. 

D'après Coulomb, en faisant abstraction du frottement de 
l'essieu, l'excès de la puissance sur la résistance, qui repré
sente la roideur de la corde, est une fonction linéaire de la 
résistance Q et peut se mettre sous la forme 
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D étant le diamètre de la poulie, augmenté de celui de la 
corde. 

Dans cette formule, A et B sont deux coefficients, indépen
dants des quantités Q et D, ainsi que de la vitesse du mouve
ment de la poulie, au moins quand les tensions sont un peu 
fortes. Ces coefficients varient avec la grosseur et la nature de 
la corde, blanche ou goudronnée, sa sécheresse ou son humi
dité, son état de vétusté. 

Le tableau suivant, calculé par Navier, donne, pour certaines 
cordes expérimentées par Coulomb, les valeurs de A et de B 
qui conviennent quand on prend le kilogramme pour unité de 
force, et le mètre pour unité linéaire. Les cordes étaient for
mées de trois torons ou cordes moins grosses, et les torons 
composés d'un certain nombre de brins nommés fils de caret. 

Tableau pour calculer la roideur de différentes cordes autour 
d'une poulie de 1 mètre de diamètre. 

INDICATION DES CORDES. 

Cordes blanches de 3o fils . . . 
» de 15 fils . . . 
» de b' fils., . . 

Cordes goudronnées de 3o fils. 
» de i5 fils. 

de 6 fils. 

DIAMÈTRE. 

Dl 
0 , 0 2 0 

o,oi4 
OjOOQ, 

0 , 02 / j 

O . O I y 

0 , 0 1 0 

POIDS 

p a r m è t r e 

d e 

l o n g u e u r . 

kil 

0 , 2 8 3 

0 , 1 / 1 ci 

0 , 0 0 2 

0 , 3 3 3 

0 , i 6 3 

0 . 0 6 9 

VALEUR 

d e A. 

R o i d e u r 

c o n s t a n t e . 

kii 
0 . 2 2 2 

O.064 
0 , 0 1 1 

o,35o 
0 . 1 0 G 

0 , 0 2 1 

VALFXR 

do B. 

R o i d e u r 

p a r 

k i l o g r a m m e 

d e ' r é s i s t a n c e 

kii 
0 , 0 0 9 7 

0,oo55 
0 , 0 0 2 4 

0 , 0 1 2 G 

o,oo6r 
0 , 0 0 2 6 

Les expériences de Coulomb ne permettent pas de tenir 
compte de la diminution considérable qui se produit dans la 
roideur d'une corde, au bout d'un certain temps d'usage. La 
roideur constante doit être doublée, quand il s'agit d'une 
corde blanche imbibée d'eau. Cette même roideur augmente 
sensiblement, pour les cordes goudronnées, quand la tempé
rature descend au-dessous de zéro. 



2IO DEUXIÈME SECTION'. DES MACHINES EX MOUVEMENT. 

Nous n'insisterons pas davantage sur ce sujet, qui appelle 
de nouvelles expériences, surtout au point de vue des câbles 
en fer. 

Les seuls conseils pratiques qu'on puisse donner consistent 
à recommander d'employer des poulies de grand diamètre, des 
câbles aussi minces qu'il est possible, eu égard à leur 
résistance ; et enfin, au point de vue de la durée de la corde, 
d'éviter de la soumettre à des flexions successives -en sens 
opposé. 

§ XII. — FROTTEMENT DES CORDES ET COURROIES. 

NOUS avons dit que les transmissions de mouvement par 
courroies sans lin étaient fondées sur l'intensité considérable 
du frottement qui se développe quand une courroie glisse ou 
est sur le point de glisser sur un cylindre qu'elle enveloppe 
en partie [fig. 91). 

Bien que les phénomènes du frottement des courroies dif
fèrent essentiellement de tous ceux que nous avons rencon
trés jusqu'ici, nous allons voir qu'ils sont des conséquences 
mathématiques des lois de Coulomb. N'oublions pas toutefois 
que les déductions d'une loi approximative sont d'autant moins 
certaines qu'elles sont plus éloignées. 

Soit Q la force résistante, Pla force mouvante, et supposons 
le mouvement sur le point de naître dans le sens de cette 
force. 

Faisant abstraction de la roideur, considérons la corde comme 
composée d'éléments solides articulés glissant sur le cylindre. 

Soit ï la tension d'un des éléments de la courroie, cette 
tension, pour l'élément suivant, est devenue 

T + rfT; 

dl est l'effort langentiel qui détermine le glissement de la 
portion infiniment petite de courroie que nous considérons, 
malgré le frottement déterminé par la pression normale. 

Or cette pression est la somme des composantes normales 
des tensions T et T -+- dl qui comprennent un angle égal à d-, 
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angle de contingence du cylindre. En négligeant les infiniment 
petits du second ordre, on a pour la pression 

aT sin - d~ = Trfr, 
2 

et pour le frottement (*'i 
fldr. 

Donc, enfin, l'équation d'équilibre est 

dT=fTd-, 
d'où, en intégrant, 

log nép. ï = / T + C, 

en appelant - la somme des angles de contingence, somme 
qui est égale à l'angle a, formé par les prolongements des deux 
cordons ou par les perpendiculaires à ces cordons. 

L'intégrale générale peut s'écrire 

ou, en intégrant depuis la tension Q jusqu'à la tension P, 

V — Qpf". 

Si l'enroulement a lieu sur un cylindre, on pourra rempla-
S 

cer - par le rapport - de l'arc embrassé au rayon du cylindre, 

et l'on aura 

A 

(*) Voici, d'après M. Morin, les valeurs du coefficient de frottement (les cour

roies, lequel est indépendant de la largeur : 

Courroies ordinaires sur tambours en bois 0,'17 
Courroies neuves o,.>o 
Courroies ordinaires sur poulies en fonte 0,28 
Courroies humides o^H 
Cordes de chanvre sur poulies en bois o,5o 

Suivant 3e même auteur, on peut faire supporter sans inconvénient à une 
courroie une tension de o1"'1,?.1 par millimètre carré de section. 
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Cette formule présente ceci de remarquable, c'est que le 
rapport de la puissance à la résistance, représenté par une 
fonction exponentielle de l'arc embrassé, augmente avec une 
très-grande rapidité pour de faibles variations de cet arc. On 
conclut de là qu'il faut une force énorme pour faire glisser 
une courroie sur un cylindre, pour peu qu'on fasse faire à la 
courroie deux ou trois tours sur le cylindre. Les applications 
de cette propriété des courroies sont nombreuses et impor
tantes. 

Des freins. 

Quand on veut arrêter ou ralentir brusquement une ma
chine, pour un motif de sécurité par exemple, on emploie des 
appareils nommés freins, qui développent d'énergiques résis
tances passives et produisent l'effet voulu au prix d'une cer
taine perte de travail. 

Le sabot des rouliers servait à retenir une voiture sur une 
pente trop rapide en substituant le glissement au roulement. 
Le même principe se retrouve dans le frein de Laignel appli
qué aux chemins de fer. Mais le frein le plus habituel des 
wagons, ainsi que celui des voitures, se compose simplement 
d'un corps qui vieni frotter contre la jante. 

Les propriétés du frottement des corps flexibles servent de 
fondement aux freins les plus énergiques. En voici quelques 
exemples : 

Un homme peut descendre sans danger d'une assez grande 
hauteur, par exemple en cas d'incendie, en se suspendant à 
une corde qu'il fait passer sur un cylindre de bois fixe et dont 
i! tient à la main l'autre bout. Il est alors très-facile de modé
rer la descente ou de s'arrêter en un point quelconque. 

Supposons en effet le mouvement sur le point de naître dans 
le sens descendant; soient T et t la tension des deux brins de 
la corde; comme la corde fait un demi-tour sur le cylindre, 
l'arc embrassé est égr.l à - et l'on a 

T .— ief~. 

Le coefficient du frottement des cordes sur le bois étant 
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o,5o, on a 

lognep. - = 1,5-, 

d'où 

7 = 4,8o. 

Or la somme T + t est égale au poids P de l'homme sus
pendu à la eordç; on a donc 

f = o , i 7 P, T = o,83P. 

L'effort t suffisant pour arrêter la descente est donc environ 
12 à i5 kilogrammes seulement. Pour s'élever par le même 
procédé, l'effort devrait être o,83P. En remplaçant le cylindre 
fixe par une poulie, ces deux efforts seraient sensiblement 
égaux à o,5oP. 

En quadruplant l'arc embrassé, c'est-à-dire en faisant faire 
T 

deux tours à la corde, le rapport — serait élevé à la quatrième 
puissance, soit à peu près 

T = 53o t. 

On utilise cette propriété, ainsi que nous l'avons dit, pour 
élever des fardeaux au moyen d'un treuil {fig. 92). Au lieu 
d'arrêter la corde sur le cylindre du treuil, on obtient plus de 
sécurité en faisant simplement faire deux tours à cette corde; 
l'extrémité libre aboutit dans la main d'un enfant, et l'on voit 
qu'un effort de 2 kilogrammes suffit pour soutenir un poids de 
1000 kilogrammes et plus. En mollissant la corde, on arrête 
quand on veut l'ascension. 

Les mêmes principes guident dans l'établissement des appa
reils destinés à arrêter un corps en mouvement en détruisant 
dans un temps assez court la force vive emmagasinée dans ce 
corps. Ce problème a une très-grande importance et se trouve 
aujourd'hui tout à fait à l'ordre du jour, à cause des nombreux 
accidents de chemins de fer, qui seraient évités pour la plu
part si le mécanicien avait la faculté d'arrêter rapidement un 
train lancé à grande vitesse. 

Mais il ne faut pas se faire d'illusions à cet égard. La force 
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vive ne peut être détruite que par du travail développé, ce qui 
exige nécessairement un certain espace parcouru, plus ou 
moins grand suivant la force vive acquise et la grandeur de la 
résistance, espace qui ne pourra jamais être réduit au-dessous 
d'une certaine limite, quel que soit l'appareil employé. 

Pour arrêter en peu de temps un bateau animé d'une vitesse 
assez faible, mais dont la masse, et par suite la force vive, est 
considérable, on emploie une corde attachée par l'une de ses 
extrémités au bateau, on fait faire à l'autre'bout deux tours 
sur un cylindre de fonte fixé à cet effet sur le quai, et l'on 
tient l'autre extrémité à la main. Un petit effort suffira pour 
faire équilibre à une grande tension exercée par le bateau. 
Étant donné cet effort t, on a pour la tension à laquelle il fait 
équilibre 

T représente la force appliquée à la partie de la corde qui va 
du bateau au cylindre, c'est-à-dire l'effort résistant appliqué au 
bateau. Le travail de cette force pour un déplacement du ba
teau égal à l sera T/. Or, on connaît la force vive du bateau, 
donc on n'aura qu'à résoudre l'équation 

2 

et nous saurons quelle distance parcourra le bateau avant de 
s'arrêter sous l'influence de la tension T. On calculera d'ail
leurs la tension que l'homme devra exercera l'extrémité de la 
corde, de manière que la tension qui en résulte à l'autre extré
mité ne soit pas assez forte pour la casser. 

Freins des arbres tournants. 

C'est encore sur le frottement des courroies et des cordes 
qu'est fondé l'usage des freins ordinaires appliqués aux arbres 
de rotation. 

Un arbre tourne avec une certaine vitesse, très-grande sou
vent, et l'on veut arrêter cet arbre dans l'espace de temps le 
plus restreint possible. On emploie pour cela des appareils 
appelés freins. 
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Ils peuvent consister simplement, comme cela a lieu pour 
les freins ordinaires, en une mâchoire de bois qu'on appuie 
contre la roue. Il se développe un frottement proportionne! à 
la pression P qu'on exerce sur cette mâchoire. Le travail de ce 
frottement pour n demi-tours décrits par la roue sera 

n / P R - , 

R désignant le rayon de l'arbre ou de la roue auquel est appli
qué le frein. Il suffira d'égaler ce travail à la demi-force vive 
de la machine pour savoir le nombre n de demi-tours que 
fera l'arbre avant de s'arrêter. Pour peu que la force vive de 
la machine soit considérable, ce nombre n sera très-grand 
parce que le coefficient/est assez petit. lia donc fallu trouver 
un autre procédé pour produire facilement des efforts éner
giques. 

On fixe sur l'arbre tournant une poulie d'un grand diamètre, 
afin de produire non-seulement l'effort résistant le plus grand 
possible, mais encore de rendre très-considérable le travail 
de cet effort. 

Le frein se compose d'une lame flexible en fer qui embrasse 
à peu près les trois quarts de la circonférence [fig. 93). L'une 
des extrémités de cette lame est attachée à un point fixe 0 ; 
l'autre s'attache à un levier qui s'appuie au point 0 . En exer
çant au point B un effort Q, cet effort se transmet amplifié au 
point D et il presse la lame contre l'arbre tournant. Il se pro
duit alors le frottement d'un arbre mobile sur une lame fixe, 
frottement qui est évidemment identique avec celui d'une 
lame mobile sur un cylindre fixe. 

Supposons que l'arbre tourne dans le sens de la flèche; 
soit T la tension motrice, t la tension résistante; l'équilibre 
du levier BOD va nous permettre de calculer t. En effet, on a, 
en appelant a et b les bras de levier des forces Q et t, 

aQ = bt, 
d'où 

«Q 
b 

D'un autre côté, on a 
T = ef'

J-t, 
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la force T — t agit comme force résistante pour s'opposer au 
mouvement de l'arbre (*). Si donc R désigne le bras de levier 
de cette force, son travail pour un nombre x de tours sera 
représenté par 

2 - ( T — 0 R ^ = ( e / K — i)~ X a - l U ; 

en égalant cette quantité à la demi-force vive de l'arbre tour
nant, on déterminera le nombre x de tours que fera l'arbre 
jusqu'à son arrêt. 

P r e n o n s / = 0,20 (fer sur fonte sans enduit) 

e ^ x = 2 , 5 6 , 

e > — 1 = i,56. 

Si l'arbre tournait en sens inverse, il faudrait permuter T et t ; 

( *) Dans ce cas, nous regardons la force T — t comme force résistante, tandis 
que dans le cas du frein appliqué aux bateaux, la force T tout entière était 
regardée comme résistante. 11 est facile de s'expliquer cette différence. En effet, 
l 'enort qui s'oppose au mouvement de l 'arbre est l'effort total développé par le 
frottement. Or, le frottement sur une surface dy. est égal afl'du, et 

dj=fïdx. 

Donc, la force que produit le frottement à chaque point est dj; le moment de 
cette force est R<^T; donc, le moment total du frottement sera 

f IU/T = R ; T — t). 

Dans le cas du bateau, si nous le considérons seul, il est bien évident que la 
résistance qui lui est appliquée est T, et que le travail de cette force est T/ . 

Si nous voulons au contraire considérer l 'ensemble du bateau et du cordon, 
T devient une force intérieure dont le travail est nul si la corde ne s'allonge 
pas, et la somme des travaux résistants appliqués au système est : 

i° D'une part , le travail total du frottement 

(T — t) /. 

2° De plus, le travail T / développé par l 'homme qui tire l 'extrémité de la 

corde, ce qui fait en tout, pour le travail résistant, 

tl. 

C'est ce qu'on avait trouve immédiatement en considérant le bateau seul, et en 
lui appliquant le théorème du travail. 
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ce serait la plus petite tension qui passerait au point fixe; on 
aurait 

et le coefficient 

serait remplacé 

T 

b ~~ 

/ — -

numérique 

par 
ef'J- — i = 

« / * — i 

ey« -

é/*f 

— i i 

y. 

i,5G 

0,61. 

? 

'0 

La première disposition est donc préférable; mais le plus sou
vent les freins doivent servir à arrêter le mouvement commu
niqué à un arbre, tantôt dans un sens, tantôt dans l'autre, en 
sorte que le plus avantageux est d'employer un frein dont les 
deux extrémités soient fixées à l'extrémité de deux leviers 
égaux; il faut alors faire en sorte de donner à ces bras de 
levier la plus petite longueur possible. 

Ces freins, employés comme nous venons de le dire, sont 
très-mauvais, surtout lorsqu'on s'en sert pour donner à une 
machine toute la sécurité possible. Quand la vie des hommes 
se trouve mise en jeu, comme dans les roues à chevilles ou 
à marches, on a besoin de freins très-sûrs et très-puissants. 
On peut dire la même chose des machines qui servent pour 
l'extraction des minerais ou de la houille. Les cuveaux char
gés, mus par une machine à vapeur, montent avec une très-
grande rapidité, et il faut les arrêter très-rapidement aussitôt 
qu'ils sont arrivés à l'orifice supérieur du puits, sans quoi le 
cuveau monterait jusqu'aux molettes, briserait les poulies et 
tous les appareils qu'il rencontrerait sur son chemin, se bri
serait lui-même, et son chargement retombant dans le puits 
pourrait occasionner de très-graves accidents. Il faut aussi 
pouvoir arrêter le cuveau à un moment quelconque de la 
course dans un cas d'accident. Pour cela, il ne faut pas comp
ter sur la présence d'esprit ou sur le déploiement de la force 
musculaire d'un homme dans un moment critique. Aussi, 
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c'est un agent inanimé qui doit être chargé de la manœuvre 
de force, le rôle de l'agent intelligent étant borné au soin de 
lâcher une détente pour mettre en jeu l'effort principal. On a 
pour cela un cylindre à vapeur spécial dans lequel se trouve 
un piston dont la tige est chargée de produire l'effort Q quand 
le cylindre reçoit de la vapeur, et il suffit pour cela d'ouvrir 
à un moment donné le robinet qui laisse arriver la vapeur. Ce 
robinet peut être facilement ouvert par le mécanicien au 
moyen d'un certain système de leviers qui se trouve à sa por
tée. Si le mécanicien, ne faisant pas assez attention, oubliait 
d'ouvrir le robinet, le receveur placé à l'entrée du puits, assez 
loin de la machine, l'ouvrirait lui-même au moyen d'une trans
mission convenable. 

Enfin, le cas où tous les deux seraient inattentifs a en
core été prévu : le cuveau, en montant, rencontrerait un ob
stacle sur lequel il presserait, et cette pression même, trans
mise par un système particulier, ferait ouvrir le robinet par 
lequel s'introduit la vapeur. 

Tout cela est évidemment fondé sur ce que l'effort déve
loppé est indépendant de celui qu'on demande du moteur. Ce 
dernier peut être très-petit, puisqu'il se borne à lâcher une 
détente, à ouvrir un robinet. 

C'est à un rôle analogue que se bornent jusqu'à présent les 
applications de l'électricité dans l'industrie. 11 serait absurde, 
dans l'état actuel de la science, d'employer cet agent à déve
lopper directement de la force; on peut, au contraire, s'en 
servir avec une grande précision pour mettre en jeu, au mo
ment voulu, la force d'un poids ou d'un ressort. 

Des courroies sans fin. 

Deux arbres tournant autour des axes A et A' (fig. 94) por
tent des poulies sur lesquelles s'enroule une corde ou courroie 
sans fin convenablement tendue. Les forces P et Q étant appli
quées respectivement à deux poulies ou roues montées sur 
les mêmes arbres, on demande les conditions d'équilibre à 
l'instant où le mouvement est sur le point de naître dans le 
sens de la force mouvante P, eu égard aux frottements des 
tourillons A et A', et faisant abstraction de la roideur de !a 
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courroie, laquelle est ordinairement peu sensible. Pour plus 
de simplicité, on suppose les forces P et Q verticales et la 
courroie sensiblement horizontale entre les deux poulies. 

Si la courroie est suffisamment tendue pour ne glisser sur 
aucune des poulies, en nommant T et t les tensions des deux 
portions de la courroie, R et R' les rayons des poulies, p et p' 
les rayons des tourillons, p et q le bras de levier des forces P 
et Q, on aura, pour l'équilibre de la poulie A, 

(.) p p _ ( T - 0 R - / . ? v / ï ^ ( T ^ 7 p = o ; 

pour la poulie A', 

fa) . (T-OR'—Q?-/pVff+Tr+7r=o. 
Pour que la courroie ne glisse sur aucune des deux poulies, 

T 
il faut que le rapport— soit plus petit que la valeur calculée 
pour le cas où le glissement est sur le point de naître. Ainsi, 
on devra avoir en même temps 

Il £A 
7<«" « J.<-v-

s et s' étant les arcs embrassés par la courroie sur les poulies 
A et A'. Dans l'hypothèse de l'énoncé, on a 

R ~ R' — '" ' 

mais le coefficient / peut n'être pas le même pour les deux 
poulies. 

Soit m le plus petit des seconds membres des inégalités pré
cédentes; on devra poser 

T 
3) — </??, ou bien T = Km£, 

K étant un nombre moindre que l'unité et d'autant plus petit 
que l'appareil sera exposé à plus de secousses. Si cette cir
constance n'existe pas, on fera K = o,9 environ. 

Les équations (i), (2), (3) fournissent la solution du pro
blème en permettant de calculer les inconnues P, T, t. 
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Connaissant ainsi les tensions T et t que les deux brins 
de la courroie prendront dans le mouvement uniforme, on 
aura la tension que l'on devra donner à la courroie dans l'état 
d'équilibre, en admettant que la somme T -+-1 reste à très-peu 
près constante. Soit donc T» la tension commune des deux 
brins quand l'appareil est en équilibre, on aura 

ce qui détermine la valeur minima de T0. 
En général, on doit éviter de tendre la courroie beaucoup 

plus qu'il ne faut, parce que la résultante des deux tensions 
produit une pression sur chacun des axes et donne par consé
quent lieu à un accroissement de frottement. 

Indépendamment des variations de tensions qui sont dues 
au mouvement, la courroie en subit encore d'autres qui dé
pendent de l'état hygrométrique de l'atmosphère. Pour y re
médier, on emploie une poulie de tension appelée aussi 
tendeur. 

Une courroie sans fin étant en mouvement sur une poulie 
motrice et sur une poulie folle, à l'instant où on la fait passer 
sur une poulie résistante, commence par y glisser; car la par
tie immobile ne saurait prendre instantanément la vitesse de 
la courroie. On évite ainsi les chocs, le mouvement de la pou
lie résistante s'accélérant peu à peu sous l'effort tangcntiel 
T—t. 

Tant que le glissement dure, on a 

T = tefcc. 

Mais nous avons admis 

T + f = 2T„, 
d'où 

PJy- -4- I 
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CHAPITRE IV. 

APPAREILS SERVANT A MESURER LE TRAVAIL DES FORCES. 

L'expression générale du travail d'une force F, correspon
dant à un certain espace parcouru par son point d'application, 
étant 

T F = f FdscosY^ds, 

les formules de quadrature rigoureuse ou approximative 
nous permettront de calculer cette quantité toutes les fois que 

nous connaîtrons la loi qui lie la force tangentielle à l'espace 
parcouru. 

Dans le cas où cette loi n'est pas susceptible d'une expres
sion mathématique, on a des appareils qui donnent la force en 
chaque point et qui enregistrent leurs indications sous forme 
graphique. On s'arrange ordinairement de manière à faire dé
crire à ces instruments une courbe dont les abscisses soient 
proportionnelles aux chemins parcourus et les ordonnées 
aux efforts tangentiels; l'aire de cette courbe représente le 
travail. Enfin, ces mêmes appareils calculent cette aire soit en 
même temps que la courbe se décrit, soit postérieurement. 

Nous allons en donner quelques exemples. 

S XIII. — TRAVAIL DE LA VAPEUR SIR IN PISTON. 

On sait que la partie essentielle de la machine à vapeur est 
un cylindre dans lequel se meut un piston. La force élastique 
de la vapeur s'exerce à la fois sur les parois fixes du cylindre 
et sur le piston mobile; elle développe donc un certain tra
vail tant que le piston peut marcher dans le sens de la pres
sion qu'il supporte. 
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Cherchons d'abord à calculer d'une manière générale le tra
vail développé par la force élastique d'un gaz renfermé dans 
une enveloppe quelconque, quand cette enveloppe éprouve 
un changement de forme quelconque. 

Désignons par p la pression de la vapeur, c'est-à-dire le 
nombre de kilogrammes qui ferait équilibre à la force élas
tique de cette vapeur s'exerçant sur un mètre carré de surface : 
chaque élément w de la surface interne de l'enveloppe sup
porte une charge pa>, et l'on obtient le travail élémentaire de 
cette force en multipliant j>w par la projection sur la normale 
du chemin parcouru. 

Donc le travail élémentaire de cette force est T, =/>/(&>, 
/* étant la portion de la normale interceptée entre les deux 
positions de l'enveloppe. Or, la quantité ha peut être repré
sentée par le volume du tronc de prisme ayant w pour base, 
et terminé aux deux surfaces. Donc le travail élémentaire pour 
tout le gaz est 

Pour pouvoir intégrer, il faut connaître la loi qui lie p à c. 
Considérons seulement deux cas : 

i° L'enveloppe est en communication avec un réservoir à 
pression constante. Alors on a 

J = p I dv=zp (e, — «/,). 

20 L'enveloppe est isolée. On ne sait pas alors la loi qui lie 
£i à v, à moins que la température ne soit constante. Alors, 
d'après la loi de Mariotle, on a 

pv = const. = C; 
donc 

b = I —— = Clogc -4-K. 

Appliquons ceci au cas le plus ordinaire d'une machine ;> 
vapeur à détente. 

Pendant que le piston parcourt un chemin c» [fig. 55), le 
cylindre communique avec la chaudière, de sorte que le gaz 
est à une pression constante p„; le travail du piston pour ce 
parcours est égal à p0v„. 
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Ensuite la communication est interrompue, et le volume cs 

de vapeur se dilate. Donc le travail est 

f ' pdv; 

or, en supposant la température constante, on a 

p, c, = pv, 
d'où 

P» ''•. 
v 

donc le travail est 

r"1 dv , c, , p, 
P*v, / — =/•>.!e.lognep. — =/?„('„ Iognep.'— : 

0 * 

donc le travail pour toute la course du piston est égal à 

p„v, ( i + l o g n é p . ^ j (*). 

Il faut retrancher de celte expression, pour avoir le travail 
réel du piston, le travail résistant qui résulte de la présence 
du gaz ou de la vapeur derrière lui, car le corps de pompe 
communique avec un condenseur ou avec l'atmosphère. Dans 
les deux cas, la pression est constante et égale à p2. Le travail 
produit est donc 

f . / » ! = - — Pï-
P' 

(*) Si je suppose que pt tende vers zéro, c'est-à-dire que le volume du corps 
de pompe augmente indéfiniment, le travail correspondant est infini. Il semble 
ainsi qu 'une même quantité de vapeur puisse fournir un travail infini. C'est là 
une de ces absurdités qui montrent combien de précautions sont nécessaires 
pour l 'emploi des formules établies dans certaines hypothèses qu'on est porté à 
oublier une fois qu'on est en possession du résultat. Ici, nous avons établi la 
formule en supposant la température constante. Or, si la vapeur se dilate, il y 
a abaissement de température, à moins qu'on ne restitue de la chaleur au corps 
de pompe au moyen d 'une double enveloppe de vapeur par exemple; de sorte 
que le travail pourra devenir infini, mais il est clair qu'on devra compter pour 
quelque chose la chaleur qu'on est obligé de fournir pour maintenir le gaz à 
une température constante. C'est ainsi que le poids d'une horloge peut servir 
indéfiniment et développe dans un espace limité une quantité de travail indé
finie, à la condition qu'on le remonte à des intervalles de temps convenables. 
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Donc enfin, le travail disponible sur le piston est 

V p> pJ 

Etant donnée une machine à vapeur en marche, il est très-
intéressant de mesurer directement le travail réellement 
développé sur le piston, afin de voir dans quelle mesure les 
formules précédentes peuvent représenter le phénomène. Ce 
travail sera loin d'être entièrement utilisé par la machine, à 
cause des frottements qui existent dans les pièces qui trans
mettent le mouvement du piston à l'outil. 

Voici la description de l'appareil qui donne la solution de 
cette question. 

Indicateur de Walt. 

Un petit cylindre AB {fig. ioo) est disposé de manière à se 
visser sur l'un des fonds du cylindre de la machine, et com
munique avec l'intérieur par son extrémité A. Un piston C 
reçoit l'action de la vapeur, et monte plus ou moins dans le 
cylindre AB, en comprimant un ressort en hélice qui le sur
monte. Un crayon, fixé à la tige du piston, vient s'appuyer 
par sa pointe sur un cylindre latéral D qui est recouvert d'une 
bande de papier, et qui reçoit autour de son axe EF un mouve
ment de rotation alternatif proportionnel au mouvement du 
piston de la machine à vapeur. Le crayon t'ace une courbe 
fermée sur le papier qui enveloppe le cylindre D; l'aire de 
celte courbe sert de mesure au travail moteur développé par 
la vapeur pendant que le piston de la machine cède à son 
action, diminué du travail résistant qu'elle occasionne lorsque 
ce piston marche en sens contraire. 

La forme théorique de la courbe est celle de la fig. 101, 
dans laquelle AB représente la ligne atmosphérique, c'est-
à-dire la ligne que décrirait le crayon si la vapeur dans le 

( * ) Si N désigne le nomhre de simples courses du piston par minute, la force 
de la machine en chevaux est 
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cylindre conservait la pression atmosphérique. Je suppose 
qu'au départ du piston le crayon soit en C; il décrira d'abord 
une ligne horizontale CD, parce que pendant un certain temps 
le corps de pompe communique avec la chaudière et que par 
suite la vapeur y garde une pression constante. Ensuite, la 
pression diminue, le crayon décrit la courbe DE. Puis le corps 
de pompe communique avec le condenseur, la pression 
descend rapidement, ce qui donne une droite EF, le point F 
correspondant à la pression du condenseur; puis, quand le 
piston revient à sa première position, la pression ne changeant 
pas, le crayon décrit l'horizontale FG. Enfin on fait arriver la 
vapeur, la pression augmente presque instantanément, ce qui 
donne une verticale GC. 

En pratique, on n'obtient que des courbes approchées de 
celles-là et qui oscillent de part et d'autre d'une certaine posi
tion moyenne. C'est l'aire de celte courbe moyenne qu'on 
prend pour la mesure du travail. 

On peut graduer l'indicateur de Watt et chercher à quelle 
hauteur doit monter le crayon pour une pression déterminée, 
et par suite, inversement, étant donnée la position du crayon, 
déterminer la pression. Il suffit de retourner l'indicateur et 
d'y suspendre successivement des poids qui produiront sur le 
ressort des charges correspondant aux pressions de i atmo
sphère, 2, 3, etc. Il est facile de déterminer le poids qui cor
respond à i atmosphère quand on connaît la section du 
cylindre AB. En effet, la pression atmosphérique équivaut à 
un poids de io33o kilogrammes par mètre carré; donc, si A 
est la section du cylindre rapportée au mètre carré, 

A X io33o 

est le poids qui correspond à la pression de i atmosphère sur 
le piston C. 

L'indicateur de Watt donnerait exactement à chaque instant 
la pression de la vapeur dans l'intérieur du cylindre, s'il y avait 
équilibre entre la force résultant de cette pression et la tension 
du ressort. Or, il n'en est point ainsi pendant que la pression de 
la vapeur diminue par l'effet de la détente, et surtout pendant 
que cette même pression augmente rapidement au commen-

II. "S 
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cernent de la course du piston, lorsqu'on vient d'ouvrir brus
quement la communication du cylindre avec la chaudière. 

Aussi le sommet C du diagramme présente-t-il toujours 
une pointe plus ou moins haute, provenant de ce que le 
piston est violemment lancé vers le haut, dépasse la position 
qui conviendrait à l'équilibre, et ne se fixe dans cette position 
qu'après un certain nombre d'oscillations dont la trace est 
visible sur la courbe. On atténue cet effet en diminuant la 
masse du piston, résultat qui a été obtenu par M. Clair en 
construisant en aluminium le piston ainsi que sa tige. 

M. Clair avait aussi imaginé, par une combinaison cinéma
tique extrêmement ingénieuse fondée sur les propriétés de 
l'encliquetageDobo, de remplacer le mouvement alternatif du 
cylindre sur lequel se trouve le papier par un mouvement 
continu, de manière que les courbes tracées par le crayon pour 
un certain nombre de coups de piston successifs se placent à 
la suite les unes des autres au lieu de se superposer. La dispo
sition ancienne est peut-être préférable, en ce sens qu'elle fait 
mieux ressortir la courbe moyenne au milieu des irrégularités 
accidentelles qui affectent chaque coup de piston. 

§ XIV. — DYNAMOMÈTRES A BANDE ET A COMPTEUR. 

Pour mesurer facilement une force considérable, on fait 
usage de dynamomètres fondés sur les propriétés des lames 
élastiques fléchies par un effort transversal [fig. g5). Deux 
lames de ressort parallèles sont réunies par leurs extrémités; 
et s'il s'agit, par exemple, de mesurer l'effort d'un cheval attelé 
à une voiture, on attachera le milieu de l'une des lames à la 
voiture, et on fera tirer le cheval sur l'autre lame. L'expérience 
prouve que l'écartement des points C et D est proportionnel à 
l'effort exercé, et il est facile de déterminer expérimentalement 
l'écart correspondant à un effort connu. 

Dynamomètre de traction ù bande. 

On peut enregistrer d'une manière continue les indications 
fournies par cet appareil, en le combinant avec un système de 
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bobines à bandes de papier, analogue à celui que représente 
la fis- 99 bis-

La force de traction est appliquée suivant la direction AB 
et détermine un accroissement delà distance des milieux C, D 
des deux lames. La bande de papier se meut au-dessous du 
dynamomètre suivant une direction perpendiculaire à AB. Un 
crayon fixé au point D trace une ligne courbe sur la bande de 
papier ; un autre crayon porté par une pièce qui est fixée au 
point C trace en même temps la ligne que tracerait le premier 
crayon, si le point D ne s'était pas écarté du point C par l'action 
de la force. La distance mn de ces deux lignes {fig. 96), prise 
perpendiculairement à la longueur de la bande de papier, sert 
de mesure à la force qui agit sur le dynamomètre, au moment 
où le crayon fixé en D marque le point m. Si la bande de 
papier est animée d'un mouvement uniforme transmis par un 
mécanisme d'horlogerie, la courbe obtenue fait connaître la 
loi de la force par rapport au temps; si le mouvement de la 
bande est proportionnel à celui du corps auquel est appliquée 
la force de traction, la courbe tracée sur la bande par le 
crayon D fait connaître la loi de cette force par rapport au 
chemin parcouru. Dans ce dernier cas, l'aire mnpq fournit la 
valeur du travail de la force correspondant au temps pendant 
lequel la bande a marché de la quantité nq. 

Dynamomètre de traction à compteur. 

Un plateau circulaire AB {fig. 97 ) reçoit un mouvement de 
rotation autour de son axe CD; ce mouvement est proportion
nel à celui du corps auquel la force est appliquée. Une boîte E, 
fixée au milieu de la lame antérieure d'un dynamomètre, porte 
une roulette qui est très-mobile autour d'un axe parallèle à la 
direction de la force, et qui s'appuie en G sur le plateau; cette 
roulette touche le plateau en C lorsque aucune force n'écarte 
les lames du dynamomètre. La force de traction ayant trans
porté la roulette de C en G, et le plateau ayant un mouvement 
proportionnel à celui du point d'application de la force, on 
reconnaît aisément que la quantité dont tourne la roulette par 
suite de son adhérence avec le plateau est proportionnelle au 
travail de la force. Le mouvement de la roulette se transmet 

i5. 
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par un mécanisme d'horlogerie à un cadran divisé dont les 
diverses parties passent ainsi sous un point de repère fixe. 
L'observation des positions initiale et finale de ce cadran fait 
connaître le nombre de tours dont la roulette a tourné pen
dant la durée de l'expérience, et, par suite, le travail produit 
par la force pendant ce temps. On détermine la quantité de 
travail qui correspond à chaque division du cadran mobile, 
par une expérience préalable. 

Les dynamomètres de traction à bande et à compteur peu
vent être employés, par exemple, pour mesurer le travail 
développé dans le,tirage des voitures. Dans ce cas, on transmet 
à la bande de papier, ou au plateau, un mouvement propor
tionnel à celui de la voiture, au moyen d'une corde sans fin 
que l'on fait passer dans la gorge d'une poulie adaptée au 
moyeu de l'une des roues de la voiture. 

Les appareils à bande ont l'avantage de donner la loi de va
riation de l'effort avec toutes les circonstances. 

Manivelle dynamométrique. 

Cette manivelle se substitue à une manivelle ordinaire, 
lorsque l'on veut mesurer le travail nécessaire pour entretenir 
le mouvement de rotation de l'arbre auquel elle est adaptée. 
Une lame de ressort A („/?#. 98), fixée par une de ses extré
mités dans la pièce B qui fait corps avec l'arbre, vient passer 
à son autre extrémité entre deux couteaux d'acier portés par 
le bras CD de la manivelle. Ce bras CD est évidé de manière à 
laisser toute liberté au ressort A qui passe à son intérieur; il 
peut d'ailleurs tourner librement autour du petit cylindre E 
fixé à la pièce B dans le prolongement de l'axe de rotation de 
l'arbre. Lorsqu'on agit sur la poignée D pour faire tourner 
l'arbre, cette action se transmet tout entière à l'arbre par l'in
termédiaire du ressort qui fléchit en conséquence. La pièce B 
porte un appareil à bande de papier disposé en arrière du res
sort; la bande se meut proportionnellement au mouvement de 
rotation de l'arbre et dans la direction du ressort A, lorsqu'il 
n'est pas tendu. Un crayon porté par le bras CD de la mani
velle trace une courbe sur la bande de papier; un second 
crayon, porté par le support de la bande, trace en même temps 



CHAP. IV. — APPAREILS MESURANT LE TRAVAIL DES FORCES. 2.29 

la ligne que le premier crayon tracerait si le ressort A n'était 
pas tendu pendant le mouvement. Ces deux lignes servent à 
déterminer le travail développé par la force qui agit sur la 
manivelle, comme dans le cas du dynamomètre de traction à 
bande. 

Dynamomètre de rotation. 

Pour mesurer le travail que développe une machine en pro
duisant le mouvement de rotation d'un arbre soumis à l'action 
de diverses résistances, on se sert de dynamomètres qui ont 
une grande analogie avec la manivelle dynamométrique. Trois 
poulies A, B, C, destinées à recevoir des courroies, sont mon
tées sur un arbre DE {Jig. 99). La première A est folle sur l'ar
bre, et peut tourner seule, tandis que le reste de l'appareil est 
en repos. La seconde poulie B est fixée invariablement à l'arbre 
DE. La troisième poulie C est folle sur l'arbre, comme la pre
mière ; mais elle ne peut pas tourner indépendamment de lui, 
parce qu'elle lui est reliée par des ressorts. Ces ressorts, ana
logues à celui de la manivelle dynamométrique, sont implantés 
dans l'arbre DE, et dirigés suivant des rayons de la poulie C ; 
il y en a ordinairement deux, opposés l'un à l'autre. Les extré
mités de ces ressorts sont engagées entre des couteaux d'acier 
que porte la poulie C près de sa circonférence (Jig. 99, dé
tail C). Lorsque la poulie B tourne, elle entraîne l'arbre DE 
qui fait corps avec elle; cet arbre entraîne à son tour la pou
lie C par l'intermédiaire des ressorts qui fléchissent plus ou 
moins, suivant que la poulie C éprouve une résistance plus ou 
moins grande. Pour se servir de cet appareil, on l'emploie 
comme intermédiaire pour la transmission du mouvement à 
l'arbre auquel sont appliquées les résistances à vaincre. On 
enlève, par exemple, un manchon, qui sert à relier ensemble 
deux portions de cet arbre; puis on adapte à chacune de ces 
deux portions ainsi rendues indépendantes l'une de l'autre, 
deux tambours M, N, destinés à recevoir des courroies qui 
passent en même temps sur les poulies B, C de l'appareil. La 
poulie folle A sert à interrompre et à rétablir à volonté la 
transmission du mouvement, par un transport latéral de la 
courroie du tambour M. Un appareil à bande de papier ou à 
compteur est installé à côté de la poulie C (Jig. yc) bis); le 
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mouvement de la bande de papier ou du plateau est propor
tionnel au mouvement de rotation de l'arbre, et le travail 
développé pour entretenir ce mouvement est donné absolu
ment de la même manière que dans les dynamomètres de 
traction. 

§ XV. — FREIN DYXAMOMÉTRIQLE DE PROXY. 

Depuis longtemps les mécaniciens ont cherché à mesurer 
par des moyens directs, non pas le travail développé par le 
moteur, mais bien la quantité de travail transmise aux arbres 
tournants pendant le travail régulier des machines, parce que 
c'est là ce qui intéresse surtout l'industriel. Dans le cas d'une 
machine à vapeur, par exemple, on peut mesurer le travail 
de la vapeur dans le cylindre au moyen de l'indicateur de 
Watt. Mais il est possible qu'il y ait dans l'intérieur du cy
lindre un travail considérable produit, et que, par suite de 
mauvaises dispositions de la machine, le travail transmis à 
l'arbre soit de beaucoup diminué et rendu trop faible pour les 
machines que l'arbre tournant devra mettre en mouvement. 
On emploie pour mesurer le travail disponible le frein de 
Prony. J'entends par travail disponible sur un arbre donné le 
travail transmis par le moteur à la machine, diminué de celui 
qui est absorbé par les résistances passives des pièces inter
médiaires comprises entre le récepteur et l'arbre que l'on 
considère. 

Le principe de cette machine est très-simple; il consiste à 
supprimer les résistances ordinaires et à employer tout le tra
vail transmis à l'arbre tournant pour vaincre un travail résis
tant facile à évaluer. Et comme, dans le mouvement régulier 
de la machine, le travail moteur est égal au travail résistant, 
nous aurons ainsi ce que nous cherchions, le travail moteur 
transmis à l'arbre à la condition que celui-ci se trouve dans 
l'expérience absolument dans les mêmes conditions de vitesse 
et autres que dans le travail régulier. 

Il faut que l'arbre ait en un point de sa longueur une partie 
tournée, ou bien que l'on fixe dessus une poulie en fonle à 
gorge plate, également tournée. 
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Le frein dynamométrique tel qu'il a été proposé et décrit 
par M. de Prony consiste en un levier ab garni d'un coussi
net e qui repose sur l'arbre tournant c, auquel la direction du 
levier est perpendiculaire [fig. 102). Une autre pièce a! b' placée 
sur l'arbre est réunie à la première ab par deux boulons d, d', 
au moyen desquels on peut serrer à volonté l'arbre entre les 
pièces ab, a' b', qui portent le nom de mâchoires du frein. De 
la compression de l'arbre c entre les mâchoires résulte à sa 
circonférence un frottement qui, pendant le mouvement, tend 
à entraîner le levier ab et à le faire participer à la rotation de 
l'arbre; mais un poids P, placé dans un plateau fixé au bout du 
levier s'oppose à son mouvement et fait constamment équi
libre au frottement qui se développe sur la circonférence de 
l'arbre. 

Pour faire un essai, on commence par supprimer l'action 
de toutes les résistances qui agissent sur la machine fonction
nant régulièrement; puis, en augmentant ou diminuant le 
serrage des écrous, on amène la machine à sa vitesse de ré
gime; en même temps on maintient le levier immobile en 
plaçant un poids convenable dans le plateau. 

Si cette dernière condition est satisfaite et qu'on arrête 
l'expérience à un instant où la vitesse de la machine soit 
exactement ce qu'elle était à l'instant initial, il est ciair que 
le travail moteur transmis à l'arbre pendant toute la durée de 
l'essai est exactement égal au travail résistant développé par 
le frottement des mâchoires sur la jante de la poulie. 

Or, ce dernier travail est facile à obtenir. En effet, soit F 
une des forces tangentielles provenant de l'action des mâ
choires sur la circonférence de la poulie; si nous désignons 
par r le rayon de cette poulie et par w la vitesse angulaire de 
l'arbre, nous aurons pour le travail de la force F en une 
seconde 

F w r, 

et pour le travail moteur dépensé pendant le même temps, 

D'un autre côté, le levier est en équilibre sous l'action du 
poids P, dont le moment, par rapport à l'axe, est Pli, Pi étant 



2 3 2 DEUXIÈME SECTION. — DES MACHINES EN MOUVEMENT. 

la dislance du poids P à l'axe de rotation, et des forces du 
frottement dont les moments sont représentés d'une manière 
générale par Fr ; donc on a 

P R = r > ? F ; 

T = PRw. 

On voit qu'on n'a besoin de connaître ni la pression exer
cée par les mâchoires du frein sur l'arbre, ni le rapport de 
cette pression au frottement F, et qu'il suffit de la faire varier 
en serrant ou desserrant les boulons d, d' et augmentant ou 
diminuant en même temps le poids P jusqu'à ce que l'arbre 
ait pris la vitesse sur laquelle on veut opérer (*). 

La formule précédente a été établie dans l'hypothèse que la 
vitesse de la machine était exactement la même à la fin de 
l'essai qu'au commencement, et que, de plus, pendant toute 
la durée de l'essai le levier du frein reste immobile. 

La première condition oblige à donner à l'essai une durée 
assez longue, dix à quinze minutes au moins, pendant les
quelles on mesurera plusieurs fois la vitesse au moyen d'une 
montre à secondes. Si la vitesse a diminué, c'est que le poids 
mis dans le plateau est trop fort, et il faut recommencer l'essai 
après avoir déchargé le plateau. Suivant le plus ou moins 
d'habileté de l'opérateur, ces corrections pourront entraîner 
des tâtonnements pénibles; mais il faut remarquer qu'un très-
faible changement de vitesse peut correspondre à une assez 
grande variation de force vive et, par suite, à une dépense 
notable de travail, si la machine possède plusieurs pièces fai
sant fonction de volants. L'erreur provenant de cette source 
aura d'ailleurs une importance relative d'autant plus faible que 
l'essai aura duré plus longtemps. 

Quant à la deuxième condition, il n'est pas possible de 
maintenir le levier dans une position invariable pendant la 
durée que nous avons assignée. Le coefficient du frottement 

(*} En mesurant le travail transmis par le moteur pour différentes vitesses 
de la machine, on déterminera la vitesse qui correspond au maximum d'effet 
utile, vitesse q u i , ainsi que nous l'avons d i t , est sans aucun rapport avec la 
vitesse qu'on veut faire prendre à l 'outil. 
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du frein sur la poulie, malgré toutes les précautions qu'on 
peut prendre (*), ne reste pas constant, de sorte que l'équi
libre se trouve fréquemment rompu ; le levier s'élève ou 
s'abaisse, et, pour le ramener à l'horizontalité, on est obligé 
de diminuer ou d'augmenter le serrage, en agissant avec une 
clef sur les écrous. 

Il est évident que si, par suite des oscillations du levier, le 
moment du poids P (ainsi que le moment du poids du frein 
lui-même, dont il faut tenir compte toutes les fois que l'arbre 
n'est pas vertical) subit des variations, les résultats obte
nus seront nécessairement incertains et conduiront à des 
quantités de travail différentes, suivant que le levier sera 
resté plus ou moins longtemps dans telle ou telle position. Il 
est donc indispensable que ces moments soient bien constants 
pour toutes les obliquités que le levier a la faculté de prendre. 

On obtient la constance du moment de la charge du frein en 
attachant le plateau au levier à l'aide d'une courroie fixée à 
l'extrémité supérieure d'un arc en fer centré exactement sur 
l'arbre [fig- io3). 

Quant au moment du poids des freins, il ne peut être rigou
reusement constant que si l'appareil est équilibré autour de 
l'axe de rotation, ce qui n'est pas le cas habituel. C'est là une 
cause d'erreur qui n'a été complètement évitée que dans le 
frein circulaire de M. Kretz [fig. io4), que nous décrirons 
dans un instant. 

Lorsque ces deux conditions sont remplies, les oscillations 
inévitables du frein ne troublent en rien l'exactitude des ré
sultats obtenus dans l'essai (**). 

Le moment du poids, pour les freins ordinaires, doit être 

("*) Il faut, pour l 'uniformité du frottement, que la jante de la poulie soit 
tournée et parfaitement centrée sur l'axe de rotation, que les surfaces frottantes 
soient, pendant toute la durée de l'essai, à la même température et dans le même 
état de lubrifaction. Il y aurait avantage, pour que l'elïbrt nécessaire au serrage 
fût réduit au minimum, à ce que le coefficient de frottement fut très-grand, en 
même temps que régulier. 

On obtient la régularité et on évite réchauffement en arrosant la poulie et 
les mâchoires d'eau pure. 11 est inutile et même mauvais d'employer de l'eau 
de savon. 

(** ) Ces indications sont extraites du Mémoire sur les conditions à remplir dans 
l'emploi du frein djnamométrique, par M. Kretz [Comptes rendus, 7 mars iSu/j). 
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déterminé par une expérience préalable dans laquelle on fait 
reposer la mâchoire supérieure du frein sur un couteau À 
[fig- io5). Le frein tend à tomber du côté du plateau; on le 
maintient horizontal à l'aide de cales. Un peu au-dessus du 
frein est disposé un fléau de balance BD dont l'une des extré
mités B est précisément sur la direction de la verticale pas
sant par le centre de gravité du poids placé dans le plateau. 
On attache une courroie, d'une part à cette extrémité, d'autre 
part à la partie inférieure de l'arc; on enlève les cales et on 
détermine le poids II qu'il faut suspendre en D à l'autre bout 
du fléau pour maintenir le levier horizontal. 

Le poids II, qui, ainsi appliqué à la distance R = AE, a 
précisément le même moment que le poids de l'appareil, se 
nomme lare du frein. 

L'inconvénient de cette manière d'opérer est que le levier 
ainsi placé constitue une espèce de balance, mais une balance 
paresseuse, de sorte qu'il règne une assez grande incertitude 
sur le poids qu'on doit mettre pour obtenir l'équilibre. 11 est 
cependant bien important d'avoir ce poids avec une grande 
exactitude, vu que pour des vitesses assez fortes il faut très-
peu de chose pour représenter un cheval de force. Une autre 
cause d'erreur très-grave provient de ce que, pendant la tare, 
la rotation ne se fait pas autour du même axe que pendant 
l'essai, et en vertu de ce que le frein formé de voussoirs se 
déforme, ce qui modifie la position de son centre de gravité. 
M. Demondésir a supprimé cet inconvénient en opérant de la 
manière suivante. 

On construit un disque en bois ayant exactement le même 
diamètre que la poulie et traversé perpendiculairement à son 
plan par un couteau dont l'arête passe par le centre {fig- io6j. 
On monte le frein sur ce disque comme il doit l'être sur la 
poulie pendant l'expérience; on fait reposer tout le système 
par le tranchant du couteau sur un appui horizontal. La tare 
s'obtient alors par rapport au centre de la rotation pendant 
l'essai, et le degré de sensibilité de la balance ainsi consti
tué donne la mesure de l'approximation que l'on peut obtenir 
avec le système du frein employé. 

En général, il sera bon de refaire la tare immédiatement 
après le dernier essai, car le frein est toujours fortement 
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mouillé dans l'expérience, et l'eau absorbée par les mâchoires 
et le levier peut apporter à la tare des modifications notables. 

Du serrage. — Ces précautions étant prises, il faut rendre 
la manœuvre des écrous aussi facile que possible, et s'arran
ger de manière que les efforts exercés pour cela aient un mo
ment nul par rapport à l'axe, car le contraire fausserait évi
demment les résultats de l'essai. Enfin il importe d'arrêter les 
oscillations le plus vite possible, sans quoi le levier pourrait 
être emporté dans un sens ou dans un autre avant que le ser
rage convenable ait pu être établi. 

Pour éviter ces accidents, il est indispensable de limiter les 
excursions que peut faire le frein de part et d'autre de l'hori
zontale. On arrive à ce résultat en installant deux arrêts solides 
G et H (Jig. io5 et fig. 102), tels que de fortes traverses en 
charpente, contre lesquelles le levier vient buter à la hau
teur des plus grandes oscillations qu'on veut lui permettre. 
Seulement, dès que, dans un essai normal, le levier a touché 
l'un ou l'autre de ces arrêts, l'opération a manqué, car le 
choc a perdu une certaine quantité de travail. 

Le serrage est rendu facile et les efforts à exercer sont trans
mis dans l'aplomb de l'axe en faisant agir une clef double sur 
le système de roues et de pignons indiqué dans la Jig. io3 (*); 
mais, quelque facile que soit celte manœuvre, elle exige tou
jours un certain temps, et il convient, afin de ralentir les 
oscillations, de donner une valeur suffisamment grande au 
moment d'inertie de l'appareil, c'est-à-dire d'avoir une poulie 
de très-grand diamètre, et d'éloigner le plateau de l'axe le plus 
possible. 

Stabilité du frein. — On peut s'arranger de manière que, s'il 
y a augmentation ou diminution du moment des frottements, 
les variations du moment de la charge et des poids rétablissent 
l'équilibre; c'est ce qui arrive quand le levier est placé au-
dessous sans arc de cercle. On obtient ainsi une grande sta
bilité, mais, par cela même, on s'expose à des erreurs, car le 
levier peut prendre une nouvelle position d'équilibre sans que 
l'opérateur soit obligé de manœuvrer les écrous et, par suite, 

(*) L'idée de celte disposition est de M. de Saint-Léger. 
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de remettre le système dans sa position normale. Avec l'autre 
disposition, l'opérateur est obligé de corriger immédiatement 
les moindres variations, sous peine de laisser manquer l'essai. 

Diverses dispositions données au frein. 

La disposition la plus habituelle est celle de Ia/?g-. 102, dans 
laquelle la mâchoire inférieure est souvent remplacée par une 
série de voussoirs maintenus par une bande en fer {fig. 106J. 

Lajîg. io3 représente le frein employé par M. Rolland et 
construit par M. Farcot (*) pour l'essai des machines de la 
manufacture des tabacs de Strasbourg. 

Le frein est monté sur une poulie en fonte tournée sur sa 
gorge et composée de deux parties qui se rapprochent pour 
embrasser l'arbre, et qui se réunissent au moyen de boulons. 
La poulie est creuse, et ses joues sont percées de trous par 
lesquels on peut introduire dans l'intérieur de la couronne 
un courant d'eau dans le but de prévenir réchauffement de la 
jante et d'uniformiser le frottement. Un deuxième courant 
arrose, dans le même but, la partie extérieure de la couronne; 
l'eau est amenée au moyen de deux tuyaux en plomb qui com
muniquent avec un réservoir supérieur dont le niveau est 
maintenu constant au moyen d'une pompe élevant l'eau d'un 
puits. On voit que de cette sorte les surfaces frottantes sont 
maintenues à une température constante et toujours dans le 
même degré d'humidité, et que, par suite, les conditions né
cessaires à l'uniformité du frottement se trouvent remplies. 
On emploie quelquefois l'eau de savon; mais, si le frottement 
devient un peu plus régulier, il devient aussi beaucoup plus 
doux, ce qui a l'inconvénient d'exiger un trop grand effort 
pour le serrage. 

La mâchoire supérieure du frein est une pièce de bois en
taillée circulairement. La mâchoire inférieure se compose 
d'une série de voussoirs en bois juxtaposés et retenus par une 
bande de fer plat qui les maintient appuyés contre la gorge. 

(" ) Les dispositions principales de ce i'rein avaient été indiquées antérieure
ment par M. de Saint-Léger. [Annales des Mines, t. XII, 1837.) 
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Cette bande de fer se termine par deux tiges rondes filetées à 
leur extrémité pour recevoir un écrou au moyen duquel on 
produit le serrage. 

Frein circulaire. — Enfin la disposition circulaire (Jig. 104) 
imaginée par M. Kretz et employée pour la première fois par 
cet ingénieur en 1862 permet d'équilibrer parfaitement tout 
l'appareil et paraît réaliser de la manière la plus satisfaisante 
les conditions d'exactitude et de facilité dans la manœuvre. 

Le frein est monté sur le volant ou sur une roue de grand 
diamètre. 11 se compose d'une série de voussoirs en bois fixés 
sur une bande de fer et symétriquement disposés par rapport 
à l'arbre. Aux deux extrémités de la bande sont deux vis de 
sens inverse qui s'engagent dans un écrou double A. La faci
lité avec laquelle cet écrou se manœuvre au moyen de quatre 
bras de levier est un premier avantage de la disposition que 
nous étudions; le frottement des écrous contre les embases 
fixes est entièrement supprimé; de plus, le moment des efforts 
qu'il faut exercer est toujours nul par rapport à l'axe. La cour
roie est fixée à un secteur centré sur l'arbre, et on s'arrange 
de manière que le centre de gravité de l'ensemble du frein, 
moins la courroie et le plateau, soit exactement sur l'axe, ce 
qui donne une grande sensibilité à l'appareil et enlève les in
certitudes provenant des variations du moment du poids pen
dant l'essai. S'il était au-dessus, la balance sérail folle; au-
dessous, elle serait paresseuse. 
• Il n'y a donc pas à s'occuper de la tare du frein, ou plutôt 

cette opération consiste simplement à faire coïncider le centre 
de gravité avec le centre de rotation, résultat auquel on arrive 
facilement par l'addition de lames de plomb sur les parties 
trop légères. 

La tare de ce frein reste très-sensiblement constante pen
dant l'essai, parce que l'eau qui vient imprégner les voussoirs 
se répartit régulièrement autour de l'axe; on peut du reste la 
rendre invariable en saturant tous les voussoirs d'eau avant, 
l'expérience. 

FIN DU DEUXIÈME FASCICULE. 


