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DISCOCHS * PRECMINAIRE.

La Mécanique est la science du mouvement et des forces.

Nous savons tous ce gue c'est que le mouvement; nous
savons tous aussi ce que c'est que le temps ct Pespace; et
pourtant on peut affirmer qu’il n’est pas possible de définir
clairement ces deux notions fendamentales, dont la combi~
naison produit I'idée de mouvement.

« Réunissez », dit Charles Nodier, « Orphée, Epicure, Démo-
crite, Aristote, Hippocrate, Archiméde, Marc-Auréle, Cicéron,
Montaigne, Bacon, Locke, Leibnitz, Bossuet, Eant, Georges
Cuvier, et 1o0i aussi, mon cher Ballanche; donnez-leur pour
rapporteur ce bon prince de la Mirandole, qui s’élait engagé a
soutenir une thése contre tout venant, de omni re scibili; et
demandez & ces gens-1a s'ils savent ce que c’est que le temps
et espace : ils vous répondront qu’ils ne le savent pas, que
Phomme ne peut pas le savoir. »

Essayerons-nous de dirve, avec Leibnitz, que l'espace est
Vordre des choses qui coexistent, et le temps, I'ordre des exis-
lences successives. Mais il est évident, non-seulement que
nous n'avens rien expliqué, rien défini, mais encore que nous
avons fait un cercle vicieux, Vidée de succession dérivant né-
cessairement de celle de temps.

La Géoméirie est la science de I'espace et de sa mesure. On
fait déja quelquefois iniervenir en Géométrie le mouvement:

1. 1
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par exemple, quand on définit une ligne comme décrite par
le mouvement d’unr point, une surface par le mowcement d'vne
ligne.

On pourrait définir Ia surface de la sphare, en disant gue tous
ses points sont & dgale distance d’un point intéricur appelé
cenire. 3ais quand on regarde cetlte meme surface comme
engendrde par le moucemen! d'une demi-circonférence qui
tourne autour de son diamditre, Pimage devient infiniment plus
nette, plus continue, plus lumineuse : on a tout de suite obje
défini devant les veux, et on saurait Pexceuter au besoin. On
nest pas plus embarrassé quand on rencontre en Géomdirie
des définitions, telies que celle de T'hélice, bascées sur des
combinaisons de mouvement plus ou moins compliquées. Et
en définitive ces emprunts de la scicnce de 'espace @ celle
du mouvement nofirent pas le plus léger inconvénient, puis-
qils ne donnent lica a aucune pétition de principe, et gu'ils
présentent a notre esprit des images d’une grande netteté, la
netion du mouvement étant au nombre de celles qui nous
sont certainement le plus familicres.

Le mouvement et ses prapriétés générales, dit d'Alembert,
sont Ie premier et le principal objel de Ia Mdécanique. Cetle
science, dont 'étude doit suivre immédiatement celie de la
Géoméirie, s’en distingue nettement par Pintroduciion d’une
notion nouvelle : colle du lemps qui s’¢coule pendant que
les mobiles dont on s’occupe, passant d'unc position & une
autre, parcourent un certain chemin dans Pespace.

On sait que le fieu d'un corps dans Pétendue se détermine au
moyen de certaines grandeurs géomdétriques nommeées coor-
données. St 'on observe ce corps (que nous réduirons, pour
plus de simplicité, & un peint mathématique), et que 'on me-
sure ses coordonnées a des instants suffisamment rapprachés,
on connaifra fa série des posilions successives de ce point; on
pourra constraire la courbe lieu géoméirique de ces pesitions,
courbe quon appelle la (rajectoire du mobile. On n’a fait jus-
guici que de la Géométrie.

Si, de plus, on a soin de noter le temps qui $'¢coule entre
deux ohservations consécutives quelconques, on connaitra le
0t d'une maniere compleie; et on fe séparera de tous

maouyve
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les autres mouvements (mi s'en distinguent, soit parce que la
trajectoire n'est pas la mdme, «oit parce que des espaces égaux
sont parcourus dans des femps différents. Cest ce dernier
point dort on 1w'a

[t pas o se préoecuper en Gdomdétrie.

L’Astronomie vous Onmggnom les moyens de mesurer le
temps. Les appareils d'/ orl’()gerz'@, aussi bien ceux qu'on em-
ploie dans fa vie commune gue ceux ui scrvent aux expé-
riences de précismn, sont en cffet régiés sur les phénomenes
célestes. Lunité de temps, dans [a Mécanique, est invariable-
ment la seconde de jour solaive moyen, comme Punité de lon-
gueur estloujours le mélre.

Quand, par Uobservation siinultanée d’un corps en mouve-
ment et d’une horlogz a sccondes, on est arrivé a déterminer
les espaces parcourus par le mobile et les tempi employes
parcourirccs espaces, on dit qu’en connaitlaloi du moucenient;;
et Von est en ¢tat de résoudre le double prohicme suivant :

10 Quelle est, & un instant denné, la pesition du point mo-
bile dans leepace ?

2° Réciproquement: Le liew du mobile ayant été déterminé
par Lobservation, quelle feure est-il?

Cest par la connaissance de la loi des mouvements des as-
tres que P'Astronomie sait assigner le point du ciel ou se trou-
vera, & une ¢poque doni é“, ul corps céleste que Pon voudra;
qu'elle cdleule i)h.:mrs années a Pavance le lever evle cou-
cher du soleil, de la lune et des pianétes; qu'elie prédic les
é(’lipses, fes marées, ¢t tous les phénomenes qui intéressent,
a des degres divers, Vastronome, le géographe ou le naviga-
teur.

Inversement, observation de ces phénomenes donne les
movens de déterminer avee une graude précision, soit Nheure
du lice ot 'on se trouve, soit méme Pheure simultandée d'un
autre point du globe, ¢léments dont la différence est égale,
comme on sait, & la longitude de la station, prise par rapport a
un point connu.

Dans un autre ordre d’idées, c’est par la connaissance des
mouvements des mdceanisies qu’on est parvenu, depuis un
sicele environ, a remplacer presque partout, dans nos ate-
liers, la main de Vouvrier par les forces aveugles de la nature
inapimée. Cestainst que Vindustrie a é1é dotée de ces engins
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merveilleux, esclaves obdissants qui iissent nos vetements,
transportent nos fardeaux, facounent les métaax pour les
usages les plus varids, accomplissent en un ot toutes les
fonctions qui semblaient jusquw’ici Vapanage exelasif da tee-
vail intelligent.

Il est évident qute par observalion directe, aidée de l'app!i—
cation seule de la Géomcirie ¢l du caleul, on peut, sans /v
secours aucun principe nouvean, trouver les propric¢iés gi-
nérales du mouvement, varié suivant une loi quelcongue. Cest
ainsi quont procédé les eréateurs de la Mécanigue propre-
ment dite, Tes Kepler et les Galilée.

Mais, comment arvive-t-il que e mouvement d'un corps
suive telle ou telle Toi particuliere ? (Vest sur quei la Géowme-
irie scule ne peut ricn nous apprendre; et c’est aussi co quion
doit regarder comme le premicr probléme qui appartienne, a
proprement parler, a ta Mccaninue.

On voit d’abord fort claivement qu’un corps ne peut se don-
ner le mouvement & lai-mdéme. il ne saurait done érre tité du
repos que par Paction de (uelque cause étrangere (7).

Telle est la loi fondamentale de Pizertie, sur laquelle nous
aurons a revenir pour en faire apprécier le véritable caractére
et Ja haute portée. Bornons-nous, pour le moment, a dire que
guand un corps {dont nous pouvons toujours supposer les di-
mensions plus petites que toute grandeur assignable, infini-
ment petites, pour parler le langage de I'Analyse), quand un
pareil corps, dis-je, passe de I’état de repos & I'élat de mouve-
ment, cc phel*omene a nécessairement une cause; et celte
cause, d’aprés notre principe, il la faut chercher en dehors du
corps qui en subit laction.

L’ ¢tude des causes capabies de faire naitre le mouvement, ct
la recherche des relations qui existent entre ces causes et lo
mouvement produit, sont dela plus grande importance au point
de vue des applications. En effet, la connaissance approfondie
de ces causes motrices peut seule nous permetire, en les met-
tant convenablement en jeu, d’obtenir dans nos manufactures

7y Branswpeet, Traitd de Dynamiqee, nouvelle édition. Paris, 1558; Dis-

cours préliminaire; p.ovin v et


DWi.K5ir.ERT

TISCOURS PRELIMINAIRE. 5
fes mouvements dont nous avous besoin, de nous opposer,
au contraire, & ceux qui seralent inutiles ou nuisibles.

Ceite étude est le deusiéme objet dont la Mécanique it a
s‘occuper.

Or, les mouvemenis qui nous sont e plus familiers sont ceux
que, des notre enfance et par le wmoyen de nos organes, nous
imprimons journeliement soit & notre propre corps, soil aux
objets gui nous entourent. La cause de ces mouvements
remarguez que je ne dis pas la cause premiere); la cause
immédiate de ces mouvements est ce que nous appelons
notre force musculaire, dont le déploiement est la condition
indispensable de la manifestation des phénomenes qui nous
occupent. .

La force de "homme, telle est Ju premiére cause de mou-
vement qui ait été connue, Ia premiere qu'on ait utilisée pour
les travaux les plus essentiels a la vie.

Mais on n’a pas di tarder heaucoup & connailre et a em-
ployer d’autres agents naturels, capables de suppléer a Pinsuf-
fisance de notre force musculaire. C’est ainsi qu'on a eu re-
cours d’abord a la force des animaux, convenablement dirigée,
puis & la force de Peau, du vent; a celle de la vapeur, qui vient
d’opérer pour ainsi dire sous nos yeux toute une révolution
dans les conditions de la vie sociale; a celle de I'électricité,
qui réserve a ceux qui viendront aprés nous des transforma-
tions peut-éire encore plus inattendues.

En général, et nous conformant en cela au langage vulgaire,
nous donnerons le nom de force a toute cause produisant ou
pouvant produire le mouvement. Par exemple, un corps que
nous cessons de soutenir se met en mouvement, il tombe. La
cause de ce mouvement, d’aprés notre définition, est une
force : c’est celle qui a recu fe nom de pesanteur.

Maintenant, quelle est la cause de la pesanteur? Si nous
répondons que ¢’est U'attraction de la terre, on nous demandera
quelle est la cause de Pattraction, et ainsi de suite. Aussi nous
abstiendrons-nous, avec le plus grand soin, de toute discussion
relative a des questions de ce genre, ainsi que de toute hypo-
thése sur Pessence intime de la matiére; ces problémes ne
paraissant pas, en ce moment du moins, susceptibies d'une
solution hasée sur Vexpérience et e raisonnement.
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Nous avons dit qw Pohjet de la Mécanigue est I'étude du
mouvement ot des forces. La division de nowre cours ressort
lout naturellement dn- cetie définition, suffisamment Cclaircie
par les explications que je viens de donner.

1. Bétude des moucements considérés en eva-mémes, lels
qie nous les obscrvons dans les corps qui nous environnent, el
spéelalement dans les apparedls «ppelés miachines, constitue
me premiére partie & lagquelle nous donnereons le nom de
Cindmatique, d'apres une dénomination intreduite par Ampcre,
et aujourd’ing géndralem

Fai déja indiqué, dapros ¢ Alembert, le caraciére essentiel
de celte parlie en quelgue sorte préliminaire, qgui n'exige
wcun nouveaw prineipe, gui n'invogue aucun fait dexpé-
rience, el qui doit plutdt éwre rapportée & la Géométrie qu'a
la Mécanique.

Non-seuiement lx Cinématique ftudie fe mouvement comme
effet, sans chercher & remonier aux causes; mais encore clle
considére uniquement les ¢léments géométrigues des corps,
en fwisant abstraction de la matiere dout is sont composés.
Aussi los thdéorémes de la Cinématigue sont-ils indépendants
de Ia connaissance plus o moins compléte que nous pouvons
avoir de fa constitution des corps, et ont-iis toute la valeur des

vérités erme’"lques.

On wentre réellement dans le domaine de la Mécanique,
continue d’Alembert, que own(‘ on se demande comment il

rrive gque le mouvement d’'un corps, placé dans des condi-
tions déterminées, suive telle ou telle loi plutot gque telle
autre.

Or nous verrons gue, pour résoudre ce probléme, nous au-
vous besoin de poser des principes, des axiomes spéciaux, et
e doter la maticre, plus ou moins arbitrairement, de certaines
ropu*tvs telles que cclle de Vinertie dont nous avons déja
1¢; et T'en comprend qu'avant d'avoir recours a de nou-
veauy s;i nies, toujours, dans une certaine mesure, hypothé-
iigues, un tienne & §'¢tre bien rendu ('ompte de tout ce qui ne
dépend pas de la vérité ou de Ia fausseté de ces axiomes.

ent adontde (7

de

PN Fa e la Philosophic des Seienees, po 505 183)
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Carnot signale a plusicurs reprises la haute importance, a la

fois pour la Géomdirie et pour a Mécaniaue, de 'étude des
mouvements géomdélitgues; notamment dans sa Géomélrie de
posi![o;l, p. 336:
« 1 me semble méme que la Géoméwie ne deveait point se
‘Jonwr la, et qu'elle powrrait embrasser les mouvements qui
ne résultent pas de Vaction et de la réaction des corps les uns
sur les aatres; car la Méeanique n’est pas, a proprement par-
ler, la science du mouvement, mais la science de la commu-
nication du mouvement.

» L'idée de mouvement est aussi simple gue celle de di-
mension, et peut-¢ire cn est-elle inséparable. Les premicres
notions de laGéomctrie enseignent aregarder laligne comme
fa trace d’un point qui s¢ meut, et cctle notion s’accorde avec
Popération matérielle par laquelle on trace effectivement une
ligne sur le papier, avec une plume ou un crayon; clles en-
seignent de méme & regarder une surfuce comme produite par
le mouvement d’une ligne, et lec solide comme produit par le
mouvement d'une surfuce. Pourquoi n’irait-on pas plus loin,
en consideérant ce que produit a son tour le mouvement du

“solide dans Uespace? Ce n’est pas ce mouvement en fui-méme
qui fait objct de la Mdccanique, mais Peifet des modilications
qu'il éprouve.... »

Et plus loin (p. 338} : « Si la théorie des mouvements géo
métriques était approfondie, la Mécanique et l,ﬁ}dmuhque
seraient infiniment simplifiées; elles se réduiraient au déve-
foppement du principe général de la communication du mou-
vement, qui n’est autre chose que celui de la réaction toujours
égale et contraire a I'action. Les grandes difficaltés analytiques
guon rencontre dans la science de 'équilibre et du mouve-
ment viennent principalement de ce que la théorie des mou-
vements géométriques n'est poeint faite : elle mérite done
toute Vatiention des savants. »

Cest Ampére qui a définitivement constitué Ia seience des
mouvements géomdétriques, en la définissant d'une maniere
précise, tracant les limites de son domaine, enfin en lui don-
nant un nom que chacun s’est empressé d’adopter.

Il est juste de dire que, bien antéricurement, le général
Poncelet avait prolessé a PEcole d’applicaiion et & I'hotel de
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ville de Meiz ce que nous appelons aujourd’hui la Cinéma-
tigue. Depuis, M. Chasles, & qui la Géométrie du mouvement
doit une partic de ses récents progrés, lui donna une place
dans son cours de Machines (cours autrefois séparé du cours
de Mécanique; a I'Eeole Polytechnique. Enfin, anjourd’hui, le
veeu de Carnot se trouve entierement réalisé @ 1a théorie des
mouvements géométriques est faite. Sous le nem de Cinéma-
tigue, clle constitue une science de deuxieme ordre, laquelle
a sa place marquée entre la Géométrie pure et la Mécanique
proprement dite.

Elle emprunte a a Géoméuie ses méthodes, et par une
juste réciprocitd elle lui fournit de puissants secours pour la
résolution de ses problémes les plus transcendants.

D’an auatre cO1é elle se rattache a la Mécanique, pour le
compte de laquelle clle se charge d'élucider toutes les pro-
priétés nécessaires du mouvement, celles qui sont du méme
ordre que le théoréme du carré de hypoténuse, et qui ne
sauraicnt dépendre en aucune facon, ni de la nature des causes
motrices, ni des conditions physiques de la réalisation du
mouvement.

Le mot de Cinématique ayant é1é pris, par les divers auteurs
qui se sont occupés de cette science, dans des acceplions qui
different 1égérement Pune de Pautre, il convient de rappeler
ici la définition donnée par Ampére.

« La Cinématique, dit-il, doit renfermer tout ce qu'il y a a
dire des différentes sortes de mouvement, indépendamment
des forces qui peuvent les produire.

» Elle doit dabord s’cccuper de toutes les considérations
relatives aux espaces parcourus dans les divers mouvements,
aux temps employés a les parcourir, a la détermination des
vitesses d’apres les diverses relations qui peuvent exister
enire ces espaces et ces temps.

» Elle doit ensaite étudier les différents instruments a
I'aide desquels on peut changer un mouvement en un
autre (7). »

(Cest donc a la Cindmatique qu'appartient la connaissance
des organes ou instruments servant & changer la direction ou

%) AnPERE, ouvrage cité, p. Jo.
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la vitesse d'un mouvement donné, connaissance qui, plus ou
moins instinctive c¢bez tous ies hommes voués a la pratique
des machines, leur inspire tant d’'ingénieuses inventions. 1
suffit a cet égard de nommer le métier & la Jacquart, les fila s
tures mécaniqgues, les machines a coudre, ete.

De la unc sous-division de la Cinématique, a laguelle on
peut donner avec Robert Willis le nom de Théorie des méca-
nismes, division qui a une trés-grande importance au point de
vue pratigue, et qui a fait depuis quelque temps de bien no-
tables progres. La théorie géométrique des méeanismes nous
apprend & produire, au moyen d’un moteur donné, les mou-
vements les plus divers; son application comporte une assez
grande précision. 1l existe méme un grand nombre de ma-
chines, notamment dans 'horlogerie, pour lesquelles 'étude
géomdtrique des mécanismes employés est pour ainsi dire ri-
goureuscment suffisante, tant est secondaire la considération
des forces qui doivent leur donner le mouvement.

Hatons-nous pourtant d'ajouter que Femploi exclusif de Ia
Cinématique expose & de graves mécomptes ceux qui se li-
vrent a la recherche de nouvelles combinaisons mécaniques,
sans essayer de se rendre compte des forces qu’il faudra déve-
lopper pour donner naissance aux mouvements qu’ils ont en
vue. On citerait une foule de mouvements géométriques qui
ne sont pas réalisables utilement, soit a cause des frottements,
soit a cause des efforts considérables qui s’exercent entre les
diverses pieces, soit enfin pour un grand nombre de raisons
que nous étudierons a propos de chaque mécanisme.

Par exemple : tout le monde sait ce que c’est (qu’une vis et
quwun écrou ; tout le monde sait aussi qu’en tournant la vis on
Penfonce dans son écrou supposé fixe. Géométriquement, on
devrait done, en poussant la vis dans l'aaire sens, Iobliger
a se dévisser. Or ceci n’est généralement pas possible : ¢’est
méme sur cette propriété qu’est {ondée la presse a vis, dans
laguelle en tournant une vis on excree sur un corps un effort
considérable, sans que la réaction de celui-ci, queique grande
quelle soit, puisse avoir pour effet de desserrer la vis aban-
donnée a elle-méme.

Autre exemple. Considérons la combinaison trés-simple cl
bien connue qui constitue le rouet de Ta filease. I est évident
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guw’en tournant la roge 2 la main on fera prendre & u pédale un,
mouvement d’oscillation autour de son point d’attache, Ré-,
sulte-t-il de la gwen imprimant directement ce mouvement
& la pédale, on soit assuré de produire 1a rotation continve dy,
rouet? Cest la une chose qui w'est rien moins qu’évidente :
c!ie waura licu en effet gue sous certaines conditions, que,

"habitude enseigne promptlement aux ﬁlust, meis dont nous;
aurons a faire unc étude approfondi qu-md nous voudrons,
appliquer le méme priucipe géométrique a des machines puis-,
santes.

De la la nécessité de se rendre un compte exact des efforts
qui s’exercent entre toutes fes pieces des mécanismes étudiés
cx Cinématique, et en général dapprendre & cateuler Tes forces
quil faut appliquer 2 un corps dound pour lui frire prendre
un mouvement détemniné : tel est Tobjet de o deuxiéme
partie du cours, de la Dynamique.

. La Dynawnrique est relative aux forces, & leur mesure,
et & la manierc dont elles produisent ou inodifient fe mouve-
ment. Cette science comprend PVensemble des principes et des
théorémes qui nous mettront & méme de résoudre le double
probléme suivant

1° Etant données les forces qui agissent sui un corps quel-
conque, déterminer le mouvement qui prendra naissance, st
le corps est ait repos; ou, dansle cas conlrairve, chercher com-
ment se modifiera le mouvement acquis en verlu de causes
antérieures.

2° Réciproquement : Connaissant le mouvenient dun mo-
bile, trouver les foices qui agissend actuellement ("} sur ce
mobile.

Lorsqu’un corps, primitivement en repos, vient a se trouver
souniis & Paction de plusieurs forces, il ne se met pas néces-
sasirement en mouvement @ ¢’est I& un fait dexpérience jour-
ualicre. On voit souvent 'état de repos persister malgré la

(Y 1 faut bien vemarquer le mot actucllement ; cav, philosophiqueinent, il
est impossible de conclure des phénoménes actuels aux causes antéricures; et
toute induction de ce genre doit étre reléguée daus le domaine funtaisiste de

Phvpothose.
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présence des forces; on dit alors que les ferces se font équi-
iibre, ou que le corps est en équilibre sous V'action des forces.

Des forces appliquées & un corps en mouvement peuvent
aussi se {aire équilibre. On le reconnait en ce que le mouve-
ment du corps n’est pas chanﬂe selon gquon introduit ou gw’on
supprime ces forces.

Les questions relatives & équilibre sont é\'idemment com-
prises parmi celles qui font Pobjet de la Dynamique; elles em~
brassent tous les cas ou le mouvement cesse d otre. Ces ques-
tions soni cependani beaucoup trop importantes pour qu'on
puisse se borner & les traiter plus ou moins légérement dans
un chapitre de Ia Bynamique.

En effet, Part de la construction n’est autre chose que la re-
cherche desmoyens ¢conomiques de disposer des matériaux en
équilibre, sous laction des forces auxquelles I'édifice projeté
doit se trouver soumis; et d’autre part, bien que ies machines
soient faites pour éire en mouvement, pour marcher, nous ver-
rons gue les cas ol clles sont en équilibre donnent en réalité
la clef de tous les phiénomenes du fonctionnement normal.

La science de Jéquilibre constitue une division spéciale de
a Mcécanique, division qui a recu le nom de Statique.

Nous avons dit, et I'esprit congoit aisément, qu’on peut dé-
duire la 1al1qae de la Dynamique. Inversement, d’Alembert
asu réduire & une simple question de Statique le probleme
général de la Dynamique que nous venons d’énencer, et qui
parall au premier abord d'un ordre de complication infiniment
supérieur :

Mais il faut bien s¢ garder d’escamoter ainsi 'une des deux
sciences au prefit de Pautre. Chacune d’elies a ses principes
distinets, sen enchainement de thécrémes, ses ayplimtions
spéciales : chacune a done fe méme droit que Pautre & 'indé-
pendance.

Historiquement, la naissance de la Statique a précédé de
beaucoup celle de la Dynamigue. Archimede nous a laissé
deux uraités relatifs a la théorie de Uéquilibre. il s'appuie sur
le principe du lecier, lequel consiste, comme on sait, en ce
que, si un levier droft est chargé de deax poids quelconques
placés de part et d’autre du point d’appui, & des distances
de ce point réciproquement proportionnelles aux mémes
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poids, ce levier sera en dquilibre, et son appui sera charge
de la somme des deux poids.

Pour trouver le premier exemple de la résolution d’un pro-
bléme de Dynamigue, il faut franchiv d'un bond dix-huit
siceles, et passer d’Archiméde & Galilde; car, suivant la belle
expression de Lagrange, Vintervalle gui sépare ces deux
grands géni es disparait dans Phistoire de Ja Mécanique. Ga-
Hice a trouvé les lois de la chute des graves, et celles du
rouvement parabolique des projectiles. Huygens, Newton, et
feurs suecesseurs, développant tes iddées de Galilde, ont résolu
la plupart des problemes uid se rapportent au mouvement des
corps sous Vinfluence de forces données,

Cest ainsi qu'a été fondée la Mécanique eéleste, scieuce
véritablement prodigieuse, si Pon considére a la fois la gran-
deur de son objet, la simplicité de ses méthodes, et la rigou-
reuse précision de ses résultatsy science prodigieuse, ai-je
dit, et qui pourtant deit en définitive Cire regardée comme la
plus facile entre toutes les branches de la Mdécanique appli-
quee, grice a la netteté des conditions des problémes, a Pain-
ciennetd des observations dont on dispose, ¢t surtout a ces
instruments puissants qui nous fout counaitre les astres les
plas ¢loignés ausst bien que les objets tombant immeédiate-
ment sous nos sens.

Mais quittons le ciel de Newton ¢t de Laplace pour reve-
nir & ccqui nous intéresse plus particulierement avjourd’hui,
al'objet et au plan de nowre Cours élémeniaire. Nous avons
distingué dans la seience du mouvenment ct des forces trois
grandes divisions traitant respectivement :

1° Du mouvement, absiraction faite des forces qui Vont fait
ualtre;

Des forces, indépendamment du mouverent quiclies
peavent produire;

32 Enlin, du niode duciion des forces relativement au mou-
veaient, c’est-d-dire de la mauiere dont fes forces font naitre
le mouvement, ow modifient celui qui est acquis.

Ces trois parties :
CINEMATIQUE,
STATIQUE,
Dyvangre,
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constituent ce qu'on appelle communément la ¥eeanique ra-
tionnelle. L'épithicte de rationnelle indique que les spéculs-
tions de la Méeanique ne sappliquent, immédiatement, qu'a
des éitres de raison, ¢’cst-a-dirc a des Cires purement fietifs,
que la raison concoit, mais qui n’existent pas dans la nature.

Ainsi nous considérerons les corps solides, tels que les mé-
taux, les picrres, comme indéfiniment dars et rigides, quels
gue soient les efforts auxquels on les soumette; les liquides,
au contraire, seront dotés d’une absence complote de cohd-
sion et d’'unc incompressibilité absolue; les cordes seront
parfaitement flexibles et inextensibles; el ainst du reste,

Mais, dira-t-on, a quoi bon cette savanie ¢lude de corps
purcment imaginaires, pourquoi tout ce laboricux éehafau-
dage de notions l/zcou.pws uniguement propres o {ausser les
idées, de caleuls qui e trouvent leur applmnuon nue dans le
ciel? Cette objection est spéeieuse: elle mérite que nous nous
arrétions un instant a la discuter, car elle touche 2 une des
choses qui ont é1é et qui seront longtemps cucore ¢galement
fatales aux progres des sciences et de Vinduastrie; je veux parler
de Tantagonisme radical qu'on cherche trop souvent a établir
entre ce qu'on nomiue la théorie el la pratique.

Quand la seience d’Archimede et de Galilde, ficre d’avoir
soumis les espaces célestes et trouvé le secret des mouve-
ments des astres capricieux de notre sysiéme solaive; quand
la Mécanique, dis-je, descendant du ciel sur la terre, voulut
appliquer ses puissants moyens d’investigation aux questions
de la pratique technique et industrielle, elle trouva, dans la
constitution moléeculaire des corps matériels, commme autant
d’univers nouveaux attendant a leur tour un législateur.

« Sortes de systemes, dit M. BIOI (¥}, non moins merveilleux
que le monde planétaire, mais d’une complication infiniment
supéricure; ou des myriades de particules indiscernables,
agissant et réagissant les unes sur les autres a des distances
qui défient les moyens d’observation les plus perfeciionnds,
offrent au calculateur des difficultés incomparablement plus
grandes que les mouvements réguliers qui s'oporent dans la
solitude des cicux. »

% Bror, Mddanges, 11 plora
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Il fauit le dire : on n’est pas encore parvenu & introduire en
toute rigueur les considérations mathématiaues dans Véiadae
de ce nouvel ordre de phénomenecs. En attendant, le progres
suit son cours : Iindustrie fait tous les jours de nouvelles
découvertes, p“ll‘tOUl de puissantes machines sont créées, de
gigantesques manufaclures s'¢levent; et la science, impuis-
sante a régulariser essor de la piatigue, doit faire au moins
tous ses efforts pour contenir les écarts inévitables dans des
limites non dangereuses pour le développement de la civilisa-
tion. C’est ainsi que les Navier, les Coriolis, les Poncelet, ont
créé une science de transition, si 'on peut s’exprimer ainsi,
science que nous appellerons la Mécanique appliquée, par
opposition a la Hécanique rationnelle.

Le cours de 'Ecole Polyiechnique ne peut en aucune facon
passer pom’ un cours pratique. Mais quand on a fixé Ies bases
des programmies actuels, on a voulu que, préparant aux tra-

vaux Vﬁl‘iL:, f’os diverses carrieres militaives ou eiviles, notre
cnscignement renfermit & coté des principes de la Mécanique

rationnelle, lesquels dérivent de la raison, des principes d'un
tout autre ordre, qui nous scnt révélés par une ob:enatmn
attentive des phénomeanes que présentent les corps considércs
par rappori au mouvemaont.

Il importe, dés a présent, de nous bien pénétrer de Uesprit
qui nous dirigera dans la part;e du cours consacrée aux appli-
cations de la Mécanique,

Aprés avoir reconnu tout de suite impossibilité, pour ainsi
dire absolue, de résoudre rigourcusement la plus umple des
questions de ce geare, empressons-nous d'ajouter qu'une pa-
reilic sotution scrail toui aussi inutile au point de vue des
applications (lequel nous préoccupe actuellement) que pour-
rait Vétre en Géométrie une solution cxacte du fameux pro-
bleme de Ia quadrature du cercle, par exemple. Tout ce qu’il
faut, ¢’est que Vexactitude des resultats soit suffisante pour
tes besoins de 1’mdusmb. Or, ceci nous conduit tout naturel-
lement a comprendre Vutilité pratique des spéculations rela-
tives aux {ires de raison.

En effet, aprés avolr étudié physiquement les corps sourais &
Pexpéricnee, etles conditions ou ces corps se trouvent placés,
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nous imaginerons des corps fictifs, doués de propriétés qu'on
leur attribuera de maniére a simplifier la qguestion, tout en
g'écartant le moins possible des propriétés que 'observaiion
aura révélées dans les corps naturels. Co dernier point est
essentiel.

C’est & ces corps hypothétiques, a ces étres de raison bien
définis qu'on appliquera le calcul. La solution obtenue ne
sappliquera ¢videmment pas au probléme quon avait a ré-
soudre, puisqu’on a supposé les corps différents de ce qu'ils
sont dans la nature; mais du moins elle ne différera pas beau-
coup de la solution cherchée, dont elle fournira une premiére
approximation.

I faudra ensuite corriger cette solution, en évaluant numé-
riquement les petites erreurs qui proviennent de l'inexacti-
tude des hypothéses fondamentales. Enfin, on passera a la
vérification des résultats théoriques définitifs; car il ne faut
jamais oublier qu’une solution fournie par la méthode que je
viens de décrire ne saurait ¢étre valable pratiqguement quaprés
avoir été soumise a la sanciion de Pexpérience, et dans les
limites ol la vérification expérimentale a eu lieu.

Nous verrons, dans Ia suite de ce cours, un certain nombre
de théories ou I'accord intelligent du calcul et de 'expérience
conduit a des résultats qui, sans avoir la prétention de sup-
pléer d’une maniére absolue a la pratique proprement dite,
fournissent cependant des indications précieuses a 'architecte,
au mécanicien, a l'ingénieur. Et si dans d’autres cas nos efforts
meins heureux ne parviennent pas a triompher des difficultés
d’'un probléme plus rebelle, il fandra bien nous résigner i
avouer {ranchement notre impuissance, et nous borner a re-
connalire et a signaler les écueils, fameux souvent par quelque
illustre naufrage.

Cest d’aillenrs toujours une chose assez ficheuse, que de
voir la science pure forcée d'abdiguer la direction de l'activiié
industriclle d’'une époque; car ’ﬂst I'ére des tdtonnements,
des errcurs et des mécomptes; ¢ (st I'ére des efforts sublimes
et des chutes douloureuses, de Dédale et d'lcare, audacieux
et infortunds précurseurs de Eontooiuer- c’est I'ére de Ia
machine & vapeur avant Yatl, des machines caloriques ou
¢leetro-magnétiques encore aujourd hul.
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Yespere que ces quelques considérations préliminaires n
vous auront pas paru trop inutiles : il importe, avant de se lan-
cer dans une carriére aussi vaste que celle de la Mécanique,
de savoir clairement ot l'on part, et ou l'on va.

Cela fait, on peut sc¢ metire en route. Mais il faut avoir le
plus grand soin d’obscrver attentivement le pays qu’on tra-
verse, afin de retrouver plus tard son chemin sans hésitation,
quel que soil le point ol I'on se voie accidentellement trans-
porté, et de recommencer au hescin sans guide la route que
nous allons aujourd’hui parcourir ensemble.

Nous reviendrons d’ailleurs trés-fréquemment et pour ainsi
dire a satiété, dans toute la suite de ce couars, sur les principes
généraux dont je viens de vous exposer 'enchalnement, prin-
cipes qui s’éclairciront peu & peua par la vertu de la plus puis-
sante des figures de rhétorique, la répétition. Enfin, quand
nous reprendrons une derniere fois ces notions, dans les le-
cons consacrécs a la révision, nous serons, je 'espére, tout a
fait en mesure d’embrasser d'un coup d’eeil harmonieuse
unité de la Mécanique théorique et expérimentale, en com-
prenant comment tout se réduit en définitive & un petit nombre
de principes, et a un trés-petit nombre de conséquences
fondamentales, qui sont ce qu'on doit surtout s’attacher a
retenir.

o .0 e — -
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PREMIERE SECTION.
CINEMATIQUE PURE.

Nous distinguons deux sections dans la science des mouve-
ments géométriques, telle que nous Uavons détinie dans nos
préliminaires :

~ 7

La Cinématique pure (*), sorte de Géométrie transcendante
dans laquelle on étudie, comme le demandail Caruot, ce que
produit le moucement d'un solide dans Uespace, 1o tomps se
comportant ici, pour ainsi dire, comme une quairicnie dimen-
sion ultra-géométrique ; ‘

La Théorie des mécanismes, comprenant l'application des
théorémes de la Cinématique pure au tracé géométrique des
organes de machines.

Nous nous occuperons d'abord, pour suivre 'ordre logique,
de la premiecre des deux divisions que nous venons d'indiquer;
et comme il est évident quon connait le mouvement d'un
corps quand on connalt le mouvement des divers points de
ce corps, nous commencerons la Cinématique pure par 'dtude
du mouvement d’un point géométrique.

(*) Yemprunte la dénomination de Cinématique pure & M. Resal, qui a pu-
blié sous ce titre un Traité¢ complet des mouvements, considérés au point de vue
géométrique (1 vol. Mallet-Bachelier, 1862).
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CHAPITRE PREMIER.

MOUVEMENT SIMPLE D'UN POINT.

On détermine In position d'en point dans Pespace cn rap-
portant ce point & un sysieme de comparaison fixe ct inva-
viable, généralement a trois axes rectangulaires. Pour savoir
siun point est en repos ou on mouvement, il faui mesarer o
des intervatles de temps déterminds les coordonndes de co
point par rapport & trois axes reciangulaires fixes, ou & tout
autre systéme de coordonndes bien défini, St ces coordonnées
varient, ¢’est que le point est ¢n mouvement.

On voit gue, dans ec cas, nos observations nous font con-
naitre une série de positions successives du point mobile,
c'est-a-dire la 11‘*jc-ct0nx, de ce point, si ces positions sont suf-
fisnmment rapprochdes, Eles dounent aussi, si Vona cu soin
de noter les temps des observations, les instants (%) du pas-
sage de ce mobile a certains points bien déterminés de sa tra-
jectoire; cti'on a ainsi tes deux éléments de ce que nous avons
appelé la lol du moncement étudié.

Cest par Vapplication de cette mdéthode quon voii Ta liste
des plancdtes ‘u:lescopiuues s'enrvichir chaque année de plu-
sicurs pomsnouvesnx, Les astronomes vouds & ce genre de re-
eherches explorent avoe soin les riégions du zodiague dont ils
pessedent des cartes exactes, Aperceivent-ils un astéroide non

e

Margue Sur ¢es cartes, ils en mesurent chaque jour les coor-
donndes celestes, et, s'ils trouvent constammenti les mémes

doit ¢tre rappovtd aux ¢loiles fixes;

wot esfan! beosens dlintervalle de temps trés-
court, «f @ Vinstantest & Ta durde ce gue le point est 4 Yétendue.

Quant aw mot de moment, synenyme ddestane dans le langage volgaive, nous
ic rencontrevous plus tard fréquemment en Mécanique, pris dans Paceeption du
latin momenium.
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dans le cas contraire, ce corns est une piau(}t@ ou une comcte,

De plus, quand les ohservations sont en non:

en conclut les ¢iémenis de Vorbite de la plandie o

mete, b son maven mouvement: cn ¢st alors a
cider d une moeniere definitive & quelic catd
Pastre av'en vient de découvrir.

Nous avons dit que la connaissance conpl
mowvenment d'un point comprend deux
distinctes (%}, gui sont:

1° La rechierche de la trajectoire s

20 Létude de la lob qui }ic, sur cetie
connue, les espaces parcourus aux temps empioyeés o
courir.

Nous traite
cant par le deuxieme, ¢’est-a-dire par fa relation dos cspaces

ong séparément ces deux éidnientsy en conmen-
pAFCourus sur une trajecioire donnw, aux tenms employds a
parcourir ces espaces.

§ I. — ETUDE DE LA LOI BU MOUVEMENT D'UN ¥( JINT, INDEPENDAMMENT
DE LA NATURE DE LA TRAJECTOIRE,

Suppoesons ia trajectoire connue : une pesition M du point
i i H t
mobile sur cette trajectoire { fig. 1) sera déterminée par fa dis-
3! ot i
tance s du point M & un certain point fixe O, Ce point O
Vorigine des coordonnées s, mesurées suivant la courbe ()\[
ngueurs cront naturellement af es du sigue
Les longueurs OM seront naturellement affectées du s
ou du signe —, selon qu’elles devront €tve portdes & droile ou
a gauche de Porigine O.
ur gue la loi da mouvement soi nie, i
Pour que 1 d ouvement soit e
donne & chaque instant £ o valeur de ceite coovd
point de vue, Ia quauiité s est une fonction de ja var

3 sreion VA
o U 1 CH

nees. A ee
Te in-

(*) 1 est ¢évident que ces deux choses sont absolument inddépendantes Vane
de Yautre, des irajectoires identiques pouvant ¢tre parcourtes suivant des lois
bien différentes les unes des autres, el icciproguement.

11 est & peire utile de faire observer yue cctte indépendance sa

ment lorsqu’on considére le mouvement en lui-méme sans se preoceuper de
ses causes; autrement il est ¢vident que fes causes qui produisent un certain
mouvement influent & la fois sur la nature de la trojectolre, et sur les capuces
parcourus dans des temps donnés.

2
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dépendante 7, ce qui s’exprime généralement par une ¢quation
de la forme
s :‘f(l).

Lorsaue la relation de s a £ est donnée analytiquement, on
sait résoudre par les procédés ordinaires du caleul le double
probléme (ui [ait 'objet de la Cinématique :

1° Quelle est, & un instant donné, la position du point mo-
bile duns lespace ?

2° Réciproquenient, le liew du mobile étant donné, quelie
heure est-il ?

Quelquelois on connalt s en fonction de ¢ par une table dont
les éléments ont été déterminés par Pobservation: Souvent
alors, comme dans le probléme de la chute des graves ou dans
celui du mouvement elliptique des planétes, on peut substi-
tuer a In table une formule qui en est la traduction fidele ; on
rentre ainsi dans le cas précédent. Au contraire, il sera géné-
ralement commode, pour Pusage des praticiens, de transfor-
mer une formule en une table. Alors le probléme de la déter-
mination du lieu du corps, ainsi que le probléme inverse, se
résout par les méthodes ordinaires d’interpolation, ou par des
méthodes graphiques qui sont extrémement utiles et aux-
guelles nous arrivons dans un instant.

Mouvement uniforme. — La loi de mouvement la plus
simple qu’on puisse imaginer est celle du mouvement uni-
forme, dans lequel les espaces parcourus dans des temps égaux
sont égaux, quelque petits que soient ces temps. Ceci revient
a dire que, dans l¢ mouvement uniforme, les espaces parcou-
rus sont proportionnels aux temps.

Soient ( fig. 2) M, la position du moebile a Y'instant pris pour
Porigine des temps, M sa position & Pépoque ¢, O Vorigine
des coordonnées s.

L’espace parcouru pendant le temps ¢ est

MM =O0M — OM, =5 — 5,
cette quantité devant étre proportionnelle au temps £, on s

§— 8
¢

=,
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« étant une conslante positive ou négative, suivant que s est
plus grand ou plus petit que s, ¢ dlant positif; ¢’est-a-dire sui-
vant que le mouvement s’effectue dans le sens que nous avons
choisi comme positif, ou dans je sens opposé.
On déduit de 1a

(1) $=s,+ ai,

éruation du mouvement uniforme. On voit que, dans cc nmou-
vement, Pespace s est une fonction linéaire du temps ¢£.

Fitesse dans le mouvement uniforme. — La constante « est
"espace parcouru dans Punité de temps. Elle varie d’un mou-
vement uniforme 4 un autre, selon que le mouvement est
plus ou moins rapide; ¢’est méme celte quantité qu’on prend
habituellement pour mesure du degré plus ou moins grand de
rapidité ou de lenteur, quand on dit, par exemple, qu’un train
parcourt tant de licues & Vheure, ou un projectile tant de
meétres par seconde : nous lanommerons la vitesse du mobile.
Ainsi,

On appelle vitesse, dans le moucement uniforme, espace
parcourw par le mobile dans Uunité de temps.

La vitesse est, si 'on veut, le rapport constant de Vespace
parcouru pendant un certain temps £, et d’un mouvement uni-
forme, au temps £ employé a paicourir cet espace.

Inutile de dire qu'on ne peuat pas ainsi comparer un espace a
un temps, mais bien les rapports de ces deux quantités a leurs
unités respectives. Il résulte de la qu’il 0’y a pas d'unité de
vitesse : la vilesse, définie comme nous venons de le faire, est
un nombre abstrait, dont Ia grandeur varie a la fois avee V'u-
nit¢ de longueur et Yunité de temps, le rapport de deux
vitesses étant toutefois indépendant de ces deux unités.

Habituellement le temps est considéré comme un nombre
abstrait, c’est-d-dire que 'homogénéité des formules par rap-
port au temps ne se trouve pas immédiatement en évidence.
Dans ce systéme la vitesse est une longueur, un nombre de
métres; et il faut sous-eniendre : parcourus dans une seconde,

Mesure de la vitesse des navires. — Dans la navigation mari-
time, les vitesses sont exprimées en neeuds.

Un neeud répond & un mille marin, soit a un tiers de lieue
marine, ou & 1852 métres par heure, ¢’est-a~dire & o™,514 par
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seconde. On aura done la viiesse d’un navire en muitint
o 514 par le nombre de neeuds.

Pour mesurer la vitesse d'un navire, il faut avoir un x’(“)(';'“
fixe, ou sen nt fixe. On obticnt ce repire en fancant a
inmer un petit corps
par un
que les

{tant nommdé [)((!((ut’ de !0(/1, reteny

ligne de loch. L observalion prowso
hra jui se propagent a la surfare dan liquide
n “llpl'lfC‘lt aux €corns ﬂu!t ants ¢’ un mouvement Loseillation
4 peu pros vertical ut admettre que e loeh reste
imnuable dans le s izontal, dés ¢u’il se trouve & une
distance du navire ég: cueur du bidtiment.

Cet instant est indigué suy la ligne de loch par un movceau
déamine appelé foe mc/’ze. Un retourne alors un sablicr, ot
on laisse filer de la ligne pendant toute la durdée de i'écoule-
ment du sable dans lc sablier, durée qui cst ordinairemert
d'une demi-minate.

Le cheniin parcoura pendant cetie demni-minute est donné
par des neeuds aot se trouvent sur la ligne de loch, & des dis-
tances régides de maniére qu'un neeud dans une demi-mi-
wite réponde & un mitle par heure. Telle est Vorigine de Phe-
hitude d'cstimer les vitesses en naeads.,

8t Pon ealeule Ta distance de deux neeuds par la proportion

e nousavons indiquée, on trouve 15™ 4, o envivon 47 pieds.
guer que e flolteur 1est pas entiérenient
gne de loch, toujours Mégérement tondue, lud
récessairement un pelit mouveirent dans le
. Pour corriger cette cause d’erreur, UVexpé-
rience a prouvi qu'il fallait prendre Ja distance de deux neeuds
égale a 4) 1, cd , ou g Lrasses,

nsisté un peu sur cette opération hien simple, qui nous
remier e:‘:male de la résolution d'uie question
i i encore que le bateauw de Ioch a une forme
¢ lesté de maniére a se tenir verticale-
ment, d;mmvg les mouvements latéraux; et
qu'enfin, pour ¥ r de s’incliner par Paction de la ligne
de luch, on empicie une cheville gqui est rattachée a un point
convenablenent choizi sur celte ligne, et qui pénetre daus un
trou A ( fig. 3).
Pour retirer e foch, on ecommence par lal imprimer une
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Equations du mouvenment uniforme. —
la vitesse d’'une maniére complete sin
sens dans lequel s'effectue le mouveme
aée vers les s pesitifs, ou en sens conty
positif ou négatif.

Convenons de rogarder la vitesse comme nositive lorsqu’elle
est divigde dan ecative lors-
gqu'elle cst dirigée aam le sens cnposé ficient @ re-
présentera maintenant fa vitesse du mobile on grandeur et en

i : > par ¢,
niforme

,.
o]
Q
=
97}
-
by
jol
D~
1
o le]
o]
O
UJ

signe; ot &l
NOUS AUr0NS pour ex
les deux équations

(2)

Nous aurons achevé la discussion des diverses quantités qui
figurent dans ces équations, si nous remarquons que le temps
doit aussi étre considéré comme pouvant uw pris positive-
nent ou négativement.

En effet, nous avons choisi arbitrairemcent un certain instant
que nous avons appelé initial, & partiv dugue! nous avons
commencd & conmpter Ies temps, comme on compie les dates
historiques & partir de Ia naissance de Jésus-Christ. Or, i n'y
a aucune inipossibilité a ce que le mobile ait ét¢ en mouve-
ment avant cet instant initial; et les ‘—*qv’u‘-’ (?) 1 surront re-
présenter ces positions antérieures, & la condition d'admeture
pour £ des valeurs négatives.

Mowvement varié. — Quand le mouvemeni n’est pas uni-
forme, on dit qu'il est varié. La distance s du mobile & ori-
gine des espiaces n’est plus une fonction linéaire du (emps £
ces deux variables sont lides 'une & Vautre par une équation
quelconque, que nous représentons par

s=f{t).

Moucements périodiques. — 1l faut distinguer parmi les
mouvements variés ceux qui sont périodiques, ou périodique-
ment uniformes; c’est-a-dire dans lesguels les espaces parcou-
wus dans des temps égaux canvenablement choisis sout égaux,
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comme dans le mouvement uniforme. Mais cette égalité, dans
les mouvements périodiques, ne subsiste pas quelque petits
que soient les temps égaux considérés, mais seulement quand
ces temps sont des multiples d’un certain iniervalle constant
appelé période.

La plupart des mouvements qui nous apparaissent comme
uniformes dans la nature ne sont que périodiquement uni-
formes ; tels sont la marche des animaux, le mouvement appa-
rent du soleil autour de la terre, celui des aiguilles d'une
horlege, d’une roue hydraulique, du volant d’une machine &
vapeur, cic. '

Monvements variés quelconques. Courbe des espaces. —
Quelie que soit la fonction f(¢), algébrique, transcendante,
ou méme non susceptible d’'une expression analytique, on
congoit (qu’on construise graphiquement U'équation s =f(1¢),
en coordonnées rectangulaires ou obliques.

Prenons ( fig. 4) deux droites rectangulaires KS, KT, pour
axes des espaces et des temps. Puis, ayant choisi arbitraire-
ment une longueur convenable pour représenter une scconde
de temps, portons sur Paxe KT des abscisses K p, Kp,, ..., pro-
portionnelles aux temps ¢, 4, ..., comptés & partir d’un certain
instant initial. Enfin, par les points ainsi délerminés, élevons
des ordonnées proportionnelles aux valeurs de s correspon-
dantes. Nous aurons ainsi construit une courbe, dite courbe
des espaces, dont I'équation sera s =f(¢}, et qui nous servira
a résoudre graphiquement le double probléme de la déter-
mination de s au moyen de ¢, ou de / au moyen de s. Cette
méthode d’'interpolation graphigue offrira une exactitude suf-
fisante dans un grand nomhbre de cas.

Les applications des courbes & la représentation des fonce-
tions d'une variable, et celles des surfaces a la représentation
d’une fonction de deux varjables indépendantes, ont €té expo-
sées dans le cours de Géométrie. Méme quand on a I'expres-
sion analytique d’une loi, les courbes ont 'avantage de peindre
cette loi aux yeux de la maniére la plus nette; leur usage
commence a se répandre dans la pratique.

Mais c’est principalement quand on se propose de détermi-
ner la loi d’un mouvement par Pobservation qu’il est pour
ainsi dire indispensable de consigner dans un tableau gra-
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phique les résultats bruis de 'expérience. Les notions les
plus élémentaires de la continuité des lignes courbes ne per-
mettent pas a4 une erreur un peu grave de passer inapercue;
Jes particularités remarquables de la toi qu'on étudic se trou-
vent mises bien netiement en évidence par les diverses affec~
tions géométriques de la courbej; les erreurs qui proviennent
du défaut de précision de In méthode d'observation, du moins
les erreurs non sysiématiques, se corrigent tout naiurcllement
par le tracé méme de la figure.

Enfin, la comparaison de cette figure avec les principales
courbes connues, paraboliques, hyperboliques, logarithmiques,
trigconométriques, ete., facilitera, s’il ¥ a lieu, la recherche de
Pexpression analytique de la loi.

Application aw mouvement uniforme., — La courbe des
espaces est une ligne droite { fig. 5). L'ordonnée a Vorigine de
cette droile est la distance s,, positive ou négative, qui sépare
le mobile, & I'instant initial, de Vorigine des espaces sur la
trajectoire.

Le cocfficient angulaire de Ia dreite des espaces fait con-
naitre la vitesse en grandeur ct en signe. Peour avoir la vitesse
en meétres par seconde, il faul porter, & partic d’un point quel-
conque m et paraillélement & Paxe des temps, la fongueur nmp
gui représente une scconde 4 I'échelle adoptée. La perpendi-
culaire wm’ donne la vitesse, & I'échelle des espaces.

Tous les problémes auxquels donne licu le mouvement uni-
forme se trouvent résolus par la théorie de la ligne droite, a
laquelle on peut se contenter de renvoyer pour tous les dé-
tails. Exemple :

Prosiive. — Connaissant les positions d’'un mobile & deux
époques données, et sachant d'ailleurs que son mouvement sur
gne ligne connue est uniforme, trouver {'équation de ce mou-
veiment.

Prenons a volonté l'origine des distances et celle des temps,
el soient :

s el s, les distances a Yorigine O des deux positions
connues;

¢ et &, les temps écoulés depuis Pinstant initial jusqu’a
ceux qui correspondent a ces deux positions.
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Au moyen de ces donndes, on trouve

$. . — 8. ¢, s
g, = —- == -
' { 7 ? {
ol
§ fo— 8. F &y s,
&= — - z,
fHh— 1, {,—1,
(03]
85 S,
g =S ().
i,— I

Flitesse dans le moucement varié, — Dans le mouvement
varié, la courbe des espaces estune courbe quelcondgue { fig. 6).
Considérons deux points, m, ', de cetic courbe; la différence
gt des ordonnées correspondintes aux temps £ et £ repré-
sente 'espace parcouru pendant le temps ¢'—#; et, si cet
espace avait été parcouru d’'un mouvement uniforme, on au-
rait cu, pour figurer laloi des espaces pendant le temps ¢/ — ¢,
la droite mad au licu de la courbe qui joint ces deux points.
La vitessz de ce mouveineni uniforne aurait ¢t donuée par

gni’ . .
le rapport {”1 s ¢gal au coefficient angulaire de la corde mm'
{

ce rapport est ce quon peut appeler la vitesse moyenne du
mouvement varic, C()x‘ymponmllle au point M de Ia trajectoire
et & Pintervelle de temps pp'; cette quantité est une fone-
tion & Ia {ois de Pépoque ¢ ot de Pintervalle considérd £'—v,
Kais s Pon concoit que cet intervalle ¢t la longueuar pp’ di-
t indéfiniment, Ia corde nun’ tendra vers une position
limite, gui est la tangente a la courbe des espaces au point .
En miéme temps Ja vitesse moyenne, le coclficient angulaire

minu

(s R v ¥
—, qui ne dépendea plus
a4 i I

que G temps £, oa de laposition du point M sur la trajectoire,

(81

de In corde, tendra vers une limite,

Cotte Hmite, ou (1), est ce que nous appellerons Ia

dt
vitesze du mouvement varié & 'époque 2.

Léiément s &
ment est dirigé dans e sens des s positifs ou dans I sens

;
c . (s .. .
opposé, Iexpression — fait connalire en méme temps la gran-
i

st positif ou négatif suivant que le mouve-
1 g8

deur, et, par son signe, le sens de la vitesse. (est Ia vitesse
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;
du mouvement uniforme qu’on peut toujours considérer, pen-
dant un temps infiniment petit, comme identique au mouve-
ment ctudié.

Ainsi se trouve généralisée notre définition de Ia vitesso
dans Ie mouvement uniforme. Analytiquenent, Ia vitesse est
la dérivée de I'espace par rapport au temps; ﬂ(‘ow_zf'-trulkmﬂm:,
c'est le coeflicient angulaire de la tangente a la courbe des
espaces: on la (*onstrmt en prenant parailelement & Paxe des
temps une longueur m e égale & nue scconde, puis monant o
perpendiculaire py, lmme a la tangente au point m.

Cest de cette manidre qu’on détermine & chaque instant s
vitesse d’un mobile dent le mouvement a été observé directe-
nient et réduit en tables. 11 faut alors passer par Uiniermé-
diaire dc la courbe des espaces, et opérer comme précédem-
ment,

Quelquefois on sc¢ dispense de coustruire ¢t la table et la
courbe, en oblizeant le mobile & wracer lui-méme cetle der-
ni¢re automatiquement.

Nous reviendrons sur les divers proeédés fort ingénieux
au moyen desquels on oblice un mobile qui, par sa grande
vitesse, semble se dérober & nos observations, a écrirve lui-
méme les lois de son mouvement dans le langage dont je
viens de vous donner la clef. Je me contenterai pour le mo-
ment de citer, comme exemple de cette méthode expérimen-
tale, Ia détermination des lois de la chute des graves au moyen
de Pappareil que le géndéral Morin a fait construive, Papres les
indications du général Ponecelet,

Le corps qui tombe est armé &'un crayon, ct marque sa trace
sur une feuille de papier qui se déplace horizentalement, par
Peffet ¢'un mouvement d’horlogerie, de maniére & présenter &
chaque instant, en regard de la verticale de chuie, des verti-
cales dont les distances sont proportionnelies au temps. Habi-
tuellement, pour plus de commodité, la {euille de papier est
enroulée sur un cylindre; en la développant sur un plan, on
obtient la courbe des espaces,

Courbe des vitesses.— 1l résulte de ce qui précéde que, dans
le mouvement varié, la vitesse est une fonction du temps ¢,
fonction dont on sait trouver la veleur & chaque instant quand
on connait la loi du mouvement. I est naturel de représenter
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aussi cette fonction ¢ par une courhe; et ceci nous procurera
des avantages du méme ordre que ceux qui résultent de la
considération de la courbe des espaces.

Pour construire la courbe des vitesses, connaissant la courbe
des espaces mmum. ( fig. 7), nous déterminerons, comme
uous Pavons indiqué, la vitesse py correspondante au point m
de ta courbe mm,, ou au point M de la trajectoire ; nous porte-
rons ensuite la longueur vy sur Pordonnée du point p, en fai-
sant bien altention au signe; et nous aurons ainsi autant de
points que nous le voudrons de notre courbe des vitesses.

Réciproquement, connaissant cette courbe des vitesses, on
peut en déduire ta courbe des espaces : soit analytiquenient,
en intégrant Véquation

(3) ds = vdlt,

soit graphiquement, par une quadrature.

Mais, pour que le probléme soit détermind, il faut qu’outre
la courbe des vitesses on donne un premier point de la courbe
tles espaces cherchée, afin qu’on puisse trouver la valeur de
la constante arbitraire introduite par Pintégration de équa-
ton (3), équation dont on peut mettre Pintégrale sous la forme

I3
s:so—l—f vdi.
£

[

Soit m, ce premier point de la courbe ( fig. 8) : pendant le
temps di, Paceroissenent ds de Uordonnée est égal & vdt,
¢’est-i dire au petit rectangle n, pi, dont la base est égale a di,
et la hauteur a la vitesse ¢. Ayant pris ¢.m, égal & ce rectangle,
nous prendrons de méme ¢.m. = n, p,; enfin un accroissement
tini quelconque ¢gm sera représenté par l'aire correspondante
uenp pe, qui est la limite de la somme de ces rectangles (7).

Quand on ne saura pas calculer exactement Yintégrale défi-

t
nief vdt, ce qui arrivera, par exemple, toutes les fois que
[0

(*) Les temps, c'est-d-dire 'une des dimensions des aires dont nons parlons,
devant étre considérés comme des nombres abstraits, on voit qu'en définitive
chacune de ces aires représente un nombre de meétres, c’est-a-dire une longueur.
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Ja courbe des vilesses sera dounde par un tracé graphique,
on. calculera les espaces parcourus en appliquant a Paire n, p
les formules connues de quadrature approximative.

On a consiruit des machines qui tracent elles-mémes la
courbe des vitesses.

11 existe awssi des appareils qui servent & quarrer mécani-
quement une courbe queleonque supposdée tracée, ce sont les
P[ﬂuimélz’cs; enfin, dans d'autres dispositions, la courbe se
quarre en méme temps qu'elle se constrait ou qu’'elle est
cellsée s¢ construire automatiqueinent. Nous retrouverons
ces appareils dans une autre partic du cours.

On prend quelquefois pour ordonnées des fonctions de P'es-
pace ou de la vilesse, soit qu'on y soit forcé par la naturce des
instruments de mesure et de tracé, soit quon ait uniquement
en vue de simplifier les opérations graphiques a exéeuter sur
ces courbes. Nous nous bornons a faire ici mention des courbes
dont les ordonnées sout proportionnelies a la variable qu’il
s’agit de représenter.

Mouvemeni uniformément varié. — Le mouvement varié le
plus simple est celui dans lequel les vitesses acquises dans
des temps égaux sont c¢gales, quelque petits que soient ces
telps : ¢'est le mouvement uniformément varié.

Soit ¢, la vitesse a Uinstant initial, ¢ la vitesse au bout du
temps £, la vitesse acquise est ¢ —v,; et I'on a par détinition

v—u .
¢

j étant une constante. On tire de la
V=0,

expression de la loi des vitesscs dans le mouvement uniflor-
mément varié.

La courbe des vitesses est une ligne droite, dont ¢, est
Pordonnde a Porigine, et j le coefficient angulaire ( fig. g).

De Uaccélération. — Cette quantité j, qui joue par rapport
3 a vitesse le méme role que celle-ci par rapport aux espaces,
se nomme 'accélération. Quand on introduit ainsi dans Ia
sdence une expression tirée du langage vulgaire, il faut avoir
scin de préciser le sens qu’on y attache. 1l est possible que
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¢'est ce quaurait donné Pintégration de Uéquation

o 1

ds
— ==, = gt

i !
Construisons les équations

R L A LA
o7 7

(4) )s 2
{ ok gl

La ,1‘91'1""1’0 représente une parabole dont Paxe est paral-
ES

lele & colui des s, et gui peut occuner les ¢ p:);mo.us

raées par da fig. 1y, \U'xamE«saiumuf:q i ooelge

indi

1° ¢, >0, J >0, mouvement uniforménent acediivd pro-

prement dit.

2° ¢, < 0 // o, mouvemenl dabord reta;
dans e sens ordinaire du moi; ¢’esi=i-dive que la vitesse «
minue d’abord en valeur ahsolue s’unnuie, puis que le mou
vement recommeiice dans le scns opposé, avec une vitesse
indéfiniment croissante. »

30 v <o, J<Co, mouvement acedlérd dirigé du coté des s

ie, puls acediérd,
L
il=

négatifs.

P e>o0, j<Co; le mo t, Labord dirigé vers les s
positifs, voit =a vi Lc~>e dimint e‘jusqu’b\ ro, pour reprendre
ensuile vers les s n ":;alm.

DPropriéiés du mouwvement unijvrmdément varié.— On neut,
au moven des dquations () diversement combinées, démon-

1 PN

uvement uniltor-

oty du

.

trer un ceriain nowbre de p
mément varié. Par exemple, 2liisinons § ontre ces équations,

10 Dans le mouvement unijormément varié, lu vitesse
m V*,*eime pendant un certain temps t est in moyenne arithmé-
tique des vitesses prises auzx devx instants exitrémes de ce
temps.
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Dans I'équation précédente, remplacons ¢ par ¢ -~ ff, il
vient
§— 5

.t
:«IO—{—J;:

2° Dans le moucvement uniformément wvarié, la viiesse
moyenne du mobile, pelul(uzt un certain lemps t, est ég(u’e «
la vitesse v, prise a Uinstant miliew de ce temps.

Enfin I'élimination de ¢ entre les équations (4) produit
| (N

i(v’—vg):j(s—so):

2

30 Dans le mouvement uniformément varié, la moilié de
Uaccroissement du carré de la vitesse est le produit de Unecé-
[él’(lfl.oll, constante ]}((I’ Z’(fS,](l(,‘H ]}al’(,'()l”’l(.

On simplifie les équations (4) en comptant les temps a
partir de Pinstant ot la vitesse ¢, est nulle, et les espaces
a partir de la position que le mobile occupe & cet instant;
il vient alors

I .
§=— ji?,

0:‘]'[.
La premiére de ces équations montre que:

4° Dans le mouvement uniformément varié, Uaccélération j
est le double de Uespace parcouru pendant la premiére seconde
du mouvement.

Problémes sur Uascension el la chute des corps.

Les équations(4) et (5) servent a résoudre tous les problémes
qu'on peut s¢ proposer sur le mouvement vertical des corps
pesants dans le vide, en faisant j=— g ou j =g, selon qu’on
dirigera la partic positive de la verticale en haut ou en has.

Prosiive 1. — Calculer la hauteur & laquelle s'élévera un
corps animé d’une vitesse donnée v, dirigée de bas en haut,

Les équations du mouvement sont

1
§= 0yt — — gt*
S Y ae

(6)
{ v =v,—gi.
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On trouve la durée de Pascension en isisant ¢=o, ce qui
donnc

, Vo
I=-—:

8
en pertant encuite cette valeur dans 'équation des espaces,
ou o la hauteur a laguelle s’éleve fe mobile :

¢?

Y a_ .

[HEREH
50

i

¢est Ya hawteur due o la vitesse ¢,
Lo temps de la descente est égal au temps de ascension :

v ‘2 H

T’—-—u::%/ .
o o N
8 8

et le mobile repasse au point de départ avec une vitesse égale
4 ¢, cest-a~dire &

Vogll;
c'est la vitesse due ¢ la hauteur H.

Prosukus 1L — Ln corps descend "une hauteur B dans un

. 2 H , .
temps U plus petit que i déterminer la hawteur de la-
o

quelie i est tombé.
Soit s, Ia distance du point de départ inconnu & Porigine de
la hautear H: on a

1
}{:('ut—}’*jgl‘:

[}
()'1
So—= 1
. 28
en éliminant ¢, on trouve
1 /B I / :
Sy = — O — — — .
$TT B <g" o
\
Prosiiwn M. — Dewux corps partent d’un méime point sans
/4 !

vilesses (niliales, & des époques séparées par un intervalle § :
déterminer Dinstant ot la disiance de ces deua corps sera «,
€t les chemins gu'lls auront alors parcourus.

foit ¢ le temps deonié depuis le départ du premier corps
1. 3

3
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jusgwa Vinsiant cherché, ¢t z la hauteur de chute correspon-
dante : on a

o
3= ; gl‘
et
- J— i N 2
.a——a_;g(t—é) .
Prosuive IV, — Calealer la profondeur d’un puiis d aprés

le temps gui s’écoule depuis le « {épart d’un corps qu'on laisse
tomber sans vilesse, jusgiw'a Uinsiant otr le brult de la chute
arrive & Uorifice du puiis.

Etc., ete.

1

Mouvement varié quelconque — Quand e mouvement n’est
pas uni iformément varié, la vitesse AC{k Hise pmd nt un certain
temps, ¢’ —¢, n'est pas la méme & une époque quelconque du
mouvement. On considére alors I'aceéiération moyenne pen-
dant le temps #'—¢; ei, cn supposant ce temps infiniment

petit, on appeile accélération du mouvement & une époque ¢
7,

; GGV
a2 quantlic i cest-a-dire

ion moyenne,

On a ainsi en général

s lois da mouvement
ire, donnons la so-

Powr tc“

(*) Nous avons simplement ap; acedlérarion lu quantité j; ot celte do-

» aucun inconvénient pour le moment. Plus tard, guand nous

nomination n
étudierons le mouvement d’un peu plus pros, en v {aisant cotrer la considé-
toire, nous introdulrons dautres quaniiiés auxquelles nous

ration de la t
scrons couduils & donner aussi le nom giéndrique d’ucedlération, accompagné
d’une épithéte earactéristique : nous veirons alors que, toutes les fois que le
mouvement sera curviligne, la quantité j sappellera 'accelération tangentielie
da mobile. Laissons pour le momeni de cote ces distinetions, qui ne nous sont

voint encorc nécessaires,
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lution des six problémes ¢lémentaires qui sont relatifs aux
espaces, aux vitesses el aux accélérations, prob!émes qui se
raménent tous a des quadratures, ¢’est-a-dire & Uintégration de
différenticlles de la forme f(x)dx.

On donne I'espace en fonction du temps,

s=/f(¢).

On déduit de 1a les expressions de la vitesse et de accélé-
ration : ] ]
e=j"(), J=J"({1).
Ii. Donnée ¢=1{(z). On a

s 7 J
{as . as ,
{—= s J=U(s) ,t:d‘; sVl (s
s, Y1) @

V. Donnée j=={s).
L’équation

n'est point immédiatemon

s ds |

multipliée pur 2 — d¢,
at

=
W
<
e

fe par une quadea

@

clio dovient intégrable et donnn

ce qui nous raméne au probicme précédent, au cas ot Pona
¢ en fonction 4!e s

Vi, Bonnéde j=y ¢}. Un a
24 7 L
(€25
f:/ s ST= ST [ vdi.

NAVACH o

v
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§ I, — E1UuDE DU WOUVEMENT SCR LA TRAJECTOIRE.

Aprés avoir dit.da mouvement d'un point tout ce qu'on
peut en dire sans s'occuper de la trajectoire de ce point, il
faut, pour compléter notre élude, examiner ce que peut ajou-
ter & ce qui précéde la considération purement géoméirique
de la trajectoire.

A ce nouveau point de vue, le mouvement le plus simple
est le mouvement rectiligne; la théorie développée dans le
paragraphe précédent renferme tout ce qui est ralatif a ce
mouvement.

Quant au mouvement curviligne, nous allons montrer
comment on en rameéne Pétude a celle du mouvement rec-
tiligne, au moyen de la considération des mownvements simul-
tanés.

Théorie des mouvements simultands.

Soit M3l Ia trajectoire d’un point, rapportée a trois axes
quelconques ( fig.13). Considérons, en méme temps qu'un
point M de cette trajectoire, la projection P de ce point sur
Paxe des x, faite paraliélement au plan z Ay,

Pendant que le point M sc¢ déplace sur sa trajectoire, le
point P se déplace sur Paxe Ax; on dit que ces deux mouve-
ments sont scmultanés. s sont d’ailleurs tellement 1ids entre
eux, que Vun se déduit immédiatement de autre, si la trajec-
toire est connue. Si elle ne U'est pas, il faudra, pour que le
mouvement du point M soit bien détini, connaitre les mouve-
ments des projections de ce point sur trois axes concourants

quelconques. .
Soient .
‘ &= Q?l (t)’
(1) ¥ =9:(t)
'\ = @s (\t)’

les ¢quations de ces mouvements rectilignes. L’¢élimination
de ¢ entre ces trois relations donnera les équations de la trajec-
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toire sous la forme ordinaire; & moins toutefois qu'on n'aime
micux conserver, pour représenter la trajectoire, les trois
équations (1) qui définissent cette courbe par Pintermédiaire
d’une variable auxiliaire ¢, ce qui sera tout aussi commode.

Les relations (1) s'appellent les équations du mouvement du
point M.

Nous avons ainsi ramené 'étude d’'un mouvement curvi-
ligne quelconque a celle de trois mouvements rectilignes
simultands; mais il importe encore de faire voir comment on
peut déduire les divers ¢léments du premicr de ceux des
deuxiémes, supposés connus.

Auparavant, remarquons que, dans notre manicre de consi-
dérer la vitesse, cette quantité est une longueur, ds, affectée
d'un dénominateur numérique d¢.

Daprés cela, la direction de la longucur finie, gl;, est celle
de T'élément ds, prolongé dans le sens du mouvement; et, si
Pon veut avoir la définition complete de la vitesse d’'un mo-
bile, au double point de vue de la grandeur de cette droite et
de sa position dans P'espace, il faudra porter une longueur
ds
dt
a partir du point de contact et dans le sens du mouvement. La
droite MN, ainsi obtenue, représentera a la fois la grandeur, la
direction et le sens de la vitesse du mobile.

Nous pouvons maintenant chercher les relations de posi-
tion et de grandeur qui existent entre la vitesse du point M
et les vitesses des trois projections de ce point.

Vitesses dans les mouvements simultanés. — Considérons sur
latrajectoire un point M infiniment voisin du point M ( fig. 14),
de sorte qu'on puisse indifféremment regarder ce point M
comme situé sur la courbe elle-méme, ou sur la tangente au
point M.

Les accroissements infiniment petits des coordonnées, dz,
dy, dz, forment les trois ¢diés d’un parallélipipede dont ds
est la diagonale. Construisons un parallélipipéde semblable
sur les mémes arétes prolongées, et donnons-lui des cotés qui
soient a leurs homologues dans le premier parallélipipéde
comme 'unité est a d¢.

égale & — sur la tangente a la trajectoire de ce mobile ( fig. 12},
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Les cdtés de ce nouveau prisme seront i
égaux A

pectivement

dr 3
] bl
dt dt

et il est évident que la diagonale prendra la valeur correspon-
ds .. . . . ;
dante, 77> 0 conscrvant d’ailleurs sa direction, qui est celle
de la tangente a la trajectoire.
On déduit de ta les résultats suivants:

Tororime 1. — La vilesse d'un mobile est représentée en
grandeur et en direction par la diagonale du paraliélipipede
fait sur les vitesses simultanées de ses trois projections.

Tagontue Il — La vitesse de la projection d'un point sur
un aze quelcongue est égale itla j;mjeclion faiie sur le méme
aze el paralielement aw méme plan, de la vitesse du point
donné.

Enfin, si Von considére le mouvement de Ia nrojection du
point M sur un plan quelconnue, 2As, on voit encore, a Vin-
spection de la fig. 14, que:

Tatorene 111, — La vitesse de lu projection orthogonale ou
oblique o’ un point sur un plan guelconque est, en giana’ezu ei
en direclivi, la projeciion de la vitesse du mobile sur ce plan.

Cas d’une trajectoire plaie, — Guand la naJechut‘ est une
ligne plane, il est naturel de la rapporter & des axes situés
dans son plan ( fig. 15); on n'a plus alors & considérer qu’un
triangle infiniment p-"til MM'N, dont les cOiés sont 1‘especti»
vement proportionirels a la vitesse du mobile el aux vitesse
de ses deux projections.

Ce wriangle est connu dans fa science sous le nom de {riangle
infinitésimal de Darrow, nom qu’on devrajit remplacer parcch
de triangle de Fermat.

Fermat est en effet le premier qui 2it ¢ludié les proprié-
1és de ce triangle célébre, propri¢ids qu'on doit reconnaitre
comuice le point de départ de la méthode des fluzions, et de
la découverte du calcul infinitésimsal,
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Les théorémes auxqueis donne lieu la projection du mou-~

vement plan ne différent pas de ceux quce nous avons démon-
trés plus haut.

Z)zo ression sur les résultanies ou semmes 8 fomél: 1 jues.,

&

On énonco ordinairement les théorémes sur les mouve~
ments simultanés d’une maniére qui nécessite quelques défi-
nitions preéalables.

Définition. — Eiant donnée une série de droites ayani cha-
cine une longueur, une direction et un sens bien déterminés,
si, en partant dun point quelcongue, on porle loutes ces droites
bout dbout, la [m:ze gui, partant du méme poin!, ferme le po-
lygone ainsi foune, Sappelle la résultante des lignies données.

v . ~ A

Adnst OF {fig. 1G) est ’a résultanie des droites Ga, AB, ...,
droites qui, relativ e.uem la ligne OF, recoivent la dénomi-
nation de coniposanies.

Propr[éz'r’s des résultantes O‘éomc’lriqzzes. — On voit en pre-
mier licu qu'une résultante ne change pas quand on intervertit
Vordre de deux Compowntes consécutives, et par suite celui
de deux ou plusieurs composantes guelcongues.

En deuxiéme lieu, on voit que la résuliante différe scule-
ment par ic sens qui lul est aitribué, du ¢té qui fermerail e
polygone des composantes.

Enfin, il est évident gue la projeciion dene résullante sur
un axe guelcongue est la somme alg¢hrique des projections
des composantes sur le méme axe.

Lorsquil y a seulement deux composantes ( fig.17), Ia ré-
suitante est la diagonale du parallélogramme fait sur ces deux
droites, supposées portées dans un sens convenable 1 partir
d'une m-igin'x quelcongue 0. Quand ces mémes composanites
sont au nombre de trois (fig.15), la résuliante est la diago-
nale du parailélipipede des composantes.

On peut done énoncer le théoréme suivant, qui comprend a
a la fois Ie cas du mouvement dans un plan et celui ’un mou-
vement quelcongue :

Tutorixe IV, — Za vitesse d'un mobile cel la résulianie des

viiesses simulianées de ses li)rojechons.
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Relations analyiiques entre les composantes el larésultante.
—1° Cas du triangle ou du parallélogramme. —Soient ( fig.1g;
A et B deux droites, R leur résultante; on a, par la trigono-
métrie rectiligne :

&8 A B
sinA, B sinB, R sind, R
R:== A*-- B*4-2AB cosA, B,

A= P 2BRceos B, &,

Br=— A4 B*—2ARcos\, R

La dissymétrie des derniéres formules tieut & ce que la
résultante ne se compte pas dans le méme sens que ses £0mi-
posantes.

Quand Pangle des deux composantes est droit, les formules
deviennent

A=RecosA, IR,
B =RcosB, K;
2= ;\2—}—' B,

2° Cas du parallélipipede. — Bornous-nous au cas le plus
habituel, celui out les trois composantes sont rectangulaires.

Soient A, B, C, les composantes, R la résultante, «, 3, 7 (")
les angles formés par ceute ligne avec les trois premiercs.
On a

A =Rcose,

B=Recos3,

C=Rcosy;
= A B (.

3° Cas d'un polygone, ou d'un nombre quelconque de com-

(*) Les angles ~, £, 4 sont liés entre eux par la relation
€os* oz +- cos® 3~ cos?y =1;

il est pourtant nécessaire de connaitre ces trois angles, pour que la direction
de la droite & laguelle ils apparticnnent soit bien définie; et meéme, lorsque ces
angles sont donnés chacun par une ligne trigonomdétrique, il est indispensable
que cette ligne soit un cosinus, ¢’est-a-dire une ligne qui change de signe quand
on passe d’un are & son supplément, et qui ne change pas, quel que soit le
sens dans lequel on mesure Pangle compris entre deux directions déterminées.
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posantes. — Soit D I'une de res composantes; on a, en proje-
jant sur trois axes rectangulaires queleonques :

RcosR, x:}: DecosD, x =X,

Reosi, ;;’:Z Deosb, =Y,

RcosR, z :chosl), z=12,

éguations 4ot Von conelist :
q

— X
cosh, x —=—=
L VA
cosh, y—= — 1
VX ¥ - 20
7
COSR,Z__—_;'
\/XH—Y‘-—{—-Zz

Toutes les fois qu’on considére des grandeurs géométriques,
c’est-a-dire des longueurs & chacune desquelles est affectée
une certaine direction, un certain sens,les résultantes prennent
la place des sommes proprement dites; on pourrait les appeler
sommes géomélriques, pour rappeler I'idée de sommes dans
lesquelles on a égard a la direction, de méme que dans les
sommes algébriques on a égard au signe des quantités qu’il
s’agit de sommer, *

Une longueur n’a pas de signe, elle doit étre portée sur sa
direction dans un certain sens; ses projections ont un signe,
c’est celui du cosinus de 1'angle formé par la ligne qu’on pro-
jette avec l'axe de la projection. Une fois que plusieurs lon-~
gueurs sont ramenées par la projection & une direction unique,
la résultante se transforme en une somme algébrique.

Il suit de 1a que les résultantes jouissent de toutes les pro-
priétés des sommes : ainsi on peut les construire ou les calculer
sans avoir égard 4 Yordre de leurs éléments constituants; on
peut aussi trouver d’abord la résuliante d’'un certain nombre
de ces éléments, puis une deuxieme résulianle partielle,
une troisieme, etc., et chercher entin la résullantz de toutes
ces résultantes.
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Fai dit qu’une longucur n'a pas de signe; cependant, quand
la longueur quwil faut porter dans un certain sens est une
fonction de quantités algébriques susceplibles de prendre plu-
sicurs valeurs, il est possible que certaines de ces valeurs
rendent la fonciion dont nous nous cccupons négative. Mais
ceci n'altére en rien la généralité des IOHDUICb, ct ne peut
donner licu & avcune difficulté.

Théorie générale des mouvements simulianés

J.a considération des mouvements simualtanés d’un point ct
de sa prmocnun sur un axe quelcongue, nous a donné le moyen
de iamener Vétude du mouvement sur uie trajectoire courbe
a Pétude du mouvement rectiligne.

Mais Ia nie se horne poiut U'utilité de cctte idée bien simple,
qui consiste & chercher des relations entre les éléments de
divers mouvements assujettis & s’accomplir simultanément.

I est évident que, si Pon s¢ demne une loi glométrique
guelcongue, en vertu de laguelle Ia position d'un certain
point mobile soit lice a celle d'un ou plusieurs autres points,
cetle loi tablit néeessairement une reiation entre les viicsses
simultanées des divers points gue 'on considere. On trouvera
cette reiation, analvtiquement par des ff"“?'*tifuionq, zéomé-
tricuement ]
gque nous slisns exposer, €n
céde. *

mes de Cincmatigue qui sont retatifs aux vitesse

imultandes dérivent des énoncés géométriques m’dinz;} es,

omme I'équation qui donne le coeflicient nrwuluil‘e de la tan-
gente a une courbe dérive de '¢quation finic de cette comh\,.
i ent: les rapports des vitesses de tous les points d'une
figure mobile sont nécessairement indépeudants du temps, en
vertu de la simultanéité des mouvements; donc ces rapports
sont des quantités purement géomdétrigues, cf on voit qu’on

repasse immédiatement de la Cinématique a la Géoméirie; ou
)‘mtot une relation quelconque entre des vitesses simultanées
peut s’énoncer indifiéremment avec le langage de la Cincia-
tigue ou celui de la Géométrie pure : nous avons déja dit que
des considérations du genre de celles qui nous occupent ac-

yar des pl‘{)(‘C“’c‘ s particuli

sés sur des régles

T . .
théorie qut neais
o Hil

Les tieor

/‘\U)

_—
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wuellement, fécondées par ic génie de Newton, ont éié Yori-
gine de la magnifique découverte de I'Analyse mfmlesxmale

Occupons-nous d’abord des formules gui se présentent
quand on rapporte la irajectoire d'un point a un systéme de
coordonnées polaires, en ncus bornany d'ailleurs au cas ol e
mouvement s’effectue dans un plan.

Soit PM le rayon vecicur correspondant i une ¢poque quel—
conque, ¢ {fig.20); menons la tangente et la normale a la
courbe (M), et soit ¢ 'angle de la normale avec le rayon vec-
teur.

On a, par la Géométrie ¢iémentaire :

” T dr o
ANLI = — —=» SINI == ——
© rdg
7 ¥
ar AT as
- :l‘N —_—
b ? d
Voici maintenant quelies so simul-
tanées dont il est intéressant de
Vitesse de circulation. — Considérons le mouv ment du
rayon vecteur assujeiti a contenir toujours le point déeri-

vant M. Dans ce mouvement, tous les poinis de fa droite PM
décrivent simultanément des ares de cercle concentriques
autour du pole Pj et, en particulier, le point gui ceincidait
avec le mobile M, dans la position P3I du rayon vecteur, dé-
crira pendant le temps o7 un are de te ] ';;1, dont le rayon
est €gal & PM ou & r. Nous donnerons & la vitesse du point
dont le mouvement est ainsi déiini le nom de vifesse de cir-
culation.

Fitesse de glissement. — C soint gul soit en-
tralné avee h, rayon vecie lisse en mdéme temps
sur la droite PM, de maniéie :‘a cofincider constamment avee
le point de cette droite qui décrit la irgjectoire. Pendant le
temps que le rayon vecteur aura mis s P en PAL,
ce nouveau mobile fictif aara déerit HES
correspondante sappelle vitesse de giissenment, ou viiesse le
long du rayon vecteur.

I/ztesse angulaire. — Prenons sur ie rayon vecteur une lon-
gucur constante Pm égale a I'unité. Lo déplacement de ce
point m, assujeili & rester ainsi & Punité de distance du
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centre P, mesure Uangle décrit par le rayon vecteur. La vi-
tesse du point m est ce qu'on appelle la vitesse angulaire ; on
lIa désigne habituellement par o ().

Fitesse aréolaire,— Enfin, considérant V'aire décrite par le
rayon vecteur, limité a la courbe que nous étudions, jadop-
terai le nom de vitesse aréolaire pour désigner le quotient de
Paire PMM’ par le temps df, sans rapporter d’ailleurs cette
vitesse a un point détermin¢ du ravon vecteur mobile.

Relations enire les vitesses précédemment définies. — On a
d’abord, en désignant par w la vitesse de circulation, par v, la
vitesse aréolaire, par v, la vitesse de glissement :

_df _dr
0)-—;1,77 g——”,la
db
w=ro-=or,
¢, —l;»zﬁ—lw,,:
T2 dt T 2 )

D’un autre c61é, en considérant le triangle infinitésimal
MM'M,, dont les ¢Otés sont proportionnels respectivement, a
la vitesse sur la trajectoire, a la vitesse de circulation et a la
vitesse de glissement ; ou bien le triangle fini semblable au
précédent, construit en prenant pour cdlés ces vitesses elles-
mémes, on a le théoréme suivant :

Tutorknr V. — Lavitesse d’un mobile sur sa trajectoire est
la résultante de la vitesse de circulation et de la vitesse de
glissement.

(*3 11 ne faut pas oublier que, pour le calcul de o, le temps doit étre ex-
primé en secondes, et que Pare msm, est rapporté & son rayon, supposé égal a
Yunité de longueur.

Dans les applications de la Cinématique aux machines, on est dans 1'usage de
définir une vitesse angulaire constante par le nombre des révolutions eflectuées
par le rayon vecteur dans une minute. Soit une roue faisant N tours par mi-
nute; un point de cette roue, situé a Vunité de distance du centre, parcourra par

3
minute un arc égal a 27N, et par seconde un are ¢gal i

0‘ y le mouvement
étant supposé¢ uniforme. On a done, pour un rayon quelconque de la roue,

__ 27N
~ 6o
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Dans le cas actuel, le triangle infinitésimal est toujours rec-
tangle. On a done

W= C0SI, (g==v¢ sini,
==t ot
8

Ainsi que nous Vavons dit quand nous avons posé d’une
manviére générale les bases de la théorie des mouvements
simultanés, tous les théorémes de Géométrie infinitésimale
qui se rapportent aux coordonnées polaires donnent lieu a
des théoremes corrélatifs de Cinématique, c’est-a-dire a des
relations entre les vitesses que nous venons de définir.

Par exemple, en divisant par dt les équations

dr=PNd9,
s =3IN G,

qui‘donnem les valeurs de la sous-normale et de la normale,
on obtient les théorémes suivants

Tacorkye VI. — Quand on rapporte le mouvement d’un
point dans un plan & un systéme de coordonnées polaires
quelcongue, le rapport de la vitesse de glissement @ la vitesse
angulaire est donné par la sous-normale & la trajectoire,

Tutorine VIL. — Le rapport de la vitesse d’un point mobile
& la vitesse angulaire autour d’un pole quelconque est égal &

la normale correspondante.

Application aiw mouvement des planétes. — Dans le mouve-
ment des planétes autour du soleil, on sait, d’aprés P'une des
lois de Kepler, que la vitesse aréolaire ¢, st une constonte.

On a done, en se reportant a Pexpression de celte vitesse :

¥ .
—mit=0;
2

d'ol
20
) == s
e
24
W= -
-
el enfin

w 20 aC
cosi rcost p

¢ =

7



46 PREMIERE SECTION. — CINEMATIQUE PURE.
en désignant par p la perpendiculaire, r cos i, abaissée du pdle
sur la tangente MH ( fig. 22).
De la les énoncés suivants :
Dans le mouvement d’une planéte autour du soleil :
1° La vitesse angulaire est en raison inverse du carré de la
distance de la plandte aw soleil.
20 La vitesse de circulation est en raison inverse de celte
méme distance.
3o Lavitesse de Uastre dans son orbite est en raison inverse
de la perpendicilaire abaissée du centre du soleil sur la tan-
gente & la {rajectoire.

Généralisation des résultaés précédents,

Dans tous nos raisounements relatifs aux coordonnées po-
laires, il faut bien remarquer que le pole P est simplement le
point de rencontre d’un certain rayon vecteur PM avee sa po-
sition infiniment voisine ( fig. 23). Rien n’eblige & supposer
qu’un treisiéme rayon vecteur infiniment voisin soit assujetti
a cnir passer au “-o?m de rencontre des deux premiers, en-
core moins que ce poiui de rencontre ou pole soit fixe d'une
maniére absolue.

Tous les résultats que nous venons de trouver pour les
tmes de egordonndes polaires ordinaires s’appliquent done

s¥
& des rayons vecteurs mobiles suivant une loi quelconque, en
substituani au pole fixe, pour chacun de ces rayons vecteurs,
le point ot ce ravon ost Coul)(* par sa pomm n infiniment voi-
Si*lé‘ ¢’est-a~dire le point ot il est tangent & son cnveloppe.

Ceotte remarqgue bicn sin »p'ﬂ a une grande lmportance au
point de vue des applications 2 la Géomérrie.

§ Hi. — Mirsope pE ROBERVAL POUR LE TRAGE DES TANGENTES
AUX LIGNES COURBES.

surla fin du xvne sicele, Tes gdometres {rancais et éuangers

se préoccupérent beaucoup du prebléme des tangentes aux
ligines courbes.

’

une étude historiqque faite par M. Dubamel, il ressort que
Doscartes donna la premiére méthode analytique rigoureuse
pour la solution de ce probléme. Descartes fut suivi dans
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cette voie par Fermat, Barrow, Huygens, Newton; et c’est de
ces recherches que sont sorlies les méthodes analytiques
actuelles; basées sur le calcul inventé simultanément par
Newton et par Leibnitz.

Vers la méme époque, Roberval (*) avait fait connaitre une
méthode géométrigue pour le tracé des tangentes, méthode
fort remarquable que nous allons exposer avec détail. Des
procédés directs, plus ou moins analogues & ceux de Rober-
val, ont été mix en usage par plusieurs géométres ses con-
temporains, entre autres par le marquis de PHopital, dans
son Analyse des infiniment petits; puis ce genre de spécu-
lations s’est trouvé presque complétement abandonné, sous
Pinfluence du vif éclat que jetait la nouvelle invention du
calcul infinitésimal. On y est revenu de nos jours : el la
méthode de Roberval, convenablement entendue, peut s'em-
ployer avantageusement dans un grand nombre de questions
auxquelles le caleul algébrique s’appliquerait peu élégamment.

Principe de Robercal. — Pour arriver & tracer la tangente
a une courbe définie géométriquement, Roberval considére
celle courbe comme la trajectoire d'un point mobhile; puis il
pose P'axiome suivant :

La direction di mouvement ’un point qui décrit wne ligne
courbe est la touchante de la ligne courbe en chaque position
de ce poini.

Sidone nous pouvons trouver, par la définition donnée, soit
les vitesses simultanées des projections d’un point de la courbe
sur deux axes coordonnés rectangulaires ou obliques, soit la
vitesse de circulation et Ia vitesse de glissement dans un sys-
téme polaire guelcongue, nous aurons, par une construction
connue, la grandeur de la vitesse propre du poini mobile,
et la direction de ceite vitesse, qui est celle de la tangente
cherchée.

Fai déj fajl observer que les définitions de la Géoméirie
ne peuvent donmer les vitesses simultanées elles-mémes;
mais clles donnent les rapports de ces vilesses : et c’est tout
ce qu’il faut pour déterminer une direction.

(%Y Traité des mouvements composés @ Divers ouvreges de Mathématiques et

de Physique, par Messicurs de VAcadcmie des Sciences, p. 8o.



[p‘% PREMIERE SECTION. — CINEMATIQUE PURE.

Le principe de la méthede de Roberval est done extréne-
nment simple; nous allons en montrer P'utilité par de nom-
breuses applications.

Tangente & la conchoile. — La définition de la conchoide
ordinaire, ou conchoide de Nicomeéde, peut étre généralisée
de ]a maniére suivante :

D'un point fixe O ( fig. 24), on méne un rayon vecteur quel
vient rencontrer une courbe que:’conqu« [N

L partir de ce
point d’intersection on porte sur la direction du rayon vec-
teur une longueur constante MM'. La courbe que nous con-
sidérons est le lieu des points M.

Pour mener la tangente a cette courbe, élevons au point M
une perpendiculaire sur le rayon vecteur; et regardons une
longueur arbitraive Mm, comptée sur ccile perpendiculaire,
comme représentant la vitesse de circulation correspondante
au point M. Par le point m, ainsi déterminé, concevons une
perpendiculaire nzm, sur Ms; Ia longueur de cetle perpen-
diculaire, limitée 3 la tangente connue MT, représentera la
vitesse du point M le long de son rayon vecteur.

Faisons la méme construction pour lc point M’ ¢ Ia vitesse
de circulation M m’. est dirigée suivant Ia pcrpvndxcumnc @
OW; d'ailleurs cette vitesse esta lavitesse de circulation Mm
dans le rapport de O3 a OXM; donc le point »/ est sur la
ligne Om prolongée. D'autre part, fa vitesse de glissement est
dirigée suivant la perpendiculaire & m'M/, et elle est égale a
mim,, puisque la distance MM’ est constante; done enfin on
aura la tangentc cherchée en prenant m' »i, == mm,, ct joi-
gnant M'n?,.

On peut remarguer que les normales aux deux cowbes se
coupent en un point N de la perpendiculaire élevée en O sur
le rayon vecteur. En effet, nous avons vu que la sous-nor-
male est égale au rapport de la vitesse de glissement a la vitesse
angulaire ; cette ligne a donc la méme valeur pour la courbe
/M) et pour la courbe (M’).

Draprés la remarque qui termine le § 1, ia construction
précédente sappliquerait encore si les droites telles que O3,
au licu de passer toutes par un point fixe, étaient menées
tangentiellement & une courbe quelconque.

La méthode de Roberval permet de trouver la tangente a la
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spirale d’Archimeéde, et & un grand nombre d’autres courbes;
mais, si clle peut rendre de trés-grands services, elle est par
contre assez dclicate a appliquer : Pinventeur lui-méme s’y
est fréquemment trompé. L'erreur do Roberval consistait a
confondre les composantes de la vitesse du mobile suivant
deux directions obliques, avec les prejections orthogonales de
cette méme vitesse. La faute était d'autant plus difficile & aper-
cevoir qu'on arrivait dailleurs & une construction exacte, par
une compensation d’erreurs. Voici, par exemple, le raisonne-
ment relatif au tracé de la tangente & hyperbole fg 25).

Puisque la différence entre les rayons vecteurs menés d’un
point de la courbe aux deux foyers cst constante, la vitesse est
évidemment Ja méme ie long de I'un ou de Pautre des rayons
vecteurs MF, 3F’. Partant de la, Roberval obtenait la tangente
en portant sur les rayons vecteurs des longueurs égales repré-
sentant cetie vitesse commune, et composant cnsuite ces deux
droites par la regle dua parallélogramme, lequel se trouvait
dans I'espece éire un losange : la diagonale de ce losange éuait
précisément la bissectrice de I'angle des rayons vecteurs. Le
résultat était donc juste, mais le raisonnement éait faux, car
les vitesses de glissement MN, MM, ne sont pas les compo-
santes de la vitesse du point M sur les direstions obligues
MF, Mi".

Voici comment il edt fallu présenier les choses. Soit MT
{ fig. 26) la vitesse du point qui déerit hyperbole; si nous
prenons le foyer F pour pole, la vitesse MT se présente comme
lIa résultante d’une certaine vitesse de circulation, MM, et de
la vitesse de glissement correspondante, M, T. Relativement
au podle ¥/, nous aurons & considérer des composantes ana-
logues, MM, M, T; et il résulte de I'égalité des deux vitesses
de glissement que le point T est sur la bissectrice de 'angle M.

Tangente & une conique définie par son foyer et sa direc-
trice. — Soit { fig. 27) M un point de la courbe. Projetons le
mouvement de ce point sur la directrice et sur une perpen-
diculaire; la vitesse MM’ est la résultante de deux longueurs,
MQ, QM', proportionnelles aux vitesses des projections du
point M. Cette méme vitesse, si 'on rapporte le mouvement
au foyer F considéré comme pole, est la résultante de la vi-
tesse de circulation M) et de la vitesse de glissement Q'M’,

I. 4
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Mais on a évidemment, d'aprés la définition de la courbe,

MQ  MF,
MQ T WD

[
si donc on éléve FL perpendiculaire sur ¥M, le quadrilatere
PMFL est semblable & QMQ'M, et le point M’ se trouve sur
la diagonale ML : cette diagonale est donc la tangente a la co-
nique (M),

Une construction identique fait cennaitre la tangente a une
courbe définie par le rapport des distances du point décrivant
a deux courbes quelconques, question qui se rattache a une
célehre théorie de Géométrie. Supposons que des rayons lu-
mincux, s’¢chappant normalement d’'une courbe donnée (A)
{ fig. 28), se réfractent sur une courbs [M). Dapres les lois
connues, le rapport du sinus de l'angle d’incidence au sinus
de Pangle de réfraction est constant. De plus, si l'on prend sur
le prelongement virtuel do rayon réfracté une longueur MR
qui soit & MI dans le rapport des sinus, le licu du point R
coupe & angle droit tous les rayons réfractés : nous appelle-
rons cette courbe (B) YVanticaustique (*) de (M) par rapport
aux rayons incidents.

Yeiproquement, le lieu du point 3 esi une courbe telle,
gue fe rapport des distances d’un de ses peints aux deux
courbes (A) et {B), considérées comme données, est con-
stant (**). En partant de cette définilion, et apnliquant ce qui
pricéde, on trouve aisément gue, pour aveir un point de Ia
tangente d la courhe (M), il faut élever aux points 1 et R des
droites perpendiculaires -respectivement sur MBI et MR, et
prolonger ces droites jusqu'a leur point de rencontre, N. La
ligne XN est la tangente cherchée..

La circonférence déerite sur MN comme diamétre passe par
les points I et R; d’olu il suit que les sinus des angles 7 et ¢/

(*; Lexpression d’anticanstique est due a Jacques Bermoulli, qui s'en est
servi seulement dans le cas de la véflexion. M. Quételet a ¢étudié les anti-
caustiques sous le nom assez impropre de caustigues secondaires.

(**) Lorsque les courbes { A) et {B) se réduisent chacune a un cercle, le lieu
est un ovale de Descartes; ¢’est une civconférence quand les deux cercles sont
svanouissants,
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sont dans le méme rapport que les longueurs Mi et MR : on
déduirait de la une démonsiration & posteriori du théoréme
fondamental de la théorie des caustiques.

Développement de la méthode de Robdercal.

Ces exemples suffisent pour montrer comment la méihode
ingénieuse, imaginée par Roberval, conduit a la détermination
géométrique des tangentes aux lieux courbes. Mais, si 'on
appliquait directement le principe de cette méthode & tous les
cas, on aurait souvent un grand nombre de vitesses simulta-
nées a considérer, ¢t on pourrait se trouver conduit a des
constructions, sinon impraticables, du moins extrémement
compliquées.

Pour éviter cet inconvénlent, il faut chercher & dégager du
principe de Roberval un petit nombre d’éléments simples, é1é-
ments ¢ui jozeront dans cette théorie le rdle que remplissent
dans le calcul différentiel les formules donnant la dérivée d'un
produit, d’'un quotient, d’une fouction de fonction, ete. Cest
ce qu'a fait M. Mannbeim dans des travaux encore & peu prés
inédits (*), dont nous allons extraire quelques formules fon-
damentales, et les ¢élégantes constructlions qui en découlent.

Prewikre FoRMULE @ fapression de la variation de longueur
d’une droite. — Considérons ( fig. 29) un rayon vecteur issu
du point O, et coupé aux points M et M par deux courbes
quelconques.

Soient N et N’ les points ot les normales & ces deux courbes
viennent rencontrer la perpendiculaire élevée en O sur le
rayon vecteur. Nous avens trouvé

d.OM = OXN {0,
d. 03 =0Nd0;

donce
(1) d KM = NN d0.
() Toir toutefois Nowvelles Annales de Mathématiques, t. AN1, p. 323, ot

to XV, p. 3715 Note de Géomérrie infinitésimale {Annales de Tortolind, 1. 117,
enfin une Note inscree & la fin du premier volume des Applications d Analise
et de Géometrie du géncral Poneelet.

.
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Cette formule donne la variation de la longueur MM/, inter-
ceptée sur une droite mobile par deux courbes quelconques.
La loi du mouvement de la droite indéfinie OMM’ est arbi-
traire ; le point O est celui ol cette droite est tangente a son
enveloppe (7).

Application. — Une droite MM ( fig. 30) se meut suivant
une loi quon définit en donnant Uenveloppe des positions
successives de cetle droite; elle rencontre deux courbes quel-
congques auz poinis M, M'. On partage la distance MM au
point M” en deux parties dont le rapport  soit constant :
trouver la normale au lieuw du point MW’

Tracons la perpendiculaire ON, les normales MN, 3M'N/,
aux courbes données; et soit M”N” la normale cherchée. On a

MM =2aM"3;
d’ou Von conclut
d. MM = 2d.M"\.
Or ,
d.MM" = NN"d8§,
d.M"M=N'Ndb;
donc
NN"=IN"N.

On obtient la normale en joignant M” au point N, qui di-
vise NN’ daps le rapport donné.

Probleme inverse de celui des tangentes. — Remarquons que
I'inverse du probléme ¢ui consiste a mener la tangente 4 une
courbe est celui dans lequel on demande, étant donnée la loi
du mouvement d’une droite, de déterminer le point ou cetle
droite est tangente a son cnveloppe. Par exemple :

Réciproque du probleme précédent.— Une droite rencontre
trois courbes données, de maniére que le rapport des segments
interceptés soit constant. On demande le point ox la droite
est tangente & son enveloppe.

(*) Dans le cas ou la longueur MM’ est une constante, on a
d. MM = o0, par conséquent NN —o.

C’est un résultat que nous avons déja eu occasion d’énoncer i propos de la
conchoide.
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Dans ce cas, les normales aux trois courbes sont les don-
nées de la question; et le probléme se trouve ramené par ce
qui précéde a Ia recherche d’une perpendiculaire a la droite
considérée, perpendiculaire qui soit divisée par les trois nor-
males dans le rapport donné.
Voici deux cas particuliers de ce probléme.
Centre de courbure de Uellipse. — On sait que les parties

de la normale a I'cllipse, comprises entre la courbe ctles axes,
b? . . .

sont dans le rapport constant —- Il suit de 1 que la solution

a

que nous venons de trouver nous fera connaitre le centre de
courbure de l'ellipse, en considérant ce point comme celui
ou la normale est tangente & son cnveloppe, ¢’est-a-dire a la
développée de I’ellipse.

Soit { fig. 31) MM'M” la normale donnée. Nos trois courbes
sont ici V elllp;e elle-méme, et ses deux axes CA, CB. Tracons
les normales M/N’, M”N”; il s’agit de construire une perpen-
diculaire a MM’ telle que I'on ait

oON MW b .
ON — MW T &
Soit T le point ou la tangente a l'ellipse rencontre Paxe
focal, je dis que la ligne M”T passe par le point N.
En effet, prolongeons MT jusqu’au point K, ou cette ligne
rencontre M”N”: on a évidemment

OV _MT _ v
ON” 7 MK — MW

Pe 1a Ia construction suivante :

Elever en M’ une perpendiculaire & M/M; par le point I, ol
ceite perpendiculaire vient couper le rayon CM, mener 10
paralléelement a4 CB; cette ligne rencontre MM” au centre de
courbure. ~

Centre de courbure de Uépicycloide. — L’épicycloide est
la courbe engendrée par un point M ( fig. 32), li¢ & un cercle
(C.), lorsque ce cercle roule sur un cercle fixe (C).

On sail que la normale & cette courbe est ia ligne qui joint
le point décrivant, M, au point de contact M’ des deux cercles.
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Joignons MC,, et menons par C une parallele & cetie ligne,
jusqu’a la rencontre de la normale, en M7, On a

ar_ R
MRS

cn appelant R, R,, les rayons respectifs du cercle fixe ct-du
cercle mobile. Or, C,M est constants done CM” est également
constant, et le licu dua point M” est un cercle concentrique au
cercle (C).
De plus,
MM R,
NN TR

done la normale MM’ est divisée par la courbe clle-méme ¢t
par les deux cercles déerits autour du point € en deux seg-
ments dont le rapport est constant; et 'on aura le centre de
courbure O de Pépicycloide en construisant une perpendicu-
Iaire ON'N” a MM/, telle que Pon ait

. ON' R,
NN TR

Pour cela, élevons en M une perpendicalaire sur MM, ter-
minée & MC,, joignons AC; le point de rencontre de cetie
ligne avec MM’ n'est autre chose que le point O (*).

En effet, prolongeons AM’ jusgu’en B; on a bien

ON' AW R,
NN TNBT R

Ces exemples montrent que le probléme des centres de
courbure se résout par les mémes principes que le probléme
des tangentes.

De ménie que nous avons ramené au prerier ordre les ques-
tions qui se rapportent au deusi¢me ordre différentiel, nous y
ramenerions évidemment celles du troisiéme ordre, et ainsi
de suite.

(*) Cette construction porte le nom de construction de Savary.
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Nouvelle application de la formule (1). — Résolvons en-
core un probléme long et pénible & traiter par la méthode
directe de Roberval, mais pour lequel la formule (1) fournit
une solution aussi simple qu’¢légante.

Considérons un certain nombre de droiies ui se coupent
toutes en un méme point M ( f/g. 33). Chacune de ces droites
est tangente & une courbe fixe, et limitée & deux autres courbes
données : on demande la normale au licu du point d’inter-
section de ces droites, lorsqu’on fait varier celles-ci de ma-
niére qu’on ait entre les longueurs interceptées une relation
donnée quelconque.

Soit MA Pune des droites. Représentons les longueurs telles
que AN par r, et soit

k firr,...)=o

I'équation donunée; cette équation différentiée produii

Y gy

T dri-+...=o,

ou

(h__o

Mais en menant les normales aux trois courbes (A}, (E), ('),

nous avons trouve
dr=N\NNd0,

d6 étant Pangle de deux positions intiniment voisines de AM.
Done

df -+

- NN'dfj=o.

z dr

Au lieu de Vangle d9, différent pour chacune des droites, in-
troduisons le facteur commun ds, qui représente le chemin
élémentaire parcouru parle point M, et qui est lié a d9 par

Féquation
ds =] P([@
il vient
Af NN
dr MP

L af

ea 7, élevons en F

Prenons sur MA une longueur MF ég
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une perpendiculaire sur MA, et joignons AN, A'N’; on a

NN GH
MP T ML’

. e d
et, puisque MI" a é1é pris égal a lf
ar

GH
2 MF 3o =

Mais le rapport esl le cosinus de I'angle EMP, que nous

M
ML
avons toujours désigné par /; on obtient done en définitive :

(a) Z GH cosi=o.

Or GH cosi représente la projection de GH sur la tangente
cherchée, et la sommez GH cosi est la projection sur celte

méme tangente de la ligne qui fermerait le polygone formé
par toutes les droites telles que GH, mises bout & bout & partir
du point M. Donc I'équation (a) nous apprend que la résuitante
de ces droites est perpendiculaire a la tangente, c’est-a-dire
qu’elle est précisément la normale au lieu (M}

Comme cas pam(*uller supposons que la courbe (E) soit la
développée de (A7) ( fig. 34), et (ue les courbes telles que (A)
se confondent avec le lieu déerit par le point M.

L’équation” f(r, r,,...)=o établit alors une relation entre
les distances d'un point du lieu & des courbes données, dis-
tances comptées sur les normales a ces courbes, L’équa-
tion (@) du cas général devient, comme il est facile de le voir,

2 FL cosi=o,
ou

Z MF sini = o.

Daprés cela, on peut remplacer la construction générale in-
diquée plus haut par la suivante.
On portera sur les normales MA’, MA',. .., des longueurs
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4
df d

MF, MF,,..., proportionnelles aux dérivées l 71

dr ar

on composera toutes ces droites : la résultante est la normale

cherchée.

Ceite solution, qu'il est tres-simple d’obtenir directement

en employant la formule

+y et

dr=ds sini,

se trouve dans A nalyse des infiniment petits {*

dpplication & Uhyperbole. — Dans ce cas, les courbes (A”)
sont au nombre de deux, et se réduisent chacune a un point
(fig. 35). On a

firy r)=r—r—za=o,

af _ 4 _
4 ——

=1, -+
y > dr,

d’ou

Deuvxikyne rormuie : Expression du rapport de deux arcs in-
Jfiniment petits. — Considérons toujours un déplacement infi-
niment petit de la droite OM { fig. 29), et désignons par ds,
ds’, les arcs décrits par les points M et M’ sur deux courbes
données quelcongues.

On a
ds =)MN (lé
ds
d'ou
() ds ]
45 = WN

Application. — Soit un triangle NM'M" { fig. 36 ), variable
de forme et de position suivant une loi qzzelconque, on donne
Uenveloppe de chacun de ses cotés et les courbes décrites par
les sommets M, M’ : on demande la normale au liew du troi-
sieme sommet M.

Soient ds, ds’, ds”, les arcs déerits par les points M, M/, M”;
MB, M'B’ les normales aux courbes (M) et (M'); enfin M”B” la

(*) Section II, Proposition X. Le marquis de I'Hopital cite Tchirnhaus et
Fatio, comme avant vésolu avant lui des cas particuliers de cette question.
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normale demandée. On a, en menant les normales aux courbes
(0), (0"), (0),

ds _ NB_ ds _ \N'B ds" _ W'B”
ds WA ds" T MWA ds T NMs

En multipliant ces relations membre & membre, il vient

_ BB B
ALY A

¢quation d'otu on tire le rapport

.\j: 7 '§I/
:\l " Bl/

On est ramené¢ a un probleme de Géomdétrie élémentaire,
lequel consiste & mener par un point M” une droite qui so6it
coupée par deux autres droites dans un rapport déterminé.

7
Formule de Jewlon.———\e\\ ton a donné du rapport — g une

expression qu’cn raménerait aisément 4 la forme (2).

Menons les tangentes MA, 3VA { fig. 37, et considérons la
position infiniment voisine de la droite mobile comme une
transversale coupant les trois cotés du triangle AMM'. En ceri-
vant que le produit de trois segments non consécutifs est égal
au produil des trois autres, il vient

OM/ AR ds = QM. AN JY,

dou
ds OM.AM

(2 bis) s OMLAN

Cette formule résout immediatement le probiéme suivant:

Une droite mobile détache d’une courbe donnée un arc con-
stant: trouver le point oit celte droile touche son enveloppe.

Pour exprimer que larc intercepté est constant, il suffit
d’éerire que les chemins infiniment petits ds, ds', parcourus
respectivement par les points M et M/, sont égaux.

(* ) Cette relation est vraic pour un polygene variable d’un nombre quel-
conque de ¢6tés. Elle se trouve dans la Statigue de Maebius pour le cas seule-
ment ol les eotés du polygone sont de grandeur constante.
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Or la formule (2 bis) donne dans ce cas

OM __ AW
oM — AM

on obtient le point O en menant la bissectrice AB de Pangle
des tangentes { fig. 38), et prenant OM’ == BM.

Trowstine rorucie @ Expression de la variation de Uangle de
deux droites. — (n donne les enveloppes des deux droites,
et la courbe déerite par leur point de rencontre { fig. 39).

En désignant par d§ et d9' les déplacements angulaires des
rayons vecteurs OM, O'M, et appliquant les formules connues,
on a

p s g O
L/J__MNa =N
d'ott
oy I R VS L
(3] dD=d5 —d5— ds <Mx' Mx)

Application. — Considérons ( fig. 40) la normale MN a 1'el-
‘lipse, laquelle partage en deux partics égales 'angle des rayons
vecteurs, FME". De I’équation
FMN = NMI,
on conclut
d.FMN = d . NMI;

d’ol, d’apres la formule {3}, en supprimant ds et représentant
par O le point ot MN touche son enveloppe, c’est-a-dire le
centre de courbure de Pellipse,

1 I . 1 I
MO~ MN MY MO’
2 1 1

MO 7AMN TSN
O est done Pharmouique conjugué de M par rapporta Neta N'.
QuatrikNE voruvLE ¢ Expression de la varialion d'une aire
curviligne. — Enfin la formule de la vitesse aréolaire,

\ A
(4) ds =1L, .

s’emploiera de la méme manieére que les précédentes, dans les
questions ol entreront des aires,
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Par exemple, si 'on suppose qu’une droite MM’ ( fig. 41) se
meuve de telle sorte que laire du segment MM soit con-
stante, on trouve immédiatement que le point de contact O
de la droite MM’ avec son enveloppe est le milieu de la corde
interceptée.

De plus, nous obtiendrons le centre de coarbure de I'en-
veloppe (0), en considérant la droite MM’ comme assujettie
a étre coupée en deux pariies égales par une courbe trés-
voisine de 'enveloppe. D’'aprés les principes établis, la nor-
male d la courbe auxiliaire vient rencontrer la normale ON au
milieu G de NN/, et si 'on suppose que notre courbe fictive
se confonde avec l'enveloppe, ce milieu C n’est autre chose
que le centre de courbure de cette enveloppe.

Application & Ulyperbole ( fig. 42). — La droite mobile MAV
coupe deux droites fixes de maniére a former avec celles-ci un
triangle d’aire constante. L’enveloppe est une hyperbole ayant
les droites fixes pour asymptotes; le point de contact est au
milieu de MM, et la construction précédente fait connaitre le
centre de courbure correspondant, C.

En résumé, les quaire formules primordiales que nous ve-
nons d’établir sont les éléments d’'une méthode générale qui
permet de résoudre simplement un grand nombre de pro-
biemes de Géométrie infinitésimale.

Ces formules, et d’autres analogues (*), facilitent singuliére-
ment les applications de Ia méthode de Roberval, et donnent
a cette belle méthode une portée dont on ne parait pas s’étre
jusqu’ici suftisamment rendu compte.

(*) Jai da me borner a donner ici ce court extrait des rechierches de
M. Mannheim, lequel suflit pour montrer de quelle utilité sont en Géométrie
les considérations du domaine de la Cindématigue.

11 cst tacile de comprendre que les formules que nous avons posées, et qui
se rapportent a de simples lignes planes, ne sont pour M. BMannheim que le
point de départ de recherches relatives aux expressions géométriques d’infini-
ment petits de divers ordres, se rattachant 4 des figures planes, sphériques,
tracées sur des surfaces arbitraires, ou cncore i des déplacements queleonques
dans T'espace.

Nous laissons a cet habile géomeétre le soin de faire lui-méme en temps et
lieu T'exposition compléte de ses travaux intéressants de Géométirie infinitési-
male, avec tout le développement que comporte un pareil sujet.
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§ IV. — DE L’ACCELERATION DANS LES MOUVEMENTS SIMCLTANES.

Nous avons réduit I'étude d’'un mouvement curviligne
quelconque a celle de trois mouvements rectilignes simulta-
nés; el nous avons donné sous une forme élégante les rela-
tions de grandeur el de direction qui existent centre la vitesse

o s . -
propre du mobile, 0 et les vitesses de ses projeclions sur
3

dx dy dz

de’ di’ dt”

Cherchons de méme les lois qui régissent les accélérations
d*s Jd*x d*y diz
At e de de
Ftudions d’abord le cas d’une trajectoire rectiligne.

trois axes coordonnés :

de ces divers mouvements, a savoir :

Mouvement rectiligne.

Soient ( fig. 43) MD la trajectoire, Az, Ay, Az, trois axes
que nous supposerons, pour fixer les idées, rectangulaires.
De I’équation

(1) v;=— v oS,
« €tant constant, on déduit

dv, dv cos

—_— = o

dt dt ’
c'est-a-dire, en désignant par j. et par j l'accélération de la
projection et l'accélération du mobile lui-méme,

(2) Je=J COSz,

éguation de méme forme que 'équation (1},

Ainsi, dans le cas du mouvement rectiligne, tous les résul-
tats qui sont relatifs aux projections des vitesses s'appliquent
aux accéléralions; et nous pouvons énoncer, relativement a la
projection orthogonale ou oblique du mouvement rectiligne,
le théoréme général suivant :

TreorkME §. — Dans le mouvement rectiligne, la résultante

des vitesses des trois projeciions du point mobile est dirigée
suivant la trajectoire de ce mobile, et égale & sa vitesse ¢;
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la résultante des accélérations des projections est aussi dirigée

dv
sutvant la tr(JPctone rectiligne, elle a pour valeur — .

dt

En supposant toujours le mouvement rectiligne, on trou-
verait des relations projectives du méme genre entre les déri-
vées du troisieme, du quatriéme ordre, ete., si Pon voulait
s’en occuper.

Houvement curviligne.

Les théorémes relatifs aux vitesses s'appliquent a une tra-
jectoire curviligne aussi bien qu'a une trajectoire rectiligne:
en effet, tant qu’on s’occupe seulement de deux points infini-
ment voisins, il est permis de remplacer unc courbe quel-
conque par sa tangente.

Au contraire, la courbure de la trajectoire intervient néces-
sairement dans les questions qui se rapportent aux accéléra-
tions, questions dans lesquelles on doit considérer sur la tra-
jectoire, non plus deux, mais trois points infiniment voisins,
deux éléments consécutifs.

En ofl'et dans Ie cas ol la trajectoirc MM’ est uiie ligne
courbe { fig. 44), Pangle « n’est pas constant, ct la différen-
tiation oe l équation (1) produit

d.cosx

(3) Je==J COS ot~ 7

L’équation (2) cesse donc d’avoir lieu, et I'aceélération de la
projection n’est pas Ia projection de 'accélération du mobile;
ou, si on veut, la résultante des (Iuanmes Je» jr» J2» dans le
mouvement curviligne, n'est pas dirigée suivant Ja tangente a

. . , Ui
la trajectoire; elle n’a pas pour valeur a7

On est ainsi averti de Vexistence d’un nouvel élément, qui
dépend, on ne saurait en douter, de la courbure de la tra-
jectoire du mobile : ¢’est en cherchant, par unc ¢tude appro-
fondie, a apprécier I'influence de cette courbure, que nous
arriverons a donner la relation géométrique qui exisie entre
les éléments du second ordre différentiel, dans les divers
mouvements simultanés qui nous occupent.

Mais auparavant faisons une application de ce qui est déja
acquis, afin de bien éclaircir toutes ces notions primordiales.
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Mowvement de la projection d’un point qui se meul sur un
cercle d’un mouvement uniforme.

Soient Az, Ay { fig. 45) deux axes auxquels nous rappor-
tons le mouvement. Prenons le point O pour origine des
espaces, et convenons de compter les temps a partir de lin-
stant ou le mobile M est en ce point.

Les ¢quations du mouvement circulaire uniforme de co
mobile sont

i

¥
= ni,

¢ =

S

en désignant la vitesse angulaire par o.

Considérons le mouvement du point P, projection de i
sur l'axe des 3. L'équation qui donne Pespace parcouru en
fonction du teraps est

(4) y=0P=R(1—coswi);

d'ou, en prenant les dérivées des deux membres par rapport
at,

(5) — =y, —=owlsinnt

Mais la quantité ¢, peut aussi s’obtenir, en vertu de Ia théo-
rie précédente, en considérant la vitesse du point P comme
la projection de la vitesse oR, compiés sur la tangente au
cercle dans le sens de la fléche : on retrouve ainsi précisé-
ment la valeur {5}, ce qui vérifie fe théoréme de la projection
des vitesses.

Quant a Paccélération du point P, nous l'aurcns en différen-
tiant Véquation {9) :

7

. do,
(6} B4
’ dt

el

=Reosnl=uo' {R—1)=w* < CP.

Cette accélération est propertionnelle a la distance qui
sépare le point P du point fixe C.

Or, dans le cas actuel, 'accélération du point M élant nulle,
il est bien évident que I'accélération de la projection n'est pas
la projection de l'accélération.

Construisons les courbes des espaces, des vilesses, des
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accélérations, pour le mouvement du point P, d’aprés les
équations (4), (5) et (6) (fig. 46). On voit par ces courbes
que le point P est animé d’un mouvement de va-et-vient,
dont I'amplitude est donnée par le diameétre du cercle. La
durée T, d’une oscillation compléte, est égale au temps d'une
révolution du peint M, soit 2%, En introduisant celle quan-

&)

tité T dans les formules, a la place de o, il vient

H 4 i
= R (1 — C0S27T ,—[,\ »

/

dv,  47°R !
@ = oS

On a souvent besoin, dans les machines, de communiguer
a certaines piéces un mouvement oscillatoire, rectiligne ou 4
peu prés. Les données de la question sont alors lamplitude
de Vexcursion et la durée d’une oscillation compléte, c¢’est-
a-dire les quantités 2R et T des formules (7); quant a la loi
du mouvement cntre les positions extrémes, clle est assez
généralement a peu prés arbitraire.

Toutes les fois qu’il en sera ainsi, on devra toujours se rap-
procher le plus possible de la loi précédente.

En effet, les trois courbes qui représentent cette loi sont
parfaitement continues, réguliéres et syméiriques : la vitesse
et I'accélération diminuent graduellement jusqu’a Pinstant de
leur changement de sens; et les écarts de ces deux quantités
suivent des lois identiques, de part et d’autre de leurs valeurs
moyennes.

Considérons une manivelle ( fig. 47) lournant autour d’un
centre fixe, et terminée par un bouton M. Pour projeter le
point M sur une direction fixe, le moyen géométriquement le
plus simple consiste a engager le bouton de la manivelle dans
une rainure, fixée a extrémité d’une tige guidée : si le mou-
vement de la manivelle est uniforme, un point quelconque de
la tige est animé du mouvement dont nous venons de donner
les lois.

Nous verrons (11¢ Section, § XHI) que le petit appareil ap-

o
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pclé excentrique triangulaire fournit également une solution
du probléme géoméirique qui nous occupe, au moins dans
certaines périodes de son mouvement.

Mais, ces dispositions offrant certains inconvénients au point
de vue pratique, on préfére généralement employer une barre
rectiligne, ou bielle, qui s’articule d’'une part avec le bouton
de la manivelle, d’autre part avec la tige guidée qui doit rece-
voir le mouvement de va-et-vient. Ce mouvement ne sera
pas tout a fait identique a celui de la projection du point M,
en raison de I'obliquité variable de la bielle; mais Vinfluence
de cette obliquité est d’autant moins sensible que la bielle
est plus longue par rapport & la manivelic : en supposant
la bielle infinie, on retomberait exactement sur le cas pré-
cédent.

Pratiquement, quand la bielle dépasse cing fois la longueur
de la manivelle, le mouvement de I'extrémité de cette bielle
différe assez peu du mouvement oscillatoire type que nous
venons d'étudier.

Nous reviendrons sur toutes ces questions dans la partie du
cours consacrée spécialement & I'étude géométrique des ma-
chines.

Théorie générale de Uaccélération dans le mouvement
curviligne.

Considérons une trajectoire curviligne quelconque ( fig. 48),
rapportée a trois axes coordonnés rectangulaires ou obligues;
et soit

(8) z=9(t)
I'équation du mouvement de la projection du mobile sur I'axe
des .

On peut toujours développer la fonction ¢ (¢) par la for-
mule de Maclaurin, et écrire

{9) z2=A+Bt+Ct?+Dt*+...;
d’ou
S Z—f:v,:B+2C!+3I)t’+...,
(10) J
Yz __ o,
t dt—zC—i—ﬁDt
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En faisant ¢ — o dans ces équations, on trouve
0 I .
(r1) A=2, B=v, C:-z_J"“”
D’ol, en désignant par 6 un temps infiniment petit, et négli-
geant les termes du 3¢ ordre,

(12) x:.:v"—%—ci@—%——;—j: 0 (*).

Cela posé, quel que soit le systéme de projections em-
ployé, nuus savons que la vitesse ¢° est la projection de la
vitesse ¢*; mais nous ne connaissons aucune relation entre
les accélérations, telles que j., des projections du mobile sur
un axe quelcongue; nous ne savons pas non plus comment
ces diverscs quantités sont liées avec Vaccéléraiion propre-
ment dite, J.

Simplification des équations du mouvement. — Pour arriver
a_combler cetle lacune, ce quil y a de mieux & faire, c’est de
transporter les axes coordonnés au point My, dans le voisi-
nage duquel nous nous proposons d'étudier les diverses affec-
tions_du mouvement. On a sainsi

x'=o0, y°=o0, 2=o,

De plus, jo prends pour plan des 23 le plan osculateur de la
trajectoire; alors, quelle que soit la direction de I'axe des z,
Pune des équations du mouvement scra nécessaircment, avec
I'approximation dont nous nous contentons,

z=o,

puisque le plan osculateur contient par définition trois points
infiniment voisins de la trajectoire du mobile, les seuls dont
nous nous occupions actuellement.

Enfin, dirigeons I'axe des & suivani la tangente a la trajec-

(*) On voit que négliger les termes du troisiéme degré en § revient a sup-
poser le mouvement uniformement varié. Il est évident que, pour chercher des
relations eutre des accclérations simultandes, il n’est pas néeessaire de s'in-

quiéter des variztions que ces quantités doivent subir par la suite. A ce point
de vue, cn peut indifféremment conserver ou supprimer I'indice o, dont les accé-
lérations sont aflectées dans les formules (i1), (12), et autres analogues.
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toire, au point M,; il résulte de la que, quel que soit 'axe
des ¥ dans le plan osculateur, la projection de la vitesse ¢ sur
cet axe sera nulle, et la projection de la méme vitesse sur
I'axe des z sera égale a ¢°,

On aura donc en définitive, en négligeant d'éerire I'égua-
tion 2 =0, les équations du mouvement sous la forme

(13)
1 o p
y=3J G,

j’ cty” étant de certains coefficients, qui dépendent du sys-
téme d'axes adopté.

Cela posé, a partir du point M, { fig. {9}, je prends sur la tan-
gente une longucur MLT égale & ¢°5; je joins fe point T, ainsi
déterminé, au point M; et je prends un nouvel axe des y paral-
lele & TM.

L'abscisse du point M, dans ce systéme, se trouve ainsi,
par construction, €gale & M,T ou & ¢'0; quant a Uexpression
de y, clle conserve la forme (13), & la condition d’atiribuer
au co-fficient que j'avais représenté d'une maniére générale
par J” la valeur particuliére qui convient aux nouveaux axes
coordonnés. Soit J cetle valeur; nous pouvons énoncer le
théoréme suivant:

Tutorine II. — Quelle que soit la trajectoire d’un point
mobile, on peut toujours trouver dans le plan osculateur de
cetle courbe deux axes, généralement obliques, tels que les
équations du mouvement, rapporté a ces deux axes, aient la
forme simple

| x =0, ve=",

I
(1§) j":';‘J917 ¢, =10,

Aceélération lotale. — La marche méme que nous avons
suivie pour élablir ce théoréme démontre que lc systéme
d'axes dont il est ici question est unique; et il est naturel de
penser que la guantitd J doit jouer le principal réle dans la
théorie des accélérations. Cette quantité J, que nous venons
de définir, est ce quon appelle 'accélération totale, et la

5.
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direction de I'axe, M, y”, qui correspond aux équations sim-
plifiées (14), est la divection de accélération totale.
La considération de Paccélération totale est due au général
Poncelet; elle a une trés-grande importance en Cinématique,
Cette importance résulte du théoréme suivant, qui est fon-
damental dans la théorie des accélérations simulianées.

Tutorine 11I. — L'accélération de la projection d’un point
mobile, surun axe quelconque, est la projection de U'accéléra-
tion totule sur le méme axe.

Reprenons Véquation générale
1.
=240+ ;J,Q’,

qui donne la loi du mouvement de la projection d’un point
mobile sur une droite quelconque, quand on néglige les puis-
sances de 8 supérieures a la deuxiéme.

On sait qu'il n’y a2 qu’une seule maniére de développer une
fonction suivant les puissances croissantes de la variable dont
elle dépend; dés lors, si, par un moven quelconque, nous
_ trouvons pour x une expression de la forme

A+BY4Co...,

le coefficient C sera nécessairement égal 4 la moitié de Iaccé-~
Iération, j., du mouvement rectiligne du point P.

Ceci posé, prenons trois axes quelconques Az, Ay, Az
(fig. 51), et projetons larc infiniment petit M,M sur Daxe
des x : la projection de cet arc est égale a celle du chemin
brisé M,TM. Or la projection de M,T est ¢?8; la projeciion

2

de TM est de méme le produit du facteur numérique b

la projection de J, projection qu’il est naturel de représenter
par J;; done

=+ v§e+ém=.

On conclut de 1a que j, estlaméme chose que J;, c’'est-a-dire
que Paccélération de la projection sur un axe quelconque est
la projection de l'accélération totule sur le méme axe.
Projection du mouvement sur un plan, — 8i nous projetons
sur un plan (fig. 52), parallelement a une direction quel-
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conque, l'arc de courhe M,M et la ligne brisée M,TM, nous
démontrerons par un raisonnement analogue que :

TurorkyMe IV, — L’accélération tolale de la projection d’un
mobile sur un plan est la projection de Uaccélération totale
sur ce plan.

Construction de Daccélération totale. — De la définition
que nous avons donnée de I'accélération totale résulte un pre-
mier moyen de construire cette quantité en grandeur et en
direction. Il suit en effet de cette définition que:

Tutorive V. — S on considére I'arc parcourw pendant le
temps infiniment court 0, et gu'on porte sur la tangente & cet
arc une longueur M,T=+¢'9, la ligne TM donne la direction
de Uaccélération lotale; et, en divisant la longueur de cette
ligne parle carré du temps, on obtient la moitié de J.

Ce résultat peut encore s’énoncer ainsi:

La corde du chemin parcourn pendant le temps 6 est la ré-

. 1
sultante des quantiiés 6 et 5 Jo.
Les équations
V== ¢,
v, =19,
fournissent une autre construction de l'accélération totale

(fig. 50), quand on connait les vitesses v* et v en grandeur et
en direction; en effet :

Treorime VI. — La vitesse, au bout d'un temps infiniment
petit 0, est la résultante de la vitesse initiale * et de la
vitesse J 8.

En d’autres termes:

8i Lon décompose la vitesse v en deuz, dont I'une soit la
vitesse initiule v, autre sera en grandeur et en direction
égale & J6 ().

(*) Dans le mouvement rectiligne, les deux quantités ¢, et J9 ont une direc-.
tion commune, et c'est leur somme algébrigue qui donne la vitesse finale .
Dans le cas général, la somme est remplacée par une résultante, comme cela
arrive toutes les fois qu'on a a ajouter des longueurs dont les directions ne
font pas les mémes.
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Quand on connait les lois du mouvement des projections
du mobile sur trois axes, on a, d’aprés le théoréme 1III, les
projections correspondantes de 'accélération totale; on peut
donc construire cette quantité.

Ceci démontre le théoéme suivant, qui n’est autre chose
que le théoréme I sous une autre forme :

Tatorive VII. — Les accélérations des projections d’un
point mobile, sur trois axes coordonnés quelconques, ont une
résultante qui est située dans le plan osculateur de la trajec-
toire, et qui représente en grandeur et en direction l'accélé-
ration lolale J.

La grandecr et la dircction de cette résultante sont indé-
pendantes du systéine d’axes cousidéré.

Enfin, quand on connait la trajecteoire, et la loi du mouve-
ment du mobile sur cette trajectoire, on peut construire I'ac-
célération totale en n'employvant que des quautités finies, et
sans passer par l'intermédiaire des projections du mouvement
sur trois axes.

, ., dv .
Pour cela, calculons la quantité -~ que nous appelions
’ dt i

simplement l'accélération, quand nous étudiions le mouve-
ment indépendamment de la trajcctoire.

Reprenons pour axes la tangente a la trajectoire, au point M,,
et la direction de l'aceélération totale ( fig. 50) 1 on a dans ce
systéme, et pour tous les points compris entre M, et M,

vo—, o,=10;
d’otr
o= o JP 0 - 000 ) G cos o
Différentions cette équation, il vient

'
(15) v:—‘i;;:J?G—f—vchosa;

d’ol1, comme 6 est infiniment petit, et que par suite ¢ différe
infiniment peu de ¢,

dv
Ti =Jecos«.
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. . dv - ey

Il suit de 13 que 7 est la projection de P'accélération totale
sur la tangente & la trajectoire.

. dv , . ..

Cette quantitd i S appellera désormais aceélération tangen-
tielle (*); et Von a le théoréme :

Tutorkue VIH. — L’accélération tangentielle est la profec—
tior. orthogonale de Uaccéléraiion totale sur la tangente.

Ayant ainsi la prejection de Yaccélération totale sur la tan-
gente, nous aurons achevé de définir cette quantité, si nous
en donnons la projection sur la normale principsle,

Or I'équation du mouvement, projeté orthogonalement sur
la normale principale, est de Ia forme

y:éJ sinea. 62

Mais, en considérant Parc M,M comme apparienant au cercle
osculateur de la trajectoire, et désignant le rayon de ce cercle

par p, ona { fig. 53)
ds’=2py;

d'ou, en remplacant y par sa valeur,
ds*=Jp sina.0

Enfin, comme le quotient de ds par § ou dt n’est autre chose
que la vitesse v, on trouve pour la projection cherchée :

2

(16 Jsina=".
) p

Tutortve 1X. — La projection de Uaccélération totale sur
.. v .
la normale principale est égale & — : elle est centripéte, ¢’est-
a-dire dirigée vers le centre de courbure de la trajectoire.
Laccélération centripéte est proportionnelle a la cour-

I o . .
bure -E;, quand on considére divers mobiles parcourant des

(*)- Dorénavant le mot accélération, quand il nous arrivera, pour abréger,
de I'employer sans épithéte, devra toujours étre entendu dans le sens d'accé-
Kration totale.
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trajectoires différentes avec des vitesses égales. Si I'on veut
introduire, a la place de la vitesse propre v, la vitesse angu-
laire w autour du centre de courbure, il faudra faire

v=rp,
d’olr

02
— = w'p,

nouvelle expression de Paccélération centripéte.

L’acc®lération totale étant comprise dans le plan osculateur
de la trajectoire, I'accélération tangentielle et Paccélération
centripéte sulfisent a a détermination de cette quantité. Ces
deux composantes dépendent des données immédiates de
Géoméirie et de Cinématique qui définissent le mouvement
dont on s’occupe; elles montrent distinctement 'influence,
sur I'accélération du mouvement projeté, de la courbure de
la trajectoire d’une part, du changement de la vitesse propre,
de Vautre :

Dans le mouvement curviligne uniforme, I'accélération tan-
gentielle est nulle, dore 'accélération totale est centripete{*);

Dans le mouvement rectiligne, I'accélération normale a la
trajectoire est nulle, et il n’y a pas d’autre accélération que
Paccélération tangentieile;

Enfin, dans le cas général, les deux accélérations partielles
se compesent, pour donner naissance a l'accélération totale :

Tatorine X. — Si on méne en un point de la trajectoire
d’un point mobile la tangente et la normale principale, et

(*) On voit que nous appliquons ici & un mouvement uniforme le mot accé-
leration, modifié d’ailleurs par une ¢pithéte convenable. 11 faut bien remarquer
que, lorsqu’il s’agit de grandeurs géométriques, deux lignes dont les longueurs
sont les mémes, mais dont les directions sont différentes, ne doivent pas étre
considérées comme géométriquement égales.

L’extension que nous donnons ici au mot accélération me semble donc
parfaitement légitime, et je ne saurais admettre avec M. Duhamel (Cours de
Mécanique, 3¢ édition, p. 19) que ce soit par trop détourner les mots de leur
sens naturel.

Fajouterai que je ne crois pas que jamais personne ait désigné la quantité J
sous le nom d'accélération du mouvement sur la trajectoire. La dénomination
d'accélération totale, tirée des legons du général Poncelet, ne peut donner lieu
a aucune ambiguité,
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quon porte respectivement sur ces lignes des longueurs égales

do .V . .
& el u;, la diagonale du parallélogramme construit sur
a

ces deux droites représente en grandeur et en direction ’ac-
célération totale du mobile.

Nous avons maintenant ce qu’il faut pour compléter I'étude
du mouvement oscillatoire défini par les équations (4), (5)
et (6) (p- 63).

Dans le mouvement circulaire uniforme du point M, 'accé-
lération totale est centripéte; elle a pour valeur w?R. La pro-
jection de cette ligne sur le diamétre OC, ou sur 'axe Ay, est

J,=w’R coswi.

Cest précisément Pexpression que nous avons trouvée di-
rectement pour accélération du point P.

Faisons encore une application de la théorie tout & fait capi-
tale que nous venons d’exposer.

Accélération totale dans le mouvement des planétes autour
du soleil,

1° Je dis en premier lieu que P'accélération totale est diri-
gée constamment vers le foyer ou pdle F, autour duquel les
aires décrites sont proportionnelles aux temps { fig. 54).

En effet, considérons la planéte dans une position quel-
conque M,, et soient M, M,, deux positions infiniment voi-
sines de la premiére, répondant & deux intervalles de temps
consécutifs égaux.

Comme les aires parcourues sont proportionnelles aux
temps, on a

MM, F =FMM..

Cela posé, pour avoir la direction de T'accélération totale, il
faut prendre sur la direction de I'élément M, M une longueur
M,T, égale & I'espace parcouru en vertu de la vitesse ¢° pen-
dant le temps correspondant au déplacement réel M,M,, et
joindre le point T au point M,.

Les deux éléments consécutifs du temps ayant été pris
égaux, on a

MT =M,M,
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d’ol I'on conclut
MTF = MM, == MM, F.
Mais, les deux triangles MTF et ML F avant la base MF com-
munc, leurs sommets T, M., sont sur une paralléle & cette
base; done TM, est paralléle & MT, et la direction de I'aceéléra-
tion tolale, au point My, est cellie du rayon vecteur MF, ou M, F.
2° Nous avons trouvé précédemment, en supposant la vi-
tesse aréolaire constante et égule & €, que la vitesse corres-
pondante, v, du mobile sur sa trajcctoire, avait pour expres-
. 20
sion ———: done
rcosi’

o__te

p pricosi
Dapres la théorie précédente, cett2 quantité est aussi égale &
Jeosi: on a ainsi pour 'accélération totale :
4C

TP peostd

(v7) .
Newton a démontré dautre part que le produit pcosi est
constant dans lellipse; donc l'accélération totale varie en
raison inverse du carré de la distance de la planéte au soleil.

Remarquons que notre premier résultat est indépendant de
la nature de la courbe décrite; ainsi:

Toutes les fois que les aires décrites par un mobile autour
d’un point fixe ¥ sont proportionnelles aux temps, Uaccélé-
ration totale est dirigée vers le point F.

Quant a la grandeur de cette accélération totale, clie dépend
de Ia nature de la trajectoire, et de la prsition du pole F dans
le plan de cette courbe, par la quantit® p cos® 1. Ainsi :

Dans Pellipse rapportée & son contre, on trouve

. K .
p €Os*t = L J=Wr;

Dans la spirale logarithmique, on a

. , K
ocos’i =Kr, J:F"
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CHAPITRE IL

MOUVEMENT D'UN POINT RELATIVEMENT A UN SYSTEME MOBILE.

La notion du mouvement relatif nous est aussi familidre que
celle du mouvement absolu. Nous avons dit que, pour étudier
le mouvement d’un point dans U'espace, on compare les posi-
tions successives de ce point & certains points fixes, qu'on
nomme points de repére. Le géométre emploie habituelle-
ment pour systéme de comparaison trois axes rectangulaires;
on peut d'aitleurs faire usage de toul autre systéme de coor-
données que I’on voudra.

Mais si, au lieu de comparer les positions successives du
mobile & des points fixes, on les rapporte & des points de re-
pére qui soient eux-mémes en mouvement, il est clair que le
mouvement qu'on observera ainsi Le sera pas le mouvement
véritable 5 on Vappelle mouvement relatif,

Cest ainsi qu’un voyageur en bateau voit se déplacer tous
les objets parfaitement fixes qui sont sur les rives. Par contre,
un objet ui se mouvrait sur le pont du bateau, en sens inverse
de la marche de celui-ci et avec une vitesse égal>, serait
réellement au repos. Dans tous les cas il est évident que le
mouvement réel, ou absolu, dépend a la fois du mouvement
apparent, et du déplacement du batcau ou mouvement d’en-
tratnement. On dit que le meuvement absolu est composé
des dcux derniers; et le problénie qui consiste a déterniiner
le mouvement absolu, quand on connait le mouvement relatif
et le mouvement d’entrainement, est connu sous le nom de
probléme de la composition des mouvements.

§ V. — DEFINITION DU MOUVEMENT RELATIF D'UN POINT.

Il ¢agit de préciser ces notions. Imaginons que nous mesu-
rions a chague instant Ies coordonnées d'un point mobile par
rapporta trois axes, rectangulaires ou obliques. Si cesaxes sont
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fixes, les variations des coordonnées nous feront connaiire le
mouvement absolu du point. ‘

Dans le cas contraire, considérons quelque part trois axes
fixes pareils aux premiers, et un point fictif assujetti a avoir
a chaque instant, par rapport & ces axes fixes, des coordon-
nées égales a celles du point en question par rapport aux axes
mobiles. Le mouvement absolu de ce point est ce qu'on ap-
pelle le mouvement relatif du point donné. Ainsi:

Derixirion. — Le mouvement d’un point relativement & des
axes mobiles est le mouvement absolu d’un point fictif qui
aurait ¢ c/zaque instant, par rapport a des axes _ﬁxé‘s, les
mémes coordonnées que le premier par rapport aux azxes mo-
biles. ,

La trajectoire de ce point fictif est la trajectoire relative du
point donné, sa vitesse est la vitesse relative, son accéléra-
tion totale est I'accélération totale relative.

Importance de la théorie des mouvements relatifs.— Cest
ici le lieu de remarquer qu'au commencement du cours nous
avons fajt une pétition de principe, qui v’avait pas alors d’in-
convénients, mais sur laquelle il faut revenir a présent,

Nous avons dit qu’on reconnaissait 'état de repos ou de
mouvement d’un point, en mesurant les coordonnées de ce
point par rapport a trois axes fixes. Or, 11 est clair quen
supposant que nous possédions ainsi trois axes reconnus pour
fixes, nous avons admis précisément ce qui était en question.
Ceci n'infirme d’ailleurs en rien les résultats auxquels nous
sommes arrivés, du moins au point de vue rationnel; en effet,
si jusqu’ici nous n’avons aucun moyen de nous procurer des
axes fixes, nous concevons certainement l'existence d'un
pareil systéme d’axes : et cela suffit pour légitimer toutes les
spéculations qui précédent.

Mais il importe actuellement d’examiner le cas ou les axes
auxquels on rapporte le mouvement ¢'un corps sont mobiles,
puisqu’on n’est jamais assuré d’avoir 4 sa disposition des points
de repére fixes d’une maniere absolue.

Les anciens, croyant & 'immobilité de notre globe, rap-
portaient les mouvements qui s’effectuent a la surface de la
terre, et méme dans le ciel, a des axes tels que la verticale
du lieu ou ils observaient, I'horizontale méridienne, et celle
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qui est perperdiculaire a celle-ci. On sait aujourd’hui que la
terre tourne; et il est a remarquer que des phénoménes pure-
ment mécaniques auraient pu, a défaut des découvertes astro-
nomiques, conduire les savanis & la connaissance de cette
vérité. En effet, la rotation de la terre produit, comme nous
le verrons plus tard, des perturbations sensibles dans les
mouvements des pendules, le tir des projectiles, la chute
des corps pesants, etc. Pour ne citer qu'un seul exemple,
I'observation attentive des oscillations du pendule, en mon-
trant que les phénoménes observés sont incompatibles avee
I’hypothése de la fixité de la terre, aurait démontré récem-
ment le-mouvement de rotation de notre globe, si cette vérité
p’avait été déja bien et dament acquise a la science. Cest
dans le ciel qu’on cherche anjourd’hui des points de repére
fixes. Encore est-il des phénomeénes, exigeant une observa-
tion plus délicate, qui semblent démontrer que les étoiles
dites fixes elles-mémes sont en mouvement par rapport &
notre systéme solaire. Il suit de la que, quoi que nous fas-
sions, nous n’observerons jamais que des mouvements rela-
lifs : ¢’est ce qui donne un grand intérét & la théorie que nous
allons aborder.

Admettons donc qu’on rapporte le point mobile qu’on
étudie 4 un systéme de comparaison animé lui-méme d'un
certain mouvement. Pour définir Je mouvement de ce sys-
téme, il faut que nous anticipions un peu sur le chapitre sui-
vant, consacré au mouvement des systémes de points et en
particulier des corps solides; mais il n’y a a cela aucun incon-
vénient: il y en aurait au contraire beaucoup a vouloir s’as-
treindre a4 un ordre trop méthodique, si ’on devait y perdre
sous le rapport de la clarté.

Considérons un systéme de points mobiles dont la réunion
consiitue un corps solide, c’est-a-dire non déformable. Pour
appliquer le calcul aux mouvements de ce systéme, nous choi-
sirons trois axes, fixes par rapport & lui, Oz, Oy, Oz, : les
coordonnées de tous les points du corps par rapport a ces
axes seront des constantes, le corps étant supposé invariable
de forme; et il suffira évidemment de connaitre le mouvement
de ces trois axes pour que celui du systéme toul entier soit
déterminé. En effet, on pourra toujours assigner & un instant
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donné la position d’an point du systéme d’aprés la connais-
sance de la situation actuelle des axes, et des coordonnées a,
¥, 21, prises par rapport a ces axes, coordonnées gui n’ont pas
changé de valeur. Quand nous dirons que nous considérons un
point comme lié invariablement au solide, cela voudra dire
qu'a partir de I'instant ou nous élablissons cette liaison, les
coordonnées x, 1, 7, de ce point resteront conslantes.

D’autres fois, on trouvera plus commode de définir sim-
plement les mouvements de trois points du systéme (non .
situés en ligne droite) : ceci fait ¢galement connaitre le mou- :
vement du solide tout entier, puisque les distances mutuelles °
de deux points d'un solide sont invariables, quel que soit le
déplacement commun de I'ensemble.

Cela posé, si 'on cherche & se représenter un corps solide
qui se transporte dans 'espace d'une maniére guelconque, on
se fait fort difficilement une idée d’un pareil mouvement. Ona,
au contraire, une idée trés-nette de deux mouvements simples
que nous allons définir, et qui sont les seuls dont nous nous
occuperons pour le moment.

Mouvement de translation.

Si trois points, A, B, C, d'un corps solide en mouvement
(fig. 55) ont & un instant donné quelconque des vitesses
égales et paralléles, le mouvement porte le nom de mouve-
ment de translation.

Les cdités du triangle ABC se meuvent paraliclement & eux-
mémes : car, dans un espace de temps infiniment petit, les
sommets de ce triangle parcourent tous trois des chemins
paralléles, et égaux au produit de la vitesse commune par
élémentdu temps. Une droite quelconque du systéme reste
également parallele a elleméme dans toutes les positions
du solide : on dit souvent que le corps toul entier se meut
parallélement & lui-méme. Enfin les trajectoires de tous les
points sont superposables, elles peuvent étre dailleurs recti-
lignes ou curvilignes.

La vitesse commune de tous les points, & un instant donné,
sappelle la vitesse du solide & cet instant. La direction et la
grandeur de cetle vitesse varient en général avec le temps
d’une maniére quelconque.
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Mowuvement de rotation.

8i deux points d’un solide en mouvement restent constam-
ment immobiles dans I'espace, tous les points de la ligne qui

Ljoiat ces deux points restent aussi fixes. Les aulres points du

* co#ps décrivent des cercles perpendiculaires 4 cette droite. On
dit que le solide tourne autour de la droite fixe, & laquelle on
donne le nom d’'axe de rotation.

1] serait possible que cet axe n'appartint pas au solide pro-
prement dit; c’est ce qui arrive dans le cas d'un anneau tour-
nant autour de son axe de figure. Cetle circonsiance ne mo-
dific en rien ce que nous venons de dire, d’aprés la définition
gque nous avons donnée de ce quon doit entendre par un
solide, au point de vue géoméirique.

Dans le mouvement de rotation, les perpendiculaires abais-
sées des divers pomts du solide sur Paxe décrivent simulta-
nément des angles éganx; la valeur commune de tous ces
angles, correspondante & un temps quelcongue, est ce qu'on
appelle le déplacement angulaire du solide pendant ce temps,
Un mouvement de rotation est défini par la loi qui donne la
valeur de ce déplacement angulaire en fonction du temps.
La vitesse angulaire est le quotient d'un déplacement angu-
laire infiniment petit par le temps d¢.

Soient w celte vitesse angulaire, et v la vitesse d’un point
quelconque situé & une distance r de l'axe de rotation; on a

V=uwr.

Un mouvement de rotation est uniforme ou varié, selon
que la vitesse anguliire est constante ou variable : dans ce

e . .
dernier cas, la guaniité a7 s appelle Vaccélération angulaire.

Il faut bien se garder de confondre una translation suivant
une trajectoire cu-mhwe aver une rotation. On dit commu-
nément que la lune tourne autour de la terre; mais pour
que cette assertion soit fondée, il faut démontrer que le
mouvement de la luns est bien un mouvement de rotation
el non pas une translation circulaire.

Représentons par C (fig. 55) une position du globe lunaire,
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et par AB la trace, sur le plan de 'orbite, du cercle de contour
apparent.

Dans I'hypothése d'un mouvement de translation, le dia-
métre AB doit rester paralléle & lui-méme; et il est évident
quon verra successivement de la terre, supposée en T,
toutes les parties de la lune dans la période entiére de sa’ré-
volution. Si, au contraire, le mouvenment est une rotation’ le
diameétre AB restera toujours perpendiculaire a la ligne des
centres, et par suite on ne verra jamais qu’un seul des hémi-
sphéres de la lune. L’observation ayant démontré que c’est
précisément la ce qui arrive (du moins si I'on fait abstraction
des petites inégalités du mouvement de notre satellite), il
- g'ensuit qu'on a le droit de dire que la lune a un mouve-
ment de rotation aatour de la terre supposée fixe.

Le soleil, dans son mouvement apparent, décrit, lui aussi,
a peu pres un cercle autour de la terre; mais comme cet
astre s¢ montre successivement 4 nous sous toutes ses faces,
on voit que son mouvement n’est pas une rolation. Ce n’est
d’ailleurs pas davantage une translation : ¢’est un mouvement
plus compliqué sur lequel nous reviendrons.

Il est évident qu’il n’y a lieu de faire ces distinctions que
dans le cas ou il s’agit d’'un corps de dimensions finies : le
mouvement d’un point n’est pas plus une translation qu'une
rotation; c’est un mouvement simple,

Données numériques relatives & la rotation diurne de la
terre, — La terre est animée d’'un mouvement de rotation
uniforme autour de la ligne des poles. La durée d’une révo-
lution compléte est ce que les astronomes appellent le jour
sidéral, lequel se compose de 86164 secondes de temps moyen.

On a donc pour la vitesse angulaire de la terre :

2w
"= 861064

La vitesse d’un point situé & Déquateur est nR ou
0,000073.R, c’est-a-dire environ 465 métres : c’est 4 peu prés
la vitesse d’un boulet de canon.

Euofin le carré de la vitesse angulaire de la terre est une
quantité fort petite dont la valeur est

== 0,000073.

n? = 0,0000000053.
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Représentation géométrique des rotations.

Pour qu'une rotation soit définie d’'une maniére compléte,
il faut qu’on connaisse I'axe autour duquel elle s’effectue, la
vitesse angulaire o, et enfin le sens du mouvement. On re-
présente la vitesse angulaire par une longueur, en la rappor-
tant & une unité arbitraire, et on porte cette longueur sur la
direction de I'axe; de sorte qu’'une simple ligne terminée OP
(fig. 57) représente a la fois 'axe et Ia grandeur de la rotation,
Cette méme ligne en indiquera encore le sens, par cette con-
vention qu’en se plagcant & Uextrémité P considérée comme
le nord, pour regarde devant soi le point O considéré comme
le midi, larotation se fera de gauche & droite, comme se fait,
@& nos yeuz, le mouvement du solerl (*).

Ce sens est celui dans lequel tournent les aiguilles d'une
montre, celui d’'une vis que 'on enfonce. C’est le sens rétro-
grade des astronomes, le sens direct étant celui des mouve-
ments réels,

Azxe de la rotation terrestre. — Il suit de la que la ligne qui
représente la rotation diurne est dirigée du centre de la terre
vers le pole sud : si I'on veut prendre pour axe la partie nord
de la ligne des poles, il faut attribuer a la vitesse angulaire la

valeur négative
0) == —n.,

Il résulte encore de la convention précédente que, si l'on
considére trois axes rectangulaires disposés a la maniére ordi-
naire { fig. 58), une rotation Oz correspond & un mouvement
dirigé de Ox vers Oy; et ainsi de suite, conformément aux
fléches.

Composition et décomposition des mouvemenlts.

Le probléme de la composition des mouvements est celui
dans lequel on demande de trouver le mouvement composé,
quand on connait le mouvement d’entrainement et le mouve-
ment relatif. Le probléme inverse consiste, étant donné lc
mouvement réel d’un point, a trouver son mouvement par

(*) Powsor, Théorie nouvelle de la rotation des corps.

I. 6
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rappert a un systéme dont le mouvement est également
donné; ou bien encore, connaissant le mouvement réel et le
mouvement apparent, & trouver le mouvement dont est animé
le systeme de comparaison.

Nous prendrons toujours pour ce systéme de comparaison
trois axes rectangulaires, Ox, Oy, Oz ( fig. 5g). Nous mesu-
rerons & chaque instant les coordonnées du point mobile par
rapport & ces trois axes : en reportant ces coordonnées sur
trois axes fixes, nous obtiendrons la trajectoire relative. Le
mouvement relatif est celui qu’on observe quand on participe,
sans en avoir conscience, au mouvement des axes de com-
paraison, et, dans ce cas, on qualific souvent le mouvement
velatif de mouvement apparent; mais on concoit qu'il est éga-
fement possible de mesurer les coordonnées d'un point par
rapport & des axes mobiles desquels on est soi-méme tout a
fait indépendant, et dont on connalt parfaitement le mouve-
ment.

Reportons-nous maintenant & Vorigine du mouvement {¢’est-
a-dire & un instant quelcondque, pris pour origine des temps),
et supposons qu’a partir de cet instant les axes mobiles en-
trainent avec cux la trajectoire relative; le point M, dans son
mouvement absolu, restera constamment sur celle-ci: et 'on
saura trouver a chaque instant la position de ce mobile dans
Pespace, puisqu’on connait par le mouvemeni des axes la
position de la trajectoire relative, au temps ¢, et par la loi du
mouvenment sur cetle trajectoire, le lieu appaxcnt du mobile
a la méme époque.

Soient ( fig. 60) AB, A'B’, A”B”,..., les positions de la tra-
jecloire relative, aux temps ¢, ¢/, £”,...; et supposons qu’a ces
diverses époques le mobile se trouve aux points M, N, P,...,
de la courbe mobile AB.

A la fin du temps ¢, le mobile est en M; 4 la fin du temps ¢’
il est au point N de la courbe AB; mais cette courbe se trouve
alors dans la position A'B’, et le point N a é1é transporté en
N’ : done, ala fin du temps ¢/, le mobile est en N'. On verra
de méme qu’a la fin du temps £” il se trouve en P?, et ainsi
de suite. Le point mobile décrit donc dans Uespace la trajec-
toire MN'P”...., et il occupe sur cette trajectoire les positions
M, N, P”,..., aux valeurs ¢, ¢/, t",..., du temps.
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On a ainsi la trajectoire absolue, ainsi gue Ia loi du mouve~
ment sur cetle trajectoire, ¢’est-a-dire que 'on connaii d'une
maniére compléte le mouvement absolu, par e moyen des
deux mouvements composants.

Analytiquement, le probléme de la composition et de Ia
décomposition des mouvements est une pure guestion de

_ransformation de coordonnées,

Soient £, %/, ¥/, les coordonnées de Vorigine des axes mo-
biles; désignons par «, &/, a”; b, V', V"5 ¢, ¢/, ¢” les cosinus
des angles formés par ces axes mobiles avec les axes fixes;
c’esi-a-dire posons

[ a==cosx, t, a'=cosy, £, a’=cosz, L,

b=cosz,n, V'=cosy,n, b'==cosz 3

¢c=cosxz, £, ¢ ==cosy,{, ¢"=cosz {;

enfin soient &, 3, z, Ics coordonnées relatives du point dont
nous étudions le mouvement. Les formules générales de trans-
formation donnent les valeurs suivanies pour Ies coordonnées
du méme point par rapport aux axes fixes :

E=t+ar+ady+a's,
n=y'4bx 4 by -+ "z,
=8¢ 4cx4-cy+c'z.

En différentiant ces équations une premicre, puis une se-
conde fois, on irouverait les relatious qui existent, d’aberd
entre les vitesses, puis entre les accélérations des divers mou-
vements considérés.

Ce sont ces relations que nous allons établir géométrigue-
ment dans les deux paragraphes suivanis.

Composition d’un nombre quelconque de mouvements, — 11
est aisé de cpmprendre qu'on peut avoir acomposer non pas
sealement deux, mais un nombre quelconque de mouvements.

Un point se meut sur un bateau, le bateau se meut a la sur-
face de la terre, la terre tourne autour de la ligne des poles;
enfin cet axe du monde lui-méme se transporte aux divers
points de I'orbite elliptique que décrit notre globe autour du
soleil. Le mouvement absolu du point doit étre considéré
comme composé de tous ces divers mouvements; et 'on peut

6.
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effectuer cette composition de proche en proche, au moyen
des principes que nous venons de poser, absolument comme
s’il 'y avait que deux mouvements.

Le mouvement du point sur le bateau est un mouvement
relatif: en considérant le mouvement du bateau par rapport a
la terre comme un mouvement d’entrailnement, et compo-
sant ces deux mouvements, on trouvera le mouvement du
point mobile par rapport a la terre.

Le mouvement qu'on obtient par cette composition est en-
core un mouvement relatif, puisque la terre n’est pas en
repos; et la rotation diurne autour de la ligne des péles est
un nouveau mouvement d’entralnement, par rapport au mou-
vement que nous venons de déterminer : la composition de
ces deux derniers mouvements donnera le mouvement du
point mobile par rapport & des axes de direction constante,
passant par le centre de la lerre, ct ainsi de suite.

§ VI. — CoxPOSITION DES VITESSES.

Bornons-nous d’abord au cas de deux mouvements compo-
sants. La vitesse absolue d'un point, a chaque instant ¢, peut
se deduire par une construction trés-simple de la vitesse rela-
tive du méme point, et de la vitesse dite d'entrainement :
c’est-a-dire de la vitesse d’un point qui coinciderait avec le
point mobile M a I'époque ¢, et qui resterait ensuite invaria-
blement [ié aux axes mobiles.

Soient M ( fig. 61)1a position du mobile & I'époque ¢, AB
sa trajectoire relative. Au bout du temps ¢’ cetlte trajectoire,
par U'effetdu mouvement des axes, s’est trouvée transportée en
A'D’, les divers points, M, N, P,..., venant en M, N, P/,....

Si le point M wavait pas de mouvement relatif, il serait
en M’ au bout du temps ¢’; mais on sait qu’il se déplace sur
sa trajectoire relative, et quau licu de se trouver en M il
occupe la position N a I'époque ¢'. I suit de la que

M’'N’ est le déplacement relatif du point mobile,

MN’ est son déplacement absolu,

MM’ est le déplacement du point du systéme de compa-
raison qui coincidait avec M, a I'époque ¢,
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A la simple inspection de la figure, et quel que soit Uinter-
valle ’— £, on reconnalt que :

Tutorive I. — La corde du chemin réellement parcourn
dans un temps quelconque est la résultante (*) de la corde du
déplacement relalif, et de celle du chemin suiei par le point
lié aux axes, qui coincidait avec le point mobile & I'instant
initial.

Parallélogramme des vitesses.—Imaginons maintenant que
Vintervalle ¢’ —¢ tende indéfiniment vers zéro : les cordes
tendront de plus en plus a se confondre avec leurs arcs, et a
la limite elles auront pour valeurs respectivement

vdt, v.dt, v.dt,

si 'on se reporte a la définition de la vitesse relative et de la
vitesse d’entrainement. En méme temps la figure MNXN'M’ a
pour limite un parallélogramme, et nous venons de voir que
les cdtés infiniment pelits et la diagonale de ce parallélo-
gramme sont proportionnels aux vitesses ¢., ¢., ¢. Si done sur
la vitesse relative et la vitesse d’entrainement on construit
un parallélogramme semblable & celui-ci { fig. 62}, la diago-
nale de ce parallélogramme représeniera en grandeur et en
direction la vitesse absolue du mobile.
Done :

Tuatorkne I, — La vitesse absolue est la résultante de la
vitesse relative et de la vitesse d’entrainement.

Cette proposition est connue sous le nom de parallélo-
gramme des vitesses.

On peut observer que, si les vitesses ¢., ¢, changeaient de
role, c’est-a-dire si la premierc était une vitesse relative et la
deuxiéme une vitesse d’entrainement, la construction qui
donne la vitesse absolue conduirait 4 un résultat parfaitement
identique au précédent. Dans ce sens, on confond souvent les
deux vitesses ¢,, ¢, sous le nom d¢ composantes de la vi-
tesse absolue : c’est la une chose parfaitement indifférente,

{(*) On sait ce que nous entendons par une dreite résultante de deux autres.
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au point de vue géométrique. Au point de vue de la réalité
des choses, il faut bien remarquer que 'une des composantes
est la vitesse du mobile, observée d’une certaine maniére,
et que Pautre est une vitesse d’entrainement qui n’a aucun
rapport nécessaire avee le mouvement de ce mobile,

Si I'on se proposait de trouver la vitesse relative, les don-
nées étant Ia vitesse absolue et la vitesse d’entrainement, on
aurait & construire un ¢dté d'un parallélogramme, connaissant
la diagonale et le deuxiéme cdté. On peut aussi considérer
le ¢Oté inconnu MV, ( fig. 63) comme la diagonale du paral-
1élogramme MVV, V., ce qui conduit au théoréme suivant :

Tutorine 1il. — Za vitesse relutive est la résuliante de la
vitesse absolue, et de lu vitesse d’entrainement prise en sens
contraire.

Lrobleme général de o composition des vitesses.

La rigle que nous venons de démontrer pour un mouve-
nient, composé de deux mouvenents donnés seulement,

s’6tend sans difficuitd au cas ot les mouvements composants
sont en nombre q[h_,lkt}llllut,.

Dans ce cas, la vitesse MB { fig. ()4), fournic par Ia compo-
sition de ¢, et de ¢, doit étre considérée comme une deuxiéme
vitesse relative ¢/, ; en la composant avee la deuxiome vitesse
d’entrainement, on aura une nouvelle résultante MC, et Pon
continuerait ainsi tant quon aurait de nouvelles vitesses a
composer. La vitesse absolue est la ligne qui ferme le poly-
gone de toutes les vi 5 composantes, ¢’estlcur résultante,
dans Te sens Sricue i moet. On a deone le théoréme
général :

<

Treorkvr IV, — Quel que soit le nombre des mouvements &
composer, la vitesse absolue est la résultante de loutes les
vitesses correspondantes.

Ce théoréme est indépendant de Pordre dans lequel on con-
sidére les vitesses composantes. Il permet de déterminer la
direction et la grandeur de la vitesse absolue : soit géomdéiri-
quement, en construisant le polygone des vitesses, soit ana-
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Jytiquement, en projetant ce g no‘\ﬂo ne s reciangu-

laires quelconques. On a ainsi les eqmuons :

YecosV, _Evcosv, =X,

Veosy, ;,*:E veose, =Y,

V=XV Z

Remarques sur le composition des vilesses.

I. Dans la théorie qui précéde, nous n'avons pas eu a nous
préoccupw de définir les mouvements d’entrainement d'une
maniére compleéte ¢ il nous a sufti de econsidérer la vitesse dun
seul point dans chaque systéme mobile, de celui qui coincide
avec le point M, & niic époane déterminée,

Cependant, si 'un des mouvements d’entrainement n’est
pasune translation, la direction des axes auxquels on doit rap-
porter la vitesse relative correspondante est essentiellement
variable, tandis que la vitesse absolue ei la vitesse d’entraine-

ment sont rapporiées & des directions fixes. 3Mais comme,
pendant un temps trés-court, la dircetion des axes mobiles
ne peut changer qu'infiniment peu, Ies angles formés par les
différentes vitesses avec ces axes, considérés au commence-
ment ou & Ja fin du iemps d¢, différent sculement de quan-
tités infiniment petites : quantités qu’on est en droit de négli-
ger, devant les angles finis formés par les ¢dtés du poiygone
des vitesses,

es théorémes relatifs & la composition des vitesses ne dé-
pendent done en aucune facen du mouvement de toul le
systéme de comparaison, mais uniquement de la vitesse d’un
seul point de ce systéme.

L. Surlathéorie desmouvemenis simultanés. — Nous avons
ramend le mouvement curviligne au mouvement rectiligne,
en substituant au premier certains mouvements simultanés,
dont nous avous indiqué les relations avec le mouvement prin-
cipal qu'il s’agissait d’étudier.

La considération des mouvements relatifs nous auraii con-
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duits a des résultats du méme genre; en effet, quel que soit
le mouvement d’'un point M { fig. 65), on peut toujours ra-
mener ce mouvement a s’effectuer sur une ligne droite, en
supposant cette droite animée elle-méme d’'un mouvement
convenable (*). Mais on ne devra jamais dire qu’un point est
animé de plusieurs mouvements simultanés.

Plusieurs points ont des mouvements simultanés, si leurs
positions sont liées I'une & l'autre par une loi géométrigue;
un point n’a gu'un seul mouvement : on peut d’ailleurs rap-
porter ce mouvement, par la méthode des coordonnées, soit
a un systéme fixe, soit & des axes mobiles; le point de vue de
Iobservateur aura changé, mais ce sera toujours le méme
mouvement. Quant au mouvement des axes de comparaison
(mouvement d’entrainement), il est absolument indépendant
de celui du point lui~-méme, et ne sauvrait dans aucun cas, et
scus aucun prétexie que ce soit, étre considéré comme ap-
partenant a ce point.

Ceci une fois éclairci, il est évident qu’on pourra faire les
conventions de langage que l'on voudra, pourvu gu'on s¢
comprenne bien.

§ VII. — CompOSITION DES ACCELERATIONS.

Nous avons clairement défini le mouvement d’un point rela-
tivement & un systéme d’axes mobiles, en disant que c’est le
mouvement absolu d’un point fictif dont les coordonnées, par
rapport & trois axes fixes, seraient les mémes & chaque instant
que celles du point donné par rapport aux axes mobiles.

Quant au mouvement d’entrainement proprement dit, nous
ne pouvons pas pour le moment nous le figurer d’'une ma-
niére suffisamment nette, puisque nous n'avons pas encore

(*) 1l faudra évidemment que, de la définition du mouvement d’entraine-
ment, i} résulte nettement que le point M soit assujetti & se trouver & chaque
instant sur la droite mobhile.

Les mouvements d’entrainement les plus simples qu’on puisse imaginer
('sur un plan) sont un mouvement de translation dans une direction bien dé-
finie, ou un mouvement de rotation autour d’un point fixe. Nous nous sommes
bornés a considérer ces deux mouvements-1a, mais i est évident qu’il en existe
une infinité d’autres.
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studié toutes les différentes sortes de mouvement dont un
solide invariable peut étre animé,

Quoi qu’il en soit, il est bien clair qu’en général, et saufle
cas ou le mouvement d’entrainement est une translation, les
divers points du systéme solide de comparaison n’auront ni la
méme vitesse, ni Ja méme accélération totale. Et il ne faudra
jamais perdre de vue quand nous dirons, en étudiant le mou-
vement relatil d’'un point, la vitesse ou Vaccélération d’en-
tratnement, que nous entendons par ces mots la vitesse ou
Faccélération du point du systéme de comparaison qui coin-
cide avec le point mobile, & P'instant considéré.

Notre théoréme 1, relatif & la composition des cordes, ré-
sulte immédiatement de la définition du mouvement relatif :
il est vrai pour un mouvement fini quelconque, et quel que
soit le mouvement des axes de comparaison. En appliquant ce
théoréme a un déplacement infiniment peiit, nous en avons
déduit la régle évidente de la composition des vilesses, regle
dont Aristote parait avoir eu déja la connaissance.

Le méme théoréme I, si nous considérons deux éléments
consécutifs sur chaque trajectoire ( fig. 66), va nous permettre
de résoudre le probléme de la composition des accéléra~
tions.

Ce probléme, de la composition des accélérations, différe du
probléme de la composition des vitesses par la nécessité ol
Pon se trouve d’avoir égard, s’il y a lieu, au changement de
direction des axes. En eflet, I'accélération totale se construit
en décomposant la vitesse V' existant au bout du temps di
en deux autres, dont P'une soit la vitesse ¥ au commencement
de Tintervalle dt : Vautre est aceélération totale J, multipliée
par di. Pour appliquer cette constructionau cas d'un mouve-
ment relatif, il faut remarquer que les angles qui déterminent
la vitesse initiale ¢, sont rapportés & la position initiale des
axes mobiles, tandis que la vitesse ¢/, doit étre rapportée a la
position finale; dés lors une variation infiniment petite dans
la direction des axes influe sur I'angle infiniment petit que
font entre elles les vitesses ¢, et ¢, et par conséquent sur la
direction et sur la grandeur de la ligne J.d¢ qui joint leurs
extrémités; donc, I'accélération totale relative est fonction de
cette variaticn, et le probléme de la composition des accélé~
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rations sera tout de suite assez compliqué, dés que les axes
wauront pas un simple mouvement de translation.

Nous examinerons d’abord le cas ot Ies axes sont animés
d’un mouvement de translation, puis celui d’une rotation uni-
forme autour d’une droite fixe. Nous nous bornerons d’ailleurs,
pour le moment, & ces deux cas particuliers.

rer Cas, — Etude de la compositior. des accélérations, lorsque

le systeme solide est animé d'un mouvement de translation.

Rappelons les trois théordmes suivants

1. Dans tout mouvement, ia corde du chemin parcouru dans
un temps intiniment petit, 6, estlard sul‘mte de la quantité v9,
portée sur la tangente, et de la quantité £ 03, portée dans la
direction de P'accélération totale,

II. La corde d’un déplacement absolu quelcongue est Ja
résultante de la corde du mouvement relatif et de la corde du
mouvement d’entrainement,

1L La vitesse absolue d’un point est la résultante de Ia
vilesse relative et de la vitesse d'entralncment,
Cela posé, considérons toujours notre iriangle curviligne
MM'M., ctsoient { fig. 67)
MT=v§, TM =410
MT =06, TMW=1J.0,
MT=v0, T3=1%J60

D’aprés le théoréine du parallélogramme des vitesses, T'T
est égal 4 M'T,; de plus, ces deux lignes sont paraliéles, puis-
que la trajectoire relative s'est déplacée paraliclement 2 elle-
méme, le mouvement dentralnenient ¢iani tne translation.

I svit de Ja que TT, est aussi égal et parallcle a T'M'. Bone
la ligne qui représente en gr"mdem’ et en direction 707 est
la résuliante des lignes qui représcutent de méme §J.8°

t 3.0

Tntoriue V.— Lorsque le mouvement d’entrainement est un
mouvement de translation, Uaccéléralicn iotale du mouyve-
ment d’un point est la résultante de l’accélél’alion' totale re-
lative et de Uaccélération d’entrainement.
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Ou bien :

Tatorkve VI.— Lorsque le mouvement d’entrainement est un
mouvement de translation, accélération totale relative est
la résultante de Uaccélération totale absolue, et de Uaccélé-
ration d’entralnement prise en sens contraire.

Construisons ( fig. 68) le triangle MAA, formé, dune époque
déterminée, par les vitesses v, ¢. et ¢. Au bout du temps 0,
ce triangle est devenu MA’A', et la ligne A A', représente
l'accélération J, du mouvement absolu, multipliée par fe fac-
tewr numérique 8.

Quel que soit le nombre des mouvements composants,
pourvu que tous les mouvements d’entraincment soient des
translations, on obtient toujours (fig. 6g) Vaccélération du
mouvement composé en joignant les sommets homologues
du polygone des vitesses; et Ia figure montre ue cette accé-
lération est bien la résultante géométrique de toutes les ac-
célérations composantes. :

Ces résultats ne différent en aucune facon de ceux qui sont
relatifs & la composition des vitesses.

2¢ Cas. — Ltude de la composition des accélérations lorsque
le systéme solide est animé d’'un mouvement de rotation.

St nous sapposons maintenant que les axes auxquels on
rapporte le mouvement relatif soient animés d’un mouve-
ment quelconque, la tangente & la trajectoire relative, au
point M ( fig. 70), ne conserve pas une direction constante; de
sorie que, quand le point M se trouve transporté en M/, le
point T,, extrémité de la longueur ¢.9, ne couincide pas avec
le quatrieme sommet du parallélogramme constiroit sur T'T
et T'M'. Soit V', ce quatriéme sommet, on a

TM, =176,
TM, =116,
TV, =TM =116
mais ces trois lignes ne forment pas les trois ¢dtés d’un trian-
gle, et 'on ne peut plus dire que la premiere soit la résultante
des deux autres.
En effet, il existe une lacune entre les points V, et Ty, cn
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raison du déplacement angulaire de la tangente MV.. De plus,
on ne peut pas dire que cette lacune soit négligeable; car la
distance T.V, est le troisieme co6té d’un triangle isocéle dont
les cOtés égaux sont infiniment petits du premier ordre, et
comprennent un angle qui est lui-méme infiniment petit du
premier ordre. 1l suit de la que le troisieme cd1é de ce triangle
est infiniment petit du second ordre, et comparable aux autres
grandeurs considérées {*).

Il faut donc ajouter une quatriéme lizne aux irois lignes
que nous considérions tout a 'heure, pour avoir un polygone
fermé; et, dans le cas général, on doit considérer I'accéléra-
tion relative comme la résultante de Vaceélération absolue, de
I'accélération d’entrainement prise en sens contraire, et d'une
troisieme accélération complémeniaire, dont la direction est
celle de la droite T.V,, et dont la grandeur s’obticndra en
divisant la longueur T,V par 6%

Détermination de l'accélération complémentaire. — Celte
longueur T.V: est le produit de M'T, par I'angle infiniment
petit T, M'V,; or M'T, est égal a ¢.0, et 'angle M’ n'est autre
chose que l'angle formé par deux positions infiniment voi-
sines de la tangente a la trajectoire relative, au point M.

Pour calculer cet angle, qui dépend uniquement du mou-
vement des axes mobiles, nous supposcrons que ce mouve-
ment soit une rotation uniforme, ©, représentée par la
droite OP ( fig. 71). C’est ici seulement qu’il y a lieu d’intro-
duire cette restriclion, tout ce qui précéde s’appliquant & un
mouvement d’entrainement quelconque.

Par le point O, menons deux droites, paralléles respective-
ment aux droites MV, (ou M’ V), et M’'T,. Ces deuxlignes sont
également inclinées sur T'axe OP: on peut les considérer
comme deux générairices d’'un cone de révolution dont 'axe
serait OP; et I'angle formé par les deux plans méridiens cor-
respondants est précisément égalau déplacement angulaire, »9,
de tout le systéme pendant le temps 6.

(*) Cette lacune existait également dans le triangle des vitesses, mais il n’y
avait pas & en tenir compte, car les grandeurs dont on s’occupait alors étaient
des infiniment petits du premier ordre.
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11 suit de la que V'angle des génératrices elles-mémes est le
produit de w8 par le sinus du demi-angle au sommet du cone,
c’est-a-dire par le sinus de l'angle formé par la direction de
la vitesse relative ¢, avec la direction de la droite qui repré-
sente la rotation o.
On a donc en définitive

T, Vi=v,0 X 0isine, ¢,
= (;)Vrsinmr =< 62,
relation de laquelle on conclut Ia longueur de la droite qui
ferme le polygone des accélérations :
2. TV,
e

=26¢ Sinw, ¢..

Accélération centrifuge. — Remarquons enfin que dans le
cas auquel nous nous hornons actuellement, celui d’'un sys-
téme de comparaison animé d’un mouvement de rotation uni-
forme, Paccélération d’entrainement, pour un point situé a
une distance r de l'axe, est cenfripéte et égale a w*r; donc
cette accélération, prise en sens contraire, est centrifuge, et
elle a la méme valeur w?r. ‘

De 14 le théoréme suivant :

Tatorive VII. — Quand le mouvement d’entrainement est
une rotation uniforme autour d’un axe fixe, laccélération
relative est la résultante de Uaccélération absolue, de laccé-
lération centrifuge, et d’une troisieme accélération quon
appelle accélération centrifuge composée.

Cette derniére est égale au double produit de la vitesse re-
* lative par la vitesse angulaire des axes mobiles, et par le
sinus de 'angle formé par la vitesse relative avec Uaxe de
rotation du systéme.

Ce théoréme est connu sous le nom de 7Zhéoréme de Co-
riolis.

Coriolis est en effet le premier qui ait introduit dans la
théorie des mouvements relatifs la notion de Vaccélération
centrifuge composée (*). Cette maniere d'interpréter les for-

(*) Journal de I’Ecole Polytechnique, XXIV€ cahier, p. 142; année 1335.
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mules est fort élégante; elle permet d’étudier géométrique-
ment un mouvement relatif, sans passer par l'intermédiaire
du mouvement absolu, et d’une transformation de coordon-~
nées {*).

11 résulte de Vexpression écrite plus haut que I'accélération
centrifuge composée s'annule dans trois cas :

1° Lorsque o ==o0;

2° Lorsque ¢.=o0;3

3 Enfin, lorsque

sinm,v.=—= o,

c’est-d-dire quand la tangente a la trajectoire relative est pa-
rall¢le a Vaxe de la rotation d’entrainement. '

Les fig. mo et 71 montrent que la droite T,V est perpendi-
culaire a Ia fois & la vitesse relative, et a 'axe de la rotation
d’entrainement. Quand on projette le mouvement sur un pian
perpendiculaire a OP, T'accélération centrifuge composée est
perpendiculaire et proportionnelle a la projection de la vitesse
velative; elle est dirigée de T, vers V), c’est-a-dire en sens
contraire de la rotation de T'extrémité V, de la vitesse relative,

Si nous supposons un observateur placé dans la direction OP
{( fig. 71}, ei regardant dans le sens de la vitesse relative, I'ac-
célération centrifuge composée sera dirigée vers la gauche de
cet observateur. En empruniant & UElectrodynamique une
forme de langage trés-usitée dans I'enseignement, nous dirons
que

L’accélération centrifuge composée est dirigée & gauche
de la vitesse relative.

(*) Coriolis emploie dans son Mémoire :a méthode analytique directe, ainsi
que Pavaient fait ses devanciers, & savoir: Newlon, dans le cas ot les axes
mobiles ont un simple mouvement de translation; Clairaut, pour le cas d'un
mouvement plan quelconque; Ampére, etc.

MM. Belanger et Poncelet n’ont pas tardé & démontrer géométriquement le
théoréme de Coriolis; depuis, divers auteurs ont donné de ce méme théoréme
un grand nombre de démonstrations élémentaires, toutes plus ou moins iden-
tiques quant au fond.

L’analyse de Coriolis n’est pourtant pas entiérement dénuée d’intérét; nous
la donnons a la fin de cette Section, en reslituant aux axes un mouvement
quelconque.
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Applicalion aux mouvenments ferresires.

Occupons-nous d’abord de notre hémisphére boréal, et pro-
jetons cet hémisphére sur le plan de 'équateur { fig. 72). La
rotation de la terre, pour un observateur placé au péle nord N,
ayant lieu dans le sens opposé a celui du mouvement des
aiguilles d’une horloge, I'axe de cette rotlation est dirigé vers
le pole sud. Il suit de & que Taccélération centrifuge com-
posée, pour un mouvement quelconque, est dirigée & droite
de la projection de la vitesse relative du point mobile.

Cela posé, considérons un certain nombre de cas particuliers.

1° Mouvement veritical ascendant. — La vitesse relative se
projette suivant une direction telle que f; P'accélération cen-
triluge composée est dirigée dans le sens de la fléche «, ¢’est-
i-dire du cOté de 'occident par rapport au méridien dans
lequel s’effectue le mouvement.

2 Mouvement de fait en bas. — Le sens de la fleche f
élant renversé { f'), Nacedlération centrifuge composée change
également de sens, ¢t sc tournc du cOté de orient (7).

30 Mouvement horizonial.— Sinous considéronsnos fléches
comme représentant actuellement les projections d’une vitesse
relative horizontale, telle que la vitesse d’une bille sur le tapis
d'un billard, celle d'un glagon flottant sur une riviére, d'un train
parcourant une ligne de fer; nous trouverons toujours aisé-
ment la direction de P'accélération centrifuge composée, en
prenant la droite d’'un observateur qui suivrait la direction de
lavitesse relative. Avec cetie régle simple, on sera toujours
assuré de ne pas commeltire d’erreur.

Supposons par exemple que la vitesse relative d’'un mo-
bile M (fig. »4) soit horizontale et contenue dans le plan
méridien NS; supposons de plus qu’il »’y ait pas d’accélération
absolue.

Si la terre était immobhile, le point M ne sortirait pas de

(*) Nous devons pour le moment nous borner & ces indications. Nous revien-
drons sur ce sujet dans la partie du cours qui est consacrée 2 la Dynamique;
nous serons alors en mesure d’analyser compiétement Vinlluence de la rotation
du globe sur le mouvement vertical des corps pesants dans le vide, sur les
oscillations du pendule simple, etc.
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I'horizontale méridienne, suivant laquelle est dirigée sa vitesse
initiale; et il setrouverait sur cette droite, au bout du temps g,
a une distance ¢, de son point de départ.

Eu égard & la rotation du globe, il faut, pour avoir le dépla-
cement relatif de notre point, composer avec le chemin ¢, §
deux autres chemins élémentaires, parcourus respectivement
dans les directions des deux composantes de 'accélération
totale relative.

Par l'effet de I'accélération centrifuge, lc corpsse détachera
du plan horizontal, dans le sens du prolongement du rayon du
paralléle terresire. Cette conséquence géométrique évidente
de la rotation de la terre n’avait pas échappé a Galilée.

Par I'effet de l'accélération centrifuge composée, ce méme
corps déviera de la méridienne : a l'occident si son mouve-
ment est dirigé vers le sud, a 'orient dans le cas contraire. 11
est & remarquer que, dans cette derniére bypothése, le no-
bile est en avant, dans le sens du mouvement diurne, des
points de la méridienne avec lesquels il aurait dd cofncider
successivement, si la terre avait été en repos.

Dans Phémisphére austral {fig. 73 ), 'accélération centrifuge
composée est dirigée a gauche de la vitesse relative; il est aisé
de voir quelles sont les modifications introduites par cette
circonstance dans les résultats précédents, et nous nous dis-
penserons d’insister davantage sur ce sujet.

Théorie générale du mouvement relatif d’un point,

Il y a lieu d’ajourner le complément de Ja théorie des mou-
vements relatifs, jusqu’a ce que nous ayons défini les divers
mouvements dont un systéme solide est susceptible d’étre
animé, sans que son invariabilité de forme soit compromise.

Nous verrons d’ailleurs que le paragraphe actuel renferme
implicitement la solution du probléme de la composition des
accélérations dans le cas le plus général : celui ou le mouve-
ment d’entrainement n’est ni une translation, ni une rotation.
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CHAPITRE IIL
MOUVEMENT D'UN CORPS OU SYSTEME SOLIDE.

Aprés avoir élucidé les principales questions qui se rap-
portent au mouvement d’un point mathémaltique, il faut passer
A I'étude du mouvement d’un corps de dimensions finies.

Un corps, au point de vue géométrique, c’est la collection
d’'une infinité de points, remplissant une portion limitée de
I'étendue; un corps solide est un systéme de points, formant
une figure invariable. Pour se représenter un pareil systéne,
il sufliv de considérer trois axes mobiles, Ox,, 0)y, Oz, et
Iensemble des points dontles coordonnées, relatives a cesaxes,
restent constantes. 11 est bien évident que les mouvements
simples de tous ces points ne sont pas indépendants les uns des
autres : c'est Ia recherche des relations qui exi. tent entre ces
mouvements qui constitue I'élude des mouvemetits d'un solide.

Ainsi que nous Pavons remarqué, on n'a qu’une idée extré-
mement obscure de ce qu’est en général fe mouvement d'un
corps de ligure quelconque; ct les seuls mouvements qu'on
voie immédiatement sont le mouvement de lranslation ey le
mouvement de rotation. Ce n'est que par une succession de
travaux bien remarquables, dont nous allons ici présenter
Panalyse, que les géométres sont arrivés par degrés i réduire
le mouvem :nt le plus général dont un corps solide puisse
éire animé, aux deux mouvements simples que nous avons
déja cu occasion de définir,

Décomposition du mouvement d’un solide.

Pour simplifier la question, nous commencerons par la di-
viser en deux autres : attachons-nous a regarder un point quel-
conque O du solide, par lequel nous ferons passer trois axes
assujettis & rester constamment paralléles a eux-mémes. 11
est claiv que le solide, dans son mouvement relatil & ces axes,

1. "
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ne peut que tourner sur U'origine mobile O, comme autour
d’'un centre fixe, de sorte que le mouvement se trouve dé-
composé cn deux, dont 'un est une pure translation. 8i nous
connaissions & priort un point fixe dans le systeme, ¢’est par
ce point que nous ferions passer nos axes de comparaison, et
le premier des deux mouvements composants disparaitrait.
Mais le second de ces mouvements : ¢’est-a-dire celui d’un
corps mobile autour d'un point fixe, sur lequel il a la liberté
de pirouetter dans tous les sens, ne présente lui-méme qu’une
idée trés-obscure; et c’est cette idée que nous allons tout
d’'abord nous proposer d’éclaircir.

§ VIII. — MOUVEMENT D'UN CORPS SOLIDE AUTOUR D’'UN POINT FIXE.

Vers le milieu du sicele dernier, d’Alembert et Euler, 3
peu présdans fe méme temps et par des méthodes différentes,
ont les premiers traité la question du mouvement d’un corps
solide dans 'espace, question qui se raméne immédiatement,
comme ncus l'avons vu, a celle qui fait Uobjet de ce para-
graphe. 1ls se sont occupés, chacun a deux reprises séparées
par plus de vingt-cing ans, de ce probléme qui donne lieu,
comme le dit Euler, & deux ordres de recherches, les unes
géométriques (cinématiques) et les autres mdéeanigues. Ces
deux points de vue sontici, et peui-Gtre pour la premiére fois,
nettement séparés par Euler.

La priorité de la découverte de la proposition fondamentale
de cette théorie appartient & d’Alembert (*). H fu d'ailleurs
bientdt suivi dans cette voie par Euler (™), qui s’empara de
ce sujet avee sa ténacité habituelle, et s’en préoccupa toute
sa vie (**"). :

Euler ne réussit pourtant pas a éclaircir tous les points déli-
cats qui se rencontrent dans la théorie de la rotation des corps

7o

(*) Traité de la précession des équinoxes (17]9..

(**) Découverte d'un nouveau principe de Mccanique (Meémoires de I.1ca-
cadémie de Berlin pour 1750, imprimés en 1752).

(***} « Lesujet que je me proposc de traiter ici est de la derniére impor-
tance dans la Mcécanique, et j'ai déji fait plusicurs efforts pour le melire dans
tout son jour. Mais, quoique le calcul ait assez bien réussi, et que jaie décou-
vert des formules analytiques qui détermincnt tous les changements dont le
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autour d’un point fixe ; il ne put triompher 4 sa pleine satis-
faction de P'obscuriié qui régnait sur cette question, et qui,
dit-il quelque part (*), tire son origine de la difficultd qu’on
éprouve a se bien représenter le mouvement dont un €orps
tourne sur un point fixe.

11 était réservé a Poinsot de dissiper cette obscurit? d'une
maniére compléte, et de donner du probleme de fa gyration
d’un corps solide autour d’un point {ixe une solution qui est
un véritable chel-d’ceuvre de clarté et d’élégance géoméirique,
véritable solution du probleme, dit-il (**), en ce qu'elle fait
image, et qu’on y voit le mouvement du corps avec autant de
clarté que le mouvement d’un point,

Théoréeme fondamental de d’Alembert.

Le seul mouvement de rotation dont nous ayons une idée
nette est celui d’un corps qui tourne sur un axe immobile;
e’est donc a cette idée qu’il faut ticher de réduire celle du
mouvement d’un corps qui pirouette d’'une maniére quel-
congque autour d’un point ou centre fixe O.

Considérons { fig. 75) la sphere décrite du point O comme
centre avec 'unité pour rayon, et Ia perspective du corps mo-
bile sur cette sphére. Il est évident que le mouvement de cette
figure sphérique est déterminé par le mouvement de notre
solide, et que réciproquement, & un insiant quelconque, Ia
position de la perspective sur la sphére suffit pour faire con-
naitre le lieu du corps lui-méme dans Vespace.

Cela posé, nous allons élablir la proposition suivante, qui
se rapporte au mouvement, considéré pendant un temps infi-
niment court. .

Lorsqu’un des points d’un solide en mouvement est fixe, les
autres points du corps ne sauraient, & un instant donné, étre

mouvement d'un corps autour d’un peint fixe est susceptible, leur application
était pourtant sujette & des difficultés qui m’ont paru presque tout a fait insur-
montables. » ( Mémoires de I’ Académie de Berlin pour 1358, imprimés en 1753)
Voir aussi : Theoria motus corporum solidoruin sew rigidorum (1765), et_un
grand nombre de Mémoires du méme auteur.

(*) Mémoires de I’ Académie de Berlin pour 1760, p. 179.

(™) Théorie nouvelle de la rotation des corps.
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tous & la fois en mouvement ; et ily a toufours une infinité de
points, situés sur une méme ligne droite, qui ont & Uinstant
considéré une vitesse nulle, c¢’est-a~dire qui conservent des
positions fixes pendant un lemps trés-court.

Ainsi que je I'ai dit, ce beau théoréme est di & d’Alembert;
jemprunte la démonstration géométrique suivante & Euler (*).

Soient AB ( fig. 76) un are de grand cercle réunissant deux
points de la perspective, et A’B’ la nouvelle position de cet
arc de grand cercle, au bout du temps 6.

Prolongeons les ares AB et A’B’ jusqu’a leur rencontre au
point C, et prenons

AC=AC:

nous aurons en C’ la nouvelle position du point C, considéré
comme lié 3 I'arc AB.

Pour trouver de méme la position finale d'un point quel-
conque M de notre perspective, il faut rattacher ce point aux
poirts déjd connus A, B, C, par un systeme de coordonnées
quelconque. On pourra, par exemple, joindre MC par un
arc de zrand cercle; puis, faisant au point ¢’ un angle M"C'A’
égal @ MCA, et prenant C'M' = CM, on sura un point M’ qui
occupera par rapport a l'arc A’B’ la méwme situation que le
point M par rapport a 'arc AB.

Prolongeons MC et M'€’ jusqu'a leur point de rencontre, 1.
Tous les points du eercle IMC sont venus s¢ placer quelque
part sur le cercle IM'C'; et, si I'on avait CI=¢('1, le point 1
serait resté fixe dans le mouvement. Cherchons s’il ne serait
pas possible, en choisissant convenablement I'arc CM, dont
nous avons jusqu'ici supposé la direction arbitraire, de rendre
le triangle CIL isocéle.

1l faut pour cela satisfaire a I'égalité

(1) ICC' = IC'C.
Mais on a

1CC’' =1CB — BCB’
(2) {

1C€C=180"— 1B’ == 180°— I(CB,

(*) Découverte d'un nouvean principe, ete.
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uisqu’on a fait
puisd IC'B = ICB.

En substituant les valeurs (2) dans P'équation (1), il vient

1CB — BCB' = 180"—ICB.
Dol
BCB’
(3) ICB = go® + ——

En donnant a I'angle 1CB cette valeur, c’est-a~dire en pre-
nant Pare CM perpendiculaire & P'are Cy, bissecteur de 'angle
BCB', nous satisferons a I"équation de condition (1); et nous
serons assurés qu’il existe quelque part sur I'ar CM un point I,
qui n'a pas participé au déplacement de la figure.

Pour trouver la grandeur de I'arc CI, menons Iw perpen-
diculaire sur le milieu de la base de notre triangle isocele.
Dans le triangle rectangle 1€, on connaitle cdié Cwm qui est la
moitié de CU/, et I'angle € qui est ¢égal a go°— 3 BEB’; on a
donc
(4) tangCl = langfo tmg‘—,(:(‘_j

coslto siu 5 BUB

Mouvement infiniment petit.

Dans tout ce que nous avons dit jusqu’ici, le déplacement
de nos points de repére, A et B, pouvait éire queleongue. Si
nous supposons ce déplacement infiniment petit, on voit aisé-
ment les modifications qu'il faul faire subir aux constructions
et aux calculs précédents. Le point C, intersection de deux
positions infiniment voisines de la ligne AB, est le point de
contact de celte ligne avec son enveloppe, I'are Cl devient per-
pendiculaire & I'arc AD; enfin la formule (4) se transforme en

ce
5 tang Cl = ——-
(5) ° BB’
Adzxe instantané de rotation. — Notre systéme ayant, &

Pinstani considéréd, deux points fixes: le centre O de la sphére
etle puint I, il 1ésulte des principes que nous avons posés
que tous les points de la droite Ol sont également immo-
Liles; le mouvenient du solide est uue rotation autour de
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cette droite tant qu'elle reste fixe, c’est-d-dire pendant un
temps infiniment court (*).

Pendant Iélément de temps suivant, le mouvement du corps
est encore une rotation simple, mais autour d’un autre axe,
de sorte que le mouvemenl du corps peut étre considéré
comme une suite de ces mouvements simples, dont chacun
ne présente a Pesprit qu’une idée nette.

Ainsi se trouve ¢tabli le théoréme suivant :

Trtorine ve v Avzusert. — Le mouvemeni d'un corps qui
towrne dwne maniére quelconque autour d’un point five

west auire chose qu'une retation de ce corps sur un axre qui
passe Lorjours par le poiit flre, mals dont la divection change
d’un instant & Uauire : axe qiue, pour cetle raison, Uon «ap-
pelle AXE INSTANTANE DE ROTATION {*7).

Caractére de Uaxe instantané.—11 faul bien remarquer
gue cet axe instantané change de poesition et daps le corps et
dans Pespace tout a ta fois. En cffet, comme il est immobile
dans le corps ct dans Pespace pendintle temps df, ¢t quau
bout de ce temps on le rouve dans une auvtre pm,uon il est
elair (il ne peut plus étre au méme leu, ni dans Pespace
absolu, ni davs intéricur du corps (%),

Lors done que nous voyons un corps Lournor sur un axe qui
semble invariable de position dans le corps, mais qui change
de position dens Pespaee, nous dovoens atfirmer que cet axe
west point Paxe instantané autour duquel se fait réellement
la rotation, car l'axe lustentand ne peurrait rester immobile
dans le corps sans rester égulement immobile dans Tespace.

2 ectte remarque bicn simple on déduit immddistoment

(*) Ceci veut dire que les viiesses de tous les points du corps sont les mémes
que sl ce corps tournait eliectivement autour de Taxe que nous venons de de-
terminer,

I faet Lien se garder d'étendre ce vésultat aux accélérations; ear notre axe
ne reste pos fine pendunt deux eléments successils du teings.,

(**) Expression introduite par d’Alembert, Tiaité de la précession des équi-
noxes, p. 83.

(***; Cn peut meéme ajouter que Vangle qu'il déerit dans T'espace, et qui
fait son mouvemsent absolu, cst égal a celul qu'il déerit dans Tintericur du
corps, ot qui fuit son wmouvement veiatif,
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des résultats imporiants, dont nous allons présenter deux
exemples.

Prexrer sxeweik ; Houvement diurne de la terre. — On a
longlemps considére fa terre commie animée d’un mouvement
de rotation autour d'une droite fixe, qu'on nomme ligne des
poles ou axe du monde. Depuis la découverte de la précession
des éguinoxes ct de la nutation de 'axe de la terre, on sait
que cetaxe prétendu n'est pas fixe dans Pespace; et 'on se
représente e mouvement diurne de la terre en supposant
que, pendant qu'elle tourne uniformdément aatour de son axe,
cel axe méme ait un certain mouvement par leqael il décrit a
peu pres, autour de la perpendiculaire au plan de Véeliptique,
un cone d'\nL le demi-angle au sommel cst de 23°27"30”,

Cette maniere d’envisager le mouvement diurne de la terre,
dit Euler, pamxt d'aiord Ia plus vaturclle et la plus convenable
pour la pratique, ¢t on aura de la peine & s’imaginer qu’elle
soit assujettic a de fort grandes difficultés : non pas a égard
des petites irr¢gularités de ce mouvement, lebquellﬂ peut-élre
ne sont pas encore toutes connues, mais a I'égard de la ma-
niére méme de concevoir ce mouvement (¥).

Et daberd, en effet, guest-ce gue Paxe de la terre ?

L’observation prouve qu'il y a toujours dans le cicl deux
points dimucursiement opposés qui semblent, du moins pour
quelque tomips, Clie cn repos, et autour desquels le ciel avee
les étoiles nous parail accomplir ses révolutions journalicres.
Cestladroite qui juint ces deux points (droite gu'on peui tou-
jours supposer mence par le centre de la terre) qu’on nomme
Vaxe du imende. Cela posé, on admet, tout a fait gratuite-
ment, que cctle ligue passe toujours par les mémes points
de la terre.

Cette hypotiwese ne saurait étre vraie, d'aprés la théorie
précédente, gu'uutent que la ligne des poles rvépondrait tou-
jours aux mdmes points du ciel; or, comme cela werrive pas,
on est fore¢ dahnettre que la rotation diurne ne se fait pas
autour d'un axe fixe dans Piniérieur de la terre, mais bien
autour d'un axe instantané, mobile a la fois dans le globe et

(*) Remaiques générales sur le mouvement diurne des planctes (Memoires
de l/fu.mm; de Joridn pour 1733, tmprimds en 1785, p.o1gh).
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dans Vespace. Autrement: le pdle effectif de la rotation ter-
restre n'est point fixe, il déerit a la surface du globe une
courbe dont nous allons tout & 'heure délerminer la nature,
et calculer les dimensions.

Nous verrons alors que les variations des poles terrestres
sont conlenues dans des limites fort resserrées, de sorie
qu'on peut regarder ces péles comme fixes sans qu'il ré-
sulte de cette supposition aucune erreur bien grave. Quoi
qu’il en soit, je le répete, la mobilité absolue et la mobilité
relative des poles sont deux choses qui ne sauraient exister
Pune sans l'autre; de sorte que, 'un quelconque de ces phé-
noménes étant une fois bien établi par I'observation, l'autre
s’en conelut comme une conséquence nécessaire.

Devxitve exeweie : Rofation des projectiles. — On  sait
que, par des 1aisons que nous n'avons pas a développer ici,
on sattache aujourd hui a donner aux projectites une forme
oblongue, et a leur communiquer dans I'ame de la piéce un
mouvement de rotation autour de leur axe de figure.

Ces projectiles décrivent a leur sortie de Parme une trajec-
toire plus ou moins courbée ; d’oin il suit qu’'ils se présentent
oblifquement a la résistance de I'air, du moins tani gue l'axe
de figure conserve sa divection initiale, qui est celle de la tan-
gente a la Liajectire au point de départ.

Si, pour diminuer la résistance, on veut chercher a rendre
cel axe de fizure constamment tangent a la trajecloire, il est
bien essentiel d’¢tre prévenu que P'axe géométrique, en chan-
geant ainsi de direction dans I'espace, cessera par le fait méme
d'éure axe de rotation. En elfet, Paxe de rotation, par défini-
tion, est a chaque instant la ligne dont la direction reste fixe
a la fois dans le corps et dans I'espace.

Mouvement fini.

La démonstration par laquelic Euler prouve l'existence
d’une ligne invariable, dans le mouvement d'un corps autour
d'un point fixe, sapplique sans modification au cas ol l'on
considére ¢n déplacement fini du corps, au lieu d’'un dépla-
cement infizimcnt petit.

On comprend méme difficilement qu'Euler n'ait pas apercu
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tout de suite cette conséquence immeédiate de sesrecherches(*),
et qu'il ait attendu vingt-cinq ans pour donner cette généra-
Jisation du théoréme de d’Alembert (**).

Mais si 'on peut concevoir que le corps (supposé toujours
fixé par un point) passe d'une position a une autre position
quelconque par I'effer d’une simple rotation autour d’un axe
fixe, nous savons que les choses ne se passent pas ainsi dans
la réalité, et que le mouvement réel consiste en une suite de
rotations autour d’axes sans cesse variables. C'est la une idée
qui présente encore une sorle d'obscurité : c’est-d-dire qu'on
ne voit pas trés-bien ce quiarrive au corps, et qu’on a quelque
peine & le suivre dans le cours de cetle espéce de rotation
changeante. Nous allons, avec M. Poinsot, ticher d’éclaircir
encore cette idée, et de présenter a Pesprit quelque image
plus nette et plus sensible.

Or, on vient de démontrer qu'un mouvement quelconque
d'un corps autour d'un point fixe est une rotaiion de ce
corps sur un certain axe, qui change de position d’un instant
i lautre. Comme cet axe 7/nstaniané passe toujours par le
point fixe, it ne peut décrire dans I'espace qu'une certaine
surface conique dont le sommet cst en ce point; et de méme,
il est évident qu'il ne peut décrive dans I'intérieur du corps
qu'une autre surface conique de méme sommet.

Svient O ce commun sonunet, et Ol 'axe instantoné dans

(*) « Quamobre:n maximi momenti erit investigare, utrum si translatio
fuerit finita, etinm detur talis axis. » | Formulew génerales pro translatione qud-
cumque corporum rigidorum
177, . XX, p.19g; 1556..]

Le mot ¢ranslatco est pris ici dans le sens de déplacement, et non dans celui
de notre mot rranslation.

Nouveaux Commentaires de Saint-Pétersbourg pour

(’*. Encore faut-il 1emarquer que, méme a ceite époque, Euler est obligé
de renoncer, aprés plusiewrs eilorts, & démontrer analytiquement la propriété
dont il suagit.

Ce fut Lesell qui, dans Ie méme volume de I'Académic de Saint-Pétersbourg,
leva la difficulte ( Tlheoremata nonnulla generalia de translatione corporum rigi-
dorumn, p. 239-250).

I’Alembert, de son coté, re tarda pas & démontrer, par des voies différentes
et fort simples, les deux theorémes d’Euler sur le deplacement fini (t. VII des
Opuscu.es nm//{ifma‘[qm—s, p- 372; 17%).

Citons encore un Memoire de M. O, Rodrigues (Journal de Matliématiques,
17€ serie, t. V}, ol lu question est traitee par Vanalyse.
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sa position actuelle ( fig. 77). Concevons du centre O, et d'ug
rayon Ol égal a Punité, une S])llClC décrite qui coupe tes deuy
surfaces coniques suivant deux courbes, lesquelles scrong
comme les bases de ces surfaces. De ces deux courbes, 1a
premiére (o) est fixe dans Pespace absolu; la seconde (s) est
fixe duns le corps, et, par conséquent, mobile avec lui dans
I'espace.

Divisonslec temps ¢ en intervalles égaux infiniment petits d¢;
et marquons sur la courbe fixe (#) les posilicns corresporn-
dantes, o, B, 7, ¢,..., du pdle I de I'axe de rotation.

Prenons sur Pautre courbe {s), qui sert de base au cdne
rmobile, des ares, la, ab, lbe,..., respectivement ézaux auy
premicrs; il est clair quw’au premier instant le corps, qui
tourne sur O, améne le point adu corps sur le point « de Pes-
pace; que, dans Pinstant suivant, le corps qui tourne sur O«
améne e point & du corps sur le point 3 de Uespace, ¢t aissi
de suite d’un instant a4 lautre. Il suit de 1d que les deux
courbes, et par conséyuent les deux surfuces coniques, sont
tangenies : car une rotation hiliniment petite autour de Ol ne
fait décrirve au point @ qu'un espace intiniment petit du second
ordre. Comme de plus fes ares La et Jo sont ¢gaux, aiisi que
les ares ab el a3, Le et Sy, cle., on voii que le mouvement
du corps puurrail étre prodeit jar celui du cone nickile rou-
lant, sans g{isse:r, sur le coue fixe douot il s7agit,

Nous avons deone ce nouveau théoréme :

Tutortir or Pomsor. — De quelque manitre qu'un corps se
meuve en tournant awiowr & in /,oml J@e, Ce Liouvenienll ne
peut éive aulie clicse gue celui & un ceriain cine, dont le
sommet est en ce point, et qui roule aclueilement, sans ”'lis-
ser, sur la surface d'un auire cine fixe de méme sommet.

Je veux dire que le cOne mobile, considéré comme attaché
au corps et Pentrainant avece lui, $'il vient a vouler sur 'sutre
céne gui e=1 fixe dans 'espace absolu, fera prendre & ce corps
le mouvement préeis doiit on le suppose animé; la ligne de
contact des deux cénes est, & chagque instant, axe autour du-
quel le corps tourne dans cet inclant, ou ce qu'on appclle
Vaxe fastaniand: ot 'en voit comimeni cet axe est a la fuis



CHAPITRE HI. — MGUVEMENT D UN CORPS SOLIDE. 107
mobile dans le corps et dans I'espace absolu, décrivant dans
Jespace lasurface du cone fixe, et dansUintérieur du corps la
surface du cone mobile dont on vient de parler (*).

Tel est, dil Poinsot, Ie plus haut point de clarté ot I'on puisse
porter 'idée si complexe et si obscure du mouvement d’un
corps qui tourn: d’une manicére quelcongue autour d’un centre
fixe. 1 0’y a point de mouvement de cette natare qu’on ne
puisse exactement produire en faisant rouler un certain ¢dne
sur un autre cOne fixe de méme sommet; de sorte que, si 'on
imagine tous les cones possibles, et qu’on les fasse ainsi rouler
I'un sur Vautre, on a I'image fidéle de tous les mouvements
dont un corps soit susceptible, autour d’un point sur lequel
il a la liberté de pirouetter en tous sens.

Formules diverses relatives & la rotation autovr d’un point.

8i les deux courbes {s) et (&), qui servent de bhases aux
deux surfaces coniques dont il a é1é question, sont donndes,
ainsi que la vitesse angulaire w autour de l'axe instantané O,

— ——

(*) ll n'est peut-ctre pas inatile d'insister sur Vidée nette qu'il taut attacher
aux mots quiand on dit « le moncement de Paxe instantand », ou qu’on emploie
quelque autre terme qui snppose la mobilité de cet axe, soit dans le corps,
soit dans l'espace. Ce n’est ici qu'une maniére de s’exprimer, L'axe instantané
ne s¢ /meut point : car il est immobile de sa ‘nature pendant un instant, et
au bout de cet instant, c¢'est une autre ligne qui devient & son tour Paxe de
rotation. Mais en se fiy

rant Pensemble de toutes ces lignes, mences d’avanee,

les unes dans le corps, les autres duns 'espace, et leur donnant le commun
nom d'axe instaniané, on peat dire naturellement la surfuce déerite par cet
axe, au lieu de dire la surface formée par la suite de toutes les lignes, dout
chacune doit devenir 4 son tour Paxe de rotation. Ft de maénie, au licn de
Pangle d¢, compris entre deax génératrices consceutives de cette surface, on
peut dire I'ungle décrit pendant le temps dr par I'axe instantane, et nommer

. dy . , . -
ainsi le rapport ar Ia witesse angulaire avee laquelle cet axe fruce a la fois
[z
les deux surfaces conigques dont il sagit. Clest dans le méme sens quon
- ds ds ... . .
nomme le rapport o le rapport gr lui est égal, la vitesse avee laquelle
[ d

le pole instantané 1 se meut le long de Pune ou de 'autre des deux courbes (s
et (5, tracces Pune dans le corps et autre dans Vespace, quoique le point
du corps gui fait en ce moment Voffice du pole instantané n'ait de sa nature
aucune vitesse, Fn efle!, ce point du corps, tant qu’il fait le pole, est inunobile;
et, sitét qu’il se meut, il n'est plus le pole de la rotation.
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il est évident que le mouvement du corps sera entiérement
déterminé.

Si, la vitesse angulaire » étant toujours connue, une seule
des deux courbes{s) et (o) est donnée, avec la vitesse du pole
qui la déciit, Pautre courbe sera nécessairement déierminée,

Supposons, par exemple, que la courbe fixe (o) soitdonnée,
avec la vitesse g; du poleinstantané 1, e long de cette courbe,
Comme le corps tourne sur Ol avec une vitesse angulaire o,
qui est aussi donnée, il est clair que le point du corps qui, au
bout du temps d¢, doit venir tomber sur la courbe donnée ()
pour y éire a son tour le pole instantané, est un point déja dé-
terminé dans le corps; et il en est de méme des autres points
du corps que les rotations successives doivent amener ['un
aprés Pautre sur la courbe fixe (¢), pour servir de poles a
leur tour. D’ou l'on voit que Vauire courbe (s), qui marque
la route du pole dans Pintérieur du corps, est entiérement
déterminée.

Et réciproquement, si, au lieu de la courbe fixe (¢), on se

. ) ds .
donne Ia courbe mobile (s), avec la vitesse a’ el la vitesge de

rotation o, on verra de méme que la courbe (ixe {g) se trou-
vera entierement déterminée dans I'espace,

En ginéral, dans 'étude du mouvement d’un corps autour
d’un point fixe, il se présente naturellement plusieurs élé-
ments & considérer, tels que : la vitesse angulaire w autour de
Paxe instantané OI; la vitesse angulaire 0 avec laquelle cet
axe trace les deux surfaces coniques S et X qu'il déciit en
méme temps, 'une dans l'intéricur du corps, l'autre dans
I'espace absolu; les rayons de courbure r et p de ces deux
surfaces; les mouvements angulaires p et x du pole, Vun au-
tour de 'axe OP du cone osculateur de la surface mobile §,
et l'autre autour de I'axe O du cone osculateur de la surface
fixe 2, ete. Et si, de ces différentes choses, trois quelconques
sont connues, on peut dire que les autres le sont aussi, et
gue le mouvement est entiérement déterm'né,

Cherchons les relations qui existent entre ces quantités.

Par Ueffet de la rotation instantanée autour de Ol, le cone
mobile tourue, pour venir appliquer 'élément ds de sa base
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ur I'é1ément égal deg, d’un angle formé par la somme de son
angle de contingence de, et de I'angle de contingence du cdne
ixe de (ou par la dilférence de ces deux angles, si les deux
courbes (s) et (&) ont leurs convexités tournées dans le
méme sens) ( fig. 78). La vitesse angulaire o, autour de I'axe
instantané Ol, est donc exprimée par la somme ou par la dif-
férence de ces deux angles, divisée par I'élément dt du temps;
de sorle qu’on a

__de-+de

- de

o)

en ayant soin d'affecter les angles de et de d'un signe conve-
nable.

. ds
Or, I'angle de conlingence de a pour mesure - sl I'on
nomme r le rayon de courbure de la surface conique (c’est-

adire le rayon de courbure de la section normale a la géné-
ratrice du cone) au point I que I'on considére; done

ds
de — -

On a de méme ’
de: "1—67

p

en nommantp le rayon de courbure de 'autre surface au méme
point I; d'oit résulte, en substituant ces valeurs dans I'équa-
tion précédente,
_ ds do
) = i -+ m

. ds de .. . . . .
Mais TG qui lui est toujours égal) n'e<t autre chose
[2

que la vitesse angulaire avee laquelle Paxe instantané Ol décrit
4 la fois les deux surfaces coniques; en faisant done

d__s_da'_o
de — dt — 7

m:@(l«!—l),
re

ce qui donne une relation trés-simple entre la vitesse de ro-

on 2
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tation o, le mouvement angulaire 6 de I'axe instantoné, et les
rayons de courbure r et p des deux surfaces coniques qu'il
décrit.

Si I'on supposc menés ces deux rayons de courbure IP =1,
M=o (fig. 79", et qu'on joigne OP et OII, on aura les axes
des deux eones droits et circulaires, osculateurs des deux sur-
faces, S et X. Les perpendiculaires abaissées du podle I sur
ces deux axes OP et OII sont les rayons, a et «, des cercles
qui servent de bases a ces cones osculateurs.

Or, on a, par la figure, >

a? o’

pr=

172 —_—

1— & 1—

En introduisant dans I’équation précédente, au lieu des
rayons de courburc r et g des deux cones, les rayons act z
des deux cercles qui leur servent de bases, il vient

g .
mo= =N — @+ =\ 1T—%
a %

Mais 6 ¢étant la vitesse angulaire de Yaxe instantané sur la sur-
A . 0 . .
face du cone, il est clair que - est la vitesse angulaire de la

projection de cet axe OI sur la base ; et, par conséquent, c’est
le mouvement angulaire du podle 1 autour de Vaxe OP de

R R g .
ce cone; de méme, — est son mouvement angulaire autour
74

de laxe OII de Tautre cone. Si donc on désigne ces deux
mouvements angulaires par p et =, ou qu'on fasse

6 6

—=p; -=T,

TP g
on a d’une part I’égalité
ap = ar,
et ensuite, d'aprés 'équation précédente,
® : p Vi—d+r Vi—ar

= pCoSx - TCOSE,

en faisant
I0P==», MOI=:.
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Comnte 0N a .
a—=sinx, a=sing,

les deux relations précédentes équivalent a cette suite de rap-
ports €gaux :
p:Timilsing tsina :sin(x +£),

ce qui montre que p et = sont les deux ¢dtés d'un parallélo-
gramimne dont » est la ditgonale; c’est-a-dire que o cst fa ré-
sultante des deux longucurs p ct =, portées respeclivement
sur les axes OP et OII,

Si trois des quantités dont il vient d’étre question sont con-
stantes, toutes les autres le sont aussi; et le mouvement du
corps est celui d’un cdne droit 4 base circulaire, qui roule
uniformément sur un cone fixe ¢galement droit et circulaire.

Application & la rotation diurne.

Soit OI ( fig. 8o) I'axe instantané, OTI l'axe de I'écliptique.
Prenons sur ce dernier axe une longueuar O=, représentant la
vitesse angulaire © du mouvement réirograde (positif) des
équinoxes, quantité qui est environ de 0”,136795 par jour.
Portons de méme sur 'axe OI, et dans un sens eonvenable,
une longueur O représentant la rotlation diurne. La con-
struction du parallélogramme O = o p nous fait connaitre I'axe
OP du cdne fixe par rapport a la terre; et les points d’inter-
section de cette ligne avec la surface du globe sont ceux qu’il
convient de désigner sous le nom de pdles terresires.

Cela posé, on a, en prenant le jour sidéral pour unité de
temps,

p=—360°, ==0",136705, £=123°27'30";
d’ou I’on conclut
0”,136795 sin 23¢ 27" 30”

SInE = 360 < Lo < bo

L'angle , mesuré a la surface de la terre, répondrait & peine
aun arc de 27 centimétres : ce qui donne i peu prés 1™,684
delongueur a la petite circonférence que le pole instantané de
la rotation de la terre décrit chague jour a sa surface. Quant
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a la rotation réelle et instantanée o, on voit aussi gu’elle dif-
fére trés-peu de la rotation apparente p, sur I'axe de figure ON,

§ IX. — MoOUVEMENT D'UN SOLIDE PARALLELEMENT A UN PLAN FIXE.

Je passe a un cas particulier de la question précédente.
L'importance de ce cas particulier réclame une étude spéciale;
mais les détails que nous venons de donoer nous permettront
d’abréger considérablement ce qu’il nous reste a dire.

Je veux parler du mouvement d’un solide invariable, paral-
léelement a un plan fixe. Dans ee mouvement, les distances de
chacun des points du solide au plan fixe reslant constantes,
il suffit de connaitre & chaque instant la position de la projec-
tion de ce corps sur le plan fixe. Cette projection conserve
d’'ailleurs une figure invariable; et le probléme qui consiste a
déterminer le mouvement de cette [igure dans sgn plan est
un cas particulier de la question précédente, ou il s'agissait
du mouvement d'une ligure sphérique sur sa sphére.

Nous n'avons, en effet, qu'a supposer le rayon de la sphére
infini; et tous les théorémes qui ne dépendent pas de 11 gran-
deur de ce rayon s’appliqueront, convenablement modiliés,
au probléme actuel.

On a ainsi les résultats suivants:

Tuatorkne I. — Quand une figure plane se déplace dans son
plan sans ¢changer de forme, il y a toujowrs & chaque instant
un point de cette figure donl la vitesse est nulle, et autour
duquel la figure tout entitre lourne pendant un espace de
temps tres~courl.

Ce point s’appelle centre instantané de rotation. Quand
il est & Iinfini, la rotation se change en une translation.

Ce beau théoréme, cas particulier de celui de d’Alembert,
a été découvert, quelque temps avant ce deruier, par Jean
Bernoulli (*). La démonstration donnée par Bernoulli a toute

(*) De centro spontanco rotationis. Opera, t. IV, p. 2635 1742,
La solution donnée par Descartes du probléme de la tangente a la eyeloide
{ Lettres de Descartes, t. 11 de I'edition de 1724, p. 39) repos» sur un cas par-

ticulier du théorcme de Bernoulli; et ¢'est dans cotte solution merscillcuse de
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la rigueur et toute la généralité désirable; mais elle a I'incon-
vénient d’éire fondée sur des considérations de Dynamique,
tandis que l'existence d’un point qui reste fixe dans le dépla-
cement d’une figure plane sur son plan, ou d’une figure sphé-
rique sur sa sphere, est une propriété purement géomé-
wrique.

11 est facile en effet de démontrer directement e théoréme
suivant, sans faire intervenir aucune considération de mouve-
ment.

Tutorene . — Quand deux polygones égaux (ow en général
deuz figures égales quelconques) sont placés d’'une maniére
quelconque dans un plan (*), il existe toujours un point du
plan qui est également distant de deux sommets homologues
quelconques des polygones; ce point est semblablement placé
par rapport aux deux polygones.

Soient (fig. 81) ABCDE, A'B’'C'IYE’, deux polygones égaux.

Tous les points de la perpendiculaire, élevée au milieu de
la corde AA’, sont également distants des points A et A, Le
point O, ou cette perpendiculaire est coupée par la perpen-
diculaire élevée sur le milieu de BB/, est également distant &
la fois des points, A et A’ d’'une part, B et B’ de P'autre. Je dis
gqu'on a de méme

0C=0C, OD=0D,....

En effet, les deux triangles ABO, A’B’0O sont égaux, comme
ayant leurs trois cOtés égaux chacun a chacun. Ii suit de la
que le point O, considéré comme appartenant a la premiére
figure, est lui-méme son homologue dans la seconde; par

simplicité, dit M. Chasles, que se trouve la premiére trace des propriétés d’une
figure en mouvement.

Nous verrons plus tard que le mouvement épicycloidal, étudié par Descartes,
comprend comme cas particuliers tous les mouvements possibles d’une figure
Plane invariable dans son plan; mais Descartes et Bernoulli ignoraient lexis-
tence de cette propriété.
~ (*) Pour que le théoréme soit vrai, il faut que les deux polygones repré-’
sentent deux positions d’une méme figure dans son plan; c'est-i-dire qu’on
goit pouvoir effectuer la superposition, sans ¢tre obligé de retourner 'une des
igures,

L. 8



114 PREMIERE SECTION. — CIXEMATIQUE PYRE.
suite, il cst également distant des points Cet ¢/, D et D/, et
de tous les autres couples homologues.
Ncus appellerons indifféremament point central ou cenire
e rofction ce point autour duquel on peut faire tourner vne

des figures pour Vamener & coincider avec I'autre.
L’énoncé du théoréme Ii, qui sapplique & un déplacement

fini ou infiniment petit, est emprunté a M. Chasles (*), qui
arestitug au théoréme de Bernoulli son véritable caractére,
ot qui a fondd sur ce théoréme une méthode géoméirique des
langentes, iaquelle n'est autre chose aue celle de Descaries
générajisée,

La méthode de M. Chasles est hasée sur cette observation
que, si le déplacement qui nous occupe est infiniment petiy,
le point O se trouve a la fois sur les normales & toutes les tra-
jectoires des divers points A, B, C,..., de la figure. U suit de la
que ces no;males se croisent toutes nécessairement en up
point unique, et Von a le théoréme suivant @

1
Tugorkne 11i. — Quand une figure plane invariable est ani-
mée d'un mouvement quelconque dans son plan, les normales
aux trajectoires des différents points de celie figure se cou-

peitl toules en un méme point (™).

De 1A résulte une méthode fort simple pour déterminer les
les ou les tangentes des courbes décrites dans le mou-
vement d'une figure de forme invariable.

Considérons pfu* xemple une droite de longueur con-
stante AB (fig. 82}, dont les extrémilés sappuient sur deux
droites fixes Ow, Oy, ou sur deux courbes quclconques (P)
et (Q); etsupposons qu'on demande la tangente au lieu déerit
par le somumet d’un triangle invariable, construit sur i
hase AB. : : )

Le point A déerit Oy: donc le centre instantané est sur Ia
perpendicalaire élevée au point A sur Oy, De méme, la ira-
jectoire de B étant la ligne Owx, le cenire de rotation se trouve

(*) Bulletin des Sciences mathématiques de Férussae, t. XIV, p. 322; 1830;
et Correspondance matlématigue de M. Quetelet, 1. VI, p. 353,

(**) Ce point remplit, pour un déplacement infiniment petit de la figure,
le role du point central dont il vient d’étre question : c’est un centre instan-

tané de rotation.
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sur la perpendiculaire élevée en B sur Ozt donc le centre in-

ganiané est au point de rencontre C de ces perpendiculaires.
Qr, la normale a la trajectoire du point M doit passer par le
point ainsi détermind ; done cette normale est CM.

« Cette méthode, dit M. Chasles, difféere de celle de Rober-
val, qui repose aussi sur des considérations de mouvement :
olle est en outre susceptible d’un bien plus grand nombre
dapplications. Elle se préte méme & la détermination des
ravons de courbure des courbes (*).

» Mais on concoit que cette méthode si facile sera aussi,
comme celle de Roberval, bornée dans ses applications, puis-
qu'elle suppose qu o connaltra les conditions fmomemfgues
du mouvement d'ure figure de forme invariable a laquelle
appartient Ie point décrivant. »

Tutoriye IV. — Les normales aux différentes courbes geon
peut considérer comme eniratnées dans le moucement de la
figure mobile, élevées aux /)m'm’s de contact de ces courbes
avec lewrs enveloppes respeciives, vont passer au centre insian-
tané de rotalion.

Ce théoréme, qui se déduit du théoréme d’Euler sur les
mouvements sphériques, est facile a démontrer directement.

Considérons une courbe (k) {fig. 83), entrainée dans le
mouvement d’une figure invariable, (I).

Un point quelcongue, M, déerit une trajectoire dont la nor-
male est M€, C étant le centre instantané de rotation de F.
-Quant au point A, ol la courbe proposée touche son enve-

(") Propriéés relatives an déplacement fini :/u(’/( onque, dans Uespace, d’une
”””"’ de Sorme invaricble Com iptes rendus, t. L1 et LI, Foir aussi Apercu
/m[ou(/ue sur Lori zgme et ]e (’uelop[}unmzt (Zex méthodes en Glométrie, 1837,
D. 3485 et Journal de Mathématiques, t. X, p. 1/R et 20].

Remarquons a cette occasion que la méthode de M. Mannheim, que nous
avons exposce (p. 21-6o}, apprend a construire la normale & la trajectoire
d'un point, considéré comme faisant partic d'un systéme susceptible de chan-
ger de forme en méme temps que de position d’une maniére queleonque. Cette
méthode est donc plus générale que celle de M. Chasles.

Nous verrons, quand nous aurons terminé I'étude des propriétés du centre
mstanhne que ces propriétés sont de simples cas particuliers de celles qui

ont été démontrées précédemment, et qui sont relatives d des figures défor-
mables,

Q
9.
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loppe, il doit, en se transportant sur la position voisine de (K),
rester en méme temps sur la position premiére, puisque 'en-
veloppe est le lieu des intersections de deux positions suc-
cessives de I'enveloppée. La direction du mouvement du point
A doit donc étre celle de la tangente AT de la courbe (K);
donc cette tangente est perpendiculaire ala ligne AC.

Tatorine V. — Les vitesses des différents poinis dela figure
sont enlre elles comme les distances de ces poim‘s Qi centre
instantané de rotation.

Cette propriété résulte de ce que le mouvement peut étre
regardé, pendant un temps irés-court, comme une rotation
autour du centre instantané. Le quotient de la vitesse d’un point
quelconque par sa distance au centre est la vitesse angulaire
du mouvement instantané de rotation (*).

Les théoremes IIT et V expriment d’ailleurs tout ce qu’un
centre instantané a de commun avec un centre effectif de rota-
tion : ce sont les propriétés qui se rapportent & un élément
infiniment petit du temps. La distinction s’établit dés qu'on
considére deux éléments consécutifs.

Soit MM, (fig. 85) la trajectoire d’'un point d’'une figure
mobile : la normale au point M passe par le centre instantané
de rotation C, mais la normale au point M, est dirigée vers
un nouveau centre C,, dont la distance au point G est du méme
ordre que l'arc MM, lui-méme ; donc le centre de courbure
de cet arc est un point distinct de C et de C,.

Les propriétés que nous venons d’exposer donnent lieu a
un grand nombre d’applications : en voici un exemple.

(*) Dans le cas général d’une figure qui se déforme (fig. 84), le rapport
des vitesses de deux points M, M’ de cette figure, s'exprime par le rapport

MN
N’

en considérant les points N, N/, ot les normales aux licux, (M) et (M), soat
coupées par la normale & 'enveloppe de la droite MM'.

On voit ainsi le centre instantané se dédoubler, pour ainsi dire, quand Ia
longueur MM’ est variable; et la distance des deux points résultant de ¢@
dédoublement est proportionnelle & la variation de MM'. On sait, en effet,
que cette variation de longueur est proportionnelle i la distance NN
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Des systémes de corps rigides articulés.

Considérons un systéme de corps rigides, réunis par des
articulations.

Le polygone dont les points d’articulation sont les sommets
est variable de forme, mais chacun de ses cOtés constitue,
pris isolément, une figure invariable; et la théorie précédente
fait connaitre les relations géomdtriques qui existent entre les
vitesses des divers points du systéme, quand le mouvement de
celui-ci est suffisamment déterminé.

Par exemple : deux droites de longueur constante ( fig. 86)
tournent respectivement autour des centres C et C'. Pour
transmettre le mouvement de l'une de ces droites & l'autre,
cest-a-dire pour faire en sorie que le mouvement de I'une
soit déterminé par celui de V'autre, on articule les extrémités
M, M’ des deux rayons ou manivelles a un lien invariable : on
demande le rapport des vitesses des points M et M.

Dans ce cas e centre instantané de rotation du lien MM est
au point O, intersection des deux rayons prolongés; done

o _OM
o T oM

En remplacant les longueurs OM, OM par les sinus des angles
qui leur sont opposés dans le triangle MOM’, on a:

1° Les vitesses des deux extrémités du lien sont en raison
inverse des sinus des angles de ce lien avec les rayons.

La méme propriété subsiste évidemment quand les trajec-
loires des points M et M’ sont des courbes gnelconques : Ci,
')’ éiant les normales & ces courbes, et la longueur MM’ res-
tant toujours invariable; done, en général :

2° Les vitesses des deux extrémilés du lien sont en raison
inverse des cosinus des angles du lien avec les trajectoires de
ses extrémités.

Pour trouver le rapport des vitesses angulaires des deux
manivelles, on écrira I’équation précédente sous la forme

6. CM _ MO
w.CM MO’
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d’ol

w CAM' MO __ CT

o CMx<MO _¢T’

en appliquant le théoréme des transversales au triangle OCC/,
Donc :

3° Les vitesses angulaires des deux rayons vecteurs sont en
raison inverse des segments déterminés par le lien surla ligne
des centres (*).

Enfin les triangles CPT, €¢/P'T étant semblables, on peuwt
encore énoncer le théoréme suivant :

4° Les vitesses angulaires sont en raison inverse des perpen-
diculaires abaissées des deux centres sur le lien.

Des proprictés géométriques identiques se retrouvent dans
un autre mode de transmission, fort usité dans U'industrie.

Transmission du mouvement par courroies, — Au lieu de
relier par une barre rigide deux corps assujetlis & tourner
autour des centres C et {7, on peat employer un lien flexible,
tel qu’une corde, une courroie, qu’on enroule sur deux sur-
faces convexes fixées & chacun des deux corps respective-
mernt ( fig. 87).

Seulement, avec ce systéme, un corps ne peut entrainer
lautre que- dans un sens, la courroie ne fonctionnant qu'a la
condition d’¢étre tendue. Cette restriction étant posée, cher-
chons le rapport des vitesses angulaires des deux corps tour-
nants.

Relativement au corps (C), la droite MM’ tourne autour de
son point de contact M avec la courbe surlaquelle elle s’en-
roule, absolument comme s'il y avait une articulation en M.
Les choses se passent de la méme maniére au point 31; et
comme on admet gque la courroie reste tendue, on rentre,
pour un mouvement infiniment petit, dans le cas d’une barre
rigide articulée a4 deux bras de longueur invariable. Il suit de
Ia que tous les théorémes précédents s'appliquent sans modi-
fication. Ainsi :

Les vitesses angulaires des deux arbres sont en raison in-

(*) Dans le cas ot les trajectoires, (M) et (M'), sont quclconques, les
points C et €' sont les centres de courbure de ces trajectoives,
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verse des deux segmenis déterminés sur la ligne des centres
par le prolongement de la purtic rectiligne de la courroie.

Mouvement épicycloidal plan.

Ainsi que je ai dit, le point de départ des recherches rela-
tives aux propriéiés du mouvement d’une figure plane, est
le théoréme suivant, dd a Descaries :

Tutorkue VI. — Lorsqu’une courbe mobile roule sans glis-
ser sur une courbe fixe, le centre instantané de rotation de
toute figure invariablement liée & la courbe mobile est a
chaque instant le point de contact actuel des deux courbes.

Soit (m)( fig. 88) une courbe qui roule sur une courbe (/).
Si M et M, sont deux points de contact successifs des deux
courbes, et que. M’ soit le point de la courbe mobile qui se
trouvait d’abord en M, on a

MM, =MWNM..

11 résulte de la que MM est un infiniment petit du deuxiéme
ordre; done le point M est animé, 4 Vinstant considéré, d’une
vitesse nulle, ce qui est le caractére d’un centre instantané de
rotation.

Dés lors, en raisonnant comme dans le paragraphe précé-
dent, et considérant dans un mouvement quelconque d’'une
figure plane invariable le lieu décrit parle centre instantané
dans T'espace absolu, et le lieu correspondant décrit par le
méme point sur le plan de la figure mobile ( fig. 89), nous
arriverons, par une image analogue & celle qu'a donnée
Poinsot pour les mouvements sphériques, & nous représenter
clairement le mouvement fini le plus général d’une figure
plane dans son plan :

Treorkse VII. — Quel que soit le mouvement d'une figure
invariable dans son plan, on peut toujours le ramener &
un mouvement épicycloidal,

En d’autres termes, on pourrait produire le méme mouve-
ment en supposant que les points qu'on étudie soient en-
trainés par une cerlaine courbe mobile, roulant sans glisser
sur une courbe fixe convenablement choisie.
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La courbe mobile est la courbe roulante ou la roulette,
d’aprés une dénomination anciennement usitée. La courbe
fixe s’appelle la base de la rouleite.

Propriétés des épicycloides. — Le cas de mouvement épicy-
cloidal le plus intéressant a étudier est celui dans lequel la
courbe mobile et la courbe fixe sont deux circonférences de
cercle. En effet : non-seulement les courbes ainsi engendrées
ont un grand nombre d'applications industrielles; mais de*plus
il est évident que, pour toutes les questions qui se rapportent
au deuxiéme ordre infinitésimal, on a le droit, dans un mou-
vement épicycloidal quelconque, de remplacer la roulette et
sa base par leurs cercles osculateurs respectifs.

On distingue les épicycloides extérieures et les épicycloides
intérieures ou hypocycloides. Elles sont allongées ou raccour-
cies, selon que le point décrivant est a l'extéricur ou a
Pintérieur du cercle mohile. On appelle plus particuliére-
ment épicycloides (*) celles qui sont décrites par un point de
la circonférence roulante.

On a‘représenté (fig.g1) quelques épicycloides et hypo-
cycloides. On voit que, dans celles qui sont allongées, les
points de rebroussement sont remplacés par des boucles; ces
mémes points sont représentés par de simples sinus dans les
épicycloides raccourcies.

(*) Ces derniéres possédent une propriété géométrique remarquable : celle
de pouvoir étre engendrées de deux maniéres différentes par le roulement
d’un cercle mobile sar un méme cercle fixe.

Considérons par exemple une épicycloide extérieure ( fig. go) ¢ soient C le
centre du cercle fixe, C, le centre du cercle mobile, R et R, les rayons de ces
cercles, enfin M une position du point décrivant.

La normale MA rencontre le cercle fise en un deuxiéme point A’. Si Yon
décrit une eirconférence passant par le point M et tangente en A’ a la circon-
férence fixe, et qu'on fasse rouler la circonférence ainsi déterminée sur la base
primitive (C), le point M, considéré comme fix¢ & la nouvclle roulette, décrira
une épicycloide identique & la proposée. ( Foir Dvnsver, Eléments de calcul
Infinitésimal, 2¢ édit., t. I, p. 138.)

Le rayon dela nouvelle roulette est donné par la relation

4 .
Rl =R s Rl )
qui devient, dans le cas d'une épicycloide intérieure :

R/ =R—R,.
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Ligne droite et ellipse considérées comme hypocycloides.—
L’hypoeycloide la plus curieuse est celle qui est engendrée
par un point d'une circonférence, roulant dans lintérieur
d'une circonférence de rayon double. On sait que chacun
des points de la circonférence mobile décrit un diamétre du
cercle fixe (Carpax): il suit de 1a qu’une corde quelconque, AB,
de 1a roulette peut étre considérée comme une droite dont les
extrémités parcourent des droites fixes.

Si V'on se donne la droite AB { fig. g2), ainsi que les direc-
trices du mouvement de cette droite, Ox, Oy, on déterminera
comme nous l'avons vu le centre instantané C : OC est le
diamétre du cercle mobile et le rayon du cercle fixe, qu’il faut
choisir pour ramener a un mouvement épicycloidal le mouve-

- ment d'une droite dont les extrémités parcourent des droites
fixes.

Un point M de la droite AB décrit une ellipse dont on
connait immédiatement la normale MC, et dont on obhtient le
centre de courbure au moyen de la construction de Savary.

Les directions des axes de cette ellipse se construisent en
joignant le point M au centre 1 du cercle mobile : en effet,
le point M est sur la droite de longueur constante ab, mobile
sur les droites rectangulaires OX, OY. Ma et Mb sont les
longueurs des deux demi-axes; OM et MC sont les longueurs
de deux demi-diamétres conjugués, le dernier étant dirigé sui-
vant ON, perpendiculaire & 1a normale MC (*).

Si 'on faisait rouler la grande circonférence sur la petite,
les diamétres de la premiére pivoteraient chacun autour d'un
point fixe de la seconde. Ce théoréme est le corrélatif du
théoréme de Cardan.

Rayon de courbure d’une courbe épicycloidale plane. —
Soit M le point décrivant { fig. 93). Prenons sur la courbe
fixe et sur la courbe mobile, a partir du point de contact A,
deux arcs infiniment petits égaux, AB, AB,; et soit M’ la posi-
tion qu’aura prise M, lorsque B, sera venu en B. La normale
en M’ se construit en joignant le point W au point B ou B, :

(*) M. Mannheim a déduit de cette figure un procédé pour construire les
axes d’une ellipse, quand on connait un systéme de diamétres conjugués (Nou-
velles Annales de Mathématiques, t. XVI, p. 187).
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cette ligne vient couper la normale A au centre de courbure
cherché, X.

Faisons
MM =ds, AB=AB —=dos,

AC=R, AC=R, MA=r, MX=np.
La rotation de la figure mobile autour du centre instan-
tané A, pour le déplacement AB du point de contact, est égale

a la somme des angles de contingence respectifs des deux
cercles : elle a pour expression

X 1
(ZO‘ <§+E),

ce qui donne pour la valeur de I'arc MM’
A 1\
ds—=rds &E_i—?{‘ )

/

D’un autre ¢6té, si 'on désigne par 1 Pangle que fait AM
avec la ligne des centres, on a, dans les triangles infiniment
petits XMM', XAB,,

ds:dacosiiipip—r;

d’ott enfin, en égalant les deux valeurs de ds ¢
’ o)

cos i 1 1
p :]’(~+—_),

. p-—r 3 R,
ou

1 1 e 1 1
(I) <I_‘+p—: I') CO:l——E‘—r— —B—;'

On déduit de ces équations la construction de Savary, que
nous connaissons (*) (voir p. 54 ).

(*) Développée de I'épicycloide ordinaire. — Pour exprimer que le point
déerivant est sur la circonférence {C,), il faudra faire dans la relation (1)
r

cosi::——-,
2R,

d’ol

o

o

p—r R

r :I{—‘,—;’Bl.

) 2(R+R,)
Iy 2

‘0-—7‘

Décrivons un cercle qui passe par le point X (fig. 94), et qui soit tangent
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Cenire de courbure de Uenveloppe d'une figure mobile. —
Considérons maintcnant, au !ieuA d’un point unique, une
courbe (e) entrainée dans le mouvement de la roulette {m)
sur la base (f) (fig. 96). Nous savons que le point M, o la
courbe {e)touche son enveloppe, est sur la normale qui passe
au centre instantané A.

Pour irouver le rayon de courbure de I'enveloppe (E}, je
remargae qu'une série de courbes paralléles (e), (e}, (), en-
veloppent évidemment des courbes parall¢les, la distance noi-
male des enveloppes étant constante et égale & la distance des
enveloppées correspondantes.

1résulte de la que les centres de courbure de toutes les
enveloppes sont en un méme point X, lequel est aussi le
centre de courbure de la trajectoire du point Y, centre de
courbure commun & toutes les enveloppées. On trouvera done
le point X en appliquant la construction de Savary au point ¥.
De 12 le théoréme suivant : )

Tatorine VIII. — Quand une figure entrainée dans le roule-
ment d’'une courbe mobile sur une courbe fixe reste constam-
ment tangente & une certaine enveloppe, les lignes qui joignent
les centres de courbure respectifs des deux courbes mobiles
d'une part, et des deux courbes fixes de 'autre, se coupen!
en un point de la perpendiculaire élevée au cenlre instantané
de rotation, sur la normale commune & la courbe donnée et
son enveloppe.

La question précédente, qui nous sera utile dans la théoric

g . ’
en A aux deux précédents; soit B| le rayon de ce cerele : on a

B, p—r R

E: r =I’\—i—2R,.

Si Pon désigne de méme par R’ Ia Jongueur CA’ ou R — 2R, on trouve

R R
BT RL2R,
d’on
P\',___B.
TR

On trouvera aisément que le liew géométrique du point X est une épicy-
cloide semblable & Vépicyeloide (M), mais non semblublement placée. Le rap-
port de similitude ecst ¢gal au rapport du ravon du cercle fixe, & ce méme
rayon augmenté du diamétre du cercle mobile.
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des engrenages, a ¢té résolue pour la premiére fois par
Euler (*).

Taisons

() T T
la formule (1) devient

(3) p=

On voit que p dépend seulement des quantités r et a cosi:
si I'on prend ( fig. 05)

r—acosi

Al = acosi,

Ie rayon de courbure MX est une troisiéme proportionnelle
aux lignes MI et MA.

La formule (3) ne change pas quand on fait varier les
rayons R et R,, sans altérer a : on peut donc prendre

R=w», R,=—a,

c’est-a-dire remplacer le mouvement épicycloidal par un mou-
vement cycloidal, tant qu’il s’agit sculement de déterminer
les centres de courbure des trajectoires des points d'une figure
invariable, ou des enveloppes des courbes liées a cette figure.

Le cercle de rayon a a recu de M. Transon le nom de cercle
de roulement (**).

Centre instantané du deuxiéme ordre.

Quand on connait le centre A, ( fig. g5) du cercle de rou-
lement, on trouve le point X en prolongeant la ligne MA,
jusqu’a son intersection avec la perpendiculaire AP, et menant
par lefpoint P une paralléle a AA..C’est la construction de Sa-
vary, appliquée au cas ou le point C est a Pinfini.

Il suit'de la qu’il suffit de connaltre le point A,, pour étre
en élat”de résoudre toutes les questions géométriques qui se
rapportent au deuxiéme ordre différenticl, de méme que le
point A nous donne la solution des questions relatives au pre-
mier ordre.

(*) Nouveaux Commentaires de Saint-Pétersbourg pour 1566, t. X1, p. 209.
(** ) Traxsox, Méthode géométrique pour les rayons de courbure (Journdlde
Mathématiques, t. X, p. 154; 1845). ’
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11 convient donc de donner au point A; le nom de centre
instantané du deuziéme ordre (*). 11 existe des points doués
de propriétés analogues pour le troisiéme, le quatrieme
ordre, etc.; c’est-a-dire qu’il suffit pour chaque ordre de con-
paitre un point unique, pour résoudre toutes les questions
de Yordre correspondant, auxquelles donne lieu le déplace-
ment infiniment petit d’une figure plane dans son plan (**).

Circonférence des inflexions. -— Bornons-nous aux élé-
ments du second ordre, et soient A et A, les deux centres
instantanés ( fig. 97)-

Déerivons une circonférence dont le diamétre soit le
ravon AA, du cercle de roulement : le centre de courbure de
la trajectoire d’'un point quelconque de la circonférence AA,,
dans le mouvement qui nous occupe, est a P'infini (***); donce

Tutorkve IX. — La circonférence décrite sur la ligne qui
joint les deux centres instantanés comme diamétre est le
liew géométrique des points qui décrivent des éléments de li-
gnes droites & Uinstant considéré.

Toutes ces droites passent au centre instantané du deuxiéme
ordre.

Circonférence des cenires. — La construction que nous ve-
nons de donner fait trouver le point décrivant M, quand on
connait le centre de courbure correspondant. Ce point M
passe a I'infini quand le centre X’ est situé sur la circonférence
symétrique de la précédente; done

Taeortyne X. — La circonférence symétrique de la circon-
férence des inflexions est le liew des centres de courbure des

(*) Je ne puis adopter le nom de centre des accélérations proposé par
M. Bresse dansun Mémoire inséré au XXX Ve cahier du Journal de UEcole Poly=
technigue, p. 8g. Le cenfre instantané des accélérations (dont je ne m’occupe
pas ici) ne coincide généralement pas avec le point A,. On trouvera tous les
détails relatifs & la théorie qui fait V'objet de ce paragraphe dans le Traitc de
Cinématique pure de M. Resal, p. 170.

(**) Traité de Cinématique pure, p. 311.

La théorie des centres instantanés des divers ordres a été faite par la méthode
la plus simple et 1a plus directe par M. Nicolaidés { Théorie du mouvement d’une
figure plane dans son plan, 1863). .

(***) Maxxnmeny, Construction des centres de courbure, ete. {Journal de I'E-
cole Polytechnique, XXXVII® cahier, p. 159 ).
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N

trajecioires décrites par les points du plan situés & Uinfini,
ou, st fon veut, des enveloppes de toules les droites, mobiles
avee la figure considérée.

Les deux cercles que nous venons de définir servent a con-
straive les centres de courbure des trajectoires des divers points
d'une figure invariable.

il est rare, en effet, qu’on puisse trouver ces centres par Ia
construciion de Savary, a moins gue la roulette ¢t sa base
e soient des données immédiates de la question. Dans le cas
contraire, il faudrait commencer par construire les courbures
de cesdeux lignes ; or ces quantités sont des éléments du troi-
sicme ordre (*), plas difficiles a déterminer que les ravons
de courbure des trajectoires des points de la figure mobiie.

Cousidérens un point M et le centre de courbure corres-

poncant X le point I(fig. 95), déierminé par la relation

MA = MI > WX,

cstoan point de la eirconférence des inflexions, laguelle passe
aussi par le centre instantané A. Si donc on connait les centres
de courbure des trajectoires de deux points, on pourra con-
siruire cette circonférence, et, par suite, on sawra trouver le
centre de courhbure de la trajectoire d'un point quelconque,
formant un triangle invariable avec les deux premiers.

Considérons seulement le cas ol les deux poinis directeurs

dserivent des lignes droites.

ProvLine. — La base d'un triangle invariable se meut entre
deuz droites fixes ( fig. 98). On demande le cenire de cour-
bure de la trajectoire du sommet de ce triangle, ¢’est~é-dire
’wie point quelconque lié & la base mobile.

Sofution. — Les points E et I, décrivant des ligues droites,
sont situés sur le cercle d’inflexion, lequel! passe aussi,

‘08 une remargue que nous avons faite, au poiut d'inter-
n A, des droites (E), (T).

.7, 1l est & remavquer gue les termes du troisitme ordre disparaissent

. 1 1 .
duns Iy somme = -~ — puisqu’on_a
R R, -

1 1

—!—R—l p

==
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Le centre instantané de rotation est en A, diamétralement
opposé au point A,; et 'on obtient le centre de courbure de
M) en élevant AP perpendiculaire & MA, et menant PX paral-
lele AAAL
Le symdétrigue du cerele d’inflexion, par rapportd sa tan-
gente en A, contient les centres de courbure des enve-
loppes des trois cdtés du triangle MEF. Ce cas particulier du
théoréeme X avait ét¢ remarqué par Bobillier.

Howuvement le plus général d'un solide parallélement
3 7 > .
& un plan fize.

8i nous cousidérons unc figure plane mobile dans son plan
comme la projection d’un solide invariable, assujetti d se mou-
voir parallélement au plan de cette figure, nous nous repré-
senterons immeédiatement le mouvement infiniment petit de ce
solide comme une rotation autour d’un axe instantané, per-
pendiculaire au plan directeur (7).

Quant au mouvement fini de ce méme solide, nous obticn-
drons en considérant les deux surfaces eylindriques formées
par la série des axes instantands, Pune dans le corps, 'autre
dans I'espace, el en supposant que le corps soit entrainé dans
le mouvement épicycloidal da premier cylindre sur le second.

§ X. — MOUVEMENT DE DECX SOLIDES ASSUJETTIS A RESTER
EX CONTACT.

Transmission de mouvement par centact. — Deux corps
terminds par des surfaces cylindriques, el tournant respec-
livement autour des axes O et (', sont assujettis & rester con-
stamment en contact. Il suit de 1& qu’un de ces corps ne peut
se mouvoir sans entrainer Pautre, sans lui transmettre, comme

{*) Signalons pour mdémoire un cas d’exception assez curieux. Considérons
un plan {P), et une figure quelconque tracée dans un plan {Q), perpendicu-
Jaire & /D). Si I'on fait towrner cette figure autour d’'une droite contenue dans
son plan, les vitesses de tous ses peoints scront perpendiculaires a ce plan «Q,
°tpar conséquent paralléles & (P); et pourtant la projection de la figure sur (P}
ne conservera pas sa forme rectiligne pendant un temps infiniment petit, les
Points de Vintini parcourant dans ce temps des espaces finis.
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on dit, son mouvement, suivant une loi géométrique évidem-
ment déterminée: on demande le rapport des vitesses angu-
laires de ces deux corps.

Puisque nous supposons les deux surfaces cylindriques,
si nous admettons de plus qu’elles ne se déplacent pas dans
le sens de leurs génératrices, il nous suffira de considérerle
mouvement des sections droites de ces surfaces.

Soient ( fig. 99) C le point de contact, M et M’ les centres
de courbure des deux courbes. Pour un mouvement infinj-
ment petit, je substitue aux courbes leurs cercles osculateurs:
la longueur MY, qui estla somme des rayons de ces cercles,
ne variera pas, non plus que les longueurs deslignes OM, O},
Les mouvements angulaires de ces deux lignes, ¢’est-a-dire de
deux rayons quelconques de chaque solide, sont donc les
mémes que si les points M et M’ étaient articulés a un lien
rigide MM/, lien dont la direction est celle de la normale com-
mune aux deux courbes en contact.

On peut donc dire, en appliquant le théoréme relatif a la
transmission de mouverment par tiges articulées (p. 118):

Dans la transmission par contact, le rapport des vitesses
angulaires des deux corps lournants est U'inverse de celui des
segments déterminés sur la ligne des centres de rotation par
la normale commune.

Le rapport des vitesses angulaires n’est pas le seul élé-
ment géométrique qu’il soit important d’étudier, dans la
théorie qui nous occupe. Pour aller plus loin, nous réduirons
l'une de nos deux courbes au repos; c’est-a~dire que nous
prendrons deux axes, fixes par rapport a celle-ci, auxquels
nous rapporterons le mouvement.

Théorie du roulement et du glissement des lignes planes.

Soient donc deux figures planes quelconques, U'une fixe,
I'autre mobile, assujectties a rester en contact. La courbe fixe
est 'enveloppe de la courbe mobile, puisque I’enveloppe d’une
figure mobile n’est autre chose que la ligne a laquelle
celle-ci reste constamment tangente. Mais la condition, pour
une figure mobile, de rester constamment tangente a une en-
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veloppe donnée, ne suffit pas pour déterminer la série des
positions de cetle figure : en ayant égard & la loi qui régle les
déplacements simultanés du point de contact sur les deux
courbes, on distingue les trois genres de mouvement gue
voici :

1° Si les arcs infiniment petits, parcourus par le point de
contact sur les deux courbes, ont méme longueur, on dit qu'il
ya roulement ;

20 8i cet arc est nul pour 'une des deux courhes, le mouve-
ment est un glissement simple ;

3¢ Enfin, dans tous les autres cas, on a affaire a un mou-
vement mixte, qui tient a la fois du roulement et du glis-
sement.

Soient { fig. 100) (e) la courbe mobile, (E) la courbe fixe,
mlepointactuel de contact, m,, m, les points qui doivent arriver
en coincidence, par l'effet d’'un mouvement infiniment petit.

Ce mouvement infiniment petit, dans le cas le plus général,
peut étre considéré comme composé d’'un roulement et d'un
glissement. On peut en effet, pour amener la courbe (e) de sa
premiére 4 sa seconde position, faire d'abord rouler cctte
courbe sur son enveloppe jusqu’a ce que le point m, soit
arrivé en un point u, tel que mp = mnz, et la faire ensuite
glisser jusqu’en m,.

La longueur pm, mesare V'étendue du glissement élémen-
taire, étendue qui est aussi égale & nr, my, ou & mm’, puisque
fes distances des points ni et m’ a la courbe (E) sont infini-
nent petites du second ordre. Donc

Tutorkne I. — L'étendue du glissement élémentaire est égale
@ la distance qui sépare, awbout duw temps dt, les deux poinis
qui se trouvaient réunis aw commencement de ce temps dt.

Ce théoréme s’applique sans modification, quand on res-
litue a Ja courbe supposée fixe le mouvement dont elle est
animée en réalité, puisque la grandeur de I'arc de glissement
dépend uniquement du mouvement relatif des deux courbes.

En divisant Varc mm' par df, ona la vitesse de glissement.
Ladirection de cette vitesse est celle dela ligne v, ou mm':
cest-a-dire, 4 la limite, celle de la tangente commune mT.

L 9
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Construction du cenire insiantané de rofation. — Le mou-
vement élémentaire, que nous venons de décomposer en un
roulement et un glissement {c’est-a-dire en une rotation au-
tour du point n, et une trapslation dans la direction mT),
revient aussi, comme on sait, 4 une simple rotation autour
d'un centre insiantané A (fig. 1o1), situé quelque part sur ky
normale commune XN’ (*). Le point A est facile a déterminer
quand on connalt les centres de courbure de la courbe (e
et de son enveloppe, ainsi que le rapport des arcs mm,
.. Cest la timite vers lagaelle tend le point , intersection
des deux normales Gy, Gm, (**). L'angle de rotation dy
est la somme des angles de conlingence des deux courbes:

Calenl de Parc de 53; emeni. — La figure monire que

Vare mz, i1, & pour expressio

o
jo)

r{d-4-d=)=rdo,

(*) Considérons une came, dont le profil soit la courbe quelconque {e). I

7

résulte du beau théorcme 1tif an mouvement épicyveloidal, que nous powi-
rons toujours faire prendre & cette came le mouvement préecis dontnous avons
Bbesoin quelle soit animée, en altzchant la courbe (e & une figure (m) con-
venablement choisic, et assujeitic & rouler sans glisser sur une courbe fixe |/
Ceci est important an point de vue des applieations., En effet, le glissement
donne licu dans les machines & une résistance dite frotzement, aussi nuisible
sous le rapport de I'économie dn travail que sous eelui de la précision du jeu
de la machine; le roulement, au contraire, n’occasionne qu'une résistance
négligeable par rapport i la premidére : ce que nous venons de voir nous
apprend & produire un mouvement plan quelconcue, sans faire intervenir le

glissement,
Dlautres fois, au contraire, il v awra un intérét majenr & passer par-dessus

les inc ifs du frottement, et & substituer au roulemient un mouvement

nmixte : 1 ic actuclle nous guidera également dans le tracé des courhbes

qui, par ]

» action mutuclle, produiront d’une autie maniére le mouvement
gu'on st propose d’obienir,

(**) Il est & remarquer que les données dont nous nous sommes servi ne
déterininent pas la tangente au lieu déerit par Ie point A. Cette tangente est
un ¢lément du deuxi¢me ordre, qui se construit quand on connait les ravons
de courbure des trajectoires de deux points de la figure mobile : points non
en ligne droite avee le point A.

En efiet, chingue rayon de courbure fait connaitre la projection !du centre

du deusiéme ordre sur la normale correspondante (p. 126) }; deux projections

déterminent ce eentre AP, ot la ligne A4, est 1a normale demandde.
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r étant la distance du centre instantané au point m (*). L'un
des deux angles d7,, dz, est nul, si le mouvement est un
glissement simple, mais ces deux angles ne sauraient s’éva-
nouir tous les deux a la fois; donc le glissement ne peut étre
nul que quand on a r=o0: :

Tutoriye 1L, — Pour que le glissemeni soit nul dans le mou-
vement de deux courbes assujetiies & rester en contact, il faut
et il suffit que le point de contact des deux courbes coincide
acvec le centie instantané de la rotation relative.

ic roulement est au contraire nul, et le mouvement est un
glissement simple, dans deux cas distincts : selon gue le point
de contact est invariable sur la courbe mobile ou sur la courbe
five. On peut remarquer les propriétés suivantes:

Tutorine 1. — Quand une courbe glisse sur une courbe fixe
quelle toucte toujours par le méme point, la normale en ce
point roule sur la développée de la courbe fixe.

Tatorimg IV. — Quand une courbe se meut en touchant
constamment une courbe fize au méme point, la développée
de la courbe mobile roule sur la normale fixe du point de
contact.

Houvement relatif de deux surfaces quelconques en contact
par un point.

Le mouvement d’une surface quelconque par rapport & une
autre surface a laquelle elle reste constamment tangente
c¢'est-a-dire par rapport a trois axes invariablement liés a
celle-ci) peut s’effectuer de bien des manieres différentes.

En nous hornant pour le moment a considérer les cas ol le
contact a licu en un point seulement, ¢’est-a-dire ol les sur-
aces n'ont de commun gu'un élément dua second ordre, nous
aurons a distinguer trois genres de mouvements simples

1° On dit, a proprement parler, qu'une surface glisse sur

{(*) L’expression rd» est remarquable, en ce qu'elle ne contient pas explici-
i
tement les courbures des deux figures en contact, mais seulement 'angle qui
mesure la rotation instantandée relative.

9.



132 PREMIERE SECTION. — CINEMATIQUE PURE.
une surface fixe, quand son mouvement est une translation
paralléle au plan tangent commun : ¢’est le mouvement d’'un
traineau sur un plan incliné. Poinsot avait proposé, pour dé-
signer cette sorte de mouvement, le mot de rasion, qui n’a
pas été adopté. ‘

2° Une surlace pivote sur une auire surface, quand clle
tourne autour d’'un axe perpendiculaire a I'élément commun ;
c’est le mouvement d’un pivot dans sa crapaudine. Comme on
doit toujours considérer dans le centact de deux surfaces, non
pas un simple point commun, maisbien un élémentsuperficiel
commun, on voit que, dans le genre de mouvement que nous
étudions, il y a en définitive glissement de I'élément mobile
sur I'¢lément fixe; et, bien que les points dont il s’agit soient
3 une distance infiniment petite du centre de rotation, I'arc de
glissement pourra avoir une valeur quelconque, selon la
grandeur du déplacement angulaire relatif.

3° Enfin la surface mobile roule sur la surface fixe, quand
son mouvement instantané est une rotation autour d'un axe
situé dans le plan de contact, c’est-a-dire autour d’un des
cOtés de I'élément commun (*). De la sorte, 'élément sui-
vant vient, en tournant autour de ce cOt8, s‘appliquer exacte-
ment sur un élément égal, et ainsi de suite. La série des ¢1é-
ments, qui se sont trouvés successivement en contact, forme
sur la surface fixe et sur la surface mobile deux zones qui par
Teffet du roulement, se développent 'une sur autre, et sont
susceptibles de se recouvrir sans déchirure ni duplicature.

Cest ce qui se passe quand une sphére ou une zone cylin-
drique roule en ligne droite sur un plan; une jante conique,
au contraire, ne peut avoir sur un plan un mouvement recti-
ligne, ou une jante cylindrique un mouvement circulaire, sans
que le roulement soit compliqué de pivotement (**).

(*) On confond assez souvent le roulement avee certains mouvements com-
pliqués de pivotement (et par conséquent de glissement, si ’on tient i conser-
ver aux mots leur signification précise). Clest ainsi que M. Delaunayv, dans
T'énoneé d'un célébre théoréme de Poinsot (Mécanique rationnelle, 'p. Jot;
1856), se sert, & tort suivant moi, du mot de rowlement pour désigner un mou-
vement qui se rédait, dans un cas, au pivotement simple d’une sphire sur up
de ses plans tangents.

(**) On utilise cclte propriété dans la construction des meules & broyer.
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En résumé, les trois cas que nous avons définis répondent :

1° A une translation (laquelle ne peut évidemment avoir
lieu que parallélement a une ligne tracée dans le plan tan-
gent);

2° A une rotation perpendiculaire au plan tangent commun;

3° A une rotation contenue dans ce plan.

Nous verrons dans le chapitre suivant qu'un mouvement
quelconque est susceptible de se résoudre en ces trois élé-
ments simples.

§ XI. — MOUYEMENT LE PLUS GENERAL D'CN CORPS SOLIDE.

Nous avons démontré avec Euler que, relativement & des
axes de direction invariable, assujettis 4 se croiser constamment
en un point déterminé d'un solide en mouvement, le mouve-~
ment de ce solide, & un instant quelconque, est une rotation
autour d’une droite dite axe instantané, fixe pendant un temps
infiniment court.

Le mouvement le plus général d’'un corps solide, pendant
un temps infiniment petit, peut done étre considéré comme
composé de cette rotation et du mouvement des trois axes,
lequel est une translation dont la vitesse est égale a celle du
point pris pour origine. Comme ce point a é1é choisi arbitrai-
rement, on voit qu’il y a une infinité de maniéres de décom-
poser un mouvement donné enune translation et une rotation.

Théoréeme de Giulio Mozzi.

Parmi ces divers systémes de décomposition, il en existe tou-
jours un, plus simple que tous les autres, dans lequel la trans-
lation s’effectue parallélement a I'axe de la rotation (*). Le

(*) N résulte d’une Note de M. Chasles que ce beau théoréme sc trouve men-
tionné pour la premiére fois dans un ouvrage d’un géometre florentin par-
faitement inconnu, Giulio Mozzi, ouvrage intitulé : Discorso matematico sopra
il rotamento momentaneo dei corpi; Naples, 1763.

« L’auteur, dit M. Chasles, aprés avoir démontré que tout corps en mouve-
ment posséde & chaque instant un mouvement de rotation autour d’un axe
qui passe par le centre de gravité, et un mouvement rectiligne commun a
toutes ses parties, ce qui était connu de d’Alembert et d'Euler, ajoute que ces
deux mouvements se réduisent 2 deux autres, dont I'um, rectiligne, est com-
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mouvement qui résulte dune pareiile combinaison est ana-
logue a celui d’'une vis qui se meut en pénéwrant a Vintéricur
d’un écrou fixe.

Pour démontrer ce théoreme, et donner en mdéme temps
un moyen de construire Paxe de la vis dont il s'agit, considé-
rons dans notre solide trois points quelcongues non en ligne
droite, formant un systeme invairiable.

Soient A, B, C les trois points choisis 1 menens par un
point arbitraire O ( fig. 102) des droites Oa, 06, Oc, respce-
tivement ¢gales et parailéles aux vitesses des points A, B,
C; abaissons du point O une perpendiculaire sur le plan du
triangle abe, et joignons le pied P de cette perpendiculaire aux
trois sommets de ce triangle. On peut regarder la vitesse Oa
comme la résultante de deux vitesses représentées en gian-
deur et en direction par les droites OP, Pa; on peut de méine
remplacer Ob par OP et Pb, Gepar OP et Pe.

mun i fteutes les parties du corps el parallele i Vaxe de rotation qui passe

par le centre de graviié, et 'autre est une rotation aulour d’un axe paralicie
i celui-la : axe dont il détermine la position et qu'il appelle axe spontané de
rotation.

» M. Cauchy a aussi considéré le mouvement infiniment petit d’une figure
de forme invariable sur le plan et dans Pespace, dans un 3Mémoire intituic:
Sur les mouvements gue peut prendre un systéme invariable, libre, ou assujetsi
& certaines conditions { Exercices de Jathematiques, 1. 11, année 1827, p. 70-9o %
C’est du principe des vitesses virtuelles qu’il conclut le centre instantané de
rotation d'une figure plane qui. glisse sur son plan, puis, aprés d’assez Jongs
calculs, le théoréme sur Vaxe instantané de rotation d'un corps qui éprouve
un déplacement infiniment petit dans Vespace; théoréme qu'il énonce en ces
termes :

» Quelle que soit la nature du mouvement d'un corps solide, les relations
existantes entre les différents points seront toujours celles qui auraient lieu
si le corps était retenu de maniére & pouvoir seulement tourner autour d’un
axe fixe, et glisser le long de cer axe.

» M. Cauchy s’arréte &4 ce résultat final, sans chercher aucune des pro-
priétés qui peuvent se rapporter a cette belle question.... »

Parmi les propriétés du mouvement hélicoidal, nous citerons seulement les
suivantes, quisont susceptibles de nombreuses applications géoméiriques.

Les plans norinaux aux trajectoires des divers points d’un plan mobile pas-
sent tous par un méme point du plan,

Ce point, ou foyer, a sa trajectoire normale au plan,

La caractéristique du plan (c’est-a-dire l'intersection de ce plan avee sa
position infiniment voisine ) est le lieu des points dont les trajectoires sont con
tenues dans le plan lui-méme; elle est paralléle & la projection de U'axe de
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Cela posé, concevons des axes auimés d'un mouvement de
transtation dont la vitesse soit égale et paraliéle & OP. Rela-
tivement a ce systeme d’axes, les vitesses Pa, Pb, Pe, des
rois points A, B, € sont paralléles au plan abe; done le mou-
vement relaiif du triangle ABC, et par suite celui du solide
lui-méme, esl unc rotation autour d'un axe instantené : axe
gqu’'on détermine par les régles relatives au mouvement d'un
corps parallclement & un plan. Cet axe est parailele & 08, ¢'esi-
a-dire a fa direction de la translation.

Tous les points de la ligne que nous venons dapprendre &
censtruire Wont d'autre mouvement gu'une simple translation
le fong de T'axe lui-méme; c’est-d-dire que cette droite, apreés
un mouvement infiniment petlit du solide, se retrouve dans
la méme position géométrique. Elle n’est pourtant pas restéc
immobile, mais elle n'a fait que glisser sur elle-méme : nous
lui donnerons le nom d'axe insianiané de rotation glissant.
On Pappelle également axe central (*).

Lhélicoide sur le plan, et perpendiculaive & la ligne qui juin le fover & la
trace de Uuaice sur ce mdme plan,

Soient /i Ye pas de I'hdlicoide (ce pas est négatif pour un hélicoide deatror-
sum, Caprés nos conventions sur la maniére de fixer le signe d’une rotation),
angle de la normale an plan av axe d s distan respectiv
§ Yangle de 1 le au plan avee Paxe, a et & les distances respectives
du foyer et de ia caractéristique i la projection de cet axe sur le plan; on a
) ] ! 5

= — 0 tang b, b= L cotd.
R 27

Le produitl de ces deux distances est indépendant de 'inclinaison du plan.

Le foyer d'un plan parallile & Uaxe est & Uinfini. N suit de la que les vi-
tesses de tous les points d’'un parcil plan sont paralléles & un autre plan,
lequel est perpendiculaire au premier.

Réciproquement : si les vitesses des divers points d'un plan P sont paral-
ieles & un méme plan perpendiculaire a P, Paxe central est paralléle au plan P,
et méme a la caractéristique de ce plan.

Voici une conséquence curieuse de ces théorémes. Considérons dans un
solide en mouvement une figure quelconque, tracée dans un plan paralléle a
laxe instantané glissant : les vitesses de tous les points de cette figure seront
paralleles & un méme plan, sans que le mouvement de la figure soit réductible
i une rotation perpendiculaire & ce plan. {Consulter diverses communications
de M. Chasles a I'Académic des Sciences, t. XVI, LI, LI des Comptes rendus.

(*) 11 existe une droite douce de propriétés analogues, pour un déplacement
fini quelconque d'un solide invariable; et l'on peut énoncer le théoréme
suivant :

Tutorine. — S0 lon considére un méme corps solide dans deux positions
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La démonstration élémentaire par laquelle nous venons d’é-
tablir I'existence de I'axe central, ainsi que la construction de
cet axe qui s’en déduit, est due au général Poncelet.

La construction suivante, que j’emprunte & M. Chasles, est un
peu moins simple, mais elle offre une analogie compléte avec
la construction du centre instantané de rotation d'une figure
mobile dans un plan : en ce sens qu’elle exige seulement
(qu’on connaisse les direciions de trois vitesses AA’, BB, CC/,

Soit 2 Uintersection commune des plans normaux aux tra-
jectoires des points A et B; la droite sur laquelle se mesure
la plus courte distance des droites, A et AB, rencontre I’axe
central et lui est perpendiculaire.

Les deux points A et C donnent lieu de méme a une autre
droite qui rencontre ’axe instantané et lui est perpendiculaire,
Ces deux droites déterminent Paxe cherché, qui n’est autre
que la droite sur laquelle se mesure leur plus courte distance.

Scolie. — Si les points a, b, ¢, sont en ligne droite, notre
premiére construction est en défaut, car le plan abe n’est pas
déterminé.

Il faudra donc, pour appliquer cette construction, prendre
trois points A, B, C, dont les vitesses ne soient pas paralléles
a un méme plan (*}).

Remarques sur le mouvement infiniment petit d'un
corps solide.

I. — Trois droites données quelconques Oa, 0b, Oc¢ ne
peuvent généralement pas étre considérées comme les vilesses
de trois points pris arbitrairement, et constituant un systéme
invariable.

différentes quelconques, il y a toujours dans ce solide une droite dont la posi-

tion n’a pas changé, de sorte qu'on peut concevoir que le solide passe d'un

lien & U'autre par un mouvement hélicoidal autour de cette droite comme aze.
(Cmasies.)

Cette droite s’appelle 'are central des deux positions du solide, quelle que
soit la grandeur du déplacement considéré.

(*) Quand il n’est pas possible de satisfaire a cette condition, c’est-a-dire
quand les vitesses de tous les points du solide sont paralléles & un méme plan, on
sait que le mouvement se réduit a une rotation autour d’un axe perpendicu-
taire & ce plan.
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Il existe certaines relations entre les grandeurs et les direc-

tions de ces vitesses, et les longueurs des c¢Otés du triangle
ABC, mais je ne puis insister davantage sur ce sujet.

1I. — Quels que soient les points du solide que 'on choi-
sisse pour les employer a la détermination de I'axe instantané,
la direction de cette ligne, ainsi que la grandeur de la vitesse
de glissement, ne sauraient étre altérées. Done, si par un point
quelconque O on méne des lignes égales et paralléles aux vi-
tesses des divers poinis d'un solide en mouvement, les extré-
mités de ces droites sont toutes situées dans un méme plan,
normal & Uaxe instantané glissant,

HI. — Menons du point O a ce plan une oblique quel-
conque OP,, au lieu de la perpendiculaire OP, nous pourrons
de méme décomposer la vitesse d'un point quelconque en
deux autres, dont’'une soit représentée par OP,; les deuxiémes
composafites seront toutes paralléles au plan abe.

Si donc nous considérons trois axes animés d’un mouve-
ment de translation dont la vitesse soit égale et paraliéle 4 OP,,
le mouvement relatif a ces axes sera encore une rotation per-
pendiculaire au plan abe; mais la translation ne sera plus pa-
ralléle & I'axe de cette rotation.

On voit que, dans les diverses maniéres de décomposer le
mouvement d’un systéme invariable en une translation et une
rotation, la direction de la translation est arbitraire, tandis que
celle de la rotation est déterminée.

Mouvement fini d’un solide invariable.

Ce mouvement fini, si on le rapporte & trois axes de direc-
tion invariable, passant toujours par le méme point du corps,
est celui d’'un cOne mobile, roulant sans glisser sur un autre
¢dne de méme sommet, lequel est relativement fixe.

En se figurant ce dernier cone animé du mouvement de
translation des axcs, pendant que le cone lié au corpsroule
sur lui, on aura I'image du mouvement.

Mais il me semble que cetie image n’est peut-étre pas suffi-
samment nette; de plus, un méme mouvement est susceptible
d'une infinité de représentations de ce genre, selon qu'on
prendra tel ou tel point du solide pour origine des axes mo-



138 PREMIERE SECTION. — CINEMATIQUE PURE.

biles. Au conlraire, 'axe de rotation glissant est unique; et i}
est naturel de s’appuyer sur cetie propriété pour chercher
a se faire une idée simple du mouvement.

Pour cela, considérons, avec le géndéral Poncelet (7), 'en-
semble de toutes les positions successives de l'axe central,
pour un mouvement fini quelconque. Ces droites forment
une surface réglée dans le corps, et une autre dans 'cspace,
P’axe central actuel se trouve & la fois sur la surface mobhile
et sur la surface fixe; dlailleurs toutes les génératrices de
premiére viennent une aprés Vautre sappliquer sur celles de
la seconde, pour jouer a leur tour le rdle d’axe instantand,
Or, au moment ot la rotation autour d’une génératrice com-
mune amene les deux géndratrices suivantes & coincider, les
surfaces dont nous parions ont deux génératrices communes,
et par conséquent elles sont tangentes dans toute 'élendue
de I'élément gauche correspondant.

it suit de la que le mouvement da corps est celui dune
surface réglée, liée & ce corps, sur une autre surface réglée
fixe a laquelle elle est tangente suivant toute une génératrice,
et surlaquelle elleroule en glissant lelong de cette génératrice,

Le rapport du glissement & la rotation, c¢’est-a-dire le pas de
la vis qui nous donne l'idée du mouvement élémentaire du

erps, change en méme temps que laxe de ceite vis.

Quelquelois ce pas est nul : et tout se rédait, & cet instani,
a une simple rotation sur un axe immobile. Mais, en général,
il 'y a dans le corps aucun point dont la vitesse soit nulle,
bien qu’il y ait toujours une droite qui conserve, en tant gue
ligne géoméirique, une position invariable pendant un temps
trés-court. '

Digression sur le raccordement des surfaces réglées.

Pour que deux surfaces gauches puissent se raccorder exac-
tement tout le long d’une génératrice commune, il faut et il
suffit que le paramétre de distribution des plans tangents, cor-
respondant a cette génératrice, soit le méme pourles deux sur-
faces: onsait que ce paramétre, que je désignerai par la lettre B

(%) Foir les Additions aux Eléments de Mécanique de M. Resal, p. 18
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est le rappori de la plus courte distance de deux générairices
consécutives a angle infiniment petit formé par ces généra-
irices.

Le plan tangent en un peint situé & une distance x du point
ceptral, csi déterminé par son inclinaison & sur le plan cential.
Or on a la formule

tang 0 =

™I R

de sorte que, quand on afait coincider les points centraux de
deux génératrices appartenant & des surfaces diflérentes, ainsi
queles plans tangents correspondants, ou plans centraux, tous
les autres plans tangents des deux surfaces coincident égate-
ment, si les parameétres sont égaux.

Considérons deux surfaces, ainsi raccordées suivant la gé-
nératrice G (fig. 103). Los deux génératrices suivantes, G, g1,
se confondent, & un infiniment petit dusecond ordre prés; et, si
les paramétres de ces deux génératricessont encore égaux, on
aménera les deux surfaces a se raccorder suivant ces nouavelles
génératrices, au moyen :

1° D'un glissement C,¢;, égal & la distance qui sépare les
deux nouveaux points centraux;

2° D'une rotation représentée par langle des plans cen-

. raux correspondants.

Le mouvement sera susceptible de se continuer indéfini-
ment ainsi : lex parameétres étant supposés égaux pour toutes
les gu]elamccs quiviennent s'appliquer saccessivement Vune
sur autre.

Le glissement est nul quand les lignes de striction des
deux surfaces coupent les génératrices correspondantes sous
des angles égaux. Il suffit alors d'une rotation autour de la
génératrice commune pour transporter le raccordement sur la
génératrice suivante : ce qui revient a dire que les devw sur-
Jaces sont susceptibles d'¢tre appliquées, ou développées Uune
sur Lautre, sans déchirure ni duplicature, absolument comme
les cylindres ou les cones sont développables sur le plan.

Supposons en effet que, pendant que la surface mobile
tourne autour de gi, pour amener g sur G, I'élément (G, g)
reste appliqué sur celui qu’il recouvre actuellement, et ainsi
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de suite. Par cette opération qui peut se faire sans déchirer Ia
surface, simplement au moyen de plis effectués lc long de ses
génératrices, on l'appliquera exactement sur 'autre surface
gauche, tout comme on développe sur un de leurs plans tan-
gents les surfaces communément appelées développables.
Application & Uhyperboloide de révolution. — Dans cetle
surface, le cercle de gorge est la ligne de striction. Pour trou-
ver le paramétre 3, lequel est évidemment constant, consi-
dérons deux génératrices infiniment voisines quelconques
{fig. 104). Appelons i Vangle de ces génératrices avec l'axe,
ou, ce qui est la méme chose, 'angle de la ligne de striction
avec la plus courte distance AP des génératrices : on a, pour
la longueur de cette plus courte distance,

AP—=ABcosi=Rdzcosi,

en appelant R le rayon du cercle de gorge.

D’un autre cOté, si 'on considére le cone directeur de Ia
surface, on voit que I'angle de deux génératrices voisines est
égal a dasini; donc enfin,

Rdacost .
B="Tasms — oLt

Pour que deux hyperboloides de révolution puissent se rac-
corder, il faut que le produit R cot i soit le méme pour les
deux surfaces; ce produit n’est autre chose, comme on sait,
que le demi-axe non transverse de ’hyperbole méridienne.

La fig. 105 représente deux hyperboloides tangents tout le
long d’'une génératrice commune GG’ (*) : nous verrons dans
la deuxiéme section comment on utilise actuellement dans
les machines les propriéiés de deux solides de ce genre.

(*) Cette épure a été empruntée, avec V'autorisation de V'auteur, au Traité
de Géoméirie descriptive de M. de la Gournerie (2° partic), ouvrage auquel je
renverrai pour toutes les questions relatives aux surfaces gauches.
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CHAPITRE IV.

COMPOSITION DES MOUVEMENTS SIMPLES D'UN CORPS SOLIDE.

Nous avons étudié dans le chapitre précédent les divers
mouvements simples dont un corps solide est susceplible
d’ére animé : mouvements qui, pendant un temps infiniment
petit, se réduisent nécessairement, ou a une translation, ou a
une rotation, ou au mouvement d’une vis dans un écrou,
lequel est une combinaison des deux premiers. Nous avons
vu comment les données géométriques, qui définissent indi-
viduellement ces divers mouvements, varient, en général, dans
la suite des temps, et commenl on arrive a se faire une idée
du mouvement fini qui résulte de la succession de ces mou-
vements élémentaires. Cherchons actuellement a composer
plusieurs mouvements de ce genre.

Définissons d’abord ce que nous entendons par la composi-
tion de deux mouvements.

Supposons que nous possédions les lois du mouvement d’'un
solide, rapporté a trois axes quelconques, et que ces axes
fassent partie d'un autre systéme solide, dont le mouvement
nous soit également connu.,

Ces données nous permettent de construire la vitesse rela-
tive d’'un point quelcongue de notre solide ainsi que la vi-
lesse d’entrainement correspondante (c’est-a-dire la vitesse
du point, considéré comme faisant partie du systéme empor-
lant les axes mobiles): la vitesse absolue du méme point est
la diagonale du parallélogramme fait sur les deux vitesses
dont i est ici question. Mais au lieu de construire ainsi sépa-
rément la vitesse de chaque point, il est plus simple de cher-
cher & définir 4 la maniére ordinaire le mouvement absolu
du solide, mouvement en vertu duquel chacun des points qui
Nous occupent aurait précisément la vitesse que nous venons
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de trouver. L’objet de ce chapitre est de donper les régles ay
moven desquelles on effectue directement la composition de
deux mouvements quelcongues.

Si on cherchait le mouvement relatif, connaissant e mou-
vement réel ct le mouvement d’entrainenient, le probléme
serait absolument identique. En effet, la vitesse relative d'un
point s’obtient en composant sa vitesse absolue avec la vitesse
d’entrainement prise en seus contraire. On trouvera done ie
mouvement apparent du solide en composant le mouvement
ahsolu avec un mouvementeégal et de sens contraire au mou-
vement d’entrainement.

Autre maniere d’envisager le probléeme de la composition
des mouvemenis.— Si I'on se reporte aux premiers éléments
de la théorie du mouvement relatif d’un point, on reconnaiira
que le probiéme précédent ne différe pas de celui qui consiste
a chercher le mouvement unique, capable de remplacer deux
déplacements successifs infiniment petits d’'un méme corps
solide : de li une deuxiéme manicére de définir la composition
de deux mouvements.

Souvent dans ce systéme on considére les deux mouve-
ments composants comme simultanés, ce qui ne veut rien
dire, a preprement parler. Cette locution s’explique en ce sens,
que des mouvements infiniment petits successifs peuvent sans
inconvénient, aw point de vue de Uapplication du calcul, éirve
considérés comme s’effectuant simultanément,

On peut en effet, dans la détermination du déplacement
infiniment petit d’un corps solide, supposer que le corps
au lieu de partir de la position donnée, parte d’une position
infiniment voisine de celle-ci : les variations des coordon-
nées de chacun des points du corps, ainsi calculées, ne diffé-
reront pas de celles qu'on cherchait. Si donc on doit faire
éprouver successivement a un corps un nombre quelconque
de déplacements infiniment petits, on pourra supposer chacun
d’eux effectué a partir de la position primitive du corps, comme
si ces déplacements ¢taient en réalité simultanés; etla somme
totale des variations des coordonnées de chaque point, cal-
culée dans cette hypothese, sera égale & celle qui résulterait
des mouvements opérés les uns a la suite des autres, et dans
un ordre quelconque,
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§ XII. — CoMPOSITION ET DECOMPOSITION DES TRANSLATIONS.

Si les deux mouvements qu'on demande de composer sout
deux mouvemen{s de franslation, la vitesse relative OA
(fig- 106) est constante & un instant donné en grandeuy et en
direction, quel que soit le point considéré; et il en est de
méme de la vitesse d’entrainement OB. :

Dbone la vitesse résultante OC est également constante, cn
grandeur ¢t en direction, pour tous les points du systéme so-
lide qui nous occupe; c’est-a-dire que le mouvement composé
de denx translations est lui-méme un moucement de transla-
tion, dont la vitesse est la résulltanie des vitesses des deux
mouvenments composanlts.,

Ce théoréme est vrai, quel gue soit le nombre des transla~
tions & composer. On pourra done, tout comme dans e cas ot
il s’agissait des vitesses d’un point unique, remplacer autant de
ranslations qu’on le voudra par une seule. Inversement, on
peut décomposer une translation donnée en (rois autres, pa-
ralléles respectivement a trois axes rectangulaires ou obliques.

Les formules qui résolvent analytiquement les problémes
relatifs & la composition et a la décomposition des translations
sont celles que nous avons données {p. 37 ), et qu’il est inutile
de transcrire ici.

§ XIII. — CoMPOSITION ET DECOMPOSITION DES ROTATIONS.

Supposons maintenant que le mouvement relatif d’un so-
lide se réduise & une rotation OQ {*), et que P'axe 0Q, relati~

(*) Remarquons & cet égard que pour définir une rotation relative, il ne
suffit pas de donner la ligne autour de laquelle s'effectue cette rotation, ainsi
que la vitesse angulaire ct le sens du mouvement : il est indispensable d’indi-
quer le systéme des trois axes mobiles, par rapport auxquels le corps esi
animé de la rotation dont on veut parler. Supposons en effet qu'un de ces
axes soit 'axe OQ de la rotation relative : si les deux axes, qui sont perpen-
diculaires & celui-ci, tournent eus-mémes aussi vile que le corps et dans le
méme sens, il est clair que la rotation apparente sera nulle; et, en général,
selon quon fera tourner ces axes autour de OQ plus ou moins rapidement
que le corps mobile, la rotation apparente se (rouvera positive ou négative.

Cette rotation est done absolument indéterminée, tant que le systéme de
comparaison n’est pas sulfisamment défini.
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vement immobile, fasse partic d’un systéme qui tourne luj.
mcéme autour d'un axe O’ P { fig.107), fixe d’une maniére ab-
solue.

Proposons-nous de composer ces deux mouvements, ep
commencant par le cas ot I'axe de Ia rotation relative et celyj
de la rotation d’entrainement sont contenus dans un méme
plan.

Composition de deux rotalions dont les axes se rencontrent,

Soit ( fig. 108)un corps solide animé de deux rotations simul-
tanées, autour des axes OP et 0Q, qui se rencontrent en 0,
Les deux composantes de la vitesse du point d’intersection
des deux axes sont nulles : par suite le mouvement composé
est une rotation autour d'un axe qui passe par ce point O,
Pour déterminer la direction de cet axe, il faut trouver un
deuxiéeme point dont la vitesse soit nulle.

Or, je dis d'abord que ce point doit étre cherché dans le
plan POQ.

En effet, les deux composantes de la vitesse d’un point
situé hors de ce plan ne sont pas dirigées suivant une méme
droite : clles ne peuvent donc se détruire; et I'axe de la rota-
tion composée ne saurait étre en dehors du plan des deux ro-
tations données.

Cela posé, soient m un point pris dans intérieur de Pangle
des deux axes, x et 3 les distances du point /n aux lignes OP
et 0Q : les deux composantes de la vitesse de ce point sont
perpendiculaires au plan POQ; elles sont de sens contraire,
comme on le voit aisément en se reportant & nos conventions
relatives aux sens des rotations; enfin clles ont pour valeurs
absolues respectivement px et ¢y, p et g étant les vitesses
angulaires données. 1l suit de Ia que le point m restera fixe,
si ’on a la relation

pr=qy-

Celle équation détermine Ja direction de axe cherché, la-
guelle est celle de la diagonale du parallélogramme construit
sur les deux lignes OP et OQ, qui représentent & une échelle
convenue les vitesses angulaires des deux rotations compo-
santes.
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Je dis de plas que la vitesse angulaire de la rotation com-
poséc est représenice a I'échelle de Ia figure par la diagonale
OR elle-méme; de sorte que cette ligne OR nous fait connzitrs
3 la fois la grandeur, la direction et lz2 sens de la rotation
qu'il s'agissait de déterminer.

Pour établir ce dernier point, nous remarquerons que le
quotient de la vitesse d’un peint quelconque du solide par sa
distance a la ligne OR est nécessairement constant, puisqu’il a
été démontré que le mouvement est une rotation autour de
QR : c’est ce quotient qui est la vitesse angulaire cherchée.
Désignons par r cectte vitesse angulaire, et considérons un
point Q situé sur I'axe 0Q. L’unc des composantes de ia
vitesse de ce point est nulle, Pautre a pour valeur

p>xXQH:
d'apres ce que nous venons de dire, I'expression de r est

,— P> QU
= QW

Or, les deux triangles OPR, OQR sont égaux ; les produiis
0P >< QM et OR < Qil’, qui représentent les doubles de lcurs
aires, sont donc égaux : c’est-a-dire qu’on a

QH OR »

QI 0P p’
Donc r est égal & OR, puisque OP a été pris égal a p.

Parallélogramme des rotations. — En réunissant les deux
résultats qui précedent, on dira simplement que deux rota-
tions simultanées, autour de deux axes concourants, se rédui-
sent @ une rotation zmique, représentée par leur résultante
géométrique. Cette regle est identique & celle qui se rapporte
a Ia composition de deux vitesses d’un point mobile.

On conclut de la que des rotations en nombre guelconque,
seffectuant autour d’axes qui passent tous par un méme point,
se réduisent & une seule représentée par la ligne qui ferme le
polygone des rotations composantes (*). On en conclut encore

(*) Cette représentation lumineuse d= la composition des rotations est dus
a Lagrange.

I. o
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quune rotation quelconque, dont 'axe est donné, peut toujours
4tre remplacée par trois rotations autour de trois axes rectan-
zulaires ou obligues, quise croisent en un pointde 'axe donné.

Composition des rolalions autour d’axes paralléles.

Considérons d’abord deux rotations de méme sens, et soient
AP, BQ ( fig. 109) les axes de ces rotations : les deux compo-
santes correspondantes de la vitesse d’un point sont dans un
plan perpendiculaire & ces axes; donc tous les points du corps
ont des vitesses paralléles a ce plan, et par conséquent le mou-
vement se réduit & une rotation autour d’un axe parallele aux
axes donnés.

I est d’ailleurs évident que les points animés d’une vitesse
nulle sont situés dans le plan des deux lignes AP, BQ: qu’ils
se trouvent entre ces deux lignes, si, comme nous I'avons
supposé, les deux rotaticns sont de méme sens: enfin quc
fes distances x el y de ces points aux deux axes doivent satis-
faire a la relation

px == q]‘.

On conclut de ta que les distances de Paxe de la rotation
composée aux axes des rotations composantes sont inverse-
ment proportionnelles aux vitesses angulaires p, ¢.

Remarquons enfin que la vitesse d’un point de la ligne BQ
s’exprime indifféremment par p (x -+ ') et par ry, si on désigne
par r la vitesse angulaire autour de 'axe CR que nous venons
de déterminer; donc

plz~+yr)=nm-
En remplacant dans le premier membre de celte équation px
par ¢y, on obtient
r—=p--4g:

Deux rotations p et q, paralléles et de méme sens, se com-
posent en une seule égale & leur somme p 4+ q. L'aze de cetle
rotation est paralléle auz axes donnés, et divise leur distance
dans la raison inverse des quantités p et q.

Si les deux rotations p et g Claient de sens contraires
{ fig. 110), on trouverail aisément :

1° Que le mouvement résultant est une rotation autoar d’un
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axe parall¢éle aux axes des rotations p et ¢, et situé dans le plan
de ceux-ci;

2° Que cetaxe est en dehors de la portion du plan comprise
entre les axes AP, BQ, et du coté de l'axe qui correspond a
la plus grande vitesse angulaire p;

3° Qu’en nommant toujours x ¢t 3 les distances ¢’un point
de cet axe aux lignes AP et BQ, on a la relation

prE=qy;

4° Enfin, que Ia rotation résultante a lieu dans le sens de p,
et que la vitesse angulaire de cette rotation est égale a la
différence p—¢.

Composition d’'un nombre quelconque de rotations paral-
leles. — Lorsqu’un solide est animé d’un nombre quelconque
de rotations dont les axes sont tous paralléles, on irouve le
mouvement de ce solide en composant successivement, ct
dans un ordre quelconque, les rotations données.

On prendra par exemple deux rotations de méme sens, et
on en déterminera la résultante; on composera cette résul-
tante avec une troisiéme rotation de méme sens; puis, quand
on aura épuisé toutes ces rotations, on traitera de la méme
maniére celles dont les axes ont la direction inverse. On arri-
vera ainsi a remplacer toutes les rotations données par deux
rotations seulement : ces deux rotations seront de sens op-
posé, et leur composition donnera la résultante définitive.

Soient p et ¢ les deux résultantes particlles, D la distance des
axesde ces deux rotations; on a, pour déterminer 'axe de leur
résultante, la relation

pr=gr=q(D+2x);

don
z=p-I—, y=p_L_.
P—1 P—4

Cas singulier. — Si g et p sont trés-peu différents Pun de
Tautre, Ia vitesse angulaire, p—g¢, de larotation résuliante se
rouve trés-petite; el en méme temps axe de cetle rotation
S'éloigne de plus en plus des deux axes donnés.

Vient-on a supposer p el g rigoureusement égaux, on

10,
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wouve, en appliquant les régles précédentes, que ces douy
rotations équivalent & une rotation nulle, s’effectuant autour
d’un axe situé a Pintini. Ceci ne nous apprend absolumeny
rieii : sinon que, dans ce cas remarquable, il n’y a plus de
points f{ixes dans le corps; par suite, le mouvement de
celui-ci doit changer de nature, et il est facile de démontrey
qu’il se réduit a une pure translation.

Soit M ( fig. 111} Ia projection d’un point du corps sur uy
plan pe:;;ondxcuinre aux deux axes; joignons MA/, MB’. La
vitesse du point M est la résultante de vitesses Ma, Nb, res-
pectivement perpendiculaires aux rayons MA’, MB/, et propor-
tionnelles aux longueurs de ces rayons.

Censtruisons cetie résultante Me. Les triangles, Mbc et MY B,
sontsemblables, commeayant unangte égzal compris entre ¢otés
proportionnels; on conclut de Ia: d’une part que la droite Mc
est perpendiculaire & AB, et dautre part que la longueur do
cette droite est e‘m“m)"e par le produit pD, D éuant toujuur‘ Ia
distance AB. Ces x résultats sont indépendants de la posi
tion du point 3.

Ceci prouve que, ]m‘»“-qu’un solide est animé simultanément
de deux rotations égales, contraires, mais non directemen!
opposces, la vitesse est constante en grandeur ct en dlI’LCl}U;l
pour tous les points de ce corps; et par conséquent le mou-
vement résultant des deux rotations ue nous venons e
définir est un pur mouvement de transiation.

Des couples de rotations.

L’ensemble de deus rotstions paralleles égales et de sous
contraire, mais uon directement opposées, forme ce quvn
appelle un couple e rotaiions, et jouit des propriétés sui-

vantes

1> Un couple de rotations équivaut & une translation poi-
peadiculaire & son plan, translation dont la vitesse s'obtient on
multipliant la vitesse angulaire commune des deux rotations
qui constituent le couple, par la distance des axes autour des-
quels ces deux rotations s’effectuent.

Le produit ainsi obtenu, pD, estle moment du Con; e,

20 Ln couple de rotations peut éire trarsporid 4 une o maniére
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gueleonque dans son plan ou dans tout autre plan parallele, et
sourné comme on voudra. En effet tous les couples ainsi ob-
tepus -sont équivalents & une méme translation: ils sont par
conséquent ¢quivalents entre eux.

32 On peut par la méme raison d'<pcsgr a volonté de la
geandeur de Ia rotation p, ou de celle du bras de levier D (*),
pourva quon n'alterce pas le moment di couple.

40 Inversement, une translation quelconque étant donnée,
en a le droit de fui substituer un couple situé dans un plan
perpendiculaire & la direction de la vitesse de la transiation,
plan passant d’ailleurs par tel point de Uespace que 'on voudra.
De plus, on peut choisir arbitrairement dans ce plan Ia direc-
tion commune des dcux rotations du couple, ainsi que 'un
des deux ¢léments, p, D, en déterminant 'autre par la relation

])D — (.

Usage des couples de rolations. — L’idée d'un mouvement
de tmnslauon est éminemment simple, et il ne peut éire
guestion de lui substituer Pimage beaucoup moins nette four-
nie par deux rotlations égales et contraires. L'introduciion des
couples dans la Cinématique doit étre considérée comme un
pur artifice de raisonnement, propre a simplifier la résolution
de certains problémes.

Transport d’une rolation parallélement & elle-méme. — On
peut par cxemple, grice aux propriéiés des couples, rempla-
cer unc rotation quelconque OP ( fig. 112) par unc rotation
dgale, dont l'axe passe par tel point de U'espace que l'on vou-
dra, 0, plus une trouslation perpendiculaire au plan OPO’.

Il suffit pour cela de prendre cette translation équivalente
au couple (O'P”,0P), ce qui est toujours possible : on voit que
a réunion de cette translation avee Ia rotation O'P’ produit
précisément la rotation OP.

Application. — Nous nous sommes représenté le mouve-
ment le plus général d’un corps solide en attachant & un point
quelconque, O, de ece corps, trois axes animés d’un mou-
vement de translation dont la vitesse est égale a la vitesse

> La longueur B s’appelle le bras de levier du couple : nous verrons plas
taxd Verigine de cette dénomination, empruntée au langage de la Statique.
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variable OA de ce point : le mouvement du solide, relative-
ment & ces axes, cst une rotation OP, dont I'axe passe par le
point O.

Soit 0’ un autre point quclconque du solide; ajoutons aux
deux mouvements OA, OP, deux rotations contraires dont
les axes soient tous les deux dirigés suivant la paralicle i
laxe OP, menée par le point O, et dont les vitesses angu-
laires soicnt c¢gales en valeur absolue a OP. Il est clair que
nous n'avons rien changé au mouvement du seclide; seule-
ment ce nouvenent se présente maintenant comme composé
de quatre mouvements simples, savoir : les trois rotations
oP, O'P’, O'P”, et la translation OA, ou O’A’ (*).

Mais OP et O'P” forment un couplﬂ de rotations; ce couple
équivaut & une iranslation O'B qu’on peut composer avec
0"A’; et il ne nous reste plus, outre la translation résultante
O'V, que la rotation O’'P’, laquelle n’est autre chose que la
rotation OP, imnsporté au point 0'.

Le mouvement du solide peut &tre indifféremment consi-
déré comme composé : soit de la translation OA et de la rote-
tion 0P, soit de la translation O’V et de la votation ¢'P’.

Les diverses décompositions dont un méme mouvement est
ainsi susceptible donnent licu aux remarques suivantes :

1° Quel que soit le point choisi pour origine des axes mo-
biles, on trouve toujours une méme ligne pour représenter
en grandeur ¢t en direction Paxe de la rotation du corps. Cetle
ligne est évidemment parallele a I'axe central.

22 La translation varie d’un point & un autre : cependant
on trouve toujours la méme valeur pom tous les points d'une
méme ligne telle que OP, paralléle & 'axe centra

3¢ La ligne qui, cn un point donné, represeme la transla-
tion, n’étant autre chose que la vitesse du point lui-méme,
on voit que la construction qui précéde nous fait connaitre
d’une maniére simple la vitesse d’un point quelconque d’un
systéme solide, quand on se dounne la translation et la rotation
de ce systéme

4° Enfin, pour déterminer Vaxe central, il fant décomposer

(*) 11 ost évident que la ligne qui représenic unc trauslation peat e
indifi¢cremment mence par un poiul quelconque de Uespace.
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1a translation OA, parallelement et perpendiculairement a l'axe
de la rotation OP ( fig. 113).

La composante OM revient a un couple de rotations situé
dans un plan perpendiculaire & POM ou a POA. Arrangeons-
nous de maniére que I'une des rotations du couple détruise
Ja rotation OP: le point O,, oulautre rotation devra étre appli-
quée, est un des points de I'axe central. On trouvera la lon-
gueur OO, par équation

OM = 0P < C0..

Composition des mouvements quelconques.

Pour composer un nombre quelconque de mouvements élé-
mentaires, lesquels se réduisent chacun en particulier a la
combinaison d’une translation et ’une rotation, on prendra une
origine arbitraire O, et on transportera en ce point toutes les
rotations. Ces rotations se composeront toutes en une rola-
tion unique, & lagquelle il faudra joindre, pour avoir le mou-
vement réel, la résultante qu’on obtient en composant toutes
les translations données, plus celles qui proviennent du trans-
port des rotaiions au point O.

Concevons par le point O trois axes quelcongues : ce qui
précéde donne le moyen de décomposer le mouvement d’un
solide en trois translations, paralléles aux trois axes, et trois
rotations s’effectuant autour de ces mémes axes.

Eufin tout mouvement élémentaire peut encore éire décom-
posé, et d’une infinité de maniéres, en deux rotations autour
de deux droites non situées dans un méme plan. L'une de ces
droites peut étre prise a volonté (*); Vautre est la conjuguée
de celle-ci, et réciproquement.

(*) 11 suit de la qu'une droite peut étre amenée d’une position a une autre
par Peffet d’une simple rotation autour de sa conjuguée. Il est i remarquer
que cette conjugude est unique, quel que soit le systéme solide dans lequel on
insére la premiére droite.

Lorsquon considére une droite mobile, sans se préoccuper de fixer les tra-
jectoires des divers points de cette droite, il v a une infinité de maniéres de la
faire passer d’'unc position & la position voisine, an moven d’une simple rota-
tion. Le licu des conjugnées qui répondent & ces divers mouvements, c'est-
a-dire le liew des axes des hyperboloides de révolution qui se raccordent
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§ XIV. — BIOUVEMENT RELATIF DE DEUX SOLIDES QUI $E DEPLACENT
CHACUN D'UNE MANIERE QUELCONQUE.

Proprive cixerar. — Deux corps sont animés de mouve-
menls connus (IllEZL'O,’E(‘IHC)S : trouver le mouvement I’€[[ltl:}0 de
Fun d’eux par rapport @ Uautre, cest-a-dire par rapport ¢
irois axes rectangulaires invariablement liés & celui-ci.

La solution de ce probiéme, dont on rencontre de nom-
breuses applications dans I'étude des machines, résulte imnié-
diatement de la théorie de la composition des mouvements.

En cffet, il est évident qu’on ne change pas le mouvement
relatif cherché, en imprimant & 'ensemble des deux corps un

avec la surface gauche dcerite par la droite, n’est autre chose que le parabo-
loide normal & cette surface le long de notre droite.

Be la définition que nous avons donnde des droites conjuguées, considérdes
comme axes de rotation, découle immddiatement Ia proprieté suivante, oul
définit ces mémes droites au point de vue de la Géométrie pure :

Les plans normaunw aux trajectoires de tous les points d’une droite mob:le
oné pour intersection commune la droite conjugude.

Aenons la perpendiculaire commune aVaxe eentral et & la droite donnée i
le pied de cette perpendiculaire P sur la droite D est le point ccutral de
Velément gauche déerit par cette droite dans son mouvement infiniment petit:
nous Pappellerons le point eentral de Ia droite.

Cela posé, considérons le paraboloide normal a la surtuce de vis & filets
carrés déerite par la perpendiculaire P, en a le théoréme suivant :

La conjugude d'une droite est paralléle ala génératrice du paraboloide nor-
mal gui passe par le point central de cette droite.

Cette propricté étant réciproque, la conjugude se trouve aussi déterminde de
position, puisqu’il suffit pour cu avoirle pouint central de chercher sur Jaligne P
le point ot la génératrice du paraboloide est pavalicle a la droite donnée.

Placons-nous sur Vaxe central, supposé vertical, de manicre & voir la rota-
tion instantande s'effectucr dans notre sens positil, et regardons toutes les
droites dont le point central est sur la ligne P. Les portions de ces dveiies
situces au-dessus dit paraboloide sont les axes des rotations conjuguces ¢quiva-
lentes au mouvement hélicoidal qui nous occupe. II n’est done pas possible,
au point de vue cinématique, pour toutes les droites qui descendent au-des-
sous du paraboloide, d’assigner une direction conjuguce. Quant aux génératriccs
du paraboloide et de tous les autres pazaboloides de méme nature, il n’existe
aucune manicre de les amener d’unc position a la position voisine, au moven
d’une simple rotation.

Je ne développerai pas davantage les propriétés des droites conjugudes,
Iesqueiles s'¢tendent au
dans Vespace. (Consulter les nombreux Mémcives do M. Chasles, déja citds.)

ss 0l Ven considere un déplacement fini d’une droite
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mouvement commun quelconque. Prenons ce mouvement
commun égal et conlraire au mouvement de 'un des deux
colides @ celui-ci se trouvera réduit au repos, et le mouve-
ment absola de Pautre sera précisément le mouvement relatif
demandé. Ce mouvement s’obtient, comme on voit, en com-
posant par les regles établies dans le paragraphe précédent,
le mouvement propre du solide avec un mouvement égal et
contraire & celui des trois axes de comparaison.

Appliquons cette solution générale aux cas particuliers les
plus intéressants.

Prosriye 1. — Deua corps tournent en sens inverse autour
de deux axes fixes et paralléles C, ', wvec les vilesses angu-
laires respectives (m), (— w'): trouver le mouvement relatif du
solide (C) pur rapport au solide ().

Solution. — Composer la rotation », dont I'axe est projeté
en C( fig- 114), avec une rotation »’ égale et contraire a la rota-
tion C’. Les deux rotations & composer sont de méme sens,
puisque les rotations données ont ét¢ supposées de sens
contraire + la résultante ost égale & la comme, o+ »'; et 'axe
de cette rolation résultante, axe instantané de la rotation re-
lative, s’obtient en divisant la distance CC’, dans lc rapport
inverse des quantités m ct o',

Le mouvement de (C') par rapport a (€) est une rotation
(gale et contraire a celle que nous venons de trouver : elle
seffectue autour du méme axe A.

. . 3]

Corollaire. — 8i le rapport — sl constant, I'axe déterminé
en vertu de larégle précédente occupe une position fixe dans
Pespace (*).

ProsLive H., — Deux corps (zssujetfis a tourner autour de
deux axes JSixes et paralleles C,U, sont en contact par deux
cemes de forme quelconque (cylindrigue): trouver le rapport
des vitesses angulaires de ces deux corps autour de leurs axes
respectifs,

Solution. — D¥ayrés ce que nous venons de voir, le mou~

/AN ) . B - . .
V") I n’en mérite pas moins le nom Waxe instantané, car il west axe de

tatic . i : . H N
Tolaticn que dans le mouvement relatif et il west pas elativement fixe.
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vement du corps (C') par rapport au corps () est une rotation
autour d'un centre instantané A ( fig. 115), situé surlaligne CC/,

Dautre part, nous savons que la normale commune a deux
courbes qui sont assujetties a rester constamment en contact
passe au centre instantané de la rotation relative; donc ce
centre n'est autre que le point ou la normale MN vient ren-
contrer la ligne des centres.

Une fois le point A déterminé, nous savons, parle probléme
précédent, que le rapport des vitesses angulaires est 'inverse
de celui des segments CA, C'A.

De la ce théoréme déja établi précédemment, d’'une maniére
indirecte :

Lesvitesses angulaires de deux courbes planes qui sappuient
Uune sur Uauirve, sont en raison inverse des segments déter-
minés par la normale commune sur la ligne qui joint les cen-
tres autour (lesquels tournent ces deux courbes.

Corollaire. — Pour que le rapport des vitesses angulaires
soit constant, il faut ct il suffit que la normale commune
aux deux cames vienne couper la ligne des cenires en un
point fixe.

Prosueve HI. — Les clioses étant comme dans le probléme
précédent, trouver Uélendue du glissement relatif.

Soit M le point de contact (fig. 116) : au bout d’an temps
infiniment petit ¢, le contact se fait en un autre point 3,, et
les points primitivement réunis en M se trouvent transportés
en n etn'. La distance an' est d’aprés notre définition Parc de
glissement : arc dont la direction limite est celle de la perpen-
diculaire &4 la normale communc.

Considérons le triangle infiniment petit M#zn’, dont les ciés
ont pour valeurs

M =ds =un di <X C},
Mn =ds' =o' dt > C'M,

nn' =d8=v,dt:

les rapports de ces cotés sont égaux aux rapports des sinus des
angles opposés. Mais, les trois ¢Otés du riangle Man' étant

ERali

yerpendiculaires respectivement aux droites 3MA, MC, %7, o
pery
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peut remplacer fes angles de ce triangle par les angles égaux
formés autour du point M, et poser la proportion

' Tl o e

¢S tdstds’ usin MO, MO L sin U, BA L sin MG, MA.
ou & auire des vitesses angulaires.
Corollaire. — Pour que le glissement élémentaire soit nu!,

il faut qu’on ait
sin 3G, MC = o,

305 S0t sur

¢est-a-dire que le point de contact des deux cour
la ligne des centres.

Prosuive IV, — Déterminer les deuzx courbes, de maniére
que la transmussion du mouvement s’effecme sans glissement,
et que le mpport des vitesses angulaires soit constant.

Solution. — Pour que le glissement soit nul, il faut que le
point de contact des profils cherchés soit sur Ia ligne des cen-
tres de rotation. Si de plus on veut que le rapportdes vitesses
soit constlant, ce point doitétre un point fixe M, de laligne CC.

Il suit de 1 que les longueurs CM, '3 sont constantes, ol
que par conséquent les courbes décerites par Ie point M, rela-
tivement aux centres respectifs € et €/, sont deux circonfé-
rences de cercle ( fig.115). Les rayons de ces circonférences
sont déterminés par leur somme, égale a la longueur CC/, et
par leur rapport, qui est l'inverse du rapport de vitesses
donné.

Scolie. — 8i T'on supprime Ia restriction, sans glissement,
le point de contact des deux courbes peut étre n’importe ol :
le rapport des vitesses ne cessera pas d’étre constant, et con-
servera la méme valeur que précédemment, pourvu que la
normale commune vienne passer au point de contact M des
circonférences dont nous venons de parler; de sorte que, géo-
métriquement, le probléme admet une infinité de solutions :
nous savons qu'on peut se donner arbitrairement 'une des
deux courbes, et que l'autre est 'enveloppe des positions
relatives de celle-ci.

Nous verrons plus tard, parmi ces solutions en nombye in-
fini, quelles sont celles que la pratique a adoptées.
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Proviine V.— Ltant donnée la courbe (') fig. 118), déter-
miner la courbe (C) de maniére que le glissement soit nul :
trouver dans cette hypothese ie rapport variable des vitesses
simvltanées des devx cames.

Scelution. — Posons :

CC =aq,

ct soient ¥ et 6" les angles des ravons veecteurs r et 1 avee
ceux axes CP, C'1Y, fixés respectivement aux centres € et (.

La courbe {r, §) devant &tre tangente au point M & la courbe
{(#’,6"), on ales relations suivantes :

(1) r+' =uq,
1 I
@l , b
2 V——=r — .
(2) dr ar!

Comme on lire de Véquation {1)
13) dr=—dr’,

¢ voit gue équation (2) se réduit a
1) rdfi=—1'd?%
c'est Péquation différentielle de la courbe chevchée.

Uie fois quon connalt » en fonction de »', on a pour le rap-
port des vitesses

/ L p—
(5) m= .
r
Paoerine VI — Réciproquement, le rapport variable des
vitesses étant donné : trouver les deux courbes (C) et (U7}, le
glissement devant toujours étre nul.

\

La solution analytique de ce probleme inverse est fournie

{* On vérifie que le mouvement est hien un roulement simple; en cflet :

ds =\ dri+rid*=ydr'*+=r"*d g =ds".

H résulte de cette équation que les mves paveourus simultanément par le
point de contact sur les deux courkes sont ¢gaux,
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par les équations qui résolvent Ie probléme précédent; & sa-
voir (1}, (4) et (5).

Généralement, le mouvement d'un des arbres est uniforme,
et on se donne la loi du mouvement quon veut imprimer &
Iautre : on connait alors m en fonclion du temps, ou de
Pangle § qui varie proportionnellement au temps.

Scolie. — Quand oa a trouvé deux courbes convenables,
on peut, sans cesser de satisfaire 4 la question, déformer ces
deux courbes de la manicre suivante.

On réduira tous les angles § et &' dans un rapport constant
quelconque, rapport qui doit éire le méme pour les deux
courbes conjugudes; puis, sur chacun des rayons correspon-
dant aux angles réduits, on portera des longueurs égales o
celles des rayons vecteurs primilifs ¢ les courbes ainsi obte-
nues répondront a toutes les conditions du probléme.

Prosuine YU. — On corps lourne autour d’un axe (/
{fig- 119): trouver son mouvement par rapport & un auire
corps animé d’un mouvement de translation dans le sens de
la fleche (f).

Solution. — On passe des problémes précédents a celui-ci
en supposant ¢ue le centre G s'éloigne a Pinfini, sur la per-
pendiculaire a la direction de la translation.

Pour résoudre le méme probléme directement, il faut
composer la rotation (L") avec une translation contraire a la
translation donnée. Remplacons cette translation par un
couple de rotations et prenons 'une des rotations du couple
égale et contraire a la rotation (C'}, ce qui est toujours pos-
sible : le mouvement composé sc trouvera simplement repré-
senté par Pautre rotation du couple, laquelle est égale et
paraliéle a la rotation (€7}, et dirigée dans lc méme sens.

La position A de l'axe de cette rotation est déterminée par
I'équation

o X UA =,

v étant la vitesse de la translation doande (*).

(*) Le point A n'est autze chose que le peint du corps towrnant, dont Ia
vitesse est précisément égale & la vitesse ¢, et divigée dans le meéme sens. Par
suite la vitesse reiative de ce point est nalle.
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On obtient donc le mouvement relatif en transporiant Iy
rotation {€’) parailelement a elle-méme, en un certain point
de la perpendiculaire abaissée du centre (' sur Ia direction de
la vitesse de la translation.

Propiine VIH. — Deux corps tournent uniformément au-
teur de deuxr axes non situés dans le méme plan : trouver le
mouvement relatif.

Solution. — Soient ( fig. 120) P p, Qg les axes des deux ro-
tations données. Menons la plus courte distance PQ de ces
deux droites, et soit i la longueur de cette plus courte distance.

Pour avoir le mouvement relatif du deuxiéme corps, il faut

nposer sa rotation Q¢ avec une rotation P p,, égale et con-
traire a la rotation de l'autre solide.

Introduisons deux rotations coniraires Qp., Qp;, égales & p
en valeur absolue : nous n’aurons rien changé au mouvement
relatif cherché. Or les rotations ¢ el p. se composent en une
scule r; et 'on a en outre le couple { py, ps), lequel équivaut
a une translation QA perpendiculaire an plan PQ p..

Le mouvement relatif se compose de la rotation Qr et de
la translation QA, dont la vitesse est représentée par e pro-
duit ph.

Prosiive IX. — Zes choses étant comme dans le probleme
précédent, déterminer Uaxe de rotation glissant du mouve-
ment relatif.

Solution. — Décomposer la translation QA ( fig. 121) en
deux, dont 'une QB soit dirigée suivant l'axe de Ia 101311011
résultante, Vautre QC étant perpendiculaire & cet axe : on a

QB =phsinp,r,

QC=phcosp,r.
templacons QC par un couple dont I'une des rotations soit
égale et contraire & r: l'autre s'effectuera autour d’un axe

contenu dans le plan PQr. Soit OR ce nouvelaxe, et z e bras
de levier du couple, c’est-a-dire la distance QO, on aura

plcosp,r.
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La ligne ainsi déterminée n’est autre chose que laxe de
rotation glissant.

On déduit de 'équation précédente

el——

pleosp,r P qhcosg, r
—_—> t— 2 ==

I 1

en avant égard & la relation évidente
P=peosp,r—-¢ cosq,.
Donc

3z _pceosp,r COL]), P

Hh—

3 gceosq,r cotg,r
ear

p__sing,r
q sinp,r

.

Pour construire z, inscrivons dans la projection horizontale
de T'angle des axes donnés, et perpendiculairement a Paxe
de la rotation résultante, une longueur P, Q. =PQ =1; cette
ligne est divisée au point I dans le rapport demandé. En effet,
ona

QI=0Q.1 cotq, r=1P, cotp, r,

d’olt
Ql 1 _ z
P h—2z
Scolie. — (Quand les axes sont rectangulaires, les angles

désigals par p, r el ¢, i sont complémentaires; done

7] 1 3 2
L:CO[[],I':—-———_, /A’—::ﬁz.
q cotg, r N—5 ¢
Tutorive. — L'axe de rotation glissant divise la plus courte
distance des deux axes, supposés rectangulaires, dans le rap-
port inverse du carré des vitesses p et .

Autrement : les vitesses angulaires des deux arbres sont
entre elles inversement comme les racines carrées des dis-
tances des axes 4 I'axe instantané (*).

* . A . N . . .
(*) Et non comme ces distances elles-mémes, ainsi que ont éerit plusicurs
auteurs,
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Prosiive N.— Déterminer les deux surfuces réglées que déeriy
Uaxe instantané dans Uintérieur de chacun des deux corps.

P
q
I'axe instantané est fixe dans Pespace, mais il ne U'est pas dans
les deux corps; et ses positions successives tracent respec-
tivement deux hyperboloides de révolution qui, dans le moy-
vement, s¢ touchent constamment tout le long de la générs-
trice commune.

Scolie. — 11 est facile de vérifier & posteriori que ces deug
surfaces satisfont a la condition nécessaire et suffisante pour
le raccordement des hyperboloides de révolution.

En effet, les rayons R et R, des cercles de gorge de ces
hyperboloides sont respectivement égaux & z et f—z; les

1

Considérons seulement le cas ol le rapport £ est constany

angles gque nous avons désignés par ¢, ret p, r. Done P'équa-
tion
zeotq, r=={Ih—sjcotp,r

revient & a relation que nous connaissons :

Rcoti=R,cotlrl.

§ XV. — ToEORIE ANALYTIQUE DE LA ROTATION
AUTOUR D'UN POINT.

Apres avoir ¢tabli géomdétriquement les théorémes relatifs
a Texistence et aux propriétés de laxe instantané de rotation
dans le mouvement d’'un corps autour d’'un point fixe, ainsi
que ceux qui se rapportent & la composition des rotations, il
ne scra pas inutile de montrer comment analyse s’applique
1 ce genre de questions. Il importe en méme temps de cal-
culer, une fois pour toutes, les formules de Géométrie ana-
Iytique dont nous aurons plus tard & faire un usage continuel,
dans I'importante théorie de la rotation des corps.

Nous nous bornerons d'ailleurs au cas ol il y a un point fixe
dans le systéme, ct nous démontrerons analytiquement :

1o Que dans le mouvement d'un corps autour d’un point
fixe, il v a toujours dans ee corps une infinité de points situes
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sur une meéme ligne droite, peints animds 2 un instant donné
dune vitesse nulle;

2o Que les vitesses de tous les autres points du solide sont
les ménes que si le corps tournait effectivement autour de
cetie droite dont la vitesse Cat nulle, droite qui po rie le nom
d'axe instantand ou spontané de rotation ;

3° Enfin que ces vitesses sont encore les mémes que si e
corps tournait simultanément autour de trois axes rectangu
Jaives guelconques (menés par le point ﬁ‘;e), avece des vitesse

gkh'ws représentées par les projections sur ces trois axes
de la vitesse angulaire autour de l'axe 1mhnmné.

Il suffit, pour établir ces propositions, de différentier les
formu ordinaires de la transformation des coordonndes,
en appliquant ces formules au passage d’un systéme d’axes

suf
les
liés au corps & un systeme fixe dans 'espace. Nous suppose-
rons ces deux systemes rectangulaires.

renons pour origine le pomt fixe; soient OX,, OY,, Q%

‘fig. 1o2) trois axes reclanguleires immobiles par repport au
o.ps ct OX, OY, OZ, trois autres axes fives dans I’?spdca,.
point du solide est déterminé & un instant guelconque

coordonndes xy, 3y, 5, Prises par rapport aux axes mo-

ikl

t par ics p')\ltloxn de ces axes an méme instant @ pos
i'on définit en donnant les neufl cosinus des :u,glcs
form¢és par les axes mebiles avee les axes fixes.

) c, pour abréger,

110&5 q

a=cosNn, X, ¢ =Y,,N, & =ccs¥,NX,

b=cosN,, ¥, V=X, %, 0 =cosZ, %

<y

c—cosN, £, =Y., 7, ¢ =cosZ, (")

/2
sions suivantes pour Ies coordonnées du point
, considérdes par rapport auxaxes O%, OF, X

r=ax ez

iy

y=treo= 00
s =+ ¢’ 3.

3 Cos neut cosinus sont los memes a chagque instant pour tous les points
55 mais ils vavieat pendant le mouveinent. Ce sont done des fonctions
la 1o .

G temps, et da ten

s sculement.

€os corinos s

X
I

5 oque Pen co
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Différentions ces équations, cn considérant 2, ¥, 3z,

comme des conslantes; nous obtiendrons les composantes de

Ia vitesse du méme point, projetée sur les trois axes fixes:

dx da dd | da”
'([—t:(’::»”fn PTEAN T
dy db dt’ db”
([;t:(’. =2, E—}—j\—(—/z—}— Zy 7{7
dz de del_de”
ZE: v =2, 7 -0 T ar

Cela posé, je dis en premier lieu que le mouvement du
corps esi une rotation autour d’un axe que nous ailons déter-
miner.

Cherchons les projections ¢., v, ¢;, de la vitesse de notre
point sur Jes axes mobiles.

Cn obtient ¢, en multipliant respectivement ¢,, ¢,, ¢; par «,
b, ¢, ct ajoutant; expression & laquelle on arrive présente
ceci de remarquable : qu’elle ne contient pas de terme en z,.
On a en effet

da db de d 1
A= b e Sl = Lt e b o)
di dt ' T dt T de 20 ”

quantité identiquement nulle, puisque la somme @+ b+ &
est égale & Vunité.

Il suit de 1a gque Uexpression de ¢, se compose uniqueme nt
de termes multipli¢s par 11 ou par z : nous la mettrons sous
la forme

gz — 1y,
les coefficients ¢ et rsatisfaisant aux relations
(](t"'_l_ / db” de”
G —d—— ) —— 1~ C—— »
1 di U Udl T T de
da' b db’ . de’
—r=a——-+0——4+¢—-
de T dt T di

S1 on caleule ¢, par le méme procddé, on trouve naturel-

lement zéro pour le coefficient de 35 de plus, il arrive que
e roefticient de o
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est égal et de signe contraire a celui de », dans Uexpression

de ‘»"71'
(est ce qu’on voit tout de suite en ayant égard & I'équation

d 14 ' Sy
Jz(aa 4+ bb' 4 )=

de laquelle on déduit

. da b db yde [ dd b(lb’ de\
(lﬁ'l‘—f— %—*—C%—-——‘(l(ﬁ—r— —E—I—C-(—/—[ =r.

On a donc en définitive

¢ = P — P23

4
en faisant
yda” o db ,de”

- & 3
dt di T de’?

on trouverait de méme

Vo, =P — 4%
les coefficients p et ¢ élant les mémes que ceux qui figurent
dans les expressions de ¢, et ¢,

Nous verrons tout a I’heure la signification des quantités
p, ¢, 7(*), qui jouent le principal role dans cette théorie, et
qui jusqu’ici représentent simplement,'pour abréger I'écriture,
certaines fonctions des neuf cosinus et de leurs dérivées.

Aze instantané de rotation. — Considérons les expressions
que nous venons de trouver, pour les vitesses projetées sur
les axes mobiles

Co, = Q3 — IV,
Gy, =— I'X, ——1):»,,

Vo, = Pri— g%

(*) On peat dés & présent remarquer, avec M. Duliamel, que les produits
pdt, qdt, rdr, veprésentent respectivement les angles formés par chacun des
axes mobiles avec sa position infiniment voisine. Si Ton prend pour axes
fixes les positions initiales des axes mobiles, on trouve, pour déterminer la
FPosition de ces axes au bout du temps df, les cosinus suivants :

oo=1, v = —rdli, " *"{J’

f=rde, =

’
. L
y = —qd!, ;' =pd,

II.
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on annule a la fois ces trois quantités, en posant

M i Z

Or, ces équations sont cclles d’une ligne droite, dont toyg
les points ont a 'instant considéré une vitesse nulle : ainsise
trouve démontrée la premiére partie de ce que nous nous
proposions d’établir.

La droite immobile passe par Porigine; elle fait avec les
axcs mobiles des angles dont les cosinus ont pour expressions:
poq,r
O] O] )

en prevant
0 == \/p*—i— g+

Cela posé, faisons la somme vi ¢} + ¢ des carrés des
trois composantes de la vitesse d’un point du systéeme, il
vient, en vertu d’'une fermule alg¢hrique bien connue :

vie=(pt bt et (@l g 2D —(pE = g st
Désignons par » la distanee du point (i, 1, z,) 4 Porigine,
par Q Pangle de ce rayon vecteur avee la dreite (p, ¢, rj;
¢’est-a-dire faisons

[

-
[}
u
©

il vient

ou, en désignant par A Ia distance du point considéré a la
droite immobile:

La vitesse ¢ est donc proportionnelle & la distance /. De
plus, cette méme vitesse est perpendiculaire au plan de la
droite (p, ¢, r) et du rayon vecteur: c’est ce qui résulte des
équations

Xie, =300 T 50 =0,

Py q oy, 1o, =o0;
donc les vitesses de tous les points du corps sent Lien les
mémes que si ce corps tournait cffectivement autour de I
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droite dont la vitesse est nulle, celte rotation s’effectuant avec
une vitesse angulaire égale a o, c¢’est-a-dire a \/pf e i i

Les formules précédentes déterminent & la fois la direc-
iion de Vaxe instantané de rotation, et la vitesse angulaire
du mouvenent correspondant.

Décomposition de la rotation instantanée. — Cela posé, il
est facile de voir qu'on arriverait pour les vitesses compo-
santes 2 des expressions parfaitement identiques a celles qui
précedent, si 'on supposait le corps animé de trois rotations
simultanées, p, ¢, r, s'effectuant autour des lignes 0X,, 0Y,,
0Z, (c’est-a-dire si Pon prenait pour ¢.,, ¢;, v;, les sommes
des valeurs guon obtiendrait séparément si chacune des trois
rolations p, ¢, r existait seule).

En effet la rotation p ( fig. 123) donne lieua une vitesse Hi,
perpendiculaire a Paxe OX,;; celte vitesse a pour ‘expression
p \/7 +z?, et ses pr0|ect10ns sur les trois axes sont égales
respectiv ement a
. 0, —pz, pite

De méme, les rotations ¢ et r fournissent

E 0, —qai,
— )i, rxy, o.

En faisant la somme de ce qui se rapporte a chacun des trois
axes respecti\‘emeﬁt, on trouve pour les composantes v,,
Y vz, des expressions qui ne différent pas de celles qui ont
é1é écrites plus haut.

Des quantités p, ¢, r. — 1l suit de la que les fonctions que
nous avons désignées par les leltres p, ¢, r, sont les compo-
santes de la rotation instantanée suivant les axes mobiles OX,,

Y,, OZ.. Nous venons de voir comment ces fonctions se
lrouvent déterminées, quand on connait les neuf cosinus en
fonction du temps : on a

,da’ L, db’ de’
+ b ¢

4

p=C gt @
g=a ﬂ b @L—{— ¢ icl—ly
dt dt dt

da db , de

=d =+ -+ 5

de dt
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Mais on sait que les neuf cosinus, qui nous ont servi a passer
d’un systéme d’axes coordonnés rectangulaires & un systéme
du méme genre, ne sont pas absolument arbitraires, et qu'ils
s’expriment au moyen de trois quantités seulement.

Les variables qu’on emploie ordinairement, d’aprés Euler,
pour déterminer les axes mobiles, sont :

1° Langle Z,0Z ( fig. 124), que I'on désigne par 6;

o0 Langle ¢ formé avec OX par la trace OA du plan X,0Y,
sur YOX;

3° Enfin Pangle ¢ de cette méme trace avec OX,.

Les expressions des coefficients a,dya’, b, 0,0, ¢, ¢
sont alors les suivantes :

’

@ = cosocosd—singsindcosb, ’

@ = -—singcosy — coso sind cos 9, - OX
a’= sindsin, \
b= cososind—+sinocosdeosh, a

4" = — sin o sin¥ 4+ cos¢ cos b cos 9, ( oY
6" = —cos ¥ sin 9, )

¢ = sinosing, )

¢ = cososin g, 7/
"= cosh. /\

En remplacant ces quantités et leurs dérivées par leurs va-
leurs dans les expressions de p, ¢, r, on trouve

p=sinosinj f—b -+ Coso(—Z—Q,
dt T dt
¢ = C0S o sin I s
' / dt
do (HJ
re - €c0s Tt

Ces équations nous serviront dans le cours de deuxieme
année, quand nous étudierons les relations qui existent entre
le mouvement de rotation d’un corps solide autour d’un point
fixe, et les forces qui agissent sur les divers points de ce
corps solide.
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§ XVI. — THEORIE ANALYTIQUE DES MOUVEMENTS RELATIFS.

Soient, comme précédemment {p. 83), £, 7, £, les coordon-
nées d’un point mobile M, par rapport & trois axes fixes; £,
4, &' les coordonnées, prises par rapporl aux mémes axes,
d’une origine mobhile O.

Soient enfin x, y, 5, les coordennées de notrc mobile par
rapport a trois axes passant par cetie origine Q. Nous avons [ait

ANY

b4

gcc:cosx,&’,, W =cosy, L, « =cosz,

a2l

s Tiy

{1) b=cosz,n, 0 =cosy,n, b"==cos
(c:(-osx,'c_, ¢'=cos),¢, ¢ =cos55%;

et cela posé nous avons écrit les formules qui lient les coor-
données apparentes aux coordonnées absolues sous la forme
suivante :

() (
{

Désignons par Vla vitesse absolue du poini mobile, par ¥, sa
vitesse relative, par V. la vitesse d’entrainement.

Cette derniére est la vitesse absolue d’un point qui auraita
Pinstant considéré les mémes coordonndes que le point M,
mais qui resterait en repos relatif : on a done, pour ce point
idéai,

RASY

=l~4ar+dy-4az,
=v'Fbr+ by 4+,

=L cx--cy+ Tz

IS

oYX

dx dy dz

— =0 — =0
dt *dt ode

= 0;

et par conséquent on trouvera les composantes de sa vitesse
en différentiant par rapport au temps les équations (2), sans
faire varier les coordonnées apparentes x, j, 3:

{ Vo dt  da da  dd”

ST TR Y TR A

(A db db’ du”

(3 poo = 4n «o Lav L eY
) Veta) attrta YT
. dz’ de dc’ de”
V,,=——tzx 3 - .

5 Tde di "V de T d
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Les mémes umrilops( 2) iena
compte du mouvement ﬂ,)pwv 1w mebile, fournissent ey
proiections de la vitess m)colue su
avant égard aux r“L.Llon\ (3):

o~
[
(¢
w
=]
b
]
17

fixes; on a, en

=
UAY
\
o
\
N
|
a

. .., dzx dy d:= o

Cr tes divivées ——; ——» —» sont les projections de ia vi-
de’ dt " dt

tesse relative sur les axes mobiles; et Pona, on s ¢

a Ia signification des coefficients «, b, ¢, 5. ¢

(zy+(‘, dy
a— -
\ /L ([[

dx dy (lz
(5; bw—i—[)'*f;-—i—b” =
. G

dx ,

¢ = '
dt de !

Ces relations permettent de mettre los dquations () sous
la forme

| o= VeV
(6! ( V=V V.
Vi=Von+ VYo
Donce :
Turoring I. — La vitesse absolue est la résuliante de la

vitesse d'entrainement et de la vitesse relative ;
ou bien

La vitesse relative est la résultante de la vitesse absolie, et
de la vitesse d’entrainement prise en sens contraire.

Pour avoir les relations qui existent entre les accélérations,
il faut différentier une seconde fois les équations (2). Les pre-
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wicrs membres des équations qu’on obtient par cetle opé-
miion sont les composantes de Paccélération absolue du
point M, projetée surles trois axes fixes; quant aux deuxicmes
membres des mémes équations, on peul en grouper tous les
ternics sous les trois divisions suivantes:

o Geux qui ne contiennent pas les dérivées des coordon-
nées apparentes @ termes dont la somme fournit les compo-
santes de laceélération d’entrainement;

20 {eux qui contiennentles dérivées secondes de ces mémes
coordonndes apparentes. On reconnait comme précédemment
que ceux-ci représentent les prejections de aceélération re-
lative sur ies axes fixes;

30 Enfin les termes qui restent en debors des deux pre-
mieres catégories, ¢’est-d-dire ceux qui sont fonction des com-

dz dy dz . .
posantes —pos st de la vitesse relative.

En ayant égard & ccs remarques, et faisant usage de nos
notations habituelles, nous écrirons les équations dont il
sagit sous Ia forme svivante :

+

aidi Tadi U ar i
(db de  dbidy db” d")

<d(t de dd' dy. da dz)

EE+W de " dt dv )

, de dx ' _(E(_]L dc”i:
S\l df U de di dt dt )’

H faut maintenant projeter toutes les lignes dont nous nous
occupons sur les axes mobiles {*) : pour cela ajoutons les
trois équations ( ) multlphoe: rprecm ement, d’abord par«,
b, ¢, puis par &', V', ¢/, enfin par a”, 0", ¢”.

Remarquons, avant de faire le calcul, que les cosinus
qui figurent dans les équations précédentes définissent le

mouvement du systéme solide de comparaison (systéme que
nous réduisons pour plus de clarté aux seules lignes Oz, Oy,

(*Y I ne faut pas oublier que les axes wmobiles somt nos véritables a

coordonngs; Jes axes fixes sont de simples lignes auxiliaires, dont il ne res-
tera plus de traces a la fin des opérations.
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6 z), relativement a trois axes menés par P'origine mobile 0,
parallelement a C%, Cy, CZ.

Nous savons que ce mouvement, sur lequel nous n’avons
fait aucune hypothése, est une rotation instantanée autour

d'un axe yassant au point O (

“}; et nous avons trouvé dans le

paragraphe précédent les expressions des projections de cette
rotation sur les axes mobiles :

&%

——

‘ det
y=a" ~- + 1"
I di
) a—a da’ ‘
1= g™
I da Y
de '

db’

X

dt
db”
dt

le!

di’

de”

k]
ar

de
dt

Or il est trés-remarquable que ces quantités, qui restent
les mémes quels (ue soient les axes fixes, soient précisément
les seules fonctions des neuf cosinus qui subsistent dans les
résultats auxquels nous voulons arriver.

En effet, si nous effectuons les opérations indiquées plus
haut, et que nous résolvions les relations obtenues par rap-
port aux composantes de Paccélération relative, il vient :

{ Jr{x‘/:'}t'—']e(x}—!—z <}

Ay

ot

. dz
. i?
1 dt

d3 dx
(9) C gy =8 — e+ (P;;;—”;ﬁ>v
" dx dy
J = J;_ ¥ 2 ( —— D —— |
e de s (1 a4 c/t>
Tutoring . — L'accélération relative est la résulianie de

Uaccélération absolue, de Uaccélération 4 entrainement prise
en sens contraire, et d’une accélération complémentaire qi'on

appelle accélération centrifuge composée.

il résulte des formules (g ) que les composantes de cette der-

{7y Cette rotation reste la méme, en grandeur et en direction, quel que
soit le point du systéme anquel on place Porigine O (p. 150).
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niére accélération ont les valeurs suivantes:
dy dz
)
. , dz dx
(10} l:2<p7;—l'w>

7 — dx dy
L — 4, — 1.
17 — P
On conclut facilement de ces relations que l'accélération
centrifuge composée est perpendiculaire a la vitesse relative

et a I'axe instantané de la rotation d’entrainement, enfin
guelle a pour expression :

X:z(r

2w V,sinm, V,

YMoucements relatifs terrestres.

Occupons-nous spécialement des mouvements rapportés a
des repéres choisis surle globe terrestre, ¢t voyons ce que les
formules précédentes deviennent dans ce cas particulier.

Prenons pour axe des z la verticale du lieu d’ou 'on ob-
serve ( fig. 125), pour axe des & la tangente au méridien de ce
lieu, dirigée vers le nord, enfin pour axe des 3 la tangente au
paralléle dans Ie sens du mouvement diurne : nous aurons
pour les projections de la rotation terrestre sur ces trois axes

p=—nsinl,
¢g=o,
r=-—ncosl,

+ étant le complément de la latitude du lieu, et n la valeur
absolue de la rotation diurne, soit o,000073.
Les composantes de Paccélération centrifuge composée sont

Vax

- G)
X:—zncow
di’
’ . dx . dzh
(13) ’ ‘i~—n COS/A — — &N/ >
dt di
R (f’“
— nzs J

de’
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Considérons un corps tombant librement dans le \1dn ‘ex

périence nous apprend que ce corps suit 4 peu prés dans sa
chute la verticale de son point de départ, de sorte gu’on peut,
dans une premiére approximation, ndégliger les deux compo-
santes horizontales de la vitesse du mobile, devant la compo-
sante verticale.

. ; dz
Quant & cette composante verticale, 77 clle est négative

puisque notre axe des z est dirigé de bas en haut; donc Iac-
célération Y est positive, ct par suite le corps considérs
doit s’écarter de la verticale, du ¢oté de Uorient.
Veut-on pousser 'approximation plus loin; on conclut du
. e . . dy .
fait de la déviation orientale que la vitesse 7 est positive;

done Vaccélération X est négative, ce qui indique une nou-
velle déviation dirigée vers le sud. Celle-ci cst du deuxiéme
ordre de petitesse, la déviation orientale étant considérée

comme du premier.
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DEUXIEME SECTION,

THEORIE DES MECANISMES OU ELEMENTS
DE MACHINES.

CHAPITRE PREMIER.

GENERALITES SUR LES MACHINES, ET SUR LES TRANSMISSIONS
OU TRANSFORMATIONS DE MOUVEMENT.

Toute machine est destinde a accomplir certaines opéra-
tions mécaniques, et suppose 'existence dedeux choses, indé-
pendamment de Ia machine clie-méme. Ces deux choses sont:
1° une puissance motrice; 2° un ouvrage & faire. La machine
est un intermédiaire qui donne au motear la facilité d’exé-
cuter 'ouvrage proposé.

Une machine se compose de trois parties principales :

1. Le récepteur, qui regoi it direcctement Pellert du moteur;
cel appareil est variable selon la nature de ia force dispo-
nible : ce sera, par exemple, une manivelle, si I'on emploie
la force de I'homme, une roue, §'il s’agit d’utiliser un cours
d’eau, un piston pour la tbnsmn de la vapeur, etc. La théorie
des récepteurs dépend de la combinaison des lois de la dyna-
mique avec les principes physiques qui sont relatifs aux divers
agents capables de servir comme moteurs.

I Loutil ou opératenr, qui se trouve en contact immdé-
diat avee la maticre & travailler. Cest une lime, un marteau,
une pompe, un souiflet, cte. La connaissance pratique des
cutils est un des objets des dtudes spéejales a chaque profes-
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sion. La théorie de ces appareils est d’ailleurs fondée, comme
celle des récepteurs, sur les principes généraux de la dyna-
mique rationnelle.

L. Enfin, la transmission de mouvement, ¢’ est-a-dire les
pitces ou mécanismes interposés entre le récepteur et Uoutil,
pour que le mouvement du premier détermine sur le second
fe mouvement qui correspond a ouvrage & effectuer.

Notre deuxiéme Section est consacrée a I'étude géométrique
des transmissions. Celle ¢tude, exclusivement basée sur les
considérations développées dans la Scction précédente, fait
partie de la Cinématique, telle que nous Pavons définic d’apres
Uillustre auteur de V' Essai sur la Philosophie des Sciences (*):
on pourrait Uintituler Cinématique appliquée, par opposition
a la Cinématigue pure. De toutes les branches de la Méca-
nique, il n’en existe pas dont la connaissance approfondie soit
plus indispensable aux praticiens.

Elle ne suffit pourtant pas : et nous avons déja eu occasion
de dire qu’on se tromperait grandement si l'on croyait pou-
voir inventer et exécuter des combinaisons d’organes, sans
se préoccuper des efforts qui doivent s’exercer par I'intermé-
dizire de ces organes. Mais d’an autre coté les rapports des
vitesses de tous les points d’une machine sont du domaine
de la Géométrie : ces rapports ne dépendeni en aucune facon
des causes appelées & faire nattre ou & entretenir le mouve-
ment de le machine. 11 cst donc possible de soumettre les
méecanismes de transmission @ une premiére étude purement

(*) « La Cinématique, dit Ampére {p. 51), doit étudier les diffiérents in-
strumenis & 'aide desquels on peut changer un mouvement en un auntre; en

sorte qu'en comprenant, comme c’est Pusage, ces instruments sous le nom

de meachines, il fandra définiv une machine, non pas comme on {ait ordinai-

vement, wn inserument & Uaide duquel on peut changer le direction et Uinten-
sité d'une force donnée, mais bicn un instrument & Uaide dugquel on peut

changer la direction et la vitesse d’un mourement donné. On rend ainsi cette

définition indépendante de In considération des forces qui agissent sur fa

machine; considération qui ne peut seyvir qu'a distraire Iattention de celui

qui cherche i en comprendre le mécanisme. Pour se faire une idée nette, pur
exemple, de Vengrenage & Vaide duguel Vaigaille des minutes d'une montre
(ait douze tours tandis que Paiguille des heures n’en fait qu'un, esi-c¢
quon a besoin de s’occuper de la force qui met Ia montre en mowve-

ment? »

£
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géométrique, dans laquelle il ne sera question, ni de la force
motrice, 1i de la résistance a vaincre; mais il est bien entendu
que la mécanique des forces pourra toujours opposer son vefo
4 la marche, surtout & la marche fructueuse, de tout engin
créé sans sa participation.

L’introduction de Ia théorie des mécanismes dans I'ensei-
gnement de I'Ecole Polytechnique date de la premiére orga-
nisation donnée par Monge a Pinstruction de cette école.

« On entend, dit Monge ("), par éléments des machines,
les moyens par lesquels on change la direction des mouve-
ments, ceux par lesquels on peut faire naitre les uns des
autres, Ie mouvement progressif en ligne directe, le mou-
vement de rotation, le mouvement alternatif de va-ef-vient.
On sent que les machines les plus compliquées ne sont que
les résultats des combinaisons de quelques-uns de ces
moyens individuels, dont il faudra faire en sorte que I'énu-
mération soit complete. »

Cetic énumération, commencée par Hachette, fut exécutée
par Lanz et Bétancour (™) dont le travail, adopté par le con~
seil de T'Ecole, est bien longlemps demeuré classique. Dans
Iexposé que nous allons faire, nous prendrons de préférence
pour guide le traité plus récent de M. Robert Willis (***),
lequel est certainement P'ouvrage le plus parfait qui ait été
publié sur les applications de la Cinématique aux machines.
Le livre de M. Willis est également remarquable par la net-
teté avec laquelle le sujet est circonscrit et traité, par la jus-
tesse des idées, et par I'habileté avec laquelle la théorie et
la pratique 3 sont combinées.

On peuat aussi consulter avee beaucoup de fruit Vouvrage de
M. Laboulaye, et enfin, au point de vue spécial de notre pro-
gramme, le Traité de Cinématique de M. Belanger. La partie
de cet ouvrage, qui est relative aux organes de machines,
est entierement conforme aux nouveaux programnes rédigés
en 1850 par le général Poncelet, ct en usage mpms cette
époque & VEcole Po]\tcchmque.

X

T ¥ T °v v v 9

=

) Rapport lu a la Convention nationale, Ie 5 vendémiaire an 1.
(**Y Essai sur la Composition des Machines; 1¥ox.
(***) Principles of Mechanism, 18]1.
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§ . — CLASSIFICATION DES MACBINES ELEMENTAIRES,
p arrks RoserT WiLLs.

ELanz et Bétancour commencent par distinguer lcs mouve-
nients quon emploie dans les wits en wrois classes, suivany
(e ces mouvements sout ou rectilignes, ou circulaires, oy
18terminds, d’apres des courbes données. Chacun deux est
d'ailleurs continu ou alternmatif {de va-ct-vient); el on peut,
par conséquent, les combiner deux a deux de quinze manicres
différentes, ou de vingt et une, si 'on combine chacun de ces
mouvemenis avec lui-méme. Toute machine a pour but de
changer ou de communiquer un ou plusicurs de ces vingt et
un nouvements.

Ce svstéme céleébre a ¢1é généralement adopté : il est com-
mode de s’y conformer, guand on se propose sculement de
dresser un catalogue, de faire une énumération complcte,
ainsi que le demandait Monge. Mais, au peint de vue d'une
‘tude méthodiue, on peut faire & la classificaiion de Lanz
¢t Bétancour les reproches suivants:

I. Le caractére distinciil principal est pris dans la nature du
mouavement des piéces cn action, mouvement qui est recii-
ligne ou circulaire, continu ou alternatif : on w'a pas oublié
qu Ampére définit une machine, comme servant & modifier un
jitouvement (ZOIZII(;.

3Mais si ['on se reporte a la théorie géométrique des mou-
vements simultanés, on reconnaitra bien vite que les relations
Gtablies par un mode de liaison quelconque entre les vitesses
des diverses pieces qu’il met en rapport, ne dépendent en
aucune facon de la nature du mouvement qui anime ces
corps. Les engins qui servent a lier deux mouvements conti-
nus, fonctionnent identiquement de la méme maniére dans
le cas de deux mouvements alternatifs (au moins tant gu'on
reste dans le domaine de la Géométrie pure), de sorte guil
serait assez peu philosopliique de Ies faire figurcr deux fois
dans une classification.

Il convient donc de changer la définition d"Ampére; ei, au
licu de comsidérer un2 machine comme avant pour effet de
modifier un mouvement donné, nous divon::

¢

s
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Une machine, au point de vue cinémaltique, est un (nstru-
ment destiné & établir, entre les mouvements simulianés de
deux corps, une relation géométrique donnée.

(’est ainsi que la minuterie d'une horloge a pour effet d’o-
bliger les deux aiguilles a tourner dans le méme sens Pune
que l'autre, avec des vitesses angulaires dans le rapport de
douze a un. Et il est clair que cette loi n’est aucunement in-
fluencée par la nature du mouvement, lequel peut indiffé-
remment étre lent ou rapide, continu ou alternatif,

II. Il y a lieu également de faire assez hon marché de la dis-
tinction entre le mouvenent circulaire etle mouvement rec-
tiligne : les engins qui se rapportent a ces deux mouvements
sont fondés sur les mémes principes, et se déduisent trop faci-
lement les uns des autres pour qu’il soit convenable et méme
possible de les étudier séparément (*). Toutes les différences
se réduisent a quelques détails de construction dont I'impor-
lance, & notre point de vue, est trés-minime.

IIT. Mais une distinction qu’il importe au contraire de bien
établir, c’est celle des mouvements susceptibles d'une éten-
due indéfinie, et des mouvements, rectilignes ou circulaires,
dont Tamplitude est géométriquement limitée (**).

La bielle dun rouet, par exemple, met en relation deux
points assujettis chacun a tourner autour d’un axe fixe; mais
les mouvements de ces deux points jouissent de propriétés
toutes différentes: en effet, les dimensions et les positions rela-
tives des diverses pieces sont telles, que rien n’empéche la
roue de faire son tour complet, tandis que 1'excursion de la
pédale est forcément limitée.

Il suit de Ia que, la roue étant animéc d’'un mouvement de
rotation continu, ¢ mouvement de lautre extrémité de la
bielle devra changer périodiquement de sens, chaque fois que
la pédale atteindra le point le plus haut ou le point le plus

{*) A plus forte raison ne consacrerons-nous pas une classe spéciale aux
mouvements (ui s’effectuent suivant des courbes autres que la ligne droite et
le cercle.

(**) Un monvement rectiligne quelconque aura nécessairement dans la pra-
tique une étendue limitée : nous rangeons dans notre premicre catégorie tous
ceux de ces mouvements dans lesquels la limitation ne résulte pas d'une im-
possibilité géométrique.

I. 12
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bes de sa course. On ne pourra done pas, dans ce mécanisme,
assigner une 1‘6‘“1'0 n constante entre les sens des mouvenients
des devy pitees en rapport, comme nous Pavons fait dans le
cas des aiguilles d’une horloge.

[V. Avant adopié pour premier ¢idmient de notre classifi-
cation des organes de machines, la permanence ou la périodi-
cité de Ia linison entre les direciions des vites
gravdeur de ces

S, NCUS 1ous

Crong ies me

IRERELISIO0)

HOUVEMENTS

doni Pitendue es

et Qs que o
d'nne des pi
dubve changer

imitée,
de la vijes

Doins

Al Crasse B.

Rapport des vitesses | Rapport des vitesses vonst

Rapport des vitesses

constainl. variable. ou variable

nature ¢e i o transmission du mouvement:
cetie considération nous conduit & constituer trois genres.
qui se retrouvent dans chacune des irois classe

Previer GENRE. (ommunicalion du mouvement par conlac:

immédiat;
Divxzing GeNre. Communicalion par o wi

lien rigide;

Trowmsting cexpe, Communication par le wmoyen  un lien
Jlexible.

YVoici le résum¢é de notre classification, laquelle n’est autre
chose que celle de Willis, un peu simplifice:

(*) L n’y a pas lieu de séparer en deux eclasses les mccanismes & mouve:
ment d’¢tendue limitée : ceux de ces méeanismes ol le rapport des vitesses ot
conmstant sont trop rares pour qu’on puisse en former une classe distinete
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Avant de commencer la description des mécanismes indigués
dans ce tableau, disons quelques mots des piéces accessoires
qui servent a assujettir les organes mobiles aux supports fixes,
de maniére a assurer la direction du mouvement de ees or-

ganes. .

§ II. — ORGANES PROPRES A ASSURER L& DIRECTION DU MOUVEMENT
CIRCULAIRE OU RECTILIGNE DE CERTAINES PIECES.

1° Guides du mouvement circulaire.

Les picces qui doivent éire animées d’un mouvement de
rotation sont ordinairement montées sur un arbre, qui se ter-
mine a ses extrémités par des parties eylindriques tournant
dans des appuis fixes.

Tourillons et paliers. — Dans le cas ou l'axe de rotation est
horizontal, les extrémités cylindriques de 'arbre se nomment
tourillons, et les supports fises des tourillons prennent le
nom de paliers.

Les tourillons sont des cylindres exactement tournés, dontle
diametre est généralement plus petit que celui de Tarbre pro-
prement dit. Quelquefois ces tourillons font corps avec Narbre:
ils peuvent aussi étre rapporiés; V'un d’eux porte un épaufe-
ment ou renflement destiné & empécher les déplacements du
corps tournant, dans le sens de la longueur de I'axe. L’épaule-
ment se raccorde par un congé avec la surface du tourillon.

La partie principale d’un palier { fig. 126 el 127) est le cous-
sinel, qui se trouve en contact immédiat avec leltourillon.
Le coussinet est formé de deux coquilles, laissant entre elles
un léger intervalle quand elles sont en place, afin que
Vusure de la surface intérieure ne détruise pas le contact de
celle-ci avec le tourillon. Un intervalle semblable est ménagé
entre le corps du palier, et le chapear qui s'applique sur I
coquille supérieure. Des boulons établissent un serrage con-
venable.

La mise en place du palier doit étre faite avec une grande
précision, afin de ne pas fausser I'arbre, surtout quand celui-ci
a une grande longueur. Dans le but de faciliter I'ajustage, on
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fait porter ic palier proprement dit sur une piéce intermédiaire
appelée semelle ou patin { fig. 126), solidement relide par de
lengs boulons a un fort massif de maconnerie. Le palier est
3 son tour boulonné sur la semelle; mais les trous de ces
derniers boulons sont ovales, ce qui permet de rectifier Ia
position du palier, en cas de petits mouvements dans les ma~
¢onnerics.

Nous n'avons encore rien dit de la question du graissage :
il n’en est pourtant pas qui mérite a un plus haut degré Patten-
tion du constructeur chargé d’installer les supports d’un arbre
tournant. Dans les paliers ordinaires { fig. 126}, le chapeau
porte un godet qu’on maintient constamment plein de graisse.
Cette graisse fond en perlie par suite de P'échauffement du
coussinet, traverse la coguille supérieure par un trou ménagé
a cet effet, et se répand de 1d par des rainures hélicoides sur
toute la surface intérieure de la coquille.

Ce systeme est assez imparfait : la graisse ne vient rafraichir
les surfaces que lorsqu’il s’est produit un léger grippement,
ce qui est toujours ficheux; et il est infiniment préférable
d’entretenir les contacts constamment lubrifiés par un cou-
rant d’huile continu, qui s’oppose a tout échauffement.

Dans le palier graisseur Decoster ( fig. 127), Phuile contenue
dans un réservoir inférieur est puisée par un disque d’acier
fixé au tourillon; elle retombe dans lé réservoir aprés avoir
rempli son office. Le tout est parfaitement fermé, de sorte que
Fhuile ne s’altére pas et n’a pas besoin d’étre renouvelée, sinon
a de trés-longs intervalles.

Dans certains cas exceptionnels, les tourilions reposent sur
des galets ou roulettes, dont nous verrons l'utilité dans la
ihéorie du frottement { Quatriéme Section). On peut citer dans
ce genre la suspension de la grosse cloche de la cathédrale de
Metz : les galets sont réduits & de simples secteurs, qui corres-
pondent & 'amplitude des oscillations de la cloche.

Dans d’autres cas, au contraire, on simplifie les dispositions
habituelles. C’est ainsi qu’on termine les arbres des tours, en
guise de tourillons, par deux pointes en fer, lesquelles pé-
nétrent dans des trous coniques pratiqués dans des plaques
de fer fixes.

Les poulies sont percées d'un trou eylindrique nommé eil,
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que traverse @ {rottement doux un essicu fixe {73 Les
des voitures ordinaires pr

sentent fa méme disposition (7. §i
le trou cylindrique est un peu Jong relativementa b epmsseur
de la roue ou de la poulie, I'espéce de moyeu oi il est pra-
tiqué s'appelle manchon ou cenon. L'arbre porte des épau-
lements qui empéchent le manchion de glisser paraliélement
avaxe.

Crapaudines et pivets. — 1.es arbres verticaux se terminent
a leur partie inférieure par une sorie de tourillon appelé pivos
(fig. 128", qui tourne dans une picce fixe nommdée crapau-
dine,

La crapaudine ta plus simple sc compose d'un collet en
bronze, qui maintient le pivot dans le sens horizontal, et
d'un grain dacier qui supporie tout le systéme. Divers agen-
cements permettent de soulever le grain au fur et & mesure
de Vusure, afin de maintenir Parbre au méme niveau.

Outre a crapaudine, il ¥ a géndéralement, 2 une ceraine
hauteur, un collier “ﬁsliné a assurer la verticalité de Varbre :
le collier fait ainsi fonciten e deuxieme palier. L’arbre est, en
ce point, parfaitement anond Quand la pression qui s’exerce
entre arbre et le collier est considérabic, comme dans cer-
taines espéces de grues, on interpose enirel “arbre et son appui
fixe un systéme de galets, dont les axes sout fixds a une cou-
ronne mobile { fig. 129) : ces galets roulent & la fois sur la cir-
conférence de Parbre { A), et sur le collier fixe (B).

Rendons-nous compte du mouvement de ces galets, con-
sidéré, soit au point de vue absolu, soit relativement a
Varbve (). Désignons par R et Q Ic ravon et Ia vitesse angu-
laire de Varbre, par ric rayon d'un galet: le mouvement absolu
de ce galet est une rotation autour da centre instantané B, ro-
tation dont je représenteral la vitesse angulaire par .

Pour déterminer w, on sappuie sur ce que le galet est

(*) Souvent Vessien d’une poulie porte d’autres voues : il tourne alors
d’un mouvement fout a fait indépendans de celui de la poulie. Nous verrons
plus loiu des exemples de pareils agencements.

(**> On dit dans ce cas que la roue ou la poulie est folle sur son arhie;
une roue cst calée sur sen arbre, quand elle ne peut pas tourner indépen-

mment de celui o,
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re mobile, en & d’ou i suit qu'en ce
an contact sont animés de vitesses

RO
2Poy == RQ, oy == .
ar
Q éiant donnée, colte équation {ait connalitre la vitesse instan-

tanée .

La couronne qui porie los axes des galels n'est pas fixe (*‘ :
elle a besoin d’&tre soutenue | é“eurevn nt d'une manie
qui e géne pas le monvement qu'elle est obligée de pfendre
autour de son cenlre. Op dm\osb a cet effet une surface ‘;)me

relids au biti de ia macline, et, pour éviter le frottement d
'a face inféricure de In chape conire cette surface, on empzme
un systéme dautres galets 2 axes horizontaux, sur lesquels
s‘appuie tout cet appareil.

Plaques tournantes. — Les plaques tournantes des gares de
chemins de fer sont supportées par un pivot ceniral qui tourne
dans une crapaudine ﬁ‘e;e. I‘ 1’y a pas de collier supéricur, vu
le peu de longueur de Varbre; mais dans la crainte de voir la
fonte se briser sous la charge quelle est destinée & supporter,
on soutient la plague, prés de sa circonférence extérieure, au
moyen de galets dont les axes sont réunis par une couronne
mobile, comme dans le cas précédent.

5 Pou faisait ces galets cylindriques, on watteindrait pas
compléiement le but qu'on se propose, & savoir : la suppres-
sion du glissement. En effet, les diverses sections droites des
galets, qui sont toutes égales dfms I'hypothése d'une forme
cvlindrique, devraient en veriu du mouvement circulaire se
développer sur des circonférenc ‘ﬂég ales de la plaque mo-

(*) En effet, il vésulte de ce qui précéde.que la vitesse du centre € d'une
roulette est égale 4 w75 celte quantité, divisée par lerayon de la couronne, donne
ta vitesse angulaire, O/, de celle-ci :

o RO

L —_ — .
& T Rar 2(Re-r)

La vitesse angulaive de la couronne est & peu prés la moitié de la vitesse de
’ . - . .
Varbre, car le vayon de celui-ci est toujours assez grand relativement an
rayon des galets.
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bile et de Pappui fixe : il y aurait donc nécessairement glis-
sement a la fois en haut et cn bas. Pour éviter cet inconvé-
nient, on emploie des galets coniques (fig. 13¢) ayant leur
sommelt sur Paxe de rotation : ces galets roulent, d'une part,
sur un cone fixe dont le sommet est au méme point de l'axe,
et d’autre part sur la partie inférieure de la plaque, a laquelle
on donne aussi la forme conique (*) avec le méme sommet.
On trouve le rapport de la vitesse des galets & celle dela
plaque, en exprimant que la vitesse du point B, considéré
comme appartenant au galet, est égale & la vitesse du poim
correspondant de la plaque : on a

RO =o2rnm,

en conservant les notations du calcul précédent. Dans le cas
actuel, 1a vitesse angulaire de la chape mobile est exactement

O =

w |z

La couronnc des galets fait un demi-tour pendant que la
plaque fait un tour complet.

On met sous les grandes plaques pour machine et tender
deux et jusqu’d trois couronnes, pareilles a celles dont nous
venons d’'indiquer e principe.

Au contraire, depuis quelque temps, en Angleterre et en
Belgique, on supprime, précisément pour les grandes plaques,
tout l'attirail des galets-supports. On ne peut alors conserver
les plaques de fonte, qui n’offriraient pas assez de garanties,
et T'on fait porter les rails sur des longerons en fer d'une
grande rigidité. La plague au repos est calée. Quand elle doit
servir, on place la machine autant que possible en équilibre
sur le pivot, on décale, et la plaque oscillant librement sous
la charge oppose une résistance heaucoup moindre que celle
des plaques a galets.

(*) Dans Papplication de ce systéme au grand pont tournant de Ja Penleld,
i Brest, la face inférieure de la plaque mobile est plane. Cette disposition est
un cas particulier de la précédente : rien n’empéche en cffet de placer le
sommet commun aux trois cones, sommet dont la position est arbitraire, dv
maniére i transformer le edne supéricvr ou le come inférieur en un plan.
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Articulations mobiles & charntére. — 11 arrive fréquemment
que deux corps réunis par une articulation, ou charnicre, sont
tous les deux en mouvement : la liaison des deux pieces s’ef-
fectue, tout comme si Vune d’clies était fixe, au moven d’'un
tourillon qui tourne entre deux coquilles soigneusement po-
lies et graissées. Quant aux piéces boulonnées dont la fonction
est de maintenir le coussinet, dans les appareils fixes, elles sont
remplacées par diverses dispositions plus ou moins analogues
a la suivante, qui se rapporte a la bielle d’'une machine de
Watt.

Le coussinet mobile est fixé a la téie de bielle par une chape
(fig- 131 et 132}, qui embrasse les deux coquilles et les tient
appliquées sur 'embase terminale de Ia bielle; on produit le
serrage au moyen de deux coins inverses nommés clef et
contre-clef & talon, les talons de la contre-clef empéchant les
branches de la chape de s’écarter (*).

Quand la bhielle est en bois, la clef doit étre renfermée
entre deux contre-clavettes; on empéche ainsi qu’elle ne dé-
chire le bois pendant le serrage.

2° Guides du mouvement rectiligne.

1l existe un grand nombre de systemes avant pour effet
d’obliger un point d’'une piéce mobile a suivre une trajectoire
rectiligne. Nous nous bornerons a énumérer br1e\ ement les
dispositions les plus employées :

1° OFEilletons, douilles ou patins, glissant le long de tiges
Jizes ( fig. 133, 134 et 135).

La ﬁg 135 est le plan d'un puits guidé, servant a 'extrac-
tion de la houille.

On s’est longtemps contenté, pour amener au jour les pro-
duits d’une exploitation souterraine, du procédé primitif qui
sert a tirer de Peau d’un puits : ¢’est-a-dire qu’on placait sim-
plement le charbon ou les minerais dans un seau suspendu
une corde. Ce procédé ne comportait pas de grandes vitesses;
de plus, il était assez dangereux, appliqué au transport des

(*)y on distingue deux variétés de tétes de biclles, 'une & chape mobile
(ﬁ§~ 131}, Vautre & clmpe five ( fig. 132): la figure en fait suffisamment com-
prendre les différences.
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&Lt las hennes
Ll 1es DONNeS,

ou wagons pleins

veul sans avoir
s s font aussi en fil de fer,
¢ ehissis dwie scizric & Tamos ver-
Citons enfin, comme apphc“t:un du mune principe, ie
lage du pision dune machine 2 vapeur horizoniaie. La tige
du piston est termincée par une pidce appelée coquiile, sur
ile vient s'articuler ja biells (0 X7, jig. 136;. Deux
glissieres sont disposées de part ot d'autre de la tige mobile,
gui s'appuie sur elles par les deux s patins de la co-
quitle; un godet de graissage compléte le systéme. La bielle
est faite en forme de fourcie quand ites glissitres sont dans
1o plan vertical de la tige, aiusi que le supposc la figure.

¥

fu
20 pa!els & gorges roulant enire deux guides arrondis
(PL XTIV, fig 138). Dans les machines verticales de Maudslay,

on empl fue une dispositien analogue A la préeddente; mais la
f*oqmi}e a patins estremplaccée par un galu, dansie but d’éviter

le gliszemient. Le galet roule alternativenient sur 'un ou Pautre
ie: devix zuides, selon que Ia tige qu'il doit diriger tend a s'¢-
carter & droite ou & gauche.

L’inconvénicnt de ce systéme, c’est ga'au meoment ot le
changement de sens va se produire, il y a presque toujours
glissement; la moindre irrégularité dans les galets aggrave cet
effet, et on obtient rapidement des méplats qui ne tardent pas
a s’opposcr compliétement au roulement. Cette disposition
n’est done poimnt A recommander; et, puisqu’il est pour ainsi
dire impossible d’éviter le glissement, mieux vaut adopter de
Iarges patins bicn graissés et fonctionnant réguliérement que
Ies galets a mouvement indécis,

Au contraire, on emploic avantageusement, pour supporter
les meubles, des galets cylindriques mobiles dans des rainures
fixes { fig. 13g).

3¢ Tiges mobiles dans des douilles fixes.— Exemples : Tige
du piston d’'une pompe a incendie { fig. 135); prisons des bho-
cards [ Pl XV1I, fig. 170, ele.

° Rainures et languettes( fig. 14o).
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50 Roues coniques rouilant sur des rails & champignons
{ fig. 141). Dans fe matéeiel ordinaire de nos chemins de fer,
s deux roues d’'une méme paire sont caides sur leur essieu
commun, et sont par constéguent selidaires Pune de Tautre (*).
Les jantes ont la forme d’un trone de cdnce dont le sommet est
en dehors de la vole; et les ralls sont inelinés vers Vintéricur
de celle-ci, de manicre a présenter une surface de roulement
tangente & fa surface de la roue.

Voici maintenant comment ce matériel fonctionne.

Quand un wagon parcourt régulicrement une portion de
voie en alignement droit, ce gui est lc cas normal, les roues
sont symétrigacment placées par rapport & axe de la voie, ot
le roulement s’ellcctue de part et dautre sur des circonfé-
rences égales. L'une des roues, par Ueffet d’une circonstance
quelconque, présente-i-elle une tendance a sortir des rails :
dés qu’elle commence A se porter vers Pextérieur, sa circon-
férence de roulement devient plus grande gue celle de la
roue solidaire. Or, comme la vitesse angulaire des deux roues
calées sur un essicu cst la méme, la roue extérieure prend
de I'avance et ce mouvement la raméne du ¢0té de Uintérieur
de la voie.

Dans une courbe, au contraire, ie wagon s’écartera légére-
ment de "axe de la voie, et les deux circonférences roulantes
seront inégales, de maniére a racheter le plus grand dévelop-
pement du rail extérieur. On voit que Pangie du cdne des
jantes est intimement li¢ a la grandeur da rayon des courbes :
la conicité est de 4% sur nos chemins ordinaires a grandes
courbes; eile est de ¢ sur les chemins américains qui admet-
tent des courbes de¢ petit rayon.

Le chemin de fer de Sceaux admet ¢galement de fortes
courbes; mais comme le matériel articulé, en usage sur ceite

(*} Les essicux des roues tournent dans des boites & graisse ou & huile,
qui remplacent ies paliers des arbres ordinaives. La laison de ces sortes de
paliers au corps du wagon n’est pas rigide; elle a licu par Pintermédiaire des
ressorts de suspension, qui sont fixés aux boites & graisse, et sur lesquels re-
pose le chassis. Ce mome chissis porte des plaques de tole verticales, dites
Plagues de garde, dans lesquelles sont découpées des entailles dont la fonetion
est de maintenir les bLoites & graisse dans le sens horizontal, de manicre &
assurer la perpendicularité des essieux i la voie; clles Taissent un petit jeu
Pour le passage des courbes.
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ligne, comporte un systeme de guidage spécial, les roues sont
indépendantes et cylindriques, ce qui présente un certain
avantage au point de vue de 'usure des bandages.

Jai omis a dessein de parler jusqu’ici du rebord intérieur
ou mentonnet des roues, lequel ne joue, comme on l'a vu,
aucun role dans le guidage normal, et n’intervient que dans
les cas exceptionnels. Dans la position moyenne du wagon, et
pour que la conicité puisse produire son effet, il existe un
centimétre de jeu entre le mentonnet et le boudin du rail.

6° Chariots des mull-jenny (Pl. X1V, fig. 142). — Dans les
métiers a filer dits mull-jenny, le chariot qui porte les fu-
seaux, et dont la longueur est de 6 & g métres, doit avoir sur
son chemin de fer un mouvement parfaitement rectiligne,
ce (ui nécessite un systéme de guidage susceptible d’une
grande précision. « Apres avoir épuisé les moyens les plus cot-
» teux et les plus compliqués, » est-il dit dans U'Essat sur la
composition des machines, « les Anglais ont enfin résolu le
» probléme d’une maniére trés-simple, et avec une exactitude
» qui surpasse tout ce qu’on pouvait atiendre. » Deux cordes
tendues dans une direction paralléle a celle du mouvement
sont enroulées autour de deux poulies fixées au chariot, de
maniére a déerire chacune un Z : la tension modérée des cor-
des crofitrait rapidement par Ia moindre obliquité, et la direc-
tion rectiligne du mouvement est parfaitement assurée.

=0 Parallélogramme articulé de IWatt | fig. 143). — L'il-
lustre inventeur auqucl 'industric est redevable de la machine
a vapeur sous sa forme actuelle a également résolu d’une
maniére éminemment pratique le probléme du guidage en
ligne droite de la tige du piston de sa machine.

11 est juste de dire que le parallélogramme articulé de Watt,
dont nous verrons plus tard la théorie géométrique, ne donne
pas a l'extrémité de la tige un mouvement rigoureusement
rectiligne; mais il rachéte cet inconvénient par de précieux
avantages, et d’ailleurs la déviation est touta fait insignifiante,
quand on emploie des dispositions convenables.
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CHAPITRE I1.
ORGANES DE MACHINES,

CLASSE A, — SEXNS DE LA TRANSMISSION CONSTANT. — RAPIORT DES
VITESSES CONSTANT.

La classe a laquelle est consacré ce chapitre comprend
les organes de transmission qui sont de beaucoup les plus
usuels (*), ceux dont il est facile, en général, de faire dériver
presque tous les mécanismes employés dans les arts et dans
I'industrie.

Ainsi que nous Pavons dit, nous considérerons plus spé-
cialement les cas ot 'on a affaire & deux corps assujettis a
tourner chacun autour ¢’un axe fixe; et nous examinerons
successivement les trois modes de liaison, qui ont servi de
base a notre division en trois genres.

§ I, — Premier GENRE. — TRANSMISSION DU MOUVEMENT PAR
CONTACT.

Pour mettre un peu d’ordre dans I'étude des engins qui se
rapportent a ce paragraphe, il convient de distinguer trois cas :
selon que les axes des deux solides en contact sont paralléles,
concourants, ou enfin non situés dans un méme plan.

(*) Nous verrons que les mouvements continus doivent toujours étre, autant
que possible, uniformes; les organes de la classe A sont done ceux qu'il y a
lieu de préférer, pour relier 'un & Pautre deux mouvements continus. L'uni-
formité du mouvement serait au contraire trés-nuisible dans le eas des mouve-
ments alternatifs, ot les organcs a recommander sont ceux dans lesquels la
vitesse diminue réguliérement jusgu’au moment du changement de sens. On
évite ainsi les a-coups et les choes que causerait inévitablement ce change-
ment, si les corps étlaient a cc moment animés d’unc vitesse un peu conside-
rable.



1o Axes parailéles. — Engrenages cylindrigues.

La Géométrie nous cnseigne aw’il ¥ a une infinité de
nieres ¢’¢tablir un rapport de vitesses constant entre deuy
axes fives et paralleles, au moyen de deux cames lides a cog
axes, el maintenues d'ailtewrs appuydes Fu

Cylindres de friction. — Le probléme
silons ’1nprx>e fa condition que le mouv
roulement simnle. Nous avons démontré que los surfuc
répondent & la question alusi particularisée sont des exliy

‘n
i

me sur autre.
devient déterming,
moent relatif soit un

circulaires contrés sur les axes fixes (p. 155). Les rayons des
bases de ces cylindres satisfont a ba

tien

laquelie établit Pégaiité entre fos witesses des deux solides,
mesurées a la circon{érence de eontacu On voit que:
Dans {a transinission pur ¢y lindres de friction, les vilesses
angulaires sont en raison inverse des ra; JizS des cylindres.
E\ aminons la solution précédente au puint de vue pratigue,
Cette solution prisente ceci de particulivr, que chacune des

J(.
surfaces n’est pas nécessairement, géomdiviguement obligée
de chasser Pautre d evant elle pour se faire place : rien 1em-

péche d’une manicre absolue le eylindre moteur de glisser sur
le deuxitime sans ie mciire en mouvement.

Ce qui s'opposc a cct effet, ¢'estle {rottement qui se déve-
lopperait aux peints de contact de la surface mobile avee celle
qui resterait {ixe. Quand ce froltement est plus considérable
quc farésistance appliguéed Varbre correspondant, Vadhérence
des deux corps dc¢termine la transimission da mouvement @ un

“accroissement de résistance la ferait instantanément cesser (")

On emploic divers artifices pour s’opposer au glissement.
Souvent la surface de 'un des cylindres cst recouverte d'un
cuir rugucny, dont I'¢lasticité maintient la pression malgré les

{*) On utilise cctte propri¢té dans le cas ol la résistance peut accidentelle-
ment devenir énorme, ce qui occasionnerait la rupture de quelque picee si la
transmission était oblignteire. L'inconvénient est beaucoup moindre quand les
corps ont la faculté de glisser 'un sur lautre. .
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inégalitds inévitables dans la formc des surfaces de contact.

el
Dautres fois, Tun des arbres n'est pas absolument fixe
(fig. 1440, et il estappuy¢ sur Vautre par un resscit ou pai un
e ,
poids (7).

Quoi \;u il en soit, Pemplol des cylindres de friction est
limiié & un petit nombre de cas toat a fait spéeiaux, Il est im-
possib}e, avee ce sysieme, de compter sur exactitude du
rpport 105 vitesses, & cause des glisscments qui peuvent su
produire A chaque instant, sans que le mécanicien en soiy
averti. De plus, lorsque Vappareil doit supporter de grands
efforts, il faudrait une pression considérable pour déterminoey
ane achcrence suffisante; et les frottements qui se produi-
raient sur les tourillons des arbres compenseraient et au deia
lavantage que Pon tire de la suppression du {roltement au
point de contact.

Principe des engrenages. — Un obvic a cot inconvé

ient en
armant chacun dLs deu\ cylindres de ahlmb ou deils, gul pé-
netrent dans des creus ménagés a cet effet. Il est & remarqgn
quavec cette dispositon le mouvement relatif ne peut
ttre un roulement simple : en effet, les surfaces en con
sont maintenant celles qul sont formées par la suite des saill
et des creux, sous lesquels ont disparu les cylindres primitifs.
Mais en altérant ainsi ies lois géoméiriques de ia transmission
du mouvement, il importe du moins de maintenir rigourevse-
ment constant le rapport des vitesses angulaires des doux
arbres.

s!:‘.s
tact
lies

Pour cela, on s’impose d’abord Ia condition que les dents
soient égnles ct ¢galement espacces sur les deux roues, de
sl

maniére que deux arcs égaux contiennent le'méme nombre de
dents. On cherche un arc qui soit contenu un nombre exaci
de fois dans chacune des circonférences en contact : cet
arc est ce qu'on appelle le pas; le pas est ensuite divisé en

(*) Dans les tire-sacs des moulins & blé (fig. 115), le cylindre B est main-
tenu 4 unc petite distance du cylindre A, lequel est mi par la machine et
tourne d’une manicre continue. Au moven d’un effort convenable exercé en E,
on appuie le cylindre B contre la poulic motrice : le mouvement se transmet
Jjusqu’au moment o1, le sac étant arrivé a la hauteur voulue, on lache la corde
qui établissait 1a pression,



192 DEUXIEME SECTION, — THEORIE DES MECANISMES,

deux parties, égales ouinégales, correspondant, Pune & la saillie
de la dent, Pautre au creux qui doit donner passage & la dent
opposée. Quant aux circonférences qui servent pour ainsi dire
de hase 4 la denture, il n’en reste pas de traces matériclles,
une fois I'engrenage taillé; elles jouent néanmoins le prinei-
pal role dans la théorie des roues dentées : on les désigne
sous le nom de circonférences primitives.

Pour que deux roues engrénent réguliérement, il est tout
a fait indispensable que les deux dentures aient le méme pas.
Sous cette condition, et quelle que soit la forme des dents, la
transmission sera périodiquement uniforme, puisque chaque
fois que le point de contact aura parcouru sur chacune des
circonférences primitives un espace égal au pas commun, les
deux roucs sc retrouveront dans la méme position relative.

Mais on ne se contente pas de cette régularité périodique;
et Pon a soin de déterminer la forme de chaque paire de dents
en conformité avec les régles établies dans la Cinématique
pure, de maniére que, pendant toute la durée de l'action indi-
viduelle de la paire, le rapport des vitesses reste égal a I'in-
verse du rapport des rayons des circonférences primitives. On
emploie d’ailleurs presque toujours, pour limiter les dents
des engrenages a axes paralléles, des surfaces eylindriques,
dont les génératrices sont paralléles aux axes de rotation :
de 1a la dénomination d’engrenages cylindriques.

La premiere chose & faire pour établir un cngrenage entre
deux axes paralléles C, G, {fig. 146), c’est de déterminer les
circonférences primitives : les rayons de ces circonférences
sont en raison inverse des vitesses qu'on veut obtenir.

Or le probleme de géoméirie consistant 4 partager la lon-
gdeur CC, en deux segments qui soient dans un rapport donné,
comporte deux solutions : I'une donne le point A situé entre
les deux centres, l'autre le point A’ situé au dehors.

Si I'on adopte le point A comme point de contact des cir-
conférences primitives, ces circonférences sont extérieures et
leurs rotations sont de sens contraire ; si 'on choisit le point 4/,
I'une des circonférences est intérieure a 'autre et les rotations
sont de méme signe. C’est la ce qui distingue les engrenages
extérieurs des engrenages inlérieurs : on emploie les uns on
les autres, selon le sens du mouvement a produire.
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{a). Engrenages cylindriques extérieurs.

Une fois les circonférences primitives déterminées, il faut
s’'occuper de chercher, pour les surfaces des dents, des profils
qui satisfassent a la fois aux convenances praliques et aux con-
ditions géométriques du probléme. Les solutions adopiées par
les constructeurs se rapportent a cing types, dont nous ailons
faire connaitre les propriétés les plus essentielies.

PrEMIERE SOLUTION PRATIQUE. — Engrenage & fuseaux et lan-
terne. — Soit AB ( fig. 147) une portion d’épicycloide décrite
par un point de la circonférence (C, ), roulant sur la circonfé-
rence (C). Concevons en A un fuseau, ou cylindre de diamétre
trés-pelit, perpendiculaire au plan des deux cercles primitifs,
et fixé & une piéce qui tourne autour de C,. Fixons de méme
la courbe AB au point C, et donnons-lui un mouvement de
rotation autour de ce point comme centre : le fuseau, qui fait
obstacle & ce mouvement, sera contraint de se déplacer pour
laisser passer la dent AB. D’ailleurs, en vertu de sa liaison au
centre C,, le fuseau cédera en décrivant une circonf{érence; et
il est facile de voir que la vitesse angulaire de son mouvement
sera dans un rapport constant avec la vilesse de la roue (C}.

En effet, faisons tourner cette roue d’un angle ACA’, I'épicy-
cloide AB se trouvera transportée en A'B’; et le fuseau qui
doit, sans s’écarter du centre C,, rester appuyé sur I'épicy~
cloide, occupera la position A,. Or, d'aprés la définition des
épicycloides, les arcs AA,, AA’ sont égaux.

Donc le mouvement produit par 'action de la courbe sur le
fuseau est exactement celui qu’on obtiendrait en considérant
les cylindres primitifs comme deux cylindres de friction, les
sections droites de ces cylindres se développant sans glisse-
ment 'une sur Vautre. On vérifie d'ailleurs que la normale
commune aux surfaces de la dent et du fuseau ne cesse pas,
pendant le mouvement, de passer par le point A, ce qui est,
comme nous le savons, la condition de I'invariabilité durapport
des vitesses. '

Quand P'arc parcouru sur chacune des circonférences pri-
Mitives est égal & ce que nous avons appelé le pas, on arréte

la courbe conductrice, et on place comme précédemment, sup
I. 13
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nice ainsi ¢u'un

¢ fuseau : on pourvoit de la sone a Ia eonlinualion

nent pendant un e 11\,\' gqui correspond “lCOl‘O au

parcours d'un pas, ot ainsi de saite. Comme ic pas de Pen-

grenege est une partie aliquete de Vune et de 'i’uml\ des cir-

copférences gsuxutnos on finira par revenir au poiut de dé-
v

part, et Vépure sera termince. La face postéricure de f’haque
dent peut dtre L«uller‘ sunanf ) p"o[il quelconque cil e
en géniral convenable demployer une courbe symétrigue de

la premiére (ﬁ(r 1481, afin qu 1 roue (C) puisse conduire la
roue [ L) int le

dremment dans les deux sens.

Le fuseau de diamétre nul que nous avons supposé pour
nere oxplicaiion w'est évidemment pas admissible dans la
jue: en réalité, ce fu%efm cst un cylindre de petit rayon,
el gque Ava ( fig. 149). Quant & la courbe conductrice, elle est
parailéie & ¥ é} vicycloide gui cerrespondait au fuseau réduit a
son axe, et se construit en portant sar les normales a cette
courke une longueur égale au rayon du fuseau : le Heu géomé-
trigue des points ainsi obtenus est 'enveloppe des positions
du petit cercle (A a), dont le centre parcourt Vépicycloide
AB (7).

On complete le tracé de la roue (€}, en disposant entre
deux dents conséeutives une entaille suffisante pour loger le
fuseau quand son centre attein! la circonférence primitive, et
on ménageant entre les dents ot les fuseaux un Jew, qui sera
autant plus petit que le mécanisme devra éire exéeuté avec
une plus grande précision (™).

(C’est ordinairement la plus petite des deux roues qui porte
les fuseaux : elle est connue sous le nom de lanterne, ct se
compose simplement de deux tourteaux montés sur un axe
carré, dans lesquels viennent s’engager les fuseaux en fonte.

eux-ci sont souvent rendus mobiles autour de leurs axes,

nra
i

{*) La portion de cette enveloppe qui correspond au saillant B affecte la
forme représentée ( fig. 150). Pratiquement, la dent est limitée i Parcte &, qu'on
a méme soin d’arrondir Iégerenent @ il suit de 1a que la courbe conductrice
cesse d’¢tre en contact avee le [useau, un peu avant que le centre de celui-cl
soit parvenu au point B,

(**) Le diamétre du fuseau est généralement égal & la largeur de la dent, ¢t
le jeu est le dixiéme du pas.
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«fin de régulariser T'usure; seulement alers ils ac I'UEGPGB{ du
et iz longue, ce qui occasionne des secousses. Les denis
vw aiiuchons, sont en bois dur, el sassembleni & cim’*-tes
dens la jante de la grande roue. Les engrenages & lanter:
employés dans Tancienne mécanique, sont & peu preés abun—
dennés aujourd’hui.

fontinuons a étudier les propriéiés gdoméiriques de ce
sysiéme.

Quand on réduit, comme premier apercu, la seciion droite
du fuseau a un point, le contact avec Pépieyeioide conduc-
trice { fig. 147) commence & P'instant du passage du fuseau sur
la ligne des centres, et a licu exclusivement aprés. Si la lan-
terne conduisait la roue, le contact, au contraire, aurait lieu
exclusivement avant le passage sur la ligne des centres.

La 1trajectoire relative compléte du fuseau, c’est-a~dire
Pépicycloide engendrée par e poim A, comprend, & dire vrai,
deax branches symétriques (fig. 15 ), raccordées par un re-
broussement situé sur la circonférence (€). Géométriguement,
la courbe BAB’ serait propre a conduire te fuseau de pari et
d'autre de la ligne des centres; mais il est évident que cetie
disposition n’est pas réalisable : le profil d’'une dent ne saurait
présenter un rebroussement, et ia partie concave de ce profil
doit é&tre rejetée. L’engrenage n'aura donc jamais lieu que
d'un cOté de la ligne des centres : apres, si la lanterne est
conduite, avant, si elle conduit.

Or e raisonnement et expérience prouvent que les frotte-
ments qui se développent entre deux surfaces tournani autour
de deux axes fixes sont beaucoup moins durs, lorsque ialigne
des centres est franchie, gu’avant I'instant ol le point de tan-
gence aileint cetle ligne : on se gardera donc bien de faire
jamais conduire une roue par une lanterne, en raison de la
propriété que nous venons de signaler, En d'autres termes,
Pengrenage 4 fuseaux n’est pas réciproque.

Il y a quelques modifications a faire a 'analyse précédente,
quand on rétablit le fuseau de dimensions finies; mais il est
facile de voir que notre conclusion subsiste.

En effet, 1a courbe B,A, B ( fig. 152}, gu’on substitue & I'é-
picycloide, se compose comme celle -ci de deux branches a
rebroussement, dont une seule, A,B,, est atile.

(D
by o
)
=
—

13,
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Les points de rebroussement des deux courbes ne corres-
pondent pas a une méme position du fuseau, et au moment
ou le centre A de celui-ci est sur la ligne des centres, le con-
tact a encore lieu sur la branche parasite, en «. Prenons i
partir du point A, sur la développée de I'épicycloide BAB' (la-
sjuelle est aussi la développée de la courbe B,A\B'), un are
égal au rayon A« du fuseau, nous obtiendrons le point A,, on
commence le comtact cffectif : la position correspondante du
centre du fuseau est en «, et celle du point de tangence des
circonférences primitives, en 2, sur la normale de contact A, «,.

Cette construction montre que U'instant ou la dent et le fu-
seau entrent en prise, instant déterminé par le passage du
point « sur la ligne des centres, précéde un peu l'arrivée du
point de contact des surfaces sur cette méme ligne. Quoi qu’il
en soit, 'engrenage a toujours lieu principalement aprés la
ligne des centres, et la seule disposition admissible est celle
dans laquelle la roue commande la lanterne.

DruxikME sOLUTION PRATIQUE. — Engrenage & flancs recii-
lignes. — Les engrenages a flancs sont ceux qu’on emploie le
plus fréquemment aujourd’hui; ils jouissent de la propriéte
d’étre réciproques, et leur tracé résulte des considérations
suivantes.

Décrivons une circonférence sur le rayon AC, comme dia-
meétre { fig. 153); faisons rouler cette circonférence sur le
cercle {C), et prenons I"épicycloide AB pour profil conduc-
teur.

Dans ce systéme, la plus petite des deux roues prend le
nom de pignon; elle a la forme d’un plateau circulaire, entaille
de maniére a présenter une surface plane C,A qui s'appuic
sur 'épicycloide AB. La dent conduite affecte ainsi un profil
rectiligne, au lieu du profil circulaire caractéristique du tracé
précédent; et nous allons montrer que le rayon ou flanc C, A,
combiné avee la face AB, fournit, comme la combinaison des
fuseaux et des allachons, une solution du probléme des en-
grenages cylindriques.

Considérons, en effet, I'épicycloide transportée en A’B', ot
soit C, A, la position correspondante du flanc, laquelle s’ob-~
tient en menant par te point €, une tangente a la courbe A’'B’.
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Le point de contact de celte tangente est en a, sur la circon-
térence génératrice de 'épicycloide A'B/, c1T'on 2

arc AA, = arcAa=—arc A\,

dou il suit que les arcs déerits simultanément sur les deux
eirconférences primitives sont €gaux. On peut donc adopter
ces deux profils pour faire conduire la roue (C,) par la roue (C),
au dela de la ligne des centres (*).

Pour faire en sorte que chaque roue puisse étre indifférem-
ment conductrice ou conduite, ou, ce qui est la méme chose,
que le contact de deux dents ait lieu de part et d’autre de Ia
ligne des centres, il n’y a qu’a prolonger la courbe AB alinté-
rieur du cercle (C), suivant le profil rectiligne AC, et & décrire
tangentiellement a la droite AC une ¢picycloide déterminée
par les mémes principes que P'arc AB. De la sorte, chaque dent
se compose d’une face curviligne et d’un flanc rectiligne :
Iengrenage est réciproque, et la conduite commence avant la
ligne des centres pour finir aprés.

On fait les dents symétriques, comme dans le tracé précé-
dent, pour que le mouvement soit possible dans les deux
sens (fig. 154); puis aprés avoir fixé (**) la saillie qu'on veut

(*) 1 est d’ailleurs évident sur 1a figure gue la normale commune aux sur-
faces en contact passe constamment par le point A.

(**) La saillie et le ereux se¢ déterminent par certaines regles empiriques
sur lesquelles nous reviendrons plus tard (woir p. 222). Voici, d’aprés Willis,
les proportions adoptées dans la meunerie ( fig. 135):

Saillie en dehors de la circonférence primitive.......... de = — a,
1o
a
Profondeur du creux, en dedans de la méme eirconfiérence.. eg=-— q,
10
s 1
Jeu & fond de creus....... e a e r et e . —_a,
10
¥
Largeur du plein de la dent. ... ... e, — a,
11
. 6
Largeur du vide de Ja dentooe. oo iiiioiiiinnenn. . — a,
11
. 5 Y 1
Jeu dans Je sens de la circonférence primitive. ......... — a.
11

Ces proportions sont des fonctions du pas « seulement; il ne faut pourtant
Pas croire que la courbure des circonférences primitives ne doive pas entrer
en ]igne de compte : en effet, plus cette courbuie est considérable, plus les
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donner a kz dent en dehors de Ia circonférence primitive, ainsi

que la profondeur du creux, on termine le plein et te vide pay
deux ares de cercie concentrigues, ot on arrondit soigneuse-

ment toules ies ardies saillantes ou rentrantes des deusx profils,

Les engrenages 2 flanes droits ont un inconvénient grave :
c’est que, pour tracer ie patron de la dent d'une roue, i est
nécessaire de connaltre le diamdtre de Pautre (‘irconfﬁrﬂnr‘ﬂ
primitive, de sorte nwene roue donnde ne peut engrener ré
licrement qu'avee des roues d’un diamétre § fzrhu'emwt (¢ tu-
miné; les lanternes nrésentent o méme mmuu

Or, d'une vart, nous verrons quon a quelqguefois besoin
de faire engrvener une méme roue avec deux cu plusicurs
pignons dont les dimensions différent; d'autre part, comnme au-
jourd’hini prescue toutes les roucs dentées s’exécutent en fonte
ou en laiton, 11 est trés-important, pour ne pas multiplier Tes
modéles, davoir un tracé tel, que toutes les roues du méme
pas puissent étre & peu pres indifféremment combinées deux
a deux, pour constituer un engrenage régulier.

Il est facile, en mettant a profit indétermination laissée par
la théorie dans la solution générale du probléme des engre-
nages, de satisfaire & la nouvelle et importante condition que
nous venons d’éioncer.

Trowiivg soLrtIoy vRaTIQUE. — Engrenage & flanes épicy-
cloidaur. — Décrivons dans Uintérieur de (C,) un cercle dv
diametre quelconque AD [ fig. 156}, et prenons pour la face
de la voue (C) I'épicyeloide AW engendrée par un point de
cette circonférence auxiliaire, roulant extérieurement sur b
circonférence primitive ({): il est facile de voir que le flane
correspondant sera précisément Uhypoceycloide A B, (7) déerite

dents se vefusent vite au contact, Cette considération conduit & nugmenter un
cu la saillie des petites voues @ on peut daitleurs toujours déterminer géomdé-

t, fquement les limj

des parides ntiles des dents, ainsi que 1a forme ihéorigue
du creux, laquells
/ * \ f\ s Ik Sus

ot celie

euveloppe des positions relatives de la dent opposde.

s diolts, cette hypoeveloide ¢tait une ligne ds

ucul:wué [y

I seule qui disiingue gdométriquenent Je trace
du précedent.
En geéndral, deux protils Pomwmo queleongues peuvent toujours ¢tre €on

sidérés comme ene ptaine courbe, roulant

AGrds pes énwe point dane ¢

sur chacune
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par un point de la méme Ci:‘comer“nce, roulant dans Pinié-
rieur de (G,). En effet, on démontrerait comme tout & Uheure
que les ares AN, AA,, égaux chacun & Aa, sont égaux entre
eux, ¢t que la normale de contact passe constaniment au
point A.

Le cercle générateur AD est tout a fait arbitraire, et sans
relation avec un ou Pautre d >s rayons primitifs : il doit scu-
lement ¢tre Je méme pour toule ia série des roues destindes
engrener ensemble, Be plus, 11 est ,,éce ssaire que le diamétre
de ce cercle soit inférieur ou, au plus, ¢gul au plus petit des
ravons des cercles primitifs, afin que le flane ne se trouve
jamais convexe. Dans ce cas, en effet, les dents auraient 4 la
racine une épaisseur moindre que sur la circonférence primi-
tive, ce qui serait tres-vicieux an point de vue de la solidité.

Les régles relatives & fa saillic et au jeu sont les mémes que
dans le cas des engrenages a llanes droits.

QUATRIENE S8OLUTION PRATIQUE. — Engrenage & développantes
de cercle. — Dans les engrenages & dév eloi)pqnles ta normah
commune, qui est toujours assujettie & passer constamment
par Ie point de contact des circonférences primitives, satisfait
de plus a la condition d’avoir une inclinaison fixe sur la ligne
des centres, Voicile tracé de cette nouvelle espece de denture.

Soit 1T, une ligne mende par te point A sous une inclinaison
convenable ( fig. 157); des centres € et C, décrivons des cir-
conférences tangentes & la droite TT, : les rayons de¢ ces cir-
conférences sont proportionnels & ceux des circonferences
primitives. Cela pos¢, enroulons les portions TA, T.A de la
droite TT,, chacune sur la circonférence correspondante : le
point A décrira dans chacun de ces mouvements une dévelop-
pante de cercle; et je dis (quen prenant pour profils des dents
ces développantes AB, AB,, nous aurons la solution cherchée

En effet, faisons tourner les deux roues autour de Cet C, res-
pectivement : la courbe AB dans toutes ses positions, telles
que A’B’, admettra toujours la ligne fixe TT, pour normale,
et il en sera de méme de Vautre courbe AB,. Done, si l'on
conc¢oit ¢ue les deux profils passent & chaque instant par un
méme point de la ligne TT,, ils seront tangents en ce pomt,
etla normale commune satisfera & la double condition imyposée.
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Les arcs BB, B,B| sont tous deux égaux a la longueur AA,
interceptée sur la normale commune par les deux positions
considérécs des développantes; et comme les rayons des bases
des développantes sont proportionnels a ceux des circonfé-
rences primitives, les arcs décrits simultanément par le point
de contact sur les circonférences primitives sont aussi égaux,
ce qui est une vérification de la proposition fondamentale de
la théorie des engrenages.

L’engrenage & développantes est réciproque, et chagque dent
est formée d’une seule courbe. De plus : 1° I'épaisseur de la
dent croit de I'extrémité a la racine; 2° une méme roue peut
engrener avec une autre roue de rayon quelconque; 3° la dis-
tance des centres peut varier sans que la régularité de I'en-
grenage soit altérée. Cette derniére propriété permetde ne pas
s’occuper du jeu dans la construction des roues, et c’est en
ajustant I'appareil qu'on dispose par titonnements les arbres
*a la distance convenable pour que le mouvement s’exécute
sans trop de liberté et sans trop de géne ().

A coOté de ces avantages, on peut signaler Vinconvénient
que voict : Paction des dents 'une sur l'autre, dirigée sui-
vant la normale commune, est oblique par rapport a la ligne
des centres, ce qui est mauvais au point de vue dynamique.
Dans les autres engrenages, la normale commune est d’abord
perpendiculaire a la ligne des centres : peu a peu elle devient
oblique; mais dés qu’elle a atteint une obliquité un peu no-
table, une autre paire de dents entre en prise, et 'inconvé-
nient dont nous parlons est beaucoup amoindri.

CINQUIEME SOLUTION PRATIQUE. — ['racé des dents par arcs de
cercles. — La portion utile des courbes qui forment le profil
d’ane dent est en général assez petite pour qu’il n’y ait aucun
inconvénient a substituer a Ja courbe exacte, en vue de la
commodité du tracé, un ou plusieurs arcs de cercle convena-

(*) La méme propri¢té est utilisée dans certains mécanismes, tels que les
cylindres broyeurs des minerais métalliques. Une méme paire de cylindres
doit servir a broyer le minerai, tantot gros, tantét fin. Il faut pour cela qu'on
puisse disposer les cylindres & des distances variables 'un de Vautre. Ce chan-
gement de positions relatives sera sans influence sur la régularité de la trans-
mission, si 'engrenage est a développantes.
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plement déterminés : on peut méme dire que, dans les ate-
liers, les denis ne sont jamais exécutées différemment (*).
Mais il importe d’avoir de honnes régles pratiques pour la
détermination des centres et des rayons des arcs a employer.

Je veux hien qu’il soit assez ridicule d’exiger que les dents
dune roue (surtout d’'une petite roue) aient exactement la
forme d’'une épicycloide ou celle d’'une développante; mais
il n’en est pas moins vrai qu'on voit se révéler de g[‘a\'es in-
convénients quand cette forme s’écarte par trop de celle qui
convient a 'uniformité du mouvement. L’action des machines
devient irréguliére : il se produit des chocs, des vibrations,
dont I'effet sur la solidité des diverses pieces est extrémement
facheux, circonstances qui se manifestent d’'une maniére non
équivoque par un bruit assourdissant, indice certain d’une
construction défectueuse. :

L’idée qui se présente tout naturellement, quand on cherche
a tracer une ligne circulaire qui se rapproche le plus possible
d'un arc de courbe, c’est de substituer & cet arc le cercle de
courbure de 'un des points intermédiaires; on prendra deux
cercles au lieu d’un seul, si I'on veut avoir une plus grande
exactitude. Ce procédé est assez pénible; heureusement, dans
le cas qui nous préoccupe, il n’est pas nécessaire de commen-
cer par tracer les courbes exactes, et 'on peut obtenir direc-
lement les profils circulaires qui répondent au degré d’ap-
proximation dont on se contente.

Considérons en effet la normale commune dans une position
quelconque (PL X, fig. g6), et soit (¢) un arc de cercle repré-
sentant le profil de la dent (C,) : le profil conjugué est Y'enve-
loppe des positions relatives de la courbe (e). Déterminant le
centre de courbure X de cette enveloppe, et décrivant du
point X un arc de cercle tangent au premier, nous aurons le
profil de la dent de la roue (C).

Les centres X et Y se trouvent sur les droites qui joignent
les points C et C, & un point quelconque de la perpendiculaire
4 la normale commune, menée par le point de contact des cir-

(*) La meilleure pratique consiste a tracer le patron exact de la dent, et a
chercher ensuite par tatonnements le centre et le rayon de P'are de cercle, qui
) . -

S¢carte le moins de la courbe théorigue.
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conftrences primitives; ct 'on obtient des courbes qui satis-
font approximativement au probleme des engrenages en dé-
crivant des points X et Y deux ares tangents en un poing
queleeongue de la ligne %Y (")

Ce principe géndral étant posé, voicl quels sont les deuy
tracés qui ont é1é indiqués par M. Willis.

Tracé dela dent par un seul arc de cercle. — Par le point de
contact des circonférences primitives { fig. 158), on méne une
droite TAT,, dont Ia direction est arbitraire. Ordinairenient,
ceite droite fait unangle de 75 degrés avec la ligne des centres,
Du centre € on abaisse une perl)endiruiair €1 suv celte
droite (ce qm revient a envoyer a l'infini le point de Ia per-
pendiculanx a la pormale qu’il faut joindre aux deux centres
de rotation) : T est le centre et AT le ravon de la dent don
on arme la roue (£}; le centre de Penveloppe des positions de
Parc ainsi déterminé s’obtient en abaissant de € sur l
méme droite la perpendiculaire C,T, : celte enveloppe estle
profil de fa dent de la deuxiéme roue.

Ce tracé offre une certaine analogie avee cetui de Vengrenage
d développantes : il en a les avantages et les inconvénients:
seulement, chaque profil étant compesd d'un arc unique, le
rapport des vitesses angulaires n’est pas rigoureusement ¢on-
stant, dés que le point de contact des dents s’écarte un peu
de la ligne des centres,

Trace de la dent par Jeux arcs de cercle. ~— On arrive 2 un

degeé dexactitude qui satisfait amplement aux besoins de b
pratifue, en employvant pour chagque dent deux ares de corele
situés de part et d'autre de la circonférence primitive, 4 ma
niéro a représenter respectivement ce que nous avons appelé
le ilane et lu face du profil. On devra s’arranger de manicre
quez le point d'action exact de Pune des courbes soit siiué un
peu en deca de Ia ligne des centres, et Pautre au dely, a k
méme distance du peint Aj cette distanee sero, =i Von veut
égale & la moitié du pas.

£ Euler avait indigpud Vapplication anx cugrensies des ares de cercle

¢

14

[T

te mettre & profit ces consideérations théorinue

quon obii eonformant aux indications préeddontes; mais on o tong-

temps

,Jllmlw i ce que

M. W xl’l: le» ait presentées sous une torme immdédistement pratique.
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Soit {C) la roue dont on demande de tracer ia denture
(fig- 1593 tes donnles sont tonjours e pas et Te nombre de
dents de Ta roue @ on en déduit Ia circonférence primitive €y,
dont le déveluppement est dgal dla longueur du vas mudti-
plide par fe nombre des dents.
Counaissant ainst la circonférence primitive de la roue
considdérons, mais seulement pour Pexplication des construe-
tions { *j, la deuxicne cireonfivonce primitive (€5 ¢t propo-

sons-nous d'abord de déterminer Pave de corele qui fornse le
contour e la partic extérivure de la face d'une dent de la
rouc qui uous occupe. Pour cela, nous choisirons Uinstant

ot cotte dent se trouve en g, aoun demi-pas an delr de Ta

ligne des centres; of nous trerons par le point A une
arbitraire XN/, renrésentunt Ja normale commuine gii cori
pond & cotie pmsz.mn. Blanres ML Willis, cotte ligne dolt falve
un angle de =5 degeds avee L lane des centres,

Menons AK perpendiculaive & NN/, joignons les centres G
et C, & un point queleonque K, pris sur cette perpendicalaire,
et soient P, Py les puints de rencontee des lignes Ch, S K avee
la normale NN" 1 la face que nous eherchons s’obtient en dé-
erivant un are de cerele du point P comme centre, avee P
pour rayon. Le flane correspondant serait un are déerit du
centre P, tangentiellement au précédent et daps intéricur
de la circonférence (C,).

On détermine les flanes de la roue (€] sur la méme épure
en considérant la dent qui se trouve en n, a un demi-pas en
arriere de la ligne des centres. I suffit pour cela de joindre
les centres C et Coaun point & pris sur le prolongement de Al
p est fe centre des flanes de la roue (L), p. le centre dos taces
de la rouc (C.). En résumé, le protil de Iz partie wtile d'une
dent se composera de deux arcs de cercle @ Van déerit du
centre P oavee le rayon P, en dehors de la circonférence
primitive, autre déerit du centre p avee le rwayuin pr, o
dedans de la méme circonférence primitive.

Une fois cette épure préliminaive effectuée, on procéde au
tracé de la manicre suivante @ du point G comme centre, aved

(e
\

’

Fous verrens que le tracd est, comme il ceuvicnt, indepeudant du
rayon de (C
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P, Cp pour rayons, on décrit deux circonférences qui son
les lieux géométriques des centres des faces et des flancs
{fig. 160). Puis, ayant marqué les points des dents situés sur
la mrconferen(’c primitive, en tenant compte du jeu, on prend
une ouverture de compas égale a Pm, et on transporte succes-
sivement la pointe tracante de son instrument en «, b, ¢, d, ...,
en cherchant pour chacun de ces points la position correspon-
dante de la pointe centrale, laquelle doit étre sur la circonfé-
rence FF'. Quand on a ainsi déerit toutes les faces, on change
Pouverture de son compas, et on déerit les flanes de la méme
maniére. Il importe de remarquer que la position des points P,
P, qui déterminent la forme des dents de laroue (C), est tout
tait indépendante du rayon de la roue C,).

La limite supérieure de la longueur AK correspond a K
paralléle .2 NN', un flanc ne pouvant jamais étre convexe;
cette limite est donc une fonection du rayon de la plus petite
des roues.

Pour la commodité des constructeurs, M. Willis a calculé
une table qui dispense de fairc I'épure préliminaire, en four-
nissant immédiatement (*) les longueurs AP, Ap, en fonc-
tion du pas et du nombre de dents de la roue.

Voici un extrait de cette table, réduite en mesures fran-
caises. Le pas est donné en centimetres, les autres nombres du
tableau expriment des millimetres. Rien n’est d’ailleurs plus
facile que de continuer la table ou de Pinterpoler; scule-
ment on ne devra pas s'en servir pour une roue destinée a
engrener avec un pignon de moins de 12 dents: on sera
alors obligé de recourir & la construction directe,

% Dans le caleul de cette table, Vangle NAC a ¢t¢ pris constamment ¢gal &

70 degrés; guant a Ia Jongueur Ak, clle est lide, ainsi que nous Davons dit
aurayon du plus petit cerele primitif: soit By ce rayon, on a

AR =R, sin7)%

M. Willis a pris pour la plus petite des roues d’un pas donndé celle de
12 dents; alors, en designant par « le pas, on a

27 R, == 124,
Glea
. 6.sins)°
AK=-—""1"g4
T
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NOMBRE PAS EN CENTIMETRES.

de } . R

DENTS. 111 ;il;lxv;! 21200281 31 41 l G
Centres des flancs.
135 63 ] 8o | b jri2 [r2g [r4y 1160 1593 J235 | 521]385
14 34143 | 52 | Co | Gg | 58 | 87 J1og {13y | 173f208
13 2 13 ] 35 0 03 1A ] 95 620 711 99 | 1230148
16 20 F 25 29 | 35 [ o 41 ]S | Do 79| v joy
17 17 2 b 2d [ ag | 34| 37| 42| S0 67 | 8f |rox
i8 15098 Fan 126 |30 33351451597 74 89
20 12 |13 a8 {ar [ 23] a8 [ 31| 554 4o 62} 7]
[T} tr {13 19 | 22 24 [ 271331 43 [ 541 65
24 ol rafad a5 2o 22 25| 30 jo} 493y
26 g frr b a3 [ a6 118 20 | 23 | 27§ 371 46 55
z 8 vo {12y |17 a8 far o531 33 ) 41 49
VA1) b g1 a2 1> ] 16 18 | 2} a8 | 35 42
GO 6 Stobar |13 14} 53) g 23] 30|57
80 G - 9 to | 12| 13 th ;] 23 ] 35
160 5 In 1o arfa2juf |y ]| 28] 3]
450 5 6 8 g 1o 12 | 136 orfog} 32
Crémaillére 5 6 5 Sjirof 1t 12{153]20 23] 30
Centres des faces.

12 2,5] 3 3,5} 4.5] 3 5,51 6 7 ol 12 ] 15
13 w{ 3,31 4 5 5,5 6 7 8 i} org |y
20 3 4 4,51 5,51 6 7 8 9 12} 15| 18
S 3,50 4,5] 3 6 I 8 9 {10 b | 18] ar
40 4 n | 5,5] 6,5 8 8,5| 9,011 13} 19 | 23
60 n |3 6 7 8,5l 9 f{ro |12 16 ] 20 2d
80 1,5 3,5) 6,50 7,3 9 | 9,311 13 17 | a1 | 26
100 ” ” " ” v {10 " 13,3 18 22 27
180 ” w7 18 | 9,510,550 19 | 23 ] 28
Crémaillire | 5 | 6 | 7,50 8,310 Jrv Jiz 15 2o | 25| 30

—_— -
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dontographe, — Enfin Ia mdéthode de “Willis est rendug
tont o it pratique par Pemploi d'an petit rapporteur 2o corpe
ou de earton ( fig. 161), quon nomie cdonlsgraphe.

Pour se servir de Todontographe, on Iz place sur Uidpure
de manicre que la ligne AB soit dirigde sulant le rayvon qui
vient aboutir sur 1a circontérence primitive, & un denti-pas oy
avant ou en arriere de Porigine dune dent, Lo edté XN, oy
faitavee AB un an i, porte deux ¢ehelles divie
stes, dont le zéro commun n*\[ en A, servant Pune pour
les faces, Pautre pour les ilanes; et la table précédente, qui
peut ¢lre gravée sur le carton, fait connaltre les positions des
contres sur ces deux échelles. 1l faut remarquer que, dans
chacque position, Véchelle qu’on doit employer est celle qui
par rapport au point A est opposée au point m. Ainsi, cest
fa pesition T de Vodontographe gui donne le centre du flane,
2t Ia pesition 1T qui it connaitre le centre d- aface. Une
{uis tons les ares de cerele déerits, en acheve le tracé comme
aPordinaire @ e’est-a-dire en arectant les faces et les tlanesa
deux ares de cercle concentriques a la roue, et ¢ehanfrinant
toutes les arétes.

p—

(b). Engrenages cylindriques intérieurs.

Lo tracé des engrenages intérieurs est {fondé sur les mémes
principes yue colui des engrenages extérieurs, ot les eing
syvstemes employés pour les premiers sont également appli-
cables a ceux-ci.

Engrenages intérieurs & lanterne. — Quand la petite youe
est menée par la grande, on peut Tui donner la forme d'ane
lanterne { fig. 162) ¢ le profil correspondant des dents de la
grande roue est une courbe parallele a Uhypoexcloide décrite
par un point de la eirconférence primitive du pignon, rouiant
dans la circonlérence extéricure.

On peut au contraire armer la grande roue de fuseaux:

le pignon est alors moteur et porte les dents { fig. 163).
Engrenages intérieurs & flancs, — Dans le cas des engre-

nages intérieurs, on voit immédiatement qu’il west pas pos-
sible de donner a lafois a la grande roue un flane et une face,
car la face se trouverait a Uintéricur de la circonférence pri-
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aitive, et se raccorderit avee Ie [L.m’ DAY unR rebrousscinciit.
fes flanes droits sont mdéme touta fait fnadmissibies 7)1 ot la

sande roue, dont laforme wéndrale est celie dune eouronne
0,;((0 en porte a laux o Vextrémitd de =on arbre, préscente
ntéricurenent une denture a face hiypocyeloidale, andis ue
les flances sont disposés au dedans de la civconférence priai-
iive du pignon | fig. 164). Le mouvement eyant licu dans e
sens indiqué par les fléches, les flanes poussent les hvpoey-
cloides jusqu’a la hgnc des centres. Au deld, Ie flane reste
on arricre de la face.

On peut faire que e contact des deux roues se continue au
deld de Ialigne des centres en prolongeant les profils pricé-
dents par deux !picycleides engendrdes par un point d'une
circonférence arbitraire, roulant exitérieurement sur les deux
circonférences primitives

Engrenages intérieurs & déceloppantes. — Le principe des
engrenages a développantes | fig. 165} conduit a laive le profil
des denis de la grande roue councave @ oun atténue cet incon-
vénient, ainsi que celui qui provient ae 'ebliquité de 'action
mutuclie, en multipliant suffissmment les dents.

Le contact a licu a une petite distance de part et dautre de
laligne des centres.

Des roues parasites. — 1l cst ioujours facile d’éviter les
engrenages intéricurs. En cffet, soient C, €, { fig. 166}, les
projections de deux axes entre lesquels on demande d’établir
un rapport de vitesses douné, avec la condition que les deux
rotations soient de méime sens.

On obtient ce double résultat en fixant sur ies arbres deux
roues ordinaires dont les circonférences primitives ne se
touchent pas, les rayons de ces circonicrences c¢tant d’ailleurs
dans Ie rapport voulu. Puis on installe quelque p'n’t une roue
{C') qui engrene avee chacune des roues (C), (C) : de ceute
maniére les rotations des deux arbres donnés seront évidem-
ment de méme sens.

Je dis de plus que le rapport des vitesses angulaires sera
Uinverse du rapport des rayous R et R, quel que soit le rayon
de la roue auxiliaire. Soient en effet w, o', m, les vitesses

(*) Foir BeLaNcer, Traité de Cinématique, p. 121,
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respectives des trois roues, on a

w R o R
A Sl A
d'ou
o R
w R

Le rapport des vitesses angulaires des arbres extrémes ne
dépend ainsi que du rapport des rayons des roues correspon-
dantes, la roue intermédiaire ayant pour effet unique de chan-
ger le seus du mouvement transmis. En général, si 'on dis-
pose les unes a la suite des autres une série de roues dentées,
le rapport des vitesses angulaires de deux roues quelconqgues
ne dépend que du rapport des rayons de ces roues. Nous don-
nerons aux roues intermédiaires le nom de roues parasites,
parce que les dimensions de ces roues sont sans influence
sur le mouvement transmis.

(c). Engrenage d'une roue et d’une crémaillere.

La théorie des engrenages cylindriques s’étend tout natu-
rellement au cas ou le rayon d’une des circonférences primi-
tives estinfini. La roue correspondante se¢ trouve représentée
par une sorte de barre droite cannelée, nommée crémaillére,
qui doit étre guidée de maniere a pouvoir seulement prendre
un mouvement de translation dans sa propre direction; et il
s’agitde déierminer les profils des dents des deux picces, de
maniére que la vitesse du mouvement de translation de l
crémaillére soit dans un rapport constant avec la vitesse an-
gulaire du pignon.

La solution de ce probléme, simple cas particulier de ceux
que nous venons de traiter, ne nécessite pas de nouveau tracé :
aussi nous contenterons-nous de passer rapidement en revue
les diverses especes de crémailléres a rapport de vitesses con-
stant.

Crémaillere ou pignon & fuseaur. — Signalons seulement
pour mémoire les crémailléres & fuseaux cylindriques, ou
celles qui conduisent une lanterne : les unes et les autres se
rencontrent trés-rarement aujourd’hui, et leur denture ne pré-
sente rien qui mérite d’étre signalé.
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Crémaillére & flancs droits ou courbes. — Quand la com-
mande entre le pignon et la crémaillére doit étre réciproque,
on a recours au principe des engrenages a flancs. Si Pon
adopte pour le pignon des flancs reciilignes ( fig. 167), 1a face
de la dent de la erémaillére est un are de eycloide dont e
cercle générateur a pour diameétre C, AL

La face du pignon est une développante de cercle; et il ¢st
a remarquer que la crémaillére n’a pas a proprement parler de
flane. En effet la développante AD, dans la rotation de la rouc
autour de Paxe €, ne cesse pas de couper a angle droitla ligne
TF; et par conséquent clle agit constamment sur le point A

“du flanc AB,A'B, ...

1l résulte de la que la dent de la erémaillére s’usc rapide-
ment dans la région voisine de ce point d’action unique : ceci
est un inconvénient qu'on évite en faisant décrire la face du
pignon et le flanc de la crémaillére par un méme cercle de
ravon quelconque, ou mieux en employant les tables d¢ Wil-
lis, Les crémailléres ainsi construites engrénent avec tous les
pignons de méme pas.

Crémaillere & flanes obliques dérivant des engrenages &
développantes de cercle. — Soit NN' (fig. 168 la normale
coustante : le profit de la dent du pignon est la développante
de la circonférence C,T,; quant a l'autre développante, elle est
remplacée par une droite perpendiculaire & NN'. 8i I'on veut
que la transmission du mouvement soit possible dans les deux
sens, chaque profil doit étre symétrique : les dents de la eré-
maillére prennent ainsi laforme trapézoidale { fig. 16g). La dis-
tance de la erémaillére a la roue peut varier, sans que la régu-
larité de la transmiission soit altérée.

Cames soulevant un pilon.

Un pilon mécanique ou bocard ( fig. 170) se compose d'un

sabot de fonte, fixé & 'extrémité d’une fleche en bois.
Perpendiculairement & la fléche, et dans une entaille prati-
quée a cet effet, on assemble un mentonnet sur lequel vient
agir une came. Le pilon soulevé, et d’ailleurs convenablement
guidé dans son mouvement, retombe par son poids quand la
dent ou came I'a quitté : une autre came vient bientot le saisir,
I 1

t
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le mouvement de roltion continu de Porbre & camies se
trouve {ransformé en un mouvement rectiligne alternatif dy
pilon.

Ce mdéeanisne doit éire rapporté au chapitre actuel, cap,
géomdétriquement, e mouvement du pilon pourrait étre con-
tinu. Le changement de sens résulie sculement de ta destrue-
tion de la liaison des deux corps @ ot Ia flcche avee son nren-
tonuicl représente une crémaillére, dont la denture se réduit
a un seul tfane droit. Le profit de la came est une dévelop-
pante de cercle, dont tous les points viennent successive-

]

ment en contiact avee un nmome pl)ll.t du moentonnet.

2" Axes concourants. — Engrenages coniques.

Uecupons-nous maintenant des appareils qui servent a déta-
blir un rapport de vitesses constant, entre deux corps mobiles
autour de deux axes conrcourants.

(‘ounes de friction. — Considérons deux cones de mdéme

somiet | figy 171l tangents tout le long de ia gém?mlrim OC.
*u 1 a‘l'xcrenco des surfaces est sullisante pour que Pun de ces
puisse pas ourner sur son axe sans entrainer Fautre

fe rapport des vitesses angulaires des dcm
mouvements dc retation sera constant @ tei estle principe des
traisiiissions de mouvement par cones de friction, lesquelies

mtages ot les memes inconvenivuis

présentent les menies

!
v tes exiindves do frictdon préedidemment Jtudiés,

csses des deux arbress ona

P=r,. lQ

8Ny =, sinx, :

s iles

I} ,,ai cones de /lzcm)/z fo
vitessos angrlidres des dewr cones (s( inverse du 1((1;:10 i des

PREY SN2

siniis des demi-engles qu sommel de coux-ci (%),

Cette vegly permet de détermyiner les deux ednes, connais-
sant fes axes et Ie rapport des vitesses.

Dour cela, par un peint quelconque B de Paxe 0Q, menons

5 SO

Gnoremarquera quie, sio I dvoite OB veprdsente Ta vitesse o,

représentce par Indroite 94,
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une parallele & Paxe OF; prenons sur cette paralléle ¢t dans
un sens convenable une longueur BK qui soit & OB dans le
rapport direct des vitesses angulaires des deux arbres : e point
K est un point de la génératrice de contact des cones de frie-
tion. On obtient done ces deux surfaces en faisant tourner la
ligne Ok autour de chacun des axes donnés ().

fFngrenages coniques. — Si Vadhérence entre les deux
cénes n'est pas asscz forte pour assurer la transmission du
mouvement, on arme iecs surfaces en contact de saillies ou
dents, entre lesquelles sont ménagds des ereux. On constitue
ainsi les engrenages conigues ou roues dangle. Les swifaces
gui limitent les dents doivent éire telles, que la transniission
du mouvement reste uniforme, ¢t s'effectue absolument de la
méne manicre que lorsqu’on avait simplement les deux cdnes
primitifs roulant sans glisser Vun sur Fautre.

On satisferait & cetle condition par emploi d’'une lanterne
A fuseaux coniques, combinée avee une roue pour le tracé de
laquelle je renverral au Lraité des Machines de Hachette;
mais les sculs engrenages coniques usités aujourd’hui sont
fondés sur tes mémes principes que les engrenages cylindri-
ques a profils épicycloidauy, avee lesquels ils présentent les
analogies habituelles de la Géométrie de la sphéie avee la
Géomérie plane,

Epicyeloides sphériques.— Observons d’abord que, les dents
étant toujours limitées par des surfaces coniques (surfaces
coniques a base quelconque; de méme sonuet que les deux
cones primitifs, une scule directrice suffit a les déterminer,

Pour trouver cette directrice, coupons les deax cones par
une sphere déerite de leur sommet commun comme centre;
et soient {B) et {B,) les cercles ainsi déterminés, que nous
appellerons les bases des deux cdnes { fig. 172, Considérons
un troisieme cone, tangent aux deux premicrs suivantleur gé-
nératrice commune, ct soit () la base de ce ¢One auxiliaive sur
notre sphere.

Cela posé, faisons tourner simultanément les trois cones
autour de leurs axes avee les mémes vitesses relatives que

(™, Dans la pratique, on wemploie jamais que deux trones de cone de laible
€paisseur,

14.
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celles qui résulteraient du roulement de leurs surfaces 'une
sur Vautre : un point « de la base du cdne auxiliaire décrira
une épicycloide sphérique A’e par rapport au cone (B), et
une autre épicycloide sphérique par rapport au cone (B,).
Ces courbes sont précisément les directrices demandées

Cette solution rigoureuse, parfaitement analogue coiine
principe a celle que nous avons donnée pour le probleme des
engrenages cylindriques, n’est pas employce dans la pratisue,
vu les difficultés que présente le tracé des courbes sphé-
riques. En définitive, on a plus de garanties pour 'exactitude
matérielle, sil'on s’arréte d une soluuon simplement approciée
en théorie, mais plus commode a réaliser. Aussi a-t-on uii-
verseliement adopté, pour déterminer les directrices des denis
des roues d’angle, la méthode approximative que nous ativns
exposer. Cette méthode, imaginée par Tredgold (*), repose
sur les considérations suivantes.

En pratique, la pomon de surface sphuuque occupee par
les arcs utiles des épicycloides constitue seulement une zone
assez étroite, autour de la base de chague cone primitif; et 'on
peutadmettre que, dans 'étendue d’une pareille zone, la surface
de la sphere se confond sensiblement avee celle de son cone
circonscrit. En se contentant de Papproximation fournie par
cetle hypothése, c’est sur la surface des cones circonscrits @ la
sphére, le long des bases de chacun des cones primitifs res-
pectivement, gu’on se proposera de déterminer les directrices
des dents : on substituera ainsi aux lignes sphériques des
courbes tracées sur des cones; or les constructions relatives
a ces derniéres courbes n'offrent aucune difficulté, par suite
de la propriété dont jouissent les surfaces coniques d’éire dé-
veloppables sur un plan.

On va plus loin encore: les cones circonscrits S et 8 { fig.173)
ont chacun un élément angulaire infiniment petit compris dans
le plan tangent a la sphére au point C; et 'on admet comme
deuxiéme simplification, le pas wétant jamais bien considé-
rable, que ce plan tangent commun a la sphére et aux cones
contient la portion occupée sur chacune des zones par le plein
et le creux de deux dents en prise.

(*) Buckanan’s Essavs on mill-iwork, by Tredgold, p. 103; 122
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r, on n’a pas besoin de suivre le mouvement des deux

roucs pendant un temps excédant celui qui correspond au
passage d'une paire de dents, puisqu’il y a identité parfaite
entre toutes les paires qui viennent successivementau contact;
donc en définitive on n'a a se préoccuper que du mouvement
relatif des deux secteurs SCe, 8'Cc¢’, lequel est un simple
mouvement plan.

Ces bases préliminaires acceplées, soient (fig. 174) SOC,
§'0C, les deux cOnes primitifs. Tirons 83" perpendiculaire
a la génératrice de contact OC : SC et § € sont les génératrices
des cOnes circonscrits a la sphére, qui contiennent les zones
dont nous avons besoin. Ces deux cdnes, ou plutdt les deux
troncs de cone CD, €D, étant exécutés sur le toar, les pro-
cédés les plus élémentaires de la Géométrie descriptive vont
nous permettre de déterminer, par une épure identlique aux
épures d’engrenages plans, les patrons ou panneaux des direc-
trices des surfaces des dents.

En effet, développons les deux cones sur leur plan tangent
commun : pour cela, des points S et §', comme centres, dé-
crivons des circonférences tangentes au point C, et prenons
sur ces circonférences des arcs égaux au développement des
bases (B) et (B,). D’aprés ce que nous avons admis, le mouve-
ment relatif des facettes coniques élémentaires, qui viennent
successivement se placer dans le plan sur lequel s'effectue
notre développement, est identique au roulement de deux
secteurs circulaires, correspondant a des ares infiniment petits
égaux des circonférences (SC), {S'C).

Considérons donc ces deux circonférences comme les cir-
conférences primitives d’'un engrenage cylindrique, et déter-
minons les profils des dents de cet engrenage par I'un des
tracés que nous connaissons : il suffira ensuite de découper
suivant chaeun de ces profils un carton flexible, et d’appliquer
ce patron sur la surface du tronc de cOne correspondant. On
taillera les dents suivant la surface engendrée par une droite
assujettie 4 s'appuyer sur la directrice ainsi déterminée, et a
Passer constamment par e point O.

Comme on n’a généralement, pour I'exécution de la den-
ture, qu’une poriion de ¢One qui ne se prolonge pas jusqu’au
sommet O, on remplace celui-ci par une deuxiéme directrice
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tracée, pour chaque roue, sur une deuxiéme surface conique
auxiliaire, paralléle i la surface qui contient 1a premicre direc-
trice. Chacune des deux couronnes a tailler se trouve ainsi
limitée par quatre surfaces coniques droites, de manicre &
présenter la section trapézoidale qu’indique la fig. 174,
L’horlogerie emploie, gous le nom de roues de champ, dau-
tres espécees de roues dangle destinées seulement a résister a
de minimes cfforts. Ye ne m’arréterai pas a décrire ces mé-
canismes peu importants, ni a définiv les conditions d'inva-
riabilité du rapport des vitesses angulaires.

Joint universel sphérique.

Cesticile licu de dire quelques mots du dispositif fort in-
génicux imaginé par M. Porro, pour communiquer a une
grande lunettc un mouvement uniforme de rotation autour de
son axe de figure. Cet axe, maintenu par deux collets dans
une position inclinée (PL XXITI, fig.221), se termine 4 sa
partic inférieure par une sphére pleine qm repose sur une
sorte de coupe ou calotte creuse, mobile autour d'un axe ver-
tical. Le rayon de la calotte est un peu plus petit que celui
de Ia sphére pleine, de maniére que le contact a licu seule-
ment sur la circonférence extréme de la premiére. Cela posé,
il est évident :

1° Que le mouvement de rotation sc¢ transmettra, en vertu de
Padhérence résultant de la pression exercée par la lunetie, a
Parbre de celle-ci, pourvu que la résistance appliquée a cet
arbre ne soit pas trop forte ;

2° Que le rapport des vitesses angulaires des deux solides
autour de leurs axes respeclifs sera constant, puisqu’il ¥ a
identité parfaite entre toutes les positions relatives occupées
par ces deux corps;

3° Enfin (propriété caractéristique du mécanisme que nous
décrivons), que l'angle des deux arbres pourra varicr, sans
que la régularité et 'uniformité du mouvement soient altérées.

Le rapport des vitesses angulaires des deux arbres dépend
du rayon de la sphére ¢t de celui de la circonférence de con-
tact, ainsi que de l'inclinaison de la lunette; de plus, circon-
stance qui ne se renconire dans aucun autre organe de ma-
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chines, ce rapport varie avec la nature physique des corps en
contact; c'est=d-dire qu’il west pas possibie de le caleuler par
les seules ressources de la Mécanique géométrique.

30 Axes non situés dans un méme plan. — Engrenages
hyperboloides. — Vis sans fin.

On peut résoudre sans nouveau traced le probiime de la
rransmission uniforme du mouvement de rotation, dans lo cas
ou les deux axes qu'il sagit de reiier ne sont vas situéds duns
un méme plan.

1l suftit pour cela de prendee un axe intermdédiaire, qui
coupe chreun des deux axes donnds @ on rentre ainsi dans le

cas précédent.
Engrenages hyperboloides.

Une disposition récomment imaginée, et hascée sur Pemploi
de deux hyperholoides gauehes dentés (7}, permet deffectuer
directement la transmission.

Considdérons deux hyperbolotdes de vévolution, dontles axes
coincident avee les aves donnés, ot disposts da manicre a se
toucher tout le long d'une génératrice. H n’est pas possible
ici de corapter sur Padhérence des surfaces, pour obteniv b
transmission du mouvement : car deux hyperboloides, amoins
détre tout & fait identiques, ne sont pas susceptibles de se
développer Pun sur Uautre par une suceession de roulements
simples, et il ¥y a nécessairement glissement dans le sens de
la génératrice commune. Mais on peut, e cannelant fes sur-
s génératrices res-

faces gauches suivant les directions de few
pectives, rendre les rotations des deux roues solidairves, tout
en permettant le glissement relatif dont nous venons de parler:
le mouvement est alors celai que nous avons étudié (p. 158).

En désignant par A angle des axes, par R et R, les rayons

(*) Les premiers engrenages construits dans co systeme devivaient, sans régles
bien procises, des cagrenages coniques. [y avait des ivottements considérables;
mais par le temps et Vusnre les voues sapproprinient pea a peu o lear usage.

On obtient un engrenage régalier, on se eonfermant anx indications sui-
vantes, qui sont extraites d'une Note publice par V. Relanger, sons le titre

de s Théorie de Ucngrenage Toperboloide. Décembre 1860,
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des cercles de gorge, I'équation qui lie le rapport do ces
ravons au rapport des vitesses angulaires est

0y
R b ~+ cos A

[
1+cosA

h

Cette ¢quation détermine les ravons des cercles de gorge
des hyperboloides a employer, pour produire un rapport de
vitesses donné; quant a la direction de la droite qui doit, cn
tournant autour de chacun des axes respectivement, e¢ngen-
drer les deux hyperboloides, on la trouve par la relation

R coti =R, cotiy,

i et 7, étant les inclinaisons de la génératrice sur les deux
axes.
Quand ces axes sont rectangulaires, on a

cosA=o,
par suite

&)y - [—{‘

o VR’

Nous ne nous occuperons pas de rechercher la forme ri-
goureuse qu’il faudrait donner aux dents destinées a assurer
la solidarité des deux hyperboloides. Disons sculement que les
roues employées se réduisent a deux troncs d’hyperboloides
tangents, limités a des plans menés perpendiculairement a
leurs axes respectifs. Les surfaces de ces espéces de trones de
cone sont couvertes de stries rectilignes, fines et suffisamment
rapprochées, représentant la série des couples de génératrices
qui doivent arriver successivement en contact.

Ces stries ou cannelures doivent étre en nombres récipro-
ques aux vitesses angulaires des roues, ct par conséquent
elles ne sont pas espacées de quantités égales sur deux cir-
conférences qui passent par un méme point de la généralrice
de contact. En d’autres termes, les dentures des deux roues
onl des pas différents, propriété qui distingue essentielle-
ment les engrenages actuels des engrenages cylindrijues ou
coniques.
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Fis sans fin.

Dans lc cas ou les arbres qui ne se rencontrent pas sont rec-
langulaires, on peut employer une solution depuis longtemps
connue, qui parait méme avoir été décrite par Pappus (*):
c'est la vis sans fin.

Fis et écrous. — Aucun organe ne se rencontre aussi fré-
quemment dans les machines que les vis de toute nature, aucun
ne s¢ préte ades applications plus variées. Toutes ces applica-
tions reposeint sur ce que le mouvement de la vis, par rapport
a son écrou considéré comme fixe, se compose d’une transla-
tion dans la direction de I'axe ¢t d’une rotation autour de cet
age : ces deux mouvements étant régiés de telle facon que
pour un tour entier la vis avance d’un pas, Par suite, Ie mou-
vement de I'un des deux corps ¢tant donné, l'autre se trouve
déterminé,

Par exemple, quand I'écrou est fixe et qu’on oblige la vis a
tourner sur sou axe, celle-ci s’enfonce en méme temps d’une
fraction de pas égale a la fraction de tour qu’on lui fait faire :
tel est le principe des vis de pression, de certaines vis mi-
crométriques, de celles qui servent a assembler deux objets.
Inversement, ¢uand la vis est maintenue fixe, I'écrou posséde
a la fois un mouvement de translation et un mouvement de
rotation, dont les vitesses sont dans le rapport indiqué.

Le mécanisme employé pour donner ou retirer 'eau a cer-
taines roues hydrauliques se compose d'une vanne, mobile
dans une feuillure verticale, et fixée a une grosse vis en bois
dont P’écrou repose sur un appui fixe : la vis, qui fait corps avee
la vanne, peut seulement, comme celle-ci, monter ou des-
cendre parallélement & elle-méme.

Quand on veut lever la vanne, on tourne I'écrou au moyen
d’une barre analogue 4 celle d’un cabestan, le poids du sys-
téme maintient I'écrou appuyé sur son support, et lui permet
seulement de prendre un mouvement de rotation sur son axe :
la translation est alors le partage de la vis, qui s’éléve ou s’a-
baisse d’un pas pour chaque tour de barre.

(*) Yoir Pappus, 1. V1II, prop. 3.
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La combinaison opposée se rencontre aussi tres-fréquem-
ment, par exemple dans les vis de rappel. La vis tourne dans deg
collets fixes, et ’écrou, convenablement guidé, prend un megy-
vement de translation dans le sens de son axe ().

Il n’est en aucune facon nécessaire que I'¢erou affecte Iy
ferme ordinaire d'un anneau enveloppant la vis de toutes puarts,
Réduisons cet ¢erou a un shmple onglet, compris entre deuy
plans conduits par P'axe et faisant entre eux un angle aussi
petit qu'on le voudra; nous aurons unc sorte de crémail-
lere, ou peigne, a laquelle une vis de deux ou trois spires,
dont les collets sont fixes, communiquera un mouvement de
translation. Cette disposition est peu usitée, mais elle nous
conduit tout natarellement a la vis sans fin, qui 'est beaucoup,

#is sans fin,—Concevons qu’on cnroule le peigne doninous
venous de parler sur une jante cylindrique MY (PLN7 1
Sig. 175), tournant autour du centre €. Nous n'aurons rien
changé A T'élément d’éerou =ur leqitel s’exerce action do
la vis, ¢t cette action aura toujours pour cffet de cownnu-
niguer au point qui touche le tilet une vitesse paralléle @ laxe
de Ta vis.

Sculement, le point animé de cette vitesse étant invariable-
ment lid¢ a Vaxe C, il résultera de 1a une rotation continue de la
rote MN autour de T'axe C, perpendiculaire a I'axe de la vis:
tel est le principe de la vis sans fin.

Pour étudier d’un peu plus pres ce mécanisme, ré
la roue 2 une lame sans épaisseur, et considérons la séric des
sections axiales de la vis : sections qui, par Peffet de Ia rota-
tion, arrivent une aprés Pautre dans le plan de la roue. Ces
seetions sont toutes superposabies @ elies se presentent aha
roue comme les positions successives d’un profil animé d'nn
mouvement de translation paralléle & Paxe de la vis; cest-
a-dire que la vis sans fin joue précisément, par rapport a la
roue, le role d’une crémaillére indéfinic. Si done la vis esta

wisons

*) Enfin, nous vervons plus loin que dans les mouvements qu’on appelle
diftérentiels, on s’arrange de telle sorte que la vis, indépendamment de Ia rota-
tion, possede une certaine portion de la translation : Péeroa est alors animé
de la fraction complémentaire (positive ou négative) de la teanslation. Cette
fraction est aussi petite qu’on le veut.



CHAPITRE IXI. — VIS SANS FIN, 219

filets carrés, ce qui est le cas le plus habituel, la forme des
dents de la roue, supposée toujours infiniment mince, devra
stre la méme cue si cetle roue ¢lait destinée & engrener avec
une crémaillére a flanes droits.

Rétablissens I'¢paisseur de fa roue : il résulte de Pinclinai-
son des filets de Ia vis que si 'oa taillait, suivant le profil en
développante déterminé par les considérations précédentes,
une dent cylindrique & géndratrices perpendiculaires au plan
de la roue, celle-ci ne pourrait pénétrer dans les creux de la
vis; il faut donc rendre la dent oblique, et lui donner Vincli-
naison de Phélice moyenne, avee un jeu suffisant. La forme
de la roue se trouve ainsi compléiement déterminée.

La loi du rapport des vitesses angulaires est telle, que pour
un tour de la vis il passe une dent de la roue, de sorte
que la vis, a ce point de vue, doit étre assimilée & un pignon
d’'une seule dent.

L’engrenage est ou n'est pas réeiprogque, suivant la grandeur
de I'inclinaison du fitet de la vis sur son axe. 8i, comme dans
la plupart des cas, cet angle est voisin de go degrés, la roue
ne saurait communiguer le mouvement a la vis, quclque force
quon fasse agir sur clle : on utilise cette propriété dans plu-
sieurs machines.

A partic d'une certaine obliquité da filet, il ¥ a récipro-
cité, et I'on trouve dans les anciens tournebroches une vis
conduite par une roue : mais cette disposition est irés-peu
usitée.

Vis multiples. — Dans le cas dane forte obliquité de 1'hé-
lice, 1e pas de la vis occupe unc grande longueur, et il serait
impossible, en conservant la méme disposition que précé-
demment, d’avoir toujours un lilet en prise. On dispose alors
deux ou trois filets sur un méme noyau : chacun d'cux conduit
pendant un demi-tour ou un tiers de tour. En général, si n est
le nombre des filets, il passe # dents pour chaque tour de la
vis; c’est-a-dire que celle-ci s¢ comporte comme un pignon
an dents,

Vient-on & multiplier de plus en plus le nombre des filets,
- lalongucur de la vis n’est plus qu'ane fraction restreinte du
pas. La vis finit méme par devenir semblable & la roue portée
par 'autre axe : Pengrenage est alors parfaitement symétrique.
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Mais ce méeanisme est détestable en pratique (sauf quelques egg
spéciaux): il donne lieu a des frottements considérables, et oy
doit conseiller de Ie remplacer par I'engrenage hyperboloide,

Fis tangente. — La vis tangente est une modification de I
vis sans fin, dans laquelle la denture du pignon, au liey
d'étre limitée 4 un cylindre de révolution concentrique ay
cylindre primitif, se termine par une gorge en forme de tore
embrassant la vis sans fin. On Uemploie quelquefois dans les
machines a diviser, ol la vis tangente a avantage de donner
aux deux piéces un contact trés-intime qui empéche le plus
petit recul. Ces vis sont ordinairement a plusieurs filets suffi-
samment fins.

L’épure de la vis tangente est assez compliquée. En effet,
chaque section faite dans la vis par un plan perpendiculaire a
I'axe de la roue agit comme une crémaillére sur la section
correspondante de fa roue. Or les courbes qu’on obticnt en
coupant une vis par une séric de plans paralléles & son axe
sont toutes différentes, et comme l'avantage de Vengrenage &
vis tangente consiste en partie dans Pintimité du contact, il
faudrait déterminer avec soin la série des sections perpendi-
culaires a I'axe de la roue, en rapport avec les profils connus
fournis par la vis. Une piece aussi compliquée serait certes
extrémement pénible a réaliser.

On évite la difficulté d’exécution par I'emploi d’une vis
tailleuse en acier, de méme forme que la vis définitive; on
la creuse de cannelures pour la rendre tranchante, puis on la
trempe convenablement. On exécute ensuite un disque 2
gorge en cuivre; on installe ce disque et la vis sur un tour,
et on fait tailler le disque peu a4 peu par la vis, en rappro-
chant celle-ci & mesure qu’elle entaille la roue, jusquia ce
que la gorge vienne affleurer le noyau (*).

(*) Compteur de TFollaston. — On peut citer parmi les usages de la vis tan-
gente 'application qu’en a faite Wollaston pour I’établissement d’un compteur
destiné i enregistrer le nombre des tours faits par un arbre 4 mouvement tres-
rapide.

La vis tangente A est fixée sur Varbre dont on veat mesurer la vitesse
(fig. 176); elle engréne avec deux roues ou demi-roues C, D, T'une de 100,
Tautre de 101 dents, symétriquement placées par rapport au plan médian de Ia
vis, sur un arbre auxilizire B, perpendiculaire au premier. La roue G est calée
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4° Détails généraux sur les engrenages.

La forme ordinaire d’une roue dentée est celle d’une cou-
ronne cylindrique ou conique, portant sur tout son contour
des dents ¢gales et également espacées. Ces dents sont elies—
mémes limitées par des surfaces réglées, disposées de telle
maniére, que le contact de deux dents en prise s’effectue tout
le long d’une génératrice commune, afin que la pression se
rouve convenablement répartic.

Il y a deux é¢léments importants & considérer dans une roue
dentée; ce sont le pas, «, et le nonibre des dents, N : le ravon
de la circonférence primitive est 1ié a ces deux quantitis par
la relation

2zR=Na,

Nous avons dit que le pas est essenticllement le midme
pour deux roues qui engrénent 'une avec 'autre; donc :

Les rayons des circonférences primitives d’un engrenage
sont proportionnels aux nombres de dents des roues ;

Et par suite,

Les vitesses angulaires des deux arbres sont dans le rapport
tnverse des nombres de dents des roues.

I résulte de ceute régle que, pour qu'on puisse établir un
engrenage dans un rapport donndé, il est indispensable que ce

. o . hY
rapport soit exprimé par le quotient - de deux ncmbres en-
/2

liers. Il faut méme que ces nombres entiers ne soient ni trop
grands ni trop petits pour étre admissibles (& peu prés de

sur Parbre B, 1a roue D est folle sur le méme arbre et porte un cadran devant
lequel se trouve une aiguille ¢, solidaire avec la roue C.

D’aprés les lois du rapport des vitesses dans I'engrenage a vis sans fin, le
cadran fait un tour pour 101 rdévolutions de la vis; or pendant ce temps
Vaiguille a fait 1o de tour : elle e¢st dune en avance par rapport au cadran
du centiéme de la circonférence de celui-ci, et elle ne reviendra a son point
de départ que lorsque Parbre A aura fait 10 100 tours.
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8 a 120) : aussi verrons-nous la théorie des nombres jouer uy
certain role dans I'étude des rouages.

Si les nombres N et » sont premiers entre eux, chaque deng

¢ Punc des roues vient successivement en prisc avec toutes
lcs dents de Tautre roue : on recherche en général, dans I
pratique, cctte disposition qui rend Vusure plus égale. Les
horlogers, au contraire, s’effercent de prendre N ¢t n ayang
des facteurs communs, afin qu'une dent déterminée revienne
toujours aux mémes dents de Vautre roue, ee qui laisse moins
de chances a Uirrégularité.

Amplitude de prise. — Un engrenage ne pourrait pas fone.
tinnner sl 'y avait towjours au moins une couple de dents
en contact; et encore, s’il 0’y avait jamais que deux dents
en prise, on aurait presque toujours un choc au moment on,
I'un des couples se quittant et Nautre ¢tant sur le point d'en-
trer en prise, la transmission se trouverait pendani un temps
tres-court interrompue. Quelquefois on sarrange de facon
gqu'il ¥ ait constamment contact de deux couples, mais cela
west pas néeessaire @il suflit que Pamplitude de prise ait une
étendue supéricure a un pas.

Cela posé, nous verrons dans Ia 1V Section que le frotte-
nment est daatant plus dur que e point de contact des deuts
s ¢loigne davantage de fa ligne des ecentres, surtout avant le
passage de cette ligne. On conclut de la la convenance de ré-
partiv la durde de Yaciion de part et daatre de la ligne des
centres, mais de la répartr indgalement, de maniere que Uarc
d'approche soit toujours inféricur ou au plus égal d Pare de re-
lraile. On pourra par excmple fuive e premiier de ces aves égal
a an demi-pas, ct le deuxiéme a trois uarts de pas.

Cne fois quon a fixé fa valeur de ces deux aves, il est facile
de limiter graphiquement la sailiie des dents, dans chacun des
systemes usités en pratique. ludépendamment de la méthode
rigoureuse, il existe plusicurs rogles empiriques pour déter-
miner cet élément important,

La régle que nous avons Uonnfm (p. 197) suppose une
saillic dégale pour chacune des deux dentures (comme cel
doit néeessairement avoir lieu quand le sens de Ia commande
nest pas détermind); elle peut ¢tre employée en toute séeu-
rité quand les nombres de dents des roues surpassent 15,
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dsignons par B et s les ravons extrémes de Ia roue et du

pignon ("), N et » étant toujowrs les nombres de dents : la
resle dont nous parlons 'exprime a peu pres par 'équation

. 5_,\—1‘—'2
(1) 5 '

=2

Reid, auteur d'un Trait¢ d’horlogerie estimé, indique

S5 N4-0,5
(2] s T n+1,5
— [,0

Enfin M. Willis, aprés aveir analys¢ la question d'une ma-
niere complite, démontre aisément qu’il n’est pas possible
daveir une relation de la forme (1) ou (2), avec lagquelle oun
soit assuré de maintenir toujours Vare d’action dans des li-
mites convenables. Les formules préecdentes donneront d’ail-
leurs des résultats assez satistaisants, dans e cas ot le pignon
mene Ia roue s dans Ie cas contraire, il faudra prendre

) \ -
(3) 5 _N+38
& i1

Dans lz construction d’'un engrenage, il faut se préoccuper,
non-seulement des conditions géomdétriques et mccaniques
du probléine, mais encore de la résistance des dents a la rup-
ture, résistance qui est & peu prés proportionnelle A leur lar-
geur ct au carré de leur épaisseur (770 Mais en augmentant
Pépaisscur des dents, on augmente le pas, et par suite 1'dten-
due du contaet de chague couple, ce qui est mauvais au point
de vue du frottement; d’un autre ¢Oté, on se irouve bhien vite
limité dans le sens de la largeur de la roue, car siles surlaces
en contact sont trés-étendues, il v a néeessairement des par-
ties qui portent a faux, et on ne profite pas d’un trop grand
aceroissement de largeur.

(*; On appelle pisnon la plus petite de deux roues qui engrénentensemble;
les dents des pignons portent le nom dailes.

Dans Phorlogeric ordinaive, les pignous sont toujours conduits par les roues.

(**) Quand les deux roues sont de wmeéme nature, on doune aux deuts des
€paisseurs ¢gales, mesurdées sur Ia circonférence peimitive. Dans Ies engeenages
& développantes, il serait plus rationnel de sarranger de maniére que 'éga-
litg dépaisseur cat licu & la vacine, plutot qu’i Ja circontérence primitive.
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Engrenages échelonnés. — L'artifice suivant permet de dop-
ner & chaque dent une épaisseur aussi grande que 'on veuy,
sans augmenter le pas dans la méme proportion.

Pour cela, des qu'une dent a déerit un espace égal, par
exemple, au tiers du pas, ellc cesse d’étre en prise et se trouve
remplacce, non par la dent suivante, mais par la dent d’une
rouc latérale qui se trouve d'un tiers de pas en arricre. Une
troisicie paire de roues vient de méme succéderaladeusicme,
apres quoi le contact a lieuw derechef eutre deux dents de la
premicre paire, ct ainsi de suite.

On a ainsi (PL X1, fig.186) trois ou un plus grand nombre
de dentures (*) disposées en échelons sur une méme cou-
veine (la figure représente le développement d’une portion
de laosurface du eylindre primitif); et plus on multiplie le
nomhre de ces roues accolées, plus on réduitl la fraction de
nas qui correspond & Paction de chacune d'elles.

Or, ricn wempéche de supposer que le nombre des den-
tures croisse indéfiniment, I'épaisseur (ou plutdt la largeur)
dimitivant dans la méme proportion : chaque série de dents
constitue a la limite une surface continue ( fig. 186 bis), sorte
de dent héligoide dont les diverses tranches agissent successi-
vement sur les tranches correspondantes d'une dent de méme
forme. L’action de chaque tranche se fait sentir seulement
pendant un espace de temps infiniment court, de maniére que
fe contact des surfaces ail toujours licu e¢n un point du plan
des axes.

Les deux dispositions précédentes ont éLé imaginées par
Hoole, et communiquées par lui a la Société Royale de Lon-
dres en 1666. L'engrenage & dents hélicoides est assez généra-
lement connu sous le nom d’engrenage de White, et on lui
attribue fréquemment la propriété de fonctionner sans frotie-
ment.

Nous avons en effet démontré que, dans le mowcement de
deuz cylindres qui se touchent suivant une génératrice, 1e

%5 Dans Ia machine a planer de M. Collier, de Munchester, il y a jusqu'a
huit dentures aceolées. On obtieut ainsi un mouvement trés-doux; ct, si ol
fait usage de roues ordinaires juxtaposces, il 1’y a ancune difficulté d'exceu-
tion.
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glissement élémentaire est nul quand le point de contact des
deux secctions droites est sur la ligne des centres de rotation;
mais il 'y a aucune assimilation possible entre les hélicoides
de V'engrenage de White et les cylindres pour lesquels le
théoreme que nous rappelons a ¢té établi. Le cas actuel né-
cessite une analyse spéciale’; et il est aisé de reconnaitre que
le mouvement relatif des deux dents hélicotdes n’est pas un
roulement simple, car I'axe instantané de rotation est oblique
au plan tangent commun.

Ce mouvement relatif se décompose en une rotation autour
d'un axe situé dans le plan tangent, et un picotement (*)
autour d’un axe perpendiculaire a ce plan. Or nous avons vu
que si, dans le pivotement, le point de contact géométrique
n’a aucun mouvement de glissement sur le plan tangent com-
mun, on nen doit pas moins considérer I'élément mobile
comme glissant effectivement sur ce plan tangent : tout ce
quon peut dire, ¢’est que I'arc de glissement s’abaisse du pre-
mier ordre infinitésimal au second. Mais le frottement est en

(*) Le pivotement que nous signalons ici est de la méme-nature que celui
qu'on réalise dans les meules a broyer employées dans. diverses industries,
entre autres dans celle de la fabrication de la poudre. Ces meules tronc-
coniques { fig. 187) sont traversées par un essieu sur lequel elles ont la fa-
culté de tourner, pendant que cet essieu est Iui-méme entrainé dans la rotation
d'un arbre vertical AB. Le mouvement rcel de la meule se compose de la
rotation d’entrainement Ip, et d'une certaine rotation relative Tq.

Si Yaxe de rotation AB passait par le sommet géométrique S, comme dans
les galets des plaques tournantes, le mouvement de la meule serait un roule-
ment simple et le poids scul de cette meule agirait pour écraser les substances.
Avec la disposition employée, Vaxe instantané Ir vient rencontrer le fond de
Pauge cn un point situé quelque part eatre la circonlcrence intérieure et la
circonférence extérieure de la meule; et on peut décomposer la rotation abso-
lue en ‘un roulement simple, autour de la génératrice de contact OS, plus un pi-
votement autour de l'axe OP perpendiculaire au plan tangent commun. L'eftet
de pivotement est d’étirer, de broyer les matiéres, comme cela se passe entre
les deux meules ordinaires d’'un moulin & blé.

Le rapport de la rotation relative & la rotation d’entrainement varie dans
le cours d'une méme opération, suivant le degré de consistance des matiéres
sur lesquelles passe la meule. Lexpérience a prouvé que, lorsque le mélange
a broyer vient d'ctre chargé et se trouve a l'état pulvérulent, ce rapport est
tel, que I'axe instantané passe toujours par un point de la grande base de Ia
meule. Le point de rencontre de cet axe avec le fond de Vauge se rapproche
de la petite base, & mesure que la piste se durcit.

i. 15
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raison directe de la pression : et celle-ci, qui se répartit dans
le systeme actuel sur un élément infiniment petit dans tous les
sens, s’accroit de son c6té dans une proportion du méme ordre,
de sorte gue le froticment ne se trouve nullement supprimé.
Les dents d’'une roue construite dans Ie systéeme de Hooke
sont limitées par des surfaces hélicoidales dont la forme est &
peu pres indifférente, dans les parties situées de part el d’autre
de Vélément qui correspond & 'hélice d’intersection avece le
evlindre primitif, ' suffit ’éviter les arcs-boutements. Pour
cela, apres avoir tracé le patron ¢picyeloidal fourni par les
regles ordinaires, on se contente de tailler Ia dent circulai-
rement, en restant a Uintérieur de la formie théerique.
L'engrenage hélicoide a Pinconvénient d’exercer sur les axes
une actjon longitudinale, a cause de Pobliquiteé des surfaces;
il fonctionne d’ailleurs avee une grande douceur, et a é1¢ avan-
tageusement appliqué par M. Bréguet & des organes délicats,
devant atteindre des vitesses exceptionnelles,

§ IV. — Drexikve GENRE. — TRANSMISSION PAR L INTERMEDIAIRE
; D'UN LIEN RIGIDE.

L’emploi d’un lien rigide, réuni aux corps qui deivent se
transmettre le mouvement pir une double articulation, est
trés-frequent dans les machines; mais ce mode de liaison
offve assez peu de ressources, appliqué & deux points qui
doivent étre animds de vitesses en rapport constant.

Nowus avons détudid {p. 117) les proprictés glométriques
d'ap svstéme de deux eorps qui tournent respectivement au-
tour des axes paraliéles C et € (PLIX, fig. 86, ¢t qui sont
réunis par une barre articulée en M et en ¥, Pour quc le
rapport des vitesses suil coustant, i faut que le point T, inter-
section du lien (prolongé s'il est nécessaire) avec la ligne des
centres €/, soit invariable; or le point T ne peut étre fixe
qu'a la condition d’étre constamment & linfini, ce qui exige
que les rayons CM, €M soient pris égaux et parallcles, et par
conséquent que le lien MM’ ait précisément pour longucur
distance CC.

Dans ces conditions, les vitesses angulaires des arbres (C)
et (') seront ¢videmment égales et de méme sens. Clest le
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scul cas out il soit possible d’obtenir un rapport constant de
vitesses par emploi d’an lien rigide.

Accouplement des rowes de locomotives. — Une locomotive
ordinaire repose sur trois paires de roues, entre lesquelles son
poids se trouve incgalement réparti. L'un des essieux, qui porte
le nom d’essien moteur, ¢st mis directement en mouvement
par la machine; et adbérence des roues correspondantes sur
Jes rails, par un cffet analogue & ce qui se produit dans la
transmission par cylindres de {riction, détermine le mouve-
ment de progression du corps de la machine et du train qui
s'v trouve attelé.

Seulenicnt, quand la résistance du train est trop considé-
rable, la locomotive patine, ¢’est-d-dire gue ses roues tournent
sur place, malgré le frottement de ta jante sur le rail. Du mo-
ment que cet effet se produit, il ne servirait a rien d'augmen-
ter la- puissance de la machine motrice; de sorte (i’il ¥ a,
quelle que soit cette puissance, une limite & la résistence
gu'une locomotive donnée est capable de mmf‘ro. Cette Hmite
est le produit de la pression qui s’exerce sur essicu moteur
par un coefficient qui dépend de U'état des surfaces de la roue
et du rail, ainsi que des circonstances atmosphérigues.

Pour donner a la locomotive la puissance d'entrainer un
train plus considérable, on réunit une ou deux paires deo roues
portantes avec les roucs motrices, au moyen de bielles dlac-
couplement dizposées comme nous lavons indiqué tout a
Pheure. L’cffet de ces biclles est d’obliger toutes les roucs
couplées & tourner en ménie temps que Ies roues moirices,
de sorte ue la machine ne peut plus patiner sans vainere le
frottement qui sc développe & Ia jante de toutes les roues soli-
daires, etyjue lalimite dont nous avons parld s¢ trouve reculée.

Des points morts. — Consid:&rons deux manivelles ¢gales,
CM, CM, (PL XV, fig.177 3, relides par fa bielle daccou-
plement MM,. Pour chaque position CM du premier rayon, 'ex-
trémité opposée du lien peut occuper sur la civconférence ((;)
deux positions difféventes, M, M'; en sorte (quon peut dispo-
ser les trois tiges donndées de deux manicres bien distinctes :
la figure CMML C, répond & deux vitesses angulnires égales et
demeéme sens, et Pautre arranzenient a des vitesses oppostes
dont le rapport est variable.

15,
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Les points M, et M’ coincident quand Ie point M est en A
ou en B. Les deux rayvons sont alors couchés sur la ligne des
centres, ct il se présente une circonstance remarquable : ¢’eyy
que si I'on considére, par exemple, le rayon CA marchang
dans la direction de CM, il v a indéeision au point de vue
géométrique sur le mouvement quec prendra le deaxiéme
rayon C,A, : rien ne I'oblige a se diriger vers C, M, plutot que
vers G, M'. Une fois d’ailleurs que le premier pas est fait dans
un sens ou dans l'autre, le mouvement persiste nécessaire-
ment, pendant un demi-tour de chacune des deux roues; apreés
quoi la méme incertitude se reproduit, et ainsi de suijte.

Si I'on veut que la régularité de la marche d'un mécanisme
de ce genre ne soil pas compromise périodiquement chaque
fois que les extrémités des rayons se trouveront sur la ligne
des centres, il est indispensable d’employer un artifice parti-
culier pour le passage de ce quon appelle les points morts.
Dans les locomotives, il ¥y a une bielle d’accouplement de
chaque c0té de la voie; les articulations des deux bielles sont,
pour un méne essieu, disposées sur deux ravons rectangu-
laires CM, Cm, de sorte que, quand 'unc d’elles est au point
mort, Pautre a nécessairement dépassé ce point.

Tiges et varlets. — Le systéme d'une suite de tiges ct de
bras en bois (PL XF1I, fig.178) a été longlemps employ¢ dans
I'art des mines pour transmettre & une zraunde distance le
mouvement produit par une chute d’eau {*). Quand le terrain
est ondulé, la transmission se compose de plusicurs tiges
rigides successives, soutenues par des varlets AB articulds
d’autre part dans des supports fixes. Enfin des leviers coudés
CDE servent a changer la direction du mouvement. Ces appa-
reils, qui ferraillent beaucoup, développeut des f{rottements
considérables. ]

Renvols de sonnettes. — On peut encore ratlacher a ce pa-
ragraphe le petit mécanisme des sonnettes d’appartement; les
bielles sont remplacées par des fils de fer, lesquels doivent
toujours étre tirés.

(*) L'ancienne machine de Marly, ¢tablie en 1682, faisait ainsi marcher
des pompes situées & une distance de G3r métres. Nous verrons dans le pi-
ragraphe suivant la véritable solution du probléme de la transmission du
mouvement 2 de grandes distances.
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§ V. — TroistENE GENRE. — TRANSMISSION PAR L'INTERMEDIAIRE
" D’CN LIEN FLEXIBLE.

Les cordes, chaines ou courroies, qu'on emploic dans Pin-
dustrie pour réaliser avec plus ou moins d’approximation la
fiction géométrique d’un fil parfaitement flexible et inexten-
sible, élablissent une liaison entre deux corps dont les mou-
vements ont des directions tout a fait arbitraires.

C’est ainsi que, §'il s'agit d’imprimer & des corps pesants une
vitesse verticale ascendante, comme pour tirer de I'cau d’un
puits ou pour élever des matériaux & la partie supérieure
d’'un mur en construction, il serait peu commode pour un
homme, et tout a fail impossible pour un cheval, d’exercer
directement son action motrice dans la direction obligée de la
vitesse que doit prendre le fardeau & élever. En suspendant
celui-ci a 'extrémité d'une corde, on peut, au moyen d’ap-~
puis fixes convenablement disposés, amener I'autre bout de
la corde dans la direction que l'on voudra; par exemple :
I'homme sarrangera de maniére a tirer a peu pres verticale-
ment de haut en bas, le cheval sera attelé a des traits sensi-
blement horizontaux; et chaque agent se trouvera dans les
conditions qu’unc expérience bien des fois séculaire a fait
adopter universellement comme les plus favorables au déve-
loppement de sa puissance motrice.

Poulies. — Pour changer la direction d’une corde tirée par
une de ses extrémités, on fait usage d'une poulie (*) dont la
chape est accrochée & un poim fixe (Pl XIY, fig. 179): on
diminue ainsi considérablement le frottement qui se déve-
lopperait si la corde ¢tait obligée de glisser sur une surface
immobile (**). Une pareille poulie, qui tourne autour d’un axe

{*) Une seule poulie suftit quand les directions des deux brins de la corde
convergent en un point. Quand ces deux lignes ne se¢ rencontrent pas, ou que
le point de concours est trop €éloigné, on trace une ligne arbitraire qui coupe
les premiéres en deux points convenables, et on place une poulic prés de
chaque point d'intersection. (Poxcirer, Mécanique industrielle.)

(**} Nous verrons dans la IVe Section qu’il se développe un frottement
énorme quand une corde ou une courroie glisse sur une surface cevlindrique
fize, ou inversement, quand une jante cylindrique tourne sous Iétreinte d’un
lien flexible immobile. On utilise cette propricté dans la construction du frein
des grues, ete..
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invariable, s’appeile poulie fixe. En vertu de I'inextensibilitg
de la corde (ce qui veut dive pratiquement : dans'les limites o
cetle inextensibilité pourva étre admise, la vitesse du point
auquel estappliquée la puissance est égale a la vitesse du poids
qu'on éleve s la poulie fixe n'a done pas pour effet de changer
la grandeur de la vitesse d'un point, mais seulement Ia divec-
tion de ectte vitesse : ¢’est ce qu'indique la dénomination de
poulie de renvol. Cette lol est vraie cuels que soient le nombre
et la disposition des poulies fixes,

Poulie mobile. — Une poulie est dite mobile, quand la
chape qui porte son axe est elle-méme en mouvement. Dans
ce cas, le {ardeau est aceroché & la chape de la poulie { PL NTY,
fig. 180); quant a la corde, arrétée en un point situé verticale-
ment au-dessus du pudts, cile descend jusqu’d Pendroit o se
trouve le poids & enlever, remonte aprés avoir embrassé la
moitié de la civconférence de la poulie mobile, et s’intléchit,
s'il v a ticu, une deuxiéme fois sur une poulie de renvoi, pour
redescendre enfin aboutir dans la main du manceuvre qui
remplit Ia fonction de moteur.

Pour avoir 1a loi des vitesses dans Ia poulie mobile, nous
supposcrons les trois brins verticaux : il est alors facile de
voir gque, pour unc ¢lévation donndée du poids, chacun des
deux cordons qui le supportent a diminud d'une quantité
égale, et que te brin qui reste libre s’est allongé de la somme
de ces deuy longueurs ou du double de N'une d'elles; done la
vitesse de l'extrémité courante est double de celle de I'axe de
la poulic mobile. En multipliant le nombre des poulies mo-
biles, on arrive, comme nous le verrons, a réduire la vitesse
du moteur dans une assez forte preportion..

Treuils et cabestans. — Souvent la corde destinée A tiver un
corps, mobile dans une divettion quelconque, s’enroule autour
d'un exlindre monté sur deux tourillons; et Ie moteur, au licu
d’agir directement sur la corde, communique au cylindre un
nouvement de rotation autour de son axe.

Cet axe est horizontal dans le frewdl, vertical dans le cabes-
tan : les deux appareils fonetionnent d’ailleurs identiquement
de la méme manitre, comme organes de transmission de
mouvenent. En adinettant toujours la parfaite inextensibilité
de Ta corde, la vitesse du corps auquel celle-ci est attachée est
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¢gale a la vitesse a la circonférence du treuil, La corde s’en-
roule par spires contiguds; et, si le treuil est eylindrique, le
rapport de la vitesse d’unr point de la partie rectilivne de la
corde & la vitesse angulaire du treuil est constant (7).

Courroies sans fin.

Mais c’est principalement sous la forme de cordes ou cour-
roies sans fin que Findustrie fait un grand usage des corps
flexibles, pour ¢tablir une liaison entre deux solides en mou-
vement. Considérons seulement le cas ot il sagit de deux so-
lides assujettis & tourner chacun aatour d’un axe fixe, et sup-
posons d’abord que les deux axes de rotation soient paralléles.
La courroie s’cnroule sur deux surfaces convexes tixées res-
pectivement aux deux arbres tournants; elle présente entre
ces deux surfaces une portion rectiligne qui doit rester con-
stamment tendue : condition indispensable au fonctionnement
de ce mode de transmission,

Nous avons vu dans la I Section {p. 118) comment on
détermine le rapport des vitesses angulaires de deux solides
rattachés par un fil tendu. Quels que soient les profils d’en-
roulement, le rapport qui nous occupe peut dtre constant,
pourvu gue la tangente commune aux deux profils, tanzente
qui représente la partic rectiligne de Ia courroie ou son pro-
longement, vienne couper la ligne des centres en un point
fixe. Mais en pratique, on prend toujouss pour lessections des
poulies deux cercles cenirés sur les axes @ ces courbes sulis-
font ¢videmment a la condition néeessaire et suffisante pour
la constance du rapport des vitesses angulaires, et il résulie de
la théorie que ce rapport est linverse du rapport des rayons
des poulies.

11 suit de la que, pour établir une transmission de mouve-

(*) Ces apparcils ot le rapport de vitesse est constant ont un grave incon-
vénient dans le cas of, comme dans certaines mines de charbon, le fardeau
a extraire est lourd et fa profondewr du puits cousidérable; en eftet, le poids
du cable ucquiért une importance relative trés-notable, de sorte que fa charge
& élever varic beaucoup. H y a alors avautage i s'adresser aux appareils &
rapport vaviable, qui feront Vobjet du chapitre suivant.
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ment par courroies, entre deux arbres paralleéles donnds, il
suffit d’installer sur ces arbres deux poulies circulaires, dont
les rayons soient dans une raison inverse du rapport des vi-
tesses angulaires qu’on veut obtenir ¢ ces rayons n’ont aucune
relation avec la distance qui sépare les axes.

La courroie, convenablement tendue, fait un demi-tour en-
viron sur chaque jante; elle forme, comme on dit, courroie
sans fin, passant d'une poulie sur Pautre, et revenant sur la
premiere se raccorder 4 son point de départ au moyen d’une
boucle ou d’une suture. La courroic peut étre droite ou croi-
sée : c’est-a-dire que ses parties rectilignes peuvent éure di-
rigées suivant les tangentes communes exiéricures ou inté-
rieures des deux cercles (*); dans le premier cas, les deux
mouvements ont licu dans le méme sens; dans le second,
ils s’effectuent en sens inversc.

Poulies folles. — En général, dans une manutacture, la ma-
chine motrice communique directement le mouvement a un
arbre de couche qui régne dans toute I'étendue du biatiment,
soit au plafond, soit sous terre, et qui transmet & son tour le¢
mouvement, par un grand nombre de courroies, aux diverses
machines-outils de 'atelier. Chacun de ces outils est confi¢ a
un ouvrier spécial, qui doit pouvoir le faire marcher ou I'ar-
réter a sa volonté (**), sans sc préoccuper de ce (ui se passe
dans le reste de T'usine.

Pour cela I'arbre de Voutlil porte, outre la roue calée sur la-
quelle passe la courroic qui lui donne le mouvement, une

(*) I ya deus maniéres de croiser les courroies : Vune de ces maniéres laisse
le plan de la courroie toujours parallele aux axes de rotation, de sorte qu’au
pointon les deux brins se rencontrent, ils se présentent la tranche et tendent
a se couper. L'autre manicre consiste & retourner chaque brin, de facon que
ce soitla méme face de la conrroie qui touche les deux poulies. Les deux brins
se rencontrent comme précédemment; seulement, a Pendroit de cette ren-
contre, tous deux sont perpendiculaires aux axes de rotation, et par consé-
quent ils ne se preésentent pas la tranche, mais la face, ¢t ne tendent nulle-
ment a se couper. Comme une courroie a toujours une face lisse ¢t une face
rugueuse, cette mani¢re de croiser présente encore un autre avantage, en ce
qu’elle permet que ce soit toujours la face rugueuse qui porte sur les poulies.

(**; Laetion par laquelle une machine se trouve tout & coup mise cen rela-
tion avec le moteur s'appelle embrarage, Yopiration inverse se nomme deé-
brayage ou désembrayuge.
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seconde poulie dite pouwlie folle, de méme diamétre que la
podlie motrice, mais pouvant tourner indépendamment de
Farbre. Quand l'ouvrier veut arréter sa machine, il fait passer
la courroie sur la poulie folle au moyen d'une fourchette (7).
Larbre, qui ne recoit plus de force motrice, ne tarde pas &
sarréter; mais la courroic continue son mouvement, et il
suffit, par un mouvement inverse de la fourchetle, de la faire
repasser sur lIa poulie motrice, pour remettre immddiatement
la machine en activité.

Une pareille transmission fonctionne avec une grande dou-

cear, sans bruit, sans vibrations, et s’installe avec heaucoup
plus de facilité qu’un engrenage : aussi les courroies sont-elles
fort employées par l'industrie. Sculement, comme elles sont
sujettes a glisser sur les poulies, quand la résistance est trop
grande, elles ne peuvent convenir aux cas ou la condition prin-
cipale de la transmission est une relation constante bien exacte
entre les mouvements des deux arbres.
. Dailleurs, pour peu gu’une courroie soit tendue, il faut,
comme nous l'avons déja dit, une force énorme pour vaincre
son frottemment sur un cylindre fixe, de sorte que le danger
du glissement sera en général peu important, cxcepté pour
les mécanismes qui exigent une grande précision. 1l y a plus :
la seule possibilité de ce glissement, maintenu dans des li-
mites convenables par une tension modérée, est une pro-
priété trés-précieuse du mode de liaison que nous étudions,
quand la résistance est sujette a ¢prouver brusquement des
variations importantes : le glissement qui se produit alors est
une garantie contre des accidents plus graves.

Des appareils nommés fendeurs servent a régler la tension
et 4 lui donner une valeur suffisante pour empécher le glisse~
ment, sans toutefois la rendre assez forte pour fatiguer les
arbres et leurs supports. On emploie assez généralement une
poulie, dite poulie de tension, dont.la chapc est fixée a Pune
des branches d’un levier de forme quelconque, tournant au-
lour d'un axe fixe. L’autre branche du levier est chargée de

(*) 1l faut remarquer que la fourchette doit toujours agir sur le brin qui
arrive sur la poulie et non sur celui qu la quitte; nous verrons Pexplication
de ce fait.
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poids qui pressent la poulie contre la courroie. il est facile
de régler la tension en faisant varier la distance de la charge
au point d’appui du levier.

Forme des poulies pour courroies. — On pourrait donner
aux poulies qui portent des courroies la forme cylindrique ;
on s’opposerait au déplacement latéral en terminant la poulie
de chaque ¢oté par une joue de plus grand rayon que la jante
proprement dite.

Il vaut micux former la pounlic de deux trones de cdne ac-
colés par lears grandes bases, ou, cn général, prendic pour
la génératrice de la surface de la jante un profil convexe. Pour
justifier cette forine, considérons une courroie placée sur une
poulie conique (PL X7 11Z, fig.181). Le c61é le plus rapproché
du sommet tourne moins vite que Yautre; par suite la courroie
tend & se placer obliquement, et le brin qui s’enroule cherche
a se rapprocher de la base du ¢one; par conséquent, avec la
forme bi-conique, la courroie se maintiendra ’elle-méme an
milicu de Ia poulic. $Sur une poulic plate munie de deus re-
bords, on aurait, au contraire, des mouvements irréguliers de
Ia courroie contre ces rehords.,

Cordes et chaines,

108 vbtprebquo LOWjOUTS QUX COUIToirs qu'on a recours romme
organe tlexible de transmission de mouvement, Les cordes ne
se rencontrent guére que dans certains mdéeanismes grossicrs:
les pouiies sox\t ators anguleuses et pourvues de deux rebords.
Quant aux pouiies de renvoi, pour lesquelles il 0’y a pas lieu
de se préoecuper du glissement, leur section est en forme de
gorge proprement dite, ou demi-circulaire.

Les cibles en chanvre ou enaloes sontau contraire d’un usage
tros-fréquent dans la marine et dans Part des mines. Un cAble
d’extraction est géuéralement plat comme une courroie; il est
formé de quatre, cing ou six aussiéres cousues ensemble, et
s’enrotle sur une bobine, de maniére que les spires sc recou-
vrent successivement. :

Les chaines en fer sont assez peu usitées, sauf uelques
circonstances spéciales.

L’industrie cmploie la chaine ordinaire, la chaine & la Fau-
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canson, ¢t 1a chatne de Galle. Les poulies qui recoivent ces
diverses chaines sont dentées ( fig.182), car on ne saurait
compter sur Fadhérence des surfaces pour prévenir le glisse-
ment; en conséquence, I'un des brins de la chalne seulement
est tendu : Tautre pend librement au-dessous des poulies.
Linconvénient de toutes les chaines, ¢est (fue, par suite de
la tension, les anneaux s’allongent, et la chaine ne cadre plus
avec la poulic : on entend alors une succession de chocs,
chaque fois qu'ur anncau est saisi par une des saillies de la
roue. ’

Cibles en fer. — Les cibles en for s’'emploient avjoard’hui
trés-avantageusement, sous forme de cibles sans fin, pour
transtiettre le mouvement & de grandes distances : ¢’est-a-dire
a des distances pouvant varier de 100 & 1500 mdtres, et
méme au dela. Ces cibles sont formés de fils de fer enroulds
en hélice, et renferment géndratenrent une dme en chansre.

Tous les 150 motres environ, il faut soutenir les deux brins
du cible au moyen de poulies en bois ou en fonte ( fig. 183).
La gorze de ces poulies-supports est rlate, et recouverte d’'une
courroic dont les extrémités viennent s'arréter dans Uinté-

‘rieur de la. poulie, au moyen d’'une ou deux cntailles. Mais
la courroie, laminée par la pression du cable, est cxposce
a se détendre, par suite a s'user rapidement; ctil est préfé-
rable, d'aprés M. Hirn, Uinventeur de ces nouvelles trans-
missions, de garnir la gorge de la poulie par de la "utm—yercln
matée dans une entaille en queue davonde { fig. 183 bis). Le
cible se promene librement d'une joue a Pautre de la povhe
sur laquelle il est maintenu par deuk rebords.

Il semble que la roideur du cible (lépen(‘.o plutot du dia-
métre du fil de fer que de celui du cable lai-méme @ aussi
a-t-on adopté comme régle pratique, que le diamétre des pou-
lies doit ¢tre 2000 fuis le diametre du fil de fer employ¢ pour
la fabrication du cable.

La tcusion du cible est produite par la pariic qui forme
librement chainette au-dessous des poulies { fig. 184). Cette
portion n’est qu’une fraction du brin inférieur du cible, quand
les deux poulies extrémes ne sont pas au méme niveau: on
doit tenir compte de cette circonstance dans le calcul de la
longueur a donner au cable.
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Liaison de deux poulies dont les plans ne coincident pas.

Quand on veut relier au moyen d’une courroie deux arbreg
tournants qui ne sont pas dans le méme plan, il faut en géné-
ral, outre les poulies de transmission calées sur chacun des
deux arbres, employer deux poulies fixes de renvoi ( fig. 185).

Soient A et Bles poulies calées sur les arbres donnés, C I'in-
tersection des plans de ces poulies supposées sans épaisseur
il faut, pour que la courroie ne soit pas sollicitée a se déta-
cher des deux jantes, qu’un brin rectiligne quelconque soit
dans le plan de chacune des deux poulies qu’il réunit. On
atteint ce but en installant deux poulies de renvoi D, E, aupres
de I'intersection C, de facon que le brin AD soit dans le plan
de la poulie A, que celui qui va de D en B soit dans le plan
de la poulie B, enfin que D soit dans le plan des deux lignes
AD et DB. De méme pour la poulie E. De cette maniére,
chaque poulie est dans le plan des deux brins de courroie qui
la touchent, et la transmission fonctionne indifféremment
dans les deux sens.

Quand cette derniere condition n’est pas imposée, on peut
supprimer les poulies de renvoi, en ayant égard aux considé-
rations suivantes. L’observation prouve que le brin qui arrive
sur une poulie doit nécessairement étre dans le plan de celte
poulie, tandis que le brin qui quitte la poulie peut sans incon-
vénient sortir de ce plan {*). Partant de la, soient A et B les
deux axes donnés (Pl X1X, fig. 185 bis), MN la perpendicu-
laire commune a ces axes; prenons mp, ng, perpendiculaires
a A, B, etrespectivement égaux aux rayons des deux poulies,
de maniére que la ligne mn, parallele a la perpendiculaire
commune, soit tangente a la fois aux deux cylindres décrits
autour des axes avec les rayons respectifs des poulies; enfin
placouns la courroie comme l'indique la figure : nous aurons
une disposition dans laquelle le mouvement ne peut avoir lieu
que dans le sens indiqué par les fléeches. Dans Vautre sens, la
courroie tomberait immédiatement.

(*) €est pour cela quon nobtiendrait aveun résultat si, contrairement &
la régle que nous avons donnde, on fajsait agiv une f{ourchette d’embrayage
sur le deuxi¢me brin ¢t non sur le premier.
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Influence de Uallongement des courroies sur le rapport
des vitesses (V).

On comprend facilement que, dans une transmission par
courroie, le brin conduisant posséde une tension T, supé-
rieure a la tension ¢ de Vautre brin. Or la matiére de la cour-
roie est élastique et sallonge proportionnellement 4 la ten-
sion qu'elle supporte. Soit [ la longueur de courroie qui
genroule dans un temps 9 sous la tension ¢ sur la poulie
conduite : la méme quantité, lorsqu’elle se déroule sous la
tension T, est représentée par une longueur plus grande L;
le rapport de L a { est donné par la relation

L  142aT

T I4at’
2 ¢tant le coefficient d'allongement de la courroie (™),

Or, il faut, pour qu’il n’y ait pas accumulation de la matiere
dela courroie d’un certain ¢6té, que la méme quantité de cette
matiere passe dans le méme temps sur les deux poulies s
donc les longueurs qui se développent simultanément de
la poulie motrice et de la poulie conduite sont dans le rap-
port de L a /: et Pon a, au lieu de la relation admise

wR= ’/)’P\’,
Péquation
o R | PR Y

il S
o' R ol
R, o, étant le ravon et la vitesse angulaire de la poulie mo-
trice, R’,»’ les quantités analogues pour la poulic conduite.
Le rapport des vitesses angulaires n’est done pas tout i fait
réciproque du rapport des rayons. En caleulant le diamaétre des

(*) Note de M. Kretz, ingénieur des tabacs (Annales des Mines, G¢ sivie,
-0
L1 p. 530,
(™) Si S est la section de la courroie en millimétres carrds, on a, suivant

que la cowrroic est newve ou quelle a déji servi quelgue temps :
__a™,ny om 6

(L———s—' ou o = S
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poulics par la régle ordinaire, on aurait, aprés plusieurs trans-
missions de mouvement, une vitesse notablement inféricupa
a la vitesse calculée. Lexpérience a montré qu’il faut, pour
tenir comptc de la circonstance signalée par M. Kreiz, aug-
menter d'un cinguantiéme le diamétre des poulies motrices,
ou réduirc dans la méme propomon le diametre des poulies
conduitcs.

Appendice. — Transmission par lintermeédiaire d'un liguide.

Cest au paragrapbe actuel quil convient de rattacher les
machines dans lesquelies la communication” du mouvemeny
s'cffectue par Pinterposition d’un corps liquide,

Piesse fydraulique. — La presse hydrauligue, dont Pinven-
tion est due a Pascal, et dont les applicatio' s pronnent un
développement de jour en jour plus consicdérable, se compose
de deux corps de pompe eylindriques 131’.}1:5 par un tuyau:
un piston se meut dans chacun des deux eviindres. Quand 'un
des pistons s’enfonce, il refoule une certaine masse d’eau qui
passe dans le deuxieme corps de pompe, au moven du tuyau
de communication @ par suite, le pistou correspondant se sou-
Iéve. Or, en vertu de Vincompressibititd du liguide, Te volume
fer eylindre a diminué d'une quantité
ntation do veolume du second;
dons des deax exlindres, ¢ et of Ios

contenu dawns le premi
précistment égale a ¥
si done 8 ot & sont les

vitesses des deux pistons, on

yS=—=¢'n.

ont meme (lm-.lutxo, hs vitesses des deux pistons sont les
mémes : Uappareil a simplement pour effet d’vbliger ces deax

pistonus a prendre simultanément des vitesses égales, el gd
ralement de sens contraire. IE porte alors e nows de dalancier
hydraudique. '
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CHAPITRE TII.

COMBINAISONS DES ORGANES A RAPPORT DE VITESSES CONSTANT :
ROUES, TAMBOURS ET POULIES.

§ VI, — TrAINS OU LQUIPAGES ORDINAIRLS DE ROUES DENTEES
T DE POULIES.

Il arrive rarement qu'on puisse, dans une machive, &abli
une linison directe entre le récepteur et Noutil, par le moyen
dun des organes simples dont nous avons expose la théoric

dans le chapitre préeédent. Le plus souvent on est obligé de

C

combiner plusicurs engins convenallement choisis, et c'est
ainst seulement guw’on parvient & résoudre les divers pro-
blemes yelatilts a la transmission wniforme du swouvement,
dans les conditions les ;; us variées.

Exposons hricvement os prineipes géndraux qui servent de
guide; aux mdécaniciens ddns Pétude du projet d’une machine
complexe (¥,

quupas(/s de roues denties, — Les plus petits pignons em-
ployés dans Thorlogeric sont des pignons de 6 ailes (il est
méme prv“vm sle de ne pas descendre au-dessous de 8); quant
aux roucs, on leur donne rarement plus de 120 a 150 dents.
Le rapport des vitesses de deux arbres lids par un engrenage
simple se trouve denc pratiguement renfermé dans des li-
mites assez étroites (**). Pour obtenir un rapport de vitesses
quelconque, H faut procéder de la maniére suivante.

Le premier arbre (P70 XIY, fiz. 18y} porte un pignon a,
lequel engréne avee la voue A, fixée sur un arbre intermdé-

(*) Cette partie du Cours west qu'un extrait abrégé du chapitre VII des
Princip]es of Mcchanisin.

(**) On ne gagnerait rien, comme nous avons vu, sous le rapport de la
vitesse, i interposer entre ces deux arbres une ou plusieurs roues du genre de
celles que nous avons appelies parvasites, roues dont Velfet est sculement de
changer le seus du mouvement transmis.
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diaire; sur ce méme arbre intermédiaire se trouve un deuxiéme
pignon b, qui transmet 2 son tour le mouvement a l'arbre deo
la roue B : cette roue sera, si 'on veut, Ja roue extréme dy
train que nous considérons.

Adoptons I'usage de représenter le nombre des ‘dents & une
roue par la lettre méme qui nous sert a désigner cette roue
le rapport de la vitesse de I'arbre intermédiaire a celle du pre-
mier arbre sera, en tenant compte du changement de secns,

a .
— 5
on aura de méme, du dernier arbre & arbre intermédiaire, le
rapport

b

Donc le rapport des vitesses des arbres extrémes est égal 3

la fraction )
ab

Sl y avait un plus grand nombre d’arbres, on arriverait & ré-
duire la vitésse dans une proportion plus considérable, te rap-
port des vitesses extrémes étant toujours déterminé de la
méme maniere.

Canons. — Les arbres («) et (B) sont quelquefois concen-
triques : c’est le cas qui se présente dans la minuterie des
horloges; 'un de ces arbres est creux, et prend le nom de
canon. 11 tourne sur autre & {rottement doux.

On peut aussi relier deux roues dont les arbres sont concen-
triques, en n'employant qu'une seule roue dangle ( fig. 1go};
Parbre intéricur et le canon tournent alors en sens inverse,
tandis qu’avec le dicpositif de la fig. 180 les deux rotations
sont de méme sens (*;

(=) I} faut remarquer que la roue {2 ) de Ja iz 10 est une roue pm'.‘laih’,
de sorte que le rapport des vitesses des deux roues « et A dépend uniguenient

a . N N . . PR T I
du rapport T Rien n’empéche dailleurs d'avoir sur Varbre intermédiaive, 20
licu de la roue unique e, une roue B et un pignon &; le rapport des vitesses

ab
AB

serait alors —
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On appelle raison d’un systéme de rouages le quotient ¢ de
la vitesse du dernier arbre par celle du premier; soit

_a.b.e...
E=XB.C...°

c’est le rapport du produit des nombres de dents des pignons,
au produit des nombres de dents des roues, quel que soit
lordre dans lequel ces divers ¢léments se trouvent disposés.
Quand le train comprend une vis sans fin, celle-ci compte
pour un pignon a une seule dent (2 n dents si lavis est a n
filets).

On représente un train de roues dentées sans figures, en
indiguant seulement les axes géométriques des rouages, et
inscrivant sur ces axes les nombres de dents correspondants :
on a soin de placer I'un au-dessous de l'autre les nombres
qui se rapporient a deux roues engrenant ensemble.

Le diagramme suivant représente une horloge a secondes :

Rone d'échappemens. 30 G Aig. des sec
Roue moyenne........... {5—— 6
Roue motrice.............. 48 25 6
25 ——  ——[Aig. dos min.
. 72 Aig. des h.

Lemouvement est communiqué de Ia roue motrice & la roue
d’échappement, par le moyen de deux pignons de 6 dents, et
de deux roues comptant P'une 45, 'autre 48 dents.

La roue d'échappement est réglée a raison d'un tour par
minute, et ¢’est sur 'arbre de cette roue qu'est fixée Vaiguille
des secondes. Ii résulte du tableau que la roue motrice fait
un tour par heure, car le rapport de sa vitesse a celle de la
roue d’¢chappement est donné par la fraction

66 1
ET= g T2 o
45X 48 6o
Enfin cette méme roue motrice transmet encore le mouve-

m2nt, d’une part & laiguille des minutes au moyen de denx
I 16
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roucs de 25 dents, d’autre part a aiguille des heures ag
moyen d'un pignon de 6 dents et d’une roue de ;2.

11 ne sulfit pas d’avoir Ia valeur absolue dua rapport des
rotations des arbres extrémes d’un train : il faut encore con-
naltre la relation qui existe entre les sens des mouvements
de ces arbres {(*). La régle est extrémement simple, toutes
les fois qu'on a seulement affaire & des engrenages evlin-
driques cxtérieurs ou intérieurs; mais chague paire de roues
coniques, ot chaque vis sans fin, nécessite un examen spé-
cial. Dans tous les cas, avec un peu d’attention, on trouvera
sans peine les lois de la transmission du mouvement de rota-
tion, dans un équipage de roues dont ious les axessont fixes,

Notions sur le calcul des rouages. — Quand on se propose
au contraire d’établir un train, propre a réaliser un rapport
de vitesses donné, le probléeme qui consiste a déterminer le
nombre des arbres intermédiaires et les proportions des di-
verses roucs présente dans la plupart des cas de trés-grandes
difficultés, et ne peut étre résolu que par une série de tatonne-
ments souvent longs et pénibles.

Voici quelques exemples de calculs de ce genre.

Horloge a secondes.— Pourrelier, dans une horloge, Vaiguille
des secondes a celle des minutes, il est indispensable de re-
courir a un arbre intermédiaire, afin d’éviter a la fois 'emploi
d’une roue & dents trop nombreuses, et I'engrenage intérieur
qui serait nécessaire si I'on voulait, conformément a I'usage,
faire tourner les deux aiguilles dans le méme sens.

Nous avons indiqué tout a Uheure le train

[=2]

£~
o

48

qui fournit une premiére solution du probléme.

(*) Quand ces denx arbres sont paralléles, il est commode daliveter ¢ AU
signe 4= ondu signe —, selon que les deux rotations sont de meme sens 08
de sens contraives,
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Mais, les pignons de 6] ailes étant assez défectueux, il est

préférable de ne pas descendre au-dessous de 8 ailes, ¢t d'em-
ployer, par excmple, l’unfdes'deux trains :

o
¥

o

. . P |
dont la raison est aussi égale’a ™+ 5o

Pour établir un systéme de rouages, il est indispensable
davoir le rapport € sous la forme d’une fraction rationnelle

a.b.c...
A.B.C....

dont les deux termes soient décomposés en facteurs compris
entre les limites que nous avons indiquées; et par consé-
quent, si I'un des termes de ¢ posséde un facteur premier
considérable, on est obligé de se contenter d'une approxi-
mation,

Horloge lunaire. — Considérons deux aiguilles, 'une mar-
quant les heures sur un cadran ordinaire, I'autre faisant un

tour complet dans la durée d’une lunaison : soit 29i 12 44™.
On a

__ 520 __ 180
¢ = %252; 10631

et 10631 est un nombre premier.
Le rapport
,__ 720  8x8
¢ T 42524+ 17 54X o

correspond & un train facile & exécuter, lequel est en erreur
T'une minute par lunaison.

Méthede des fractions continues, — Quand les deux termes
durapport = sont de trés-grands nombres, on déveleppe ce rap-
port en fraclion continue; et on cherche, parmi tes réduites
Successives, une fraction fournissant a la fois une décomposi-

16,
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tion convenable et une approximation suffisante. Cette még-
thode, indiquée pour la premiere fois par Huygens, est basée
sur la propriété qu’ont les réduites d’exprimer une approxi-
mation donnée avec les plus petits entiers possibles.

Application. — Supposons qu'on veuille construire une
horloge donnant a la fois le temps sidéral et le temps moyen,

L’un des procédés pour arriver & ce résultat consiste i placer
derriére Paiguille des heures un cadran mobile pluas petit que
le cadran ordinaire, ¢t concentrique avec lui. L’aiguille fair
sa révolution en 24 heures solaires, et marque le temps nioyen
sur le cadran fixe; elle indiquera en méme tempsVheure sidé.
rale sur le cadran mobile, sil'on s’arrange de maniére 4 donner
a celui-ci un mouvement rétrograde de 3™56%,555 = 236¢, 555
par jour moyen.

Comme le cadran contient 86400 secondes, le rapport de I
vitesse de Paiguille 4 celle du cadran est

86400000 6o ¢ 288000
— = U ——
236555 ° 47311

. 288000 ,, . . .
La fraction m, réduite en fraction continue, donne les
/
résultats suivants :
Quotients... 6, 11, =2, 3, 1, 152,
P 6~ 140 87 627
Réduites vo..  —~» /: —iq", 4—/"7 L, .- .
1 11 23 8o 103

La réduite
62

103

<1

3xrix19_ 66176
103 T 103 8

fournit une grande approximation.

I’important n’est pas précisément d’avoir de petits nombres
pour les deux termes de la fraction qui exprime la raison d'un
rouage & établir; il faut surtout que ces nombres soient décom-
posables en facteurs. Aussi, quand on ne trouve pas de frac-
tion satisfaisante parmi les réduites, faut-il avoir recours a des
fractions moins simples, parmi lesquelles il s'en rencontrer
souvent de plus avantageuses pour Pobjet qui nous occupe.
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Soiemg et &, deux réduites consécutives (lesquelles com-

i
prennent, comme on sait, la valeur exacte de la fraction
continue ); la différence de ces deux réduites s’exprime par
une fraction qui @ pour numérateur P'unité, et pour dénomi-
pateur le produit des dénominateurs ¢, ¢;. C’est uniquement
i cetie circonstance que les réduites des fractions continues
doivent leur propriété arithmétique fondamentale; et du mo-

L a c¢ . .
ment que deux fractions quelconques P2 satisfont a la re-

Jation
a ¢ 1
& L4
1) b d-bd’

toute fraction comprise entre celles-ci aura nécessairement des
termes plus considérables. La réciproque de cette proposition
est vraie.

Cela posé, quel que soit 1 procédé par lequel on soitarrive

\ , . a ¢ . .
ala découverte des fractions 2 il est facile de reconnaitre

el factiona+0
que la fr T d

de la propriété qu’exprime I'équation (1) : donc elle est la plus
simple des fractions intermédiaires, capables de représenter le
rapport donné. M. Brocot (*) a fondé sur cette remarque une
méthode élémentaire pour le calcul des rouages.

Cette méthode, qui n’exige pas la réduction préalable de
la raison £ en fraction continue, est basée sur emploi d’une
table dans laquelle figurent toutes les fractions dont les deux
termes sont inférieurs a 100, réduites en décimales et clas-
sées par ordre de grandeurs. Un rapport quelconque tombe né-
cessairement entre deux fractions contenues dans la Table, et
ces deux fractions sont évidemment les fractions erdinaires les
plus simples, entre lesquelles le rapport donne se trouve com-
pris. En ajoutant ces premié¢res fractions terme a terme, on
dura une expression moins simple, mais plus approchée, du

jouit, par rapport a chacune de celles-ci,

—

(*) Calewl des rouages par upproximat[on. Nouvelle méthode par Achille
Brocor, horloger, Paris et Londres, 1862,
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méme rapport; et on continuera ainsi jusqu’a ce qu’on ait
obtenu une [raction satisfaisante.

Enfin, quand l'exactitude rigoureuse est indispensable, on
est obligé de renoncer aux équipages de roues tournant sur
des axes fixes; il faut alors introduire’dans le train des roues
4 mouvement épicycloidal plan ou sphérique, combinaisons
auxquelles nous arrivons dans un instant.

Equipages de poulies.

Quand on ne peut pas transmettre dircctement par une
courroie sans fin le mouvement pris sur l'arbre de couche i
Parbre d’un outil, on a recours & un ou plusieurs arbres inter-
médiaires. Soient r et R les rayons des poulies calées sur les
deux premiers arbres, on a, pour le rapport des vitesses angu-
laires de ces poulies, la quantité

r

’I—{‘,
affectée du signe -+ ou du signe —, suivant que la courroie
est droite ou croisée.

Le deuxiéme arbre porte une scconde poulie {r,), reliée par
une nouvelle courroie a une poulie (R,) calée sur le troi-
sieme arbre, et ainsi de suite. La raison du train est donnée
par une formule

Pelielan..

TRR R

tout & fait analogue ala formule des roues dentées. Seulement,
les rayons des poulies pouvant étre dans des rapports quel-
conques, on naura jamais de difficultés arithmétiques du
genre de celles que nous avons rencontrées dans le caleul
des rouvages. Les poulies de renvoi, semblables aux roues
parasites, n’ont aucune influence sur les rapports de vitesses
des arbres entre lesquels elles sont installées.

Des moufles et palans.

Les moufles ou palans, appareils fort usités, principalement
dans la marine, se composent d’un certain nombre_de pOUlles
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dont les axes sont portés par deux chapes, 'une fixe et Pautre
mobile. Ces chapes affectent diverses dispositions { fig. 188);
mais les propriétés essentielles de 'organe sapt les mémes
dans tous les cas.

Le fardeau qu’il s'agit de soulever est attaché a la moufle
mobile : un cordon, fixé en un point de l'une des, deux
moufles, circule de l'une a P'autre en passant alternativement
sur une poulie fixe et sur une poulie mobile, jusqu'a ce que
Pextrémité libre se détache de la derniére poulie fixe pour
aboutir, sous le nom de garani, dans la main du manceuvre
qui cherche a soulever le poids.
~ Pour avoir le rapport des vitesses, il suffit de compter com-
bien il v a de cordons réunissant deux poulies. En effet,
quand la moufle mobile s’est élevée d'une certaine quantité,
chacun des cordons qui la supportent s’est raccourci d’autant,
et le garant s’est allongé de la somme de tous ces raccour-
cissements. Si donc on désigne par V la vitesse d’un point du
garant, par ¢ celle de la chape mobile, on a la relation

(1) V =nv,
n étant le nombre des cordons qui vont d’'une chape a Iautre :

Dans un palan, le rapport de la vitesse du point auguel est
appliquée la résistance, @ la vitesse du point o s'exerce
Peffort du moteur, est égul i lunité divisée par le nombre
des cordons.

Equipages de moufles. — Considérons deux palans, don-
nant lieu chacun a unc équation de la forme (1),
V == nv,
Vi=n'v;
on pourra, en combinant convenablement ces deux palans,
ohtenir les rapports nn’ ou ;’;—,, selon qu'on fera v =YV', ou

¢ =17, c’est-a-dire selon qu'on attachera la deuxiéme chape
mobile au premier garant ou a la premiere chape mobile. On
voit que Vune de ces dispositions donne naissance a des rap-
ports fractionnaires.
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§ VII. — MOUVEMENTS DRIFFERENTIELS.

Les équipages ordinaires de roues dentées, vis et poulies,
n’offrent que des ressources insuffisantes, gquand on veut
que le rapport des vitesses ait une valeur extrémement faible,
11 faut alors avoir recours a des ariifices particuliers, dont
le principe est d’avoir deux engins en quelque sorte opposés,
dont 'un défasse a peu de chose prés ce que I'autre a fait; le
résultat définitif est la différence des effets dus a chacun des
deux organes agissant séparément, et il est facile de rendre
cette différence aussi petite que 'on voudra.

Les combinaisons de ce genre sont connues sous le nom
de mouvements différentiels : en voici quelques exemples.

Treuil chinois ( fig. 1g1). — Le corps du treuil se compose
de deux cylindres de méme axe, et de rayons R, r, placés i la
suite 'un de l'autre et liés d’une maniére invariable. Le poids
a ¢lever est accroché a la chape d’une poulie mobile, et les
deux cordons qui supportent cette poulie mobile viennent
s'enrouler en sens inverse sur les deux parties du treuil.

Si Pon tourne la manivelle de telle sorte que la corde s'en-
roule sur le plus gros des deux arbres et se déroule du plus
petit, chaque révolution raccourcit Vun des brins rectilignes
d’une quantité égale & 2=R, et allonge I'autre de 2=r. On
gagne ainsi 2=({R—1r), ce qui correspond pour le fardeau a
une élévation représentée par

R—r
2

27

H

absolument comme si 'on avait un treuil ordinaire, de rayon
égal ala demi-différence des rayons du treuil chinois.

Seulement, quand on emploie le dernier systéme, on peut
aisément rendre R— r aussi petit qu’on le veut, tandis qu’on
ne saurait diminuer par trop le rayon d'un treuil, de crainte
de Paffaiblir outre mesure. Malgré cet avantage, le treuil chi-
nois n’est jamais employé, a cause de la quantité de corde
qu’il exige pour produire une élévation donnée.

Palan différentiel. — Cet inconvénient est évité dans le
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palan différentiel de Wilson ( PL. XIX, fig.188 bis). Imaginons
une sorte de treuil chinois, dans lequel les deux cylindres sont
remplacés par deux poulies légérement inégales, réunies dans
une méme chape qui figure la moufle fixe d’un palan.

Les deux bouts de la corde (qu’il n’est plus possible d’arré-
ter # la maniére ordinaire) viennent se réunir pour former une
deuxiéme boucle, qui pend librement au-dessous du crochet
de la poulie mobile, dont la disposition n’a pas changé. Le
froitement suffit pour empécher le glissement sur les poulies.

Vis différentielle de Prony. — Considérons un cylindre
servant de noyau a deux vis de pas différents. Les écrous de
ces deux vis étant maintenus par des guides dans une direc-
tion invariable, leur d¢cartement varie évidemment, pour
chaque tour, d’une quantité d¢gale 4 la différence ou a la
somme des deux pas, selon que les deux vis sont de méme
sens ou de sens contraire.

Dans la disposition imaginée par M. de Prony { fig.1g2), 'un
des écrous est formé de deux pieces fixes E, E: l'autre, F/,
est animé d’'un mouvement aussi lent qu’on le veut.

Les deux vis sont inverses dans le tendcur d'attelage des
wagons : elles équivalent géométriquement a une vis unigue
de pas double, tout en offrant plus de sécurité au point de
vue des ébranlements qui pourraient desserrer un pas trop
allongé.

Machine & aléser ( fig. 193). — Le cylindre qu’on se propose
d’aléser est fixe, et I'outil doit en parcourir lentement toute
la surface intérieure. 11 recoit 4 cet effet un mouvement de
rotation, qu’il s’agit de combiner avec un déplacement longi-
tudinal trés-lent. Or larbre de cet outil présente une partie
filetée X, laquelle pénétre dans un écrou E; e, si cet écrou
énit fixe, la rotation de l'outil ferait avancer celui-ci peur
chaque tour d'une quantité égale au pas de la vis.

Au lieu de cela, I'écrou tourne lui-méme dans le méme
sens que la vis, mais un peu moins vite. De cette facon, pour
une rotation absolue de la vis égale & un tour, larotation rela-
tive n'est qu’une fraction de tour, déterminée par la diffé-
rence des vitesses angulaires de Ja vis et de I'éerou: a cette
différence correspond une avance du burin, représentée par la
méme fraction du pas.
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Voici le tableau du rouage différentiel qui transmet le moy-
vement de la vis a Pécrou :

Vis — 36 36
37 — 306

Ecrou.

|
i
}

L’arbre auxiliaire est carré: ce qui permet & la roue A’ de
tourner solidairement avec lui, tout en glissant longitudinale-
ment a mesure que la roue A s'avance par Peffet du mouve-
ment de progression de la vis.

C’est par un artifice analogue que larbre de 'outil recoit

. m
son mouvement de rotation de 'engrenage fixe -

Compteur de JFollaston. — 11 faut encore citer, parmi les
mécanismes a mouvements différentiels, le compteur de Wol-
‘laston, que nous avons décrit p. 220. Enfin on rattache assez
souvent a cette catégorie les rouages a mouvement épicy-
cloidal, auxquels nous consacrons le paragraphie suivant.

§ VIII. — THEORE DES TRAINS EPICYCLOIDAUYX.

On appelle train épicycloidal un systéme de rouages dont
les axes sont portés par un chéssis, mobile autour d’un centre
fixe (*). Les deux exemples suivants sont choisis parmi les
plus simples.

Premier exemple ( fig.194). — Le mécanisme complet se
compose de deux roues concentriques, et d'une troisieme roue
dont I'axe A est porté par le levier OL, mobile autour du point
0. La roue A, qui constitue le train épicycloidal proprement
dit, engréne extérieurement avec la roue C, et intérieurement
avec la grande roue B.

SiI'une des roues B et C est immobhile, et qu’on fasse tour-

(*) Graham (1515) est le premier qui ait cité quelques dispositifs de ce
genre, sans donner d’ailleurs aucune indication générale sur teur théorie et
leurs principales propriétés. Willis, p. 361.
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ner le levier OL, la roue A prend un mouvement épicycloi~
dal sur la roue fixe, en entrainant avec eclle la roue mobile.
Les colliers a roulettes des arbres de grues (p.182) repré-
sentent, & la denture pres, un systéme de ce genre : la roue
extérieure est fixe, Uarbre tient la place de la roue cen-
trale C, et son mouvement détermine celui des galets ainsi
que la rotation de la couronne ou chassis qui porte leurs
arbres (ce chassis se trouve représenté dans la figure actuelle
par le levier OL).

Si la roue B n’était pas fixe, le mouvement du chissis dé-
pendrait & Ia fois des rotations des deux roues extrémes, con-
formément aux lois géndrales que ous allons exposer tout
a 'heure.

Deuxieme exemple (fig. 195). — Deux roues coniques
égales, A, B, tournant autour de deux arbres concentriques,
engrénent avec un pignon C, monté sur le levier mobile OM.
Le mouvement épicycloidal sphérique du pignon jouit des
mémes propriétés que le mouvement épicycloidal plan pré-
cédemment considéré; et la combinaison trés-simple des trois
roues A, B, C, est susceptible, comme nous le verrons, d’'un

" grand nombre d’applications intéressantes.

Nous avons déja rencontré cette disposition dans les sup-
ports des plaques tournantes. La roue B étant fixe, si 'on im-
prime un mouvement de rotation a la roue A (*), on oblige
le pignon C & tourner autour de I'essieu OM, qui se déplace
lui-méme avec une vitesse égale a la moitié de la vitesse de
la roue.

Comme dans notre premicr exemple, on pourrail n'avoir
aucune roue fixe.

Quand un train épicycloidal sc compose de plusicurs roues,
les rapports des vitesses de celles-ci sont les mémes que si
leurs axes ¢taient fixes. Les rouages intermédiaires ont pour
unique objet de relier les roues situées aux deux extrémités
du systeme mobile (**); et nous allons montrer que, quelle
que soit la disposition du train, il existe une relation linéaire

(*) Pour les grandes plaques, on agit de préférence sur Pun des galets C,
au moven d’une manivelle, folle sur arbre M.

(**} L’une de ces roues au moins doit ¢tre centrée sur le point fixe du chissix
(nous verrons tout i Uheure pourquoi).
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entre les rotations absolues de ces roues extrémes, et la rata~
tion propre du chissis.

Théorie générale des trains épicycloidauz. — Soit 04
{fig. 196) le chdssis tournant, dont la forme est absolument
indifférente. L'une des roues extrémes a son cenlre au point
O, sur 'axe de rotation du chassis. L’autre peut étre également
concentrique au chissis, comme dans les deux exemples pré-
cédents : en général, elle aura son axe {ixé en un point mo-~
bile A. Désignons par m la vitesse angulaire absolue de la
roue O autour de son axe, par r la vitesse de la roue A,
par rapport a son axe et,a deux autres axes coordonnés Az,
Ay, situés dans son plan et conservant des directions inva-
riables (*).

Pour nous rendre compte de l'action des rouages mohiles,
interposés entre notre premicre et notre derniére roue, sup-
posons le chdssis fixe; et calculons par les régles ordinaires
la raison ¢ du train lié & ce chissis (c’est-a~dire le quotient,
pris avec un signe convenable, de la vitesse relative de la der-
niére roue par la vitesse relative de la premiére). Pour fixer
les idées, nous supposerons les rotations positives; mais notre
équation subsistera, par suite de la généralité propre aux for-
mules algébriques, quels que soient les signes des quantités
qui y figurent. A

Soit a la vitesse angulaire du chassis OA autour du peint O:
la rotation de la roue O par rapport @ ce chissis est m—aq,
celle de la roue A est n—a. On a done, d’apres la défini-
tion méme de ¢,

{1) £=—

T m—a

n—a

Cette formule renferme toute la théorie des trains épicycloi-

(*) Je crois devoir appeler Yattention sur la maniére dont la signification
de n est déterminée, parce qu’on oublic guelquefois la nécessité de rap-
porter toute rotation autour d’un axe mobile 2 un systéme bien défini d’axes
coordonnds, par rapport auxquels on compte les angles de rotation. IVailleurs,
nous aurons ici & considérer également la rotation de la roue A par rapport
i un systéme d’axes mobiles tout différent de xAy, systéme qui s¢ composera
de Vaxe de la roue, de la droite 04, et d’une perpendiculaire i cette droite.
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daux : c’est a R. Willis qu’on doit d’avoir ramené cette théorie
3 un tel degré de simplicité.

Discussion de la formule générale. — Considérons d’abord
les cas particuliers o 'une des roues extrémes est fixe.

1° La roue O est fixe : en faisant dans I'équation géné-
rale (1)

m=o,
il vien
n—a

£ = a b
d’olt

n
2 a= n=a(1—¢).
(2) — (1—c¢)

Ces relations font connaitre la rotation du chéssis, quand
celle de la derniére roue est donnée, ou réciproquement (*).

2° La roue A est fixe, ou du moins n’a pas de rotation par
rapport aux axes x Ay :

—a

d’ol

(3) a= 2%, m:a(x——l)-

Te—1 3
3° Cas général. — Les deux roues extrémes sont mobiles:

n—a m: —n
P a—

E=-——1 =
m-—a £€— 1
d’olt enfin
! me n
\ a=— - 3
£—1 1—¢
‘ n-—a
(4) m—a--————»
( €
n=qa—+{m—a)e.

v

La valeur générale de a est la somme des valeurs qui corres-
pondent aux cas ol chacune des rotations des roues extrémes

(*) La raison ¢ est dans tous les cas une donnée de la question : elle dépend
uniquement de la composition géométrique du train mobile.
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existe seule: Peffet du train est donc de composer, pour ainsi
dire, en une seule, ces deux rotations indépendantes.

Différentes manieres de transmeitre au train Uaction d’un
moteur. — En général, dans un systéme de¢ rouages, tous
les mouvements sont pris sur un arbre moiecur, dont nous
représenterons la vitesse angulaire par p. Si Pon donne le
rapport a la rotation p de deux des gquantités m, n, @, ic troi-
sicme rapport est déterminé par les relations (4 ).

Le mouvement peut d'ailleurs étre communiqué au train de
deux maniéres différentes :

1° On peut transmettre le mouvement de 'arbre moteur aux
deux roues extrémes (ce qui comprend le cas ou l'une de ces
roues est immobile). On connait alors les rapports de m et n
a la rotation motrice p, et on calcule « par la formule (4).
Pour cela.il est indispensable que les roues extrémes aieng
leurs axes fixes, c’est-a-dire qu'elles soient concentriques
avec le chissis, afin quon puisse leur donner le mouvement
par les procédés ordinaires.

2° On peut, au contraire, communiquer le mouvement au
chéssis et a I'une des roues, laquelle est nécessairement con-
centrigue au chassis (*).

Dans le premier cas, sil'on a

m=—yup, n=vp,
les formules (4) donnent

a_  upe—v me v
{5) — =1 = .
p  e—1 e—1  I1—¢

Dans le second cas, si
m=—ypyp, a=qap,

on trouve, par les mémes formules (4):

(6) ;—::a(l——-s)—}—‘us‘:x—}—e(‘u-—a).

(*} On voit que, dans toutes les dispositions, il ¥ a toujours au moins une
des rones extremes, dont Paxe coincide avee Paxe du irain mobile.
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Ces équalions ne présentent aucune difficulté pour I'appli-
cation. Tout se réduit, dans chaque cas particulier, & calculere.
Or, pour ce caleul, le chassis doit étre supposé en repos, ce
quitransforme le train épicycloidal en un sysieéme pur et simple
de roues dentées dont les axes sont fixes (*): la seule précau-
tion a prendre, ¢'est de bien faire attention au signe de la rai-
son 2, ¢t au sens dans lequel cette quantité doit Sure prise.

{sages des trains épicycloidaic.

Les trains épicycloidaux s’emploient pour quatre objeis prin-
cipaux :

I. Lorsque le mouvement épicycloidal est une partie de
Teffet a produire, comme dans la plume géométrique de Suardi
pour le tracé des épicycloides, la mouche de Watt, certains
planétaz'res, les corderies des mines et de la marine, etc.

II. Pour établir entre deux axes fixes un rapport de vi-
tesses déterminé avec une grande précision, lorsque ce rapport
est composé de termes ou figurent des nombres premiers con-
sidérables, et qu’une approximation n’est pas admissible,.

IIl. Pour produire un mouvement différentiel.

IV. Enfin, pour concentrer sur une méme roue 'action de
plusieurs moteurs indépendants.

Donnons des exemples d’applications qui se rapportent a
chacune de ces quatre catégories.

I. Mouche ou roue planétaire de W att ( fig. 197). — Dans
cet appareil, imaginé par Watt pour transmettre le mouvement
du balancier de sa machine & l'arbre du volant, le train épi-
cycloidal se compose de deux roues, A, B, dont les centres
sont maintenus &4 une distance invariable Pun de Tautre, par
le moyen de la tige AB.

La roue A est calée sur Parbre du volant, et latige AB est
folle sur le méme arbre (**). Quant a la roue B, elle est soli-

(™) 11 est d’ailleurs évident que Ja théorie s'applique sans modifications aux
¢as oir le train comporterait d’autres organes que des roues dentdes.

(**) En supposant la tige ealée sur I'arbre A, on pourrait supprimer les deux
toues dentées, et Pon obtiendrait avee plus de simplicite la transmission vou-
lue. Clest ¢e que Watl fui-meme s'est empresse de faive dés que le systéme,
alors brevets, de bielle et manivelle, est tombé dans le domaine public.
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daire de la bielle BC; et, comme celle-ci reste sensiblemeny
paraliele a elle-méme, on peut admettre que le mouvemen;
de Ia roue B est un pur mouvement de translation.

Si done on considére ceite roue B comme la derniére roug
dua train porté par le rayon AB, on a

n=o,
par suite
m 1
—_— =1 —— =
a £
. . . . s A

Or la raison du train mobile est égale & — B done
m +
-_——x —_
a A

En faisant, avec Watt, les dcux roues égales, on a
m—=2da:

c’est-a~-dire que le volant tournera deux fois plus vite que la
manivetle. On obtiendrait un rapport de vitesses quelconque,
en multipliant les roues intermédiaires.

Paradoxe de Fergusson. — On connait sous ce nom un
petit mécanisme assez ingénieux, destiné & mettre en lumiére
les propriétés des rouages épicycloidaux.

Le chassis du train mobile se réduit a la manivelle horizon-
tale OM ( fig. 198), qui tourne librement autour de Pessien
fixe OI. La premiére roue A est invariablement liée & cet
essieu fixe; clle engréne avec une roue parasite B, a la suite
de laguelle se trouvent trois roues indépendantes C, D, E,
dont les axes géométrigucs coincident.

Laroue A ayant par exemple 20 dents, les nombres respec-
tifs des roues C, D, E (qui doivent étre considérées chacune
comme la derniére roue d'un train particulier) sont

C=19, D=120, E=21.

Quant au nombre de dents de B, il est indifférent.
Cela posé, comme la premiére rove, commune a nos reis
trains, est fixe, la formule & employer est

n=a{i-—e);
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etV on doit faire dans cette formule, suivant que Pon considéra
fes roues §, D ou K :

20 20
§== — e—1, £=-—.
19 21

La substitution de la premiére valeur de ¢ doune n <o, la
deuxiéme 2 = o, ot la troisiéme 2 > 0. 1} suit de 1 que, si
I'on fait tourner & la main le levier OX, les roues C et B
prendront des mouvements de¢ rotation de sens contraires,
tandis que la roue D se transportera parallelenient a elle-
méme. ‘

Apparetl automatique de Fulton et Cutting pour la fabri-
cation des aussiéres. — Cette machine, empIO) ¢e depuis 1799
dans ies corderies de la marine et des mines, pour le com-
mcitage des torons (¥}, s¢ compose d'une grande roue dentée
fixe, et de quatre ou cinq pignons égaux, dont les axes sont
portés par un fort anneau ou volant concentrique a la roue
{ fig. 199). Aux pignons P, P,..., correspondent un pareil
nombre de chissis a bobines horizontales, chargées chacune
d’'un toros, qui poarticipent au mouvement épieveloidal déter-
mind par la rotation de Vanneaw autour de axe de la roue
fixe.

Ces divers torons, en sortant de feurs bobines, s'¢lévent ver-
ticalemen:t jusquau niveau d’antznt de poulies de renvoi, lides
invariabicment a Yarbre moteur; puis ils viennent converger
an sommet de cet arbre, ot sont recus dans un entonnoir oll.
en se resserrant les uns contre les autres, ils recoivent la tor-
sion nécessaire, par Telfet de la rotation relative de leurs
chdssis. En méme temps, la rotation de Panneau produit 'en-
roulement des torous en helice, lequel seffectue souvent
autour d'unte mceche centrale ou ame,

(" Pour constituer un eable, on forme, en tordant des fils de curet, une
premiére corde nommée roron, laquelle est 1'élement de tous les cables. Plu-
sieurs torons tordus ensemble formeni une aussiére. Entin le commettage
de plusieurs aussicres produit ce que tes marins appellent un grelin. Pour
l’usage des mines, on coud ensemble plusienrs anssicres plactes une o c6Ld
de Tautre, de fagon i obienir un cdble plat.

I. 1:‘
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deus arbres un aupport

«’.

o Quand an veut dablir enire

i vitesses exprime par nne fraction —» dont Pun des ternies

(Cl "

1

cnomeins renferme des
aUune approximation nest pas admissible, les ¢quipages ovdi-
fros de roues tournant sur des axes fixes deviennend insafti-

bres premicrs conshilérabies, ot

sanisg et on est obligd dintrodaire dans fe train une ou plu-
lours rouns amouvement cpieyc Iu.“zﬂ.

Suppesons d’abord que 1o dénominateur de la raisen donnde
<oit le produit de facteurs convenables, et gqu’on ait, par
«xemple,

Q :fg/’l
Posons
P z |y fx LR
——F = T g — Y 5 T 7
fog ™ gh fh feh ' foh

en introduisant deux indéierminces x et y.
On 'z entre ees deayx indétermindes qu'une relation unigie

fr4+ g =0,

izquelle admet, comme on sait, une iniinité de solutions en
nombres entiers {positifs ou négatifs), sous la condition tou-
jours facile & remplir que les coelficients f et g n’aient pas de
{facteurs communs, P étant un nombre premier.

Une fois qu'on a trouvé des valeurs convenables pour
et pour ¥, il est facile d’identifier ¥ équation

7{‘ K
Q7 g T

ayee Péqguation géndrale des trains dpicycloidaux,

« 2 I
el A e )
[) e—1 I—:

dwis bugnelic v peuaid disposer des gquantites o, v, =

Pour réaliser celte conception, nous remarquerons gue, 1o
yrain proprement dit élant icl purement aceessoire, la compe-
sitionn de ce train importe fort peu. 1 convient de le rédulr
a deux roues d'angle, indépendantes et dgales, relicées pev
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aue troisierne rouwe dangle a mouvement Epieyeloidat sphe-
dque [ fig. 195 ). Cette combinaison donne

o I
izme— i, — = —{u-yhL

) ot

i

tela posé, soil O { fig. 200) Varbre wmoteur, A un arbre fai-
sant corps avec lessicu de Ia roue dpieycloidale, arbre dont
la vitesse angulaire est @; enfin soicut M et N les deux roues
dangle, fixces a des canons concendrigues a Parbre AL Ta
figure montre que Parbre moteir O transinet e mouvement :

Fuane part 2 la roue M au moven du train

S

O

Fautre part a la roue N au moyen du train

On a done

de Ak

a1 <DE ‘ I_]_x

arbres A ¢t O (7).

(& .4,)[;1[&1[[0/1 anmerigne. -— feoposons-nous de caleuler un irain pour
relier Paiguille des heures d’une horloge erdinaive, avee uae aiguille fuisant
A tour de cadran dans wnd Tunmson.

Une Junaison moyenne .o g2 0058 — 2051040%
12 heures eomprennent, ., ... . P KPR

I7.
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l)
Quand les deux termes de la fraction 0 ie sont ni Nun nj
Pautre décomposables en facteurs, on prend un dénominateuy
arbitraire fgh, ct on pose

v (ren)

* ()

Puis, considérant séparément les fraction-
Iy Q
v 73
fah f<r/1

on calcule par la méthode précédente deux trains dout les
raisons respectives soient :
a p 174 O
p fgh' p T foh
En installant ces deux trains a droite eta gatche de larbre O,
dont nous représentons toujours la vitesse par p, on commu-
niquera a axe A la vitesse @, a Yaxe A’ la vitesse «’; et on
aura, pour le rapport des vitesses des deux derniers arhres,
a P
o Q
Horloge lunaire de Pecqueur ( fig. 200, — Voici une autre
disposition d’horloge lunaire, fondée toujours sur les mémes
principes.
I’arbre motcur O, dont la vitesse angulaire est p, donne le
mouvenient a la roue folle L, qui joue le role de chissis mo-

fe rappoit de ces deax nombres est

113 Soois

= 1
435200 14000

et $H04510 est un nombre premier.
Les méthodes de Vanalyse indétermince fournissent I decomposition
Sh0fRt o ho | 71279

= — — =+ = k]
14400 6< G 20 < 52

« 1 t {80 < 00 713X 79
A:—‘\’j——'—-‘)> - ——— 4 —— )
3

P 2 66 233 32
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pile. Quant au train épicycloidal, il comprend les quatre roues:
b, B, ¢, C. Laroue b est fixe, les autres sont disposées confor-
mémentaun diagramme suivant :

Houe fixe. Dern. rouwe,
b e — ) —
B e e

Dapres la composition de ce train, en considérant la roue
fixe comme la premieére, on a
be

[

BC

Dlantre part, ke raison de Pengrenage qui produit te mouve-
ment d’entrainement est

l
Y= —— —
L
On cenclut de ces valeurs, ainsi que de la condition m==o:
n ( . L ch—CB
—=a(l—g)= =
p 'L T CB

Voici les nombres qui se rapportent a I'horloge de Pec-
quenr:

{=31, b=062, ¢=233,

L— 5, B=85 (=f:
44609
p 188190

446
La fraction Lf %)
1881go

port de la semaine au mois $unaire de 2gi,530588.

représente a peu de chose pres le rap-

HI. Les trains épicycloidaux se prétent aisément, avec un
faible nombre de roues, 4 la réalisation de rapports trés-petits :
il sufit de faire en sortc que les deux termes du second
membre de Péquation (5) (p. 254 ) aient des signes contraires,
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en msme lemps que des voleurs numériques pea difiérentes
On construit ainsi des compteurs d’une grande simplicité,
Imaginons un train formé d'une roue fixe A { fig. 202), une
roue  de méme ave et de méme diamoire, enfin d'un long
pignon parasite B, dopt Paxe est porté par fa manivelle OL. Lz
rone A cempte ane dent de moins que la roue et Von o
A B C—1

B €«

i
T — =
L

d'nu, comme m=o:

§8iVon prend G =1oo, le rapport des vitesses estde 15 oi
obtiendrait uue réduction plus considérable en introduisant
dans le train quelques rouages intermédiaires.

Mais un mdécanisiae qui présente dans ce genre des res-
sources pour ainsi dire illimitées, cest celui que représente
la fig. »03.

Le train proprement dit comprend auatre roues dlangle,
avoir : deux roues animées d'un mouvement épieveloidal
sphérigue autour du centre O, et deux roues extrémes tour-
nant sur des canons concentriques, La composition de e teain
est la suivante :

Devnicee rowe,.. B

Axe mobile.... b — — 4

Premicre rove.. oL ..«

On en conclat

L’arbre moteur PQ donne le mouvement & Parbre do la pre-

. ¢ \ AR
wiere roue. par Uengrenage l{,iv et & P'arbre de la dernicre
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{
par Yengrenage placé symétriquemer 1‘”

d’ou, en appliquant la formule (5) {p. 2541
a _ abeD — ABC z'
P (ab4+AB)CD
La combinaison de ces huit roues permet de réaliser presins
tous lesrapports de vitesses imaginables, En faisant ¢
a:83, 1):83, ¢ =83, d =82,
A=84, B=065, (=106, D=R83,
on trouve

I
T 108.646.502

=R

f ]

IV, Eafin rien v'empéche de Supposer les moteurs qui
donnent le mouvement & la premiére et & fa derniére roue d'un
train, absolument indépendants I'un de Pautre. Le mouvement
transtuis aa chissis dépend alors des lois spéciales qui ré-
gissent laction de ces deux moteurs (*).

On a imaginé dans le siécle du‘mer un grand nombre de
mécanismes de ce genre, a effet d’obtenir une horloge mar-
quant le temps vrai. On décomposait le mouvement du soleil
en deux mouvements élémentaires @ Uun uniforme, corres-
pondant an temps moven, et autre varié, représentani la
gquantité a lagquelle, cn astronomie, on donne le nom d'éyuu-
tion du temps. Le premicr de ces deux mouvements s’obte-

nait au moyen d'une horloge ordinaire, formant 'une des ex-
trémités d'un train épicycloidal. En Commumquam, d’autre
part, au levier du méme train un mouvement lent représentant
I'équation du temps, le mouvement de la derniére roue se
trouvait identique au mouvement du soleil vrai.

(*} Cette combinaison otfre surtout de T'intéret quand le mouvenment com-
munique & 'une des extrémités du train est variable, car antrement il seail
inatile d’emplover deux moteurs distinets,
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Mais voici Fapplication la plus intéressante de ¢e principe.

On sait que, dans les filatures de coton, la meéche, aprés
avoir €1é soumisc a unc séric d’étirages sans torsion, doit
subir dans les bancs a broches un nouvel élirage accompagné
d’une faible torsion : on obtient ainsi un rudiment de fil, qu’on
peut renvider sur une bobine, ct filer ensuite dans les muil-
jeany. Pour cela, au sortir d’une derniere paire de laminoirs
étireurs, la méche passe sur une ailette qui tourne trés-rapide-
ment, puis sur une bobine. Mais Penroulement serait trop
rapide et le fil se hriserait, si la bobine était immobile : aussi
a-t-on soin d'imprimer a celle-ci un mouvement de rotation
de méme sens que celui de Pailette, de maniére que Penrou-
Iement s'opére en raison de la différence des vitesses. 1 v g
plus ¢ si Pon veut que la longueur envidée soit constante
dans un temps donnd, il faut que la bobine s’accéleére & me-
sure qu’elle grossit, afin que le produit du rayon d’enroule-
ment par la différence de vitessc angulaire reste invariable.

La maniére la plus ingénicuse de produire cette aceéléra-
tion est la suivanie, inventée par Houldsworth {1826).

Concevons deux roucs d’angle A, B { fig. 204), égales et
concentriques, reliées par un pignon E a mouvement ¢épicy-
cloidal sphérique. L’axe de ce pignon est supporté par une
saillie ou mentonnet, logé dans Vintérieur d’une grande
roue D, laquelle représente le chdssis du train : cette roue,
par une denture extérieure, recoit du pignon € un monve-
ment accéléré,

Aver ces données, on a:

€ —=—1

b

n==—{(m-—aca).

La rotation m de la roue A étant uniforme, et la vitesse du
pignon C variant suivant une loi cenvenable, Ia formule gui
précede fait connaitre la loi du mouvement de Yarbre de fa
reue B, lequel est Varbre de la bobine.



CHAPITRE IV. — VITESSES EN RAPPORT VARIABLE. 265

\ CHAPITRE IV.
ORGANES DE MACHINES,

CLASSE P. — SENS DE LA TRAXNSMISSION CONSTANT. — RAVFORT
DES VITESSES VARIABLE.

Nous avons condamud en principe les mecanismes daus
lesquels Ia transfermation d’un mouvement continu en uin
autre de méme nature s’effectue avec un rapport de vitesses
variable.

Parmi ces mécanismes, il y en a beaucoup daus lesquels ta
variation du rapport des vitesses est un inconvinient gqu’on
subit, pour une raison de simplicité ou pour tout autre motif.
Au contraire, dans un grand nombre de cas, Uirrégularité du
mouvement transmis par certaing organgs est un moyen de
compenser des irrégularités d’une autre cspéce, lesquelles
proviennent soit du moteur, soit de la résistance, soit méme
dune autre partie de la transmission : a ce point de vue,
Pétude des mécanismes & rapport variable présente un véri-
table intérét.

Géométriquement, les organes compris dans la classe B
dérivent pour la plupart des appareils analogues qui répondent
au cas d’'un rapport constant : ¢'est ce qui en simplifiera heau-
coup Ja deseription.

§ IX. — Prrwizg GENRE. — TRANSMISSION DU MOUVEMENT
PAR CONTACT.

On trouve dans la premiére section (p.152) la solution gé-
nérale des problémes auxquels donne lieu le mouvement de
deux solides, assujetlis @ rester en contact. Nous n’avons
done pas & revenir ici sur la partic théorique des questions
qui font Pobjet de ce paragraphe : nous nous bornerons &
donner quetques exemples des mécanismes les plus usités,
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cnocommencant par coux dans ]csquels le mouvement Ja.
picees en rapport est un roulement simple.

Prevmier gxexere. — fllipses ef courbes déricées. — Congi-
dérons deux cliipses égales, placées bout a bout comme |,
représente la fig. 205, ot mobiles autour de leurs foyers res-
peetifs Cet G, A partie du point de contact, prenons sur les
deux courbes des ares égaux AM, AM, @ en vertu de la symé-
trie, CM est égale & D ML Les rayons vecteurs €3, C M, for-
nient done une somme égale au grand axe de Pellipse, ¢’est-i-
dire 2 Ia tongueur CC.: par suite on peut amener les points
M et M, & coincider sur la ligne des centres; et cela [fiit,
comme la tangente & Pellipse est ézalement inclinée sur le
deux rayons vecteurs, les deux courbes dans feurs nouvelles
positions seront encore tangentes.

St done on sarrange de maniére a obliger les deux cilipses
a se toucher constamment, on aura pour leur mouvement re-
Iatif un roulement simple (7). Le rapport variable des vitesses
angulaires correspondantes est deune, dans chague phase du
mouvement, par la relation

15} r

4 r

s valeurs exirémes dc ce rapport sou

o— ¢ a-i-c¢
- et —

{a—+ ¢ o— ¢

Courbes dérivées de Ueilijpse, —Si I'on voulait que {ers
des vitesses angzulaires atteignit plasicurs maxima dans e

prio

Y Deux cames, taillées suivant les profids de Lo fig, w05, ctablirout une

5

transmission de mouvement sans trottement entra les deux arbres paralieles

(C) et (€5 et i1 est A remarquer que, (C) étant motewr of tournant daus 12
v

sens indiqué par Ta fléche, la transmission du mouvement sera géométrique-
ment obligatoire pour les positions telles que €D, CDY, sans qu'il soit besoin
de faire intervenir Padhérence des surfaces.

Tes choses sont ainsi jusqu'a ce que les cames soient arvivies en ¢, ed,
Mais, it partic de ee moment, le mouvement de Peilipse conductrice continwt
toujours dans le meme sens, il w'en resultera plus de pression sur la courbe
conduite; ef Tes deux surfaces se sépaveraient, si 'on n’avait soin d’employer

artienlise, On pourrn, par exewple, denter les portions des rames

cad correspondent & la deuxiéme periode dia mouvement.
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seule révoluiion, ou bica siles deux courbes devaient faire des
nombres de tours difféyents dans le méme temps, le system
des deux ellipses deviendrait insuffisant. On emploie dans ¢«
cas des courbes qui présentent un certaln nombire de lobes
égaux, chacun do ces lobes correspondant & un maximum et o
wm minimum du rapport g

‘

Ces courbes dérivent de Ueilipse suivani le mode indiqud
(p. 157). Pour construire, par oxemple, une courbe bilobde.
nous menerons par le fover d'une ellipse { fig. »c6; une série
de ravons vecteurs faisant entre cuv des angles ¢gaux a une
partie aliquote quelconque de . lu demi-circontérence. Puis,
ayant tracé quelque part un angle droit «fb, nous diviserons
cet angle en un nombre ¢zal de parties, ¢t nous porterons sur
les Tignes de division lex longucurs des rayons vecteurs AL
FA,,.... de Tellipse. Les points oblenus forment un certaii
are de courbe. En constraisant trois ares svmdtriques dans
les trois autres angles droits contigus. ouw acheve le profil
demandé (%),

On construirait une ceurbe & wols saillies, en prenant ua
angle de Go degrés « 70 pour corvespondre w deax angles
droits ( fig. »o7 ).

Les courbes fournies par les tracés précedents ne sont autie
chose que les trausivunées guon oblient en placant P'eilipse
AAB sar un cone de rvévolution, et développant ee cone sur
un plan. On peut combiner deux a deux tontes les courbes qui
proviennent d'une méme ellipse, placée sur un ednearbitraire :
pour quc le mouvement soit continu, ces cones doivent étre
choisis de manicre que la transformce occupe une partie ali-
quote de la circonférence.

L'équation do Ia courbe & 2 lobes est

12 ht
=

VIe bt -2 ccosnd

nétant un entier quelcongue.

( ) Selon la valenr de Vexceutrieité de Vellipse, la eourbe affecters 'uns
; . e .
ou Pautre des deux {ormes indiguées par b tigure,

o . . . . .
(") Les eourbes qui nous oceupent préseutent frecquemment des peints i
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Les transformées d’ellipse, combindes avec des arcs de
cercle, répondent & des mouvements dans lesquels te rapporg
des vitesses est alternativement eonstant ou variable.

Decxiine exenvik. — Emplot de la spivale logarithmigue,
— Considérons deux spirales logaritinmiques, égales et ip-
versement placées (fig. 208 ), tangentes en un point quel-
congue, A, de la ligne qui réunit leurs poles €, C,.

Soient AM, AM, deux arcs infiniment petits ¢égaux. Ey
vertu de la détinition de la spirale logarithmique, les angles
CMA, M,AC, sont égaux : done les triangles infinitésimaux
ANM, AN, M, sont aussi ¢gaux, et Von a NM = AN..

il est done possible d’amener sans glissement les poinis M
et M, & coineider sur Ia ligne des centres, en Ny; les deux spi-
rales seront tangentes en ce point, et jouiront des mémes pro-
priéiés que les ellipses que nous venons d’étudicr.

Pour appliquer ces considérations géométriques, on exécule
deux cames en prenant peur profils des polygones réguliers
¢gaux, et remplacant chacun des cOtés rectilignes de ces poly-
gones par deux arcs de spirale. Dans la machine & imprimer
de Bacon et Donkin ( fig. 2cg), on trouve deux carrés tournant
respectivement autour de leurs centres. et portant chacun S
ares de spirale {*).

. . . ooy 1
Levapport des vitesses angulaires varie de y2 & —-

fiexion. Ces points sont déterminés par 'équation

1
Cosnl = — — 3
VR —1e

leur existence dépend done Jde 'incgalité

L

£y 3
w1

ou

— - 3.
<u’ - v

4 n
@
{*) équation génerale de la spirale logarithmigue ctant

me
[adoly 71 <4

’
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Tro1sikME EXENPLE. — Presses Normand. — On a remarqué,
a TExposition universelle de 1862, un systéme nouveau do
presses mécaniques destinées a imprimer une feuille des deux
cotés a la fois.

Le papier est placé entre une table de marbre mobile, ¢t
un rouleau qui porie la composition. Il importe que les
mouvements de la table et du rouleau soient parfaitement
synchrones, sans quoi le papier se déchire, les caractéres
susent et se déforment : en un mot, Iimpression est mau-
vaise. Avec les presses ordinaires, ce résultat cst facile a ob-
tenir; mais dans les presses i impression simultanée des deux
eotés, on emploie, pour transmettre le mouvement du rouleau
alatable, un joint universel, ¢’est-d~dire un appareil & rapport
de vitesses variable, dont nous allons voir la théorie dans un
instant. :

Les choses étant ainsi disposées, si Pon veut rétablir le
synchronisme des mouvements de latable et du rouleau, il suf-
fit d’intercaler, entre celui-ci et le joint universel, un nou-
veau mécanisme a rapport variable, lequel annule effet nui-
sible du premier. Ce mécanisme, dans la presse de M. Nor-
mand, consiste simplement en un pignon ovale, conduisant
une crémaillére ondulée : les profils sont déterminés de ma-

il est facile de déterminer les valeurs des constantes « et m, de manisre &
obtenir un are de spirale passant par les points A et B.

En premier lieu, le paramétre « n'est autre chose que le rayon vectewr qui
correspond i 6 = 0, c’est done le demi-eotd du carré donné.

Fnsnite, on doit avoir simulianément

6=+ r=asn:.
Done
m_
Vi=e ‘*,
e
~-
I T T T L T,
yr=r "moe= =0, 34123,

En calcutaut, an moyen de cetie valeur, Jangle que fait da tangente a la spi-
ree avee e ravon veetenr, on irouve

Gno oo,
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H

da pignon produise nui-

niere Guo e omouvementi varic
formité du mouvement de fa ceémailldra. Le probléma aing
p0sC ne presente pas ia moindee difficulté. En elfet, nous s-
voirs trowsver le centre instantand de Ia rotation retantive du pi-
guoi, quaind nous connaissons ie rappurt qui doit exister entrg
la vitesse angualaire do celii-cl et I vitesse de transiation de
fa erémailicre. Lo Heu de ces contres, o
pou au pinn

nsidire, soit par rap-
maii
fe [uis To cowrbe ovale et le profil ondulé «

frosoin.

erey, diétermine
ont nous avons

s, soil par rapport 2 la o

1
H
1
]
33

(QUATRIEME EXEMPLE. — Sjsténe de deux roues dentées dont
lune est excentiée ! fig. 210). — Cette combinaison, ou n'en-
trent gaoe des roues dentées ordinaires, est une des pius
simples quon puisse imaginer pour ¢établir un rapport variabie

entee les rotations de deux arbres fixes paralléles.

Cet G, sout les projections des axes de rotation. Le ceatre
de la roue B ne eoincide pas avee fe poiunt &, ; et pour ubtenir
Ia transmission du mouvement inalgré cette excentricité, on
[ait usage d'une roue parasite P, muintenuce en contact avee
les roues extrémes au moyven des barres CC/, CO.

Soient R et B, les rayons des roucs & ¢t B, e Pexceniiicitt
£, 0z le rapport des vitesses vario de

I . I8

i .

R; - e R. —_—

CINQUIEME BXEMPLE, — Howues  Olwiis flemer { fig. 211 —
¢ sont deux roues ironc-cuiinpies iinersement placies.
Ldentcs o dx manicre ordinaire, et

Pautee porte une série de pointes dout an détermine les posi-

Lune de ces roues o3

tions, suivant la 1oi de mouvesicnt Juon veut obtenir, En
appelant By Tes sevons extrémes de la premicee roue.
R, s/ ceux de T deuxiome, fe rapport des vitesses varic de

B I
? Hy ;T.

SIXEME EXEMPLE. — Howe de cheng coes:
Pl XNIiI, fig. 212, — Cosyste
pond au cas de deax axes cencouy

oty Ly guls

faeile a comipronang, 1o

s ceisngulaires s iba
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se eniployé, comine le pricédent, pous {igurer ie mouvenent
des planétes.

SEPTIEME EXEMPLE. — /(s & pas variable. — Enfin, engrenage
de la vis sans fin peut ¢galement se transtormer de maniére
aprocurer une transmission non uniforme : il suffit pour cela
de faire varier le pas de fa vis, ¢'est-a-dive de remplacer,
pour la génération de Ja surface hélicordale, Uhélice ovdi-
paire par une courbe déterminee ¢n vue de Ueftet gu'on veut
obtenir.

Systemes dwns lesquels le rappoii ves vitesses varie
brusquement.

In composant deux roues par la réunion de plusicurs see-
reurs deniés | fig. 213}, dont les rayons sount difidrents, on
obticnt des organcs ot le rapport des vitesses change brus-
quement de valeur.

Eofin les méeanismes représentcs par les fig. 214 o1 215
servent & produire un mouventent intermittent. On voil gue,
dans ces systemes, I'une des roucs {la roue conductrice) a
une partie de sa denturc enlevée : pendant que cetle partie
est en prisence de Pautre roue, lu trausmission cesse davoir
lieu.

§ X. — Deuxikve GENRE. ~— SYSTEMES ARTICULES A RAPPORT
DE VILESSES VARIABLE.

Considérons deux corps aniniés de wouscients cireulaires
continus () autour de deux axes {ixes; et distinguons, coinme
dans Ia classe précédente, le cas o fes axes des deux roia-
tions sont paralleles, et celui ot ¢ drux ines concoureni en
un point.

4" Axes paraliéles.

Deux manivelfes, OA, EB{ /fg. 216}, wobiles autour des axes
lixes et parallcles O etE, sont reli¢es i leurs extrémités parune

% . . ; . :
(") Les eas ot le mouvement de Pun des corps sest pas susceptible de se

continuer indéfiniment dans le mome sens scroni tiaiids dans le chapitre sui-
vant,
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barre rigide AB. Soient R et r les rayons des circonférenceg
décrites par les deux points d’articulation, «a la longueur AB,
enfin ¢ 'excentricité OE. Cherchons d'abord sous quelles con.
ditions le mouvement pourra étre contizu.
8i les deux circonférences étaient concentriques, la seule
condition scrait que la longucur du lien fai comprise entre
R—r et ¥ + 7 le rapport des vitesses scrait constant, et leg
mouvements des points A et B différeraient sculement en ce
sens, qu’il n’y aurait pas synchronisme entre leurs phases,
Introduisons une certaine excentricit¢ e : les limites de Iy
longueur @ deviennent R—r—+4-e et R34 r—e: cest-i-dire
qu'on doit avoir
a>R-—r+e,
a<R—-4+r—e.
Or, ces deux inégalités ne sont compatibles que i ¢ oes
plus grand que e. Donc :

Pourque les mouvements de deux manivelles réunies paruny
barre rigide articulée soient susceptibles de se continuer indé-
Siment dans le méme sens, il faui :

1° Que le point fize de la grande manicelle scit dans Uin-
térieur du cercle décrit parle bouton de te petite (*);

22 Que lu longueur du lien soit comprise entre les dews
segmenis détermiinés, sur le diametve de la circonférence g

(*: Nowre analyse laisse en dchors le eas isolé dans lequel on a i fu fois
R =7 ct w=r¢. Avec ces hypothises particulicres, l¢ mouvement continu st
possible de deux maniéres diflérentes : soit que la bielle se tienne constam-
ment parvallele & la ligne des centres, auquel cas les vitesses des deux nani-
velles sont nécessairement égules, soit que la biclle, an contraire, vienne cow
pev Ja ligne des centres dans Pintervalle des points fixes des deny mani-
velles, e qui établit un rapport variable entre les deux votations.

Dans ce dernicr cas, quand les manivelles sont plus petites que la distance
des arbres, la relation de mouvement de ceux-ci est la méme que celle
qu'on réatise au moven des deux ellipses de la fig. 205, (rand les manivelles
sont plus grandes que la distanee des centres fixes, le mouvement est cotui de
deux hyperboles disposées d'unce facon analogue.

Pour Vanalyse compléte des propriétés du systéme géométrique gui noiis
occupe, je renverrai a ouvrage de M. Girault, intitulé = Géomeérrie appliqie”
& la transformation des moveoments.
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co,ms])ond & la grande manivelle, par le point de la deuxieme
circonférence dont la distance & la premiére est un maxi-
munt.

Daus ces conditions, le mouvement du point B étant sup-
pos(' uniforme, la vitesse du point A varic comme le rapport
des deux segments DO ct DE (7). La biclle n’est jamais en
ligne droite avec aucune des deux manivelles, de sorte qu'il
p'y a pas de points morts.

Projetons les mouvements des points A et B sur le diameétre
commun aux deux circonférences.

La rotation du point B ¢tant uniformie, fa projection de ce
point est animée d'un mouvement oscillatoire parfaitement
svmétrique, dont les lois sout repriésentées par les courbes
de la fig. 16.

Le mouvement de la projection du point A est également
an mouvement de va-et-vient; mais il w'y a plus symétrie
entre les deux demi-oscillatiens. En effet les points extrémes,
A, et A, de la course de cette projection répondent aux po-
sitions B, et B, de la picce animde d’un mouvement uni-
forme : done le rapport entre le temps de Iz deseente et celui
de la montdée est égal au rapport des deux portions de la
circonférence (E), déterminées par les poinis By et B,.

Cette irrégularité est avantageuse dans certaines machines,
telles que les élaux limeurs : Uoutil descend fentement, tan-
dis qu’il a de la résistance a vaiuere; le retour & vide s'el-

{*3 Pour peindre graphiquement la Joi de ces vaviations, nous conside-
rerons le point C, centre instantané de la rotation de la bielle AR, et nous

éerirons lu proportion

Prenant done une longucur BH égale & La vitesse constaute V,, ¢t menant

pPat le point 1 uue paralléle & AR, nous aurous
Ak =V .
a

la fig. 216 bis represente le liew géometrique du point K, pour ane révelu-
ton entigre du systéme.

18
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4
fectue au contraire rapidement, de maniére & perdre le moipy
de temps possible (*).

Maniveile @ coulisse ( fig. 218). — Cette combinaison egt
Pane des plas simples qu'on puisse employer pour relier deux
retations continues, s'effectuant autour de deux arbres paral-

N Tewdlaccer Lemdelie, - s

cpricies glomdtrigues du mounve

Cht

0
!
i reourent deux ¢jr-

June droite de longuenr constante, dont Les extrémitds po
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[(Ild mt une rotation (’Ulﬂphwi’ du L:Hd(;(;ll‘.’.

La seetion drmtn‘ du ventilotear priscie les mdpres Qldmonts B
cue by figo s La tonguenr « di Hen est égade & eciie duieote do Phosagous,

auau ravon rodue cevele cireonserit; de plus on a
R=/r—e.
4 rcsulte de cette desnicre relation que les deuy eireoniérences sont wos-

rentes, et que le volet, duns ane de ses positions, se frouve exaclement s

qué sur le ¢dté correspondant. b partiz de cetie vostiion, Ta rotation avikt

ticu dans le sens de la fiéche, le volet se développe, et atieint sor: cemt

mum quand Ia biclle est divigee dans Ie prolongement de la digne
coint une fois franchi Tee qui wlesi possible gue =i Fon o = [ESREH]

s> o), deovolet ~eow
hour.
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jcies. Le méme systéme se préte 3 la production 'un mow-

vemeut aliersniy, quand Pexeentricitd est supéricure a ia

jongueur de la muanivelle pleine.

2’ Axes concourants.
Joint universel (7). — Counsidérons deux arbres dont les
prolongements cdométrigues so ronca 219), cb qui

cun de ces arbres

forment un angle voisin de 5o degr =
est terming par une fourche, of
meémes reuiies par un cro

fcurches sont ellus-
fe, qui sassembie
avee elles au moyen de quat oinis darticuluiion,

Le mouvemeni de Fun des deux arbres se communigue
a Pauvtre par Vintermcédiaire du eroisilion, mais la transmis-
sion n'est m»‘ un ‘ful‘m(‘. i,e

» coniime
SUN axes

L sreble o Fﬂ.':SSi 1(‘ join
wmplover avee gqueldque avantage gue dans e cas ou cet augle

est assez faible. Un y a recours, par exemple, pour relier fes
deux troncons d'un arbre wop long pour éire fait d'une scule
picee @ Uinterposition du joint universel dispeuse de la né-
cossite dajuster les paliers avee prdcision. De olus, Yangle
e deuxoaxes peul varier, il résulte de coule cir-
des eofforts anor sur les pieces du meca-
nisme. Sculemeunt, ces eliets ' pbhlenus quwaux dépens

AT it oo e vode
A it

aire servir e joint
su considérables.
les bias du croi-
DD, verpendicu-
faxe OB.
feulaire o Paxe O
Acerit
en O oest fe g
droite G

',r(' avant sull coniis

P S A A ¥ i
extrrinitds de la

v d d ey

le Cardear s

joint univers.
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OA. Comme de plus les droites OC, OD sont perpendiculaires
entre elles, Parc CD est constamment ¢gal a un quart de grand
cerele; et la position de I'un des points G, D sur sa trajec-
toire est connue, lorsqu’on a la position de I'autre point sur Iy
sienne.

On peut done chercher la loi de la transmission du mouve-
ment par le joint universel, en étudiant les lois du mouve-
ment sphérique des extrémités d'un arc de grand cercle égal
a uii quadrant, qui se meut entre deux grands cercles dont
'angic est égal au supplément de Tangle des axes { fig. 220),

Partons de l'instant o le croisillon est dans le plan per-
pendiculaire a axe A. Représentons par C,, D, deux positions
simultanées des points d’articulation €, D; et désignons par
et v les ares CCi, DBy, décrits par ces points a partir de Tears
positions initiales.

Le déplacement x du point C, extrémité d'une perpendicu-
laire & Vaxe A, mesure la rotatien de 'arbre correspondant;
de méme, Varc 3 mesure la rotation autour de ['axe B.

Or on a dans le triangle DD, C, :

cos ; == cos (; +x) c0s 1+ sin !\l—i—x) sin 3 cos D,
. 5 ;

ou
sinx cos) = cos x siny cos b,

ce qui donne
tangxr =tangy cosD (7).

En différentiant cette équation, on trouve le rapport des vi-

. . . . oy
tesses angulaires simultances, lequel est égal & ——- On ob-
(X

[ 4

tient également ce rapport en appliquant les prineipes de la
composition des rotations : en effet, les trajectoires des points
C,, D, étant connues, le pdle instantané de la rotation du croi-
sillon est en 1, interscetion des arcs normaux a DD, et €C..
Cela posé, ona
o' __sinlD,  sinlC;D,  cos CC, D,

‘w  sinlC,  sinlD, G, cosDD.C.

{*) Daus ces ¢quations, D est Pangle aigu des deux axes de rotation.
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Eu vemplacant les deux cosinus par leurs valeurs, il vient
o cos D
m 1 —sin*Dcos'x

1l résulte de cette relation que le rapport des vitesses an-
gulaires des deux arbres est variable : il atieint son maximum,

. : T or.

> pour x = o, et son minimum, cos D, pourxr=—-. L'é-
cos D 2

cart entre ces deux valeurs est d’autlant plus grand, que I'angle

B est fui-méme plus grand.

§ XI. — TrosstiME GENRE. — POULIES ET TAMBOURS A RAPPORT
DE VITESSES VARIABLE.

Fusées des montres. — Une fusée n’cst autre chose qu’un
treuil dont Parbre, au licu d’étre cyvlindrique, présente Ia
forme d’une surface de révolution quelcongue. La destination
des appareils de ce genre est de compenser une irrégularité
inhérente a la nature d’unc machine donnée; on détermine la
section méridienne de la fusée d’aprés les lois du mouvement
quon sc propose de régulariser.

Dans les montres et chronomeétres, Peffort moteur est ap-
pliqué au barillet B (Pl XXI1, fig. 222); le mouvement est
transmis a 'arbre FF par Pintermédiaire d’une chaine articu-
lée, qui fait un certain nombre de tours sur une fusée co-
nique. La conicité de la fusée ne permet pas de disposer la
chaine comme une corde sans fin : on attache donc les extré-
mités de cette chaine, d’'une part au barillet, d’autre part a Ia
fusée, ct la transmission dure jusqu'a ce que la chaine soit
entierement déroulce; apres quoi il faut remonter la monure,
pour replacer les choses dans la position premiére.

On wouve dans les mull-jenny une fusée qui difféere des
fusées de montre en ce qu'elle est renflée au milieu, et amin-
eie aux deux bouts. En communiquant a I'arbre de cette fusée
tne rotation uniforme, on fait prendre au chariot tliré par la
corde un mouvement d’abord accéléré, puis retardé.

Tambours et bobines d’extraction. — Nous avons ddja si-
gnale Pinconvénient des treuils eylindriques ¢ extraction, pour
le cas d’un puits d’une grande profondeur. En donnant au



27y =
corps du Iroml I forme conique, on peutsarranger de munioie
quae fa vitesse ascensionnelle soit dautant moindre, que le
poids total o enlever est rlus considérable.

i1 est dailleurs difficile, avee ce systéme, de faire vavioe
e rayon d’enroulement dans des limites assez dtendues. On
f'obtient une compensation suffisante guw’en remplacant les
tambours exlindrigues ou coniruns var des dobines, ot subsii-

NT SEOTION. — THEORIR BES RIC

tuant aux cibles ronds, a tours juxtaposés, des cibles plais,
dont les spires, en se recouvrant mutucllement, procurent un
dinmatre variable suivant une loi convenable.

Le noyau de la bobine ( fig. 223) n’est autre chose qu’un
tambour en fonte, dont la largeur est wrés-pew supéricuie &
celle du cible plat que la bobine doit recavoir @ un ceriain
pombre de bras latéraux en bols maintiennent les spires a
droite et & gauche. La distance de Paxe & [a partie rvectiligne
dir cable augmente, pom’ chaque tour, de deux fois Uépaisseu
de celui-ci, soit de 6 a 8 centimetres,

Lextrémité du cible, opposée a celle gui soutient la beune,
est tixée & demeure sur le noyau, de sorte qu'il faut uue

deuxiéme bobine, calée sur le méme erbre que la premicre,

ur le service de lautre benne. Les deux cables sont d'ail-
curs enroulés en sens inverse l'un de Pautre, afin que Uune
des vennes descende quand Pautee monte

£ables suns fin. — Les cibles sans o sTappliguent dif-
ficilement & la preduction d'un rapport de vitesses variable.
Cependant on peut imaginer (/ig. 227) un mécanisme com-
posé de deux poulies dont Pune soit clliptique, la courroie
étant maintenue constamment tendue par un poids (7).

Ce systénme n'est pas cmployé.

(*7 La rotation de Varbre A ¢tant wnilorme, Parbre 8 est anime d’un moi-
vement continu varié [ eotr p. 138 et te poids P, d’un mouvement alternatil.

Ainsi, la combinaison (A, B se rapporte i notre deuxicme elasse, et lu com-
binaison (A, P}, ou (B, P), & la troisicme.
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CLASSE ©. — SINS DE LA TRANSMISSION VARIANT PERIODIQUENENT.
— RAPPORT DES VITESSES CONSTANT OU VARIABLE.
D monvement alternatif. — 1l existe un grand nombre

d’organes de machines, dans lesquels le sens du mouvement
tsansmis est sujet A des variations périodiques. En d’autres
termes, tandis gue 'un des éléments du mécanisme se meut
constamment dansle méme sens, Pautre picee est limitée dans
Iamplitnde de son excursion, par la nature géométrique dela
iiaison employée. Par suite, coite piece peut seulement pron-
dre un mouvement de va-et-vieni. dont fa direction ehange & des
intervalles de temps réguliers. La pédale du rémouleur peut
étre presentée comme le type des miachines de cette catégorie

Dans ces machines, au rebours de ce que nous avons con-
seillé jusgu’ici, il est avantageux que le rapport des vitesses
soit variable. On doit en effet s’arranger de telle maniére que,
Puniformit¢ étanl toujours le partage de celui des deux mou-
vements qui est continu, Porgane & mouvement oscillatoire
soit anim¢ d'une vitesse qui-décroisse réguliérement, depuisle
milieu de sa course jusquaux épogues des changements de
sens. H faut éviter avec le plus grand soin toute disposition dans
Iaquelie une masse un peu considérable passerait biusque-
nent, d'une vitesse finie dans un sens, 4 une vitesse finie de
sens contraire.

En géndral, la picce oscillante est la picee conduite, comme
dans les marteaux, les cisailles, les scies & mouvement altei~

natif, ete. Le contraire se rencontre pourtant quelquefois.
Ainsi dans le rouet, le tour, la plupart des machines & va-
peur, c’est 'organe moteur qui posséde un mouvement de va-
et-vient, et qui communique, au moyen de dispositions conve-
nables, un mouvement continu a peu pres uniforme & un arbre
tournant. »
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§ XII. — PREMIER 6ENRE. — TRANSMISSION DU MOUVEMENT
PAR CONTACT.

1 Engrenages a mouvement alternatif.

Les engrenages intéricurs répondent a deux rotations de
mdéme seus, les engrenages extérieurs & deux rotations de sens
contraires. Si donc on fait en sorte que Vengrenage d'une
roue ct d'un pignon soit alternativement extérieur et inté-
ricur, le mouvement continu du pignon fera prendre & la roue
nn mouvement circulaire alternalif.

Roues tronquies &« double denture. — La fig. 225 indique
un certain nombre de dispositions propres & réaliser cetie idée.

La roue A estune lanterne ordinaire, dont la deniure pré-
sente quelque part une lacune, suffisante pour permetire aun
pignon de passer d'un coté a lautre de Penceinte des fuseaus.
Elextrémité de larbre de ce pignon est engagée dans une
vainure, pratiguée dans an plateau qui tourne avec Ialanterne;
et le tracé de la rainure est combiné de maniére a obliger
le pignon & passer périodiquement de Uintérieur a extérieur
de la lanterne, et vice versd.

La grande longueur de Iarbre fait qu'un petit déplacement
horizontal du pignon peut s'cficeiuersans fausser sensiblement
cet arbre.

Lo denture extérieure et la denture intérievre ayvant méme
circonférence primitive, le rapport des vitesses des deux ar-
bres est Te méme, quel que <oit e sens de la transmission.

Cet avautage n’existe pas dans la roue B, qui présente la
forme d'une couronne circulaire échanercée, munie d'une
double denture sur son contour extéricur et intéricur. Le
rapport des vitesses est constant tant que Je mouvement ne
change pas de sens, mais ce rapport change avec le sens de la
transmission. Dans la roue €, dans la rouc D, ot chacune des
dentures est excentrée, le rapport des vitesses varic pendant
chaque demi-oscillation ().

On peut aisément disposer cesroues de maniére i satisfaire

{* On trouve de parcilles roues dans le métier automate de Smith.
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aux conditions les plus varices. Dans tous les cas, les courbes
de raccordement permeticnt le changement graduel de la vi-
tesse, conformément & ce que nous venons de recommander.

(rémaillere double oscillanie. — Un systeme parfaitement
analogue, dans’lequel une crémaillére est substituée alaroue
wonquéce { fig. 226), serta transformer le mouvement circulaire
continu en mouvement rectiligne alternatif (*). Dans le cas
de la disposition F, la vitesse varie brusquement, et Peffet est
cénéralement moins bon.

Roue & demi-denture acec double pignon | fig. 227).— Dans
ce mécanisme, qui produit également un changement brusque
dans te sens de la rotation d’un arbre AB, Varbre moteur est
termin¢ par ane roue de champ, dentée sur la moitié de son
contour. Cette roue engrene alternativement, pendant un dewi-
tour avee le pignon A, pendant le demi-tour suivant, avec le
pignon B; et le sens de Ia transmission change deux fois pour
chaque tour de la roue.

2° Cames. — Excentriques.

On donne le nem de eames ou dexcentriques a des picees
de formes plus ou moins compliquées, qui tournent autour
d'un centre fixe, en poussantdevant elles d'autres piéees con-
venablement guidées. H est facile de déterminer le profil
Fune came, de manicre d obliger I picce conduite a prendre
le mouvement que 'on veut.

Marteawr de forge. — Nous avons déja indiqué Pusage des
cames en dévelorrante, pour le soulevement d'un pilon;
tes marteanx de forge présentent une disposition analogue
(fig. 228). Dans les apyareils de ce genre, la cane a seulement
pour fouction de woulever fe marteau : la chate de celui-ci
est détermince par faction de la pesanteur, aidée, 87l y a
lieu, par celle d'un ressort ou rabat.

Cisailles.—\ine cisaille ordinaire se compose d'uie machoire
fixe, et d'une machoire mobile autour d’un point fixe. Cette
derniére s¢ prolonge de Vautre coté du point fixe, sous la

()Y est possible avee s disposition 19, cn donnant & la crémaillére la li-
I g . g

erté de prendre wn petit mouvement transversal, de ne pas {ausser du tout
,
Parkre du pignon,
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forine d'unc longue queae qui porie sur un excentrique. Le
poids de tout cetappareil maintient la piéce mobile appliquée
sur {a came. de sorte qu’il 0’y a pas de choc comme dans les
taarieaux.

Excentriques.

Les exeentriques proprement dits sont combinds de maniere
a guider une piece & monvement alternatif, dans toute Véten-
dun de sa double excursion : ils peuvent se ranger dans deux
catégories principales.

10 Excentriques agissant sur des galets. — Soit

r=f(9)

Péquation d'une courbe en coordonnses polaires. Faisons
tourner cette courbe autoar du pile, avee une vitesse angulaire
constante #: les rayons vecteurs qui viendront a 'époque ¢ s¢
placer dans une direction fixe déterminée, prise pour origine
des angles 9. obtiennent en faisant dans Véquation de la
courbe

6 = nt.

On conelut de 1o
r=f{nt).

{maginons maintenant, suivant la droite (=0}, une tize
guidée de manicre a pouvoir seulement se mouvoir dons sa
propre direction, et assujetiie & s'appuyer sur la cowrbe mo-
bife ¢ il est clair que la ol du mouvemoent vectiligne d'un
point de cette tige sera donnde par I'dquation

ax :f(nt).

#

Réciproquement, connaissant la toi du mouvement ui doit
animer la tize, ainsi que Ia vitesse angulaire n, on déternine-
rait Ie profil de l'excentrique.

Généralement, Pexcentrique agit sur la tige par Pintermeé-
diaire d’'un galet, dont Paxe est fixé a celle-ci ¢ par suite,
quand on a arrété le tracé de la courbe conductrice, sans se
préoceaper dw galet, il faut raccourcir la courbe, suivant
toutes' ses normales, d’'une quantité égale au rayon de cé
galet.
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S Pon veut que Pexcentrigue produise lui-méme le mou-
vement de retour, sans qu’il soit besoin d’une disposition spé-
ciale pour maintenir la tige appuyée sur sa surface, on place
un deuxicme galet de I'autre ¢0té du centre de rotation, -
maniere 2 embrasser Vexcentricue. Dans ce cas, In longueur
d'un dianetre quelconque, mené par le centre de rotation.
doit etre consiante, ot il suffit de connaltve la moitic du profii
pour putveir tracer Pautre woltic.

Au lien d omplm“" deux galets, on neut terminer fa tige par

un houton qui s'engaze dans une rainure découpde dans un
plateau teurnant : fe tracd de Ia rainure s’effectue comme
précédemnient.

Enfin, si Paxe de la rotation était parallele o la direetion de
la translation, Vexeeatrique aurait la forme dune econvonue
comprise entre deux cyiindres conceutriques, et découpée
sanivant une courbe convenablement caleulée: ia tige se ter-
minerait par ©:n galet, ou par un bouton mobite dans unc rai-
nure.

2° Excentriques agissant sur un cadre, — Uiy atilre systeme
consiste & souder o la tige guidée un cadre rectangulain
(Pl. XXV, fig. 233), dans Yintéricur duquel se meut Pexeen-
trique. Celui-ei pousse alternativementles deux cotés du eadre,
qui sont perpendiculaires & fa dircction de la tige; quant a la
loi du mouvement de cetie tige, elle n’est plus en relation
simple avee la grandeur du rayon vecteuy de la courbe conduc-
trice, mais bien avec la distance du pdle a ses tangentes, ou,
ce qui revient au méme, avec le ravon vecteur de la podaire
correspondante. La distance de deux tangentes paralicles quel-
conques doit étre constante.

Ces principes géndéraux étant posés, entrons dans le détail
des divers teds

Mowvement uniforme. — Cuand on veut que la tige guidée
soitanimdée d'un mouvement uniforme, la courbe r=/f(% es
une spirale ’Archiméde (ou une développante de cerele, sifo
prolongement e la tige mobile ne passe pas par le centre de
rotation de la came).

Soit L l'amplitude de Voscillation; on détermine le para-
métre de la spirale de telle sorte que, pour une rolation de
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180 degrés, P'accroissement du rayon vecteur soit égal a L.
Cette condition donne pour I'équation de la courbe

]
r=r,+ L=
™

» étant arbitraire.

On construit cetle équation en divisant la demi-circonfé-
rence en un certain nombre de parties égales, et portantsur les
rayons vecteurs des longueurs gui croissent en progression
arithmétique, de ria r, + L.

Un arc symétrique compléte le wracé de Uexcentrique (*),
dont I'ensemble présente une forme qui lui a fait donner le
nom de came en ceeur.

Afin de comparer facilement les divers excentriques, con-
struisons, pour chacun d’eux, les courbes figuratives des lois
du mouvement d’un point de la tige.

Dansle cas de I'excentrique en ceeur, la courbe des espaces
se compose de deux portions de droites, limitées & leur in-
tersection communes; la courbe des vitesses est formée de deux
droites paralléles a axe des temps, et symétriquement pla-
cées par rapport d cet axe ( fig. 229 bie). On voit que la vi-
tesse de la tige change brusquement de sens & chacune des
extrémiids de la course : ¢'est 13 un grave inconvénient de
Vexcentrique cn ceeur.

Excentrique Morin. — On évite cet inconvénient en choi-
sissant, avee M. Morin, la courbe dircctrice de ielle sorte que
le mouvement s'aceélere unifermément jusqu’au milieu de Ja
course de la tige, et se retarde ensuite de méme : la vitesse sc
trouvant nulle av moment des changements de sens.

% Ou doit, conformément i nos indications géncrales, remplacer la courbe
que nous venons de déterminer pav un profil paralléle { fig. 209} : ce qui
donne lieu aux partienlarités géométriques suivantes. D'une part, dans levoi-
sinage du point A, les deux branches du protil laissent entre elles un vide,
qwon remplit en déerivant du point A comme centre un arc de cercle de
méme ravon que le galet, Au contraive, de Pautre cote, les parties utiles des
courbes se croisent. On est obligé, en cet endroit, de supprimer fes deux pe-
tits ares qui dépassent la pointe &, et meme d’arrondir un peu cette pointe: d¢
sorte que, pendant une petite fraction de la course, le guidage est supprime.
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Pour tracer un excentrique satisfaisant & cette condition,
pous prendrons comme point de départ la courbe des espaces
du point guidé. Cette courbe est composée de trois arcs de
parabole (fig. 230 bis), qui se raccordent tangenticllement
aux points m. et m,. On en déduit le profil de I'excentrique en
déerivant un cerele quelcongue, divisant la circonférence de
ce cercle en huit parties égales ( fig. 230), et prolongeant les
rayons aboutissant aux points de division de longueurs égales
aux ordonnées de mémes numéros, mesurées sur la courhe des
espaces. La fongueur d’un diamétre passaut par 'axe est en-
core constante : on peut donc, comme dans le cas précédent,
employer deux galets pour guider la tige. Avee ce systéme, la
courbe des espaces présente une continuité apparente, mais
la discontinuité géométrique se manifeste sur la courbe des
vitesses, et surtout sur la courbe des aceélérations.

Excentrique circulaire. — Enfin nous avons dit que I'oseil-
lation devient toul & fait régulicre, quand un des pointsde la
tige guidée peut étre considéré comme la projection d’un
point qui se meut uniformément sur un cercle { fig. 231},
(’est ce qu'on obtient a peu pres par le moyen d’'une mani-
velle réunie 4 la tige par une longue bielle, systeme quc nous
étudierons dans le paragraphe suivant. On peut arriver au
méme résuliat par emploi d'un excentrique : c’est l'excen-
trique circulaire ( fig. »32), lequel est géométriquement ¢qui-
valent a la combinaison d'une biclle et d’une manivelle.

Supposons en effet que le bouton placé au point d'articu-
lation de la bielle et de la manivelle grandisse de maniére a
embrasser I'axe de rotation : nous obtiendrons une sorte de
poulie, traversée par un arbre cxcentré, ¢l connue sous le
nom d’excentrique circulaire. La poulie d’excentrique est
entourée d'une bague composée de deux moitiés d’anneau
boulonnées : c’est le collier dexcentrigue; enfin, & I'un des
segments qui constituent cette baguc est assemblée une lon-
gue bielle, ou barre d’'excentrigue, dont I'extrémité vient s’ar-
ticuler sur la tige a conduire.

Les courbes représentatives du mouvement different tres-
peu de celles que nous avons discutées (p. 64), a cause de la
grande longueur de la barre d’excentrique, comparée a ampli-
tude de V'excursion.
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Excentrique trianguluire.

tfomme cxemple d’excentrique appartenant a ia deuxicme
caldgorie, citons Pexcenirigue uiangulaire (/I“ 233), dont
Pohjet estde communiquer au cadre qui lui est circonscrit, et
& fatige fixée a ce cadre, un mouvement alternatif intermit-
tent.

scit€un cenire fixe, et BB,C un triangle ¢quilatéral dont les
#otés sont remplacés par des arcs de cercle décrits des som-
mets opposés comme centres. Considérons cette figure comme
e profil d’'un excentrique tournant autour du point € dansle
sens de la fleche f, et analysons les diverses eirconstaices
du mouvement du cadre rectangulaire PP GO, assujetii a se
mouvoir parallelement a la direction Cy.

Premiére période. — L.c cO1¢ QQ, tangent a Pare CB), est
poussé par cet are jusyu’a ce que le poist de contact se soit
transperté de U en B,; Pexcentrique occupe alors la position
CB. B, et le cadre a marché d'unc quantité égale a la moitié
du rayon CB.

Deuzieme période. — La rotation continuant dans le méme
sens, le cadre poursuit sa marche en avant, conduit par Parcte
vive B.. Il atteint ainsi la position QQ’TT", limite extrémn de
<on excursion ()

froisicie période. Stalion. — A partir de eot insiant, i

e tourne sans exercer aucune pression sur fe cadre; et
~vlui-ci reste stationnaire jusqu'a ce que i’f,”;wl‘t;‘i«'"uv'- St
arrivé en CB, B, position exa cm‘.nntmnwu gue defapromiv

La poussée de lacame a lieu dans eetle position sar e ¢
oppose du cadre, et d<'t'ﬂmnxn" le retoor }c ia
Poseiliation inverse s'exdéente d'ailleurs suivant des lois iden-
tiques & relles de Poscillation directe, cile se ton
‘elic-ei par un temps darrdét, correspoadant au

Iy
BB a UBB,.

ﬂ
-
S

=

On voit que Pamplin oo ddo

wetre, mals seulement an revon du eeeele déerd

us cloigne de Faxe de potation.
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Construisonsles courbes représentatives du mouvement d’un
point du cadre. Dans la premicre période, le point b est la
projcclion de B, ct les courbes sont identiques a celles de
la fig. 231. Pendant la deuxieme période, il y a également
un point ¢ du cadre, lequel est Ia projection d’un point animé
d’'un mouvement circulaire uniforme, desorte que les courbes
figuratives du mouvement du cadre pendant la seconde pé-
riode sont encore des ares de sinusoides, ui se wouvent con-
struits ( fig. 231). Il faut sculement renmarquer qu’il 'y a pas
concordance enire les phases des mouvements de ¢ et de b,
de sorte que les ares qui répondent aux deux périodes que
nous avouns distinguées e s¢ raccordent pes, ct les courbes
pre:cme')[ une discontinuité dont on sc rend parfaitement
compte, a Pinspection de la / =

Excenirique & ondes. — Dans le profii d’un excentrique,
un arc de cercle déerit du centre de rotation répond évidem-
ment & une station du cadre ou de la tige conduite. La courbe

adulée de la fig. 234 se compose de trois ares de cerele con-
centriues dont les vayons sont différents. I suit de Ia que.
pendant la durée ¢'une révolution compléte de Uexcentrique,
le zalet occupe successivement rois positions (ui correspon-
dent : celle du milieu & la fermeture de Porifice A, et les deux
extrémes a lamise en communication de cet orifice avee Ves-
pace qui se trouve a droite ou a gauche de Pobluratcus.

Les angles au centre des trois ares de cercle sont jropor-

tionnels aux durées respectives des trois siations, ie nouve-

‘."'O\

ment de Parbre ¢lant toujours suppose snilorme. Ces arcs seint
;‘am‘ord s par des courbes qui doivent presciior wue courbuce
mment continue. Le tout est dispose de telle sorte vqu'on
diamectre quelcongque ait une longu

sutfise

voeonstante, afin que

puivse emhasser V

er ozeentrique dans soi mouvement par deux

i“ 230 Lis rerrsoente In ol des cspacss percourus nar

Pour déduiee e vies o0l des coavbes o3, 6 Tt sepn Gy O

ieves Tes deux paitios haah

clintooenior en ddeuy ondrolis Cos Hanes
thes teares dh
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§ XIH. — Durxiing ENRE. — TANSMISSION PAR IVINTERMEDLAIRE
DE PIECES RIGIDES.

1° Bielle et manivelle.

Les excentriques offrent toutes les ressources qu'on peut dé-
sirer, géométriquement parlant, pour réaliser un mouvenent
oscillatoire quelconque. Sculement ces appareils donnent liey
a des frottements tres-notables, dés que les efforts mis en jeu
sont un peu grands : de sorte que, sous ce rapport, les combi-
naisons de tiges assemblées a charnicre sont préférables. Llor-
gane principal est toujours une biclle, articulée en un poini
d’une manivelle qui tourne d’une maniére continue. L’extré-
mité de la bielle, opposée au bouton de la manivelle, doi,
étre guidée suivant une trajectoire déterminée; eile accomplii
sur cette trajectoire, quelle gu’en soit la nature, des oscilia-
tions dont les lois ne différent pas sensiblement des lois de
la projection du mouvement circulaire uniforme, pourvu que
Ia bielle ait une longucur suffisante.

e systéeme le plus simple est celui qui se rencontre daus ia
prdale du rémouleur, dans le rouet 4 filer, et aussi dans les
paissantes machines & vapeura balancier (PL AN, fig. 235,
Lextrémitéd libre de la bielle vient sarticuler a un balancier,
lequel oscille autour d'un point fixe. Le point darticulation
se trouve ainsi assujetti & rester sur une circonférence de
cercle ¢ il parcourt d'un mouvement alternatif un certain arc
B, B, de cette circonférence (siles proportions des divers élé-
ments sont convenables), tandis que la manivelie tourne d’une
waniere continue |,

Mouvement rectiligne allernatif. — Dans les machines a va-

14

peur horizontaler, Vestrémité de la bielle déerit une ligue

(" la bielle tourne & cheque instani autonr du point , intersection de ta
manivelle et du balancier preolonses. On se lait une idée acoméaique du
mouvement coniinu de Ia Lielle en cossiruisant { figo 235y de double Heu
décrit par le centre instantond, soit doas Vesneee abrolu, soit relaiibvement i
fa bielle. La fige 236 répond au cas olt Je mouyement de Uexteémité osdl-
lante de la bietle est rectiligne.
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droite (fig. 236). En supposant la rotation de la manivelle
aniforme, les ]n’opriéLéS du centre instantané de rotation font
connaitre Ies lois du mouvement du point B. On construil les
courbes représentatives de ce mouvement (fig. 237), en
portant sur un axe horizontal B, P des longueurs proportion-
nelies aux ares déerits par le point A {arcs qui sont eux-mémes
proportionnels aux temps), et ¢levant en chacun des points
ainsi déterminés, tels que p, des ordonnées égales respective-
ment auX espaces parcourus, aux vitesses et aux acciéléra-
tions {*}.

Ces courbes donnent licu aux remarques suivantes :

1° La courbe des espaces ne présente plus la syméirie des
sinusoides de la fig. 231, qui répondent au mouvement oscil-
latoire le plus parfait. Cependant la différence entre les deux
formes n’est peut-éire pas tres-appréciable; et & ce point de
vue les inconvénients résultant du peu de longueur de la biclle
ne seraient pas de nature a frapper vivement les regards.

2° En examinant la courbe des vitesses, on reconnail que
la vitesse maxima ne coincide plus avec le milicu de la course,
de sorte que la demi-oscillation CB, s’effeclue plus vite
que CB,. Lo rapport des temps qui correspondent a ees deux
parcours est margué par le rapport des lignes Ik et &I (77,

(*) Powr avoir les ordonuées de la courbe des vitesses, vous déterminerons
pur la construction indiquée ¢ p. 273 la vitesse BQ, qui correspoud i la posi-
tion B de Vextrémité de la tige du piston; ci nous porterons cette longueur
dans un sens convenable sur Vordonnée du point p. Quant a ce qui concerne
Vacedlération, nous remarquesons que le licn du point Q est une courbe qui
donne la vitesse en fonetion de Pespace parcouru, Or on a

dv dn ds dv

= — Tt
! de s dt ds’
4 . 3 . s N B i y
one I'acecélération n'est autre chose que ia sous-normale v % Je L oconr
oy
B,0B,.

(**) Meétier Tarlor.—Cette propriété a ¢ié mise & proiit dans Ja consteuction

-
i

Cun métier 4 tisser destiné & fonctionner avee une grande vitesse. Lo battant
recoit son mouvement d'une bielle, qui ] ossede i peine une fois et demie la
longueur de la manivelle. La portion de Pexcursion correspondant au coup de
battant seffectue plus vapidement qae Patre, le passage reste done plos Song-
lemps ouvert pour une mime excursion ol : ce qui revient i dive gune, pour
Untemps donné nicessiire ou passace de b naventie, on peut battie plus de
Coups par minute.

I 0
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3> Enfin, avee les données gue nous avens choisies.
3
AB=2Z0A,
2

fa courbe des aceélérations présente trois lobes au lieu de
deux; et I'une des ordonnées maxima est de beaucoup supé-
rieare & celle qui correspondriit a Uhypothése d'une bietle
infinie. Nous verrons, en Bynamique, quelle est Ia significa-
tion de ce résuliat.

Proporiions des bielles. — Toutes ces remargues n'ont pas
une grande importance lorsque, conformément & la pratique
de Walt, on donne & la bielle au moins cing fois ia longuenr
de la manivelle. On descend aujourd hui beaucoup au-dessous
de cetie limite : soit quand on ne dispose pas d'une place sui-
fisante, soit quand on a en vue quelque résultat spécial
commce dans la machine que nous avons signalée en note.

»

Transformation du mouvement alternatif en mouvemeni
continu.,

Lorsque, dans les appareils que nous venons de décrire,
"organe moteur est celui qui est animé du mouvement alier-
natif, il semble qu'aux deux points merts A, et A, { fig. 235
balancier se trouve dans impossibilité de comrmmiqu(“
mouvement a la mariveile. Cependant tout le monde a vuon
fait fonctionner des appareils de ce genre; et chacun sait ue,
sauf quelques précautions au moment du démarrage (*), le
mouvement continu est facile a produire et & entretenir, Xous
donnercus en Dyvnamique les conditions nécessaires et suili-
santes pone arriver & ee résultat.

2" Encliquetages.

3

Bouwe & rochet. — On connall sous le nom de rochei une
roue dout les dents sont géndéralement dissyiadiriques
(PLXXIF, figo 224 bis). L'aceessoire obligé de cette soite de

(*) Dans les locomotives, il est tout 4 fait indispensable d’avoir, pour don-
ner Jo mouvement a larbre de fa roue motrice, deux machines distinctes
dont les points morts ne coincident pas, afin d'étre 2 méme de démarrer en
toute position.
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coue esl un cliques, qui s'engage dans Uintervalie de deux
dents, et qui est maintenu dans cette position par un ressoit.

On voit que le cliquet, organe purement passif, cmpéche
arbre de la roue arochet de teurner dans le sens de Ia fiéche /-
(uant au mouvement dans le sens opposé, il s'effectue & peu
prés comme si le cliquet n’existait pas.

Les ercliquetages sont des engins dont la destination est
diverse, mais dont Porgane prineipal est toujours une roue
plus o moins analogue au rochel que nous venens de dé-
crire. Quand lo cliquet, av lica d'étre articalé en wa peiut
fixe, est, comme €, altaché & une picee mobile | fig. 225 bis),
le mouvement descendant de cette picee détermine nne rota-
tion e {arbre du rochet, tandis qu'un mouvement inverse
laissera cet arbre immobile. De la sorte, on peut communi=
quer un mouvewent continu (ou toutl aw moins progressif) &
un treuil G, en hmvrimant au levier L un mouvement alior-
natif {*). i faut avoir soin ¢'instalier quelque part un cliguet
rétenteur €, afin d’empécher e evlindre de revenir en ar-
ricre, pendant qu’il ne recoit pas d’effort moteur.

La facilité avec Jaquelle un manceuvre peut développer un
effort considérable en agissant & Vextrémité du levier, pourlui

imprinier un mouvement de va-ci-vient, rend cet organe pré-
cieux pour appliquer la force de 'homme. Un treuil a encli-
quetage remplace avantageuscment le ircuil & manivelle, pour
dlever les matériaux & la partie supéricure d'une maconnerie.
L’ouvrier abaisse et releve alternativement le levier, dont
rhaque oscillation fait passer une dent de fa voue : le mouve-
ment se communique ainsi & Parbre du trewil, et produit {'en-
roulement de la corde, qui passe sur unc poulie de reavoi, et
vient enfin s’attacher au fardeau quw’il s’agit d’enlever. Un con~
tre-poids fait que le manceuvre exerce sculementson action de
haut en bas.

Levierde la Garousse.— Le lovier de la Garousse ( fig. 226 bis),
connu depuis le dernier siécle, porte un double eliquet mo-
teur, de maniére qu'il y a cffort exercé sur Ic rochet, pour

(™} Vemploi des encliqueiages fournit le scul moyven connu, qui permette
de fonder uniquement sur des combinaisons géoméiriques la transformation
) . . .
d'un meuvement oscillatoire en mouvement progrossif.

19.
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chaque oscillation simple : on diminue ainsi les intermittences
du mouvement.

Pied-de-biche des scieries. — On trouve également un cli-
quet moteur, ou pied-de-biche, dans les scieries mécaniques
a mouvement alternatif, pour commander la crémaillere qui
fait avancer la picee de bois a chaque coup de scie.

Inconvénients des encliquelages ordinaires.

Ces inconvénients sont: d’'une part les choes bruyants du
cliquet sur la rouc, et de la roue sur le cliquet, d'autre partles
temps perdus qui résultent de ce que le clxquct n e:t janus
exacltement en prise, a la position du repos.

On évite le brait par Vemploi de Vencliqueivge muet
{fig. 227 bis), dans lequel le cliquet, au lieu d’étre chassé par
un ressort, est mu par un levier qui le met en place an meo-
ment convenable.

Mais les encliguetages lIes plus parfaits, au point de vee de
la suppression compléte du bruit, des chocs et des temps
perdus, sont les encliquetages a frottement, dont nous expose-
rons plus tard la théorie, et dont nous stlons dés & présent
citer un exemple.

Encliguetage Dobo { fig. 208 bis}.— Le rochet denté est rein-
placé par une roue folle A, qui regoit directement le mouve-
nient ct doit le transmettre & Varbre O. Celui-¢i porte quatre
ailes «, «,. .., articulées pres du centre, et maintenues par des
ressorts de facon que lexirémité de leur courbe extérieure
touche la circonférence de la roue.

Ceci posé, il est facile de comprendre le jou de Papparetl.
Quand la roue tourne dans le sens de la {leche, sa circonfié-
rence intérieure frotte contre la courbe extérieure des leviers,
oblige Ies petits ressorts & fléehir, et wentraine pas Parhre dans
son mouvement, parce que ciigue aile céde sous action du
frottement.

Quand la rotation a lieu cn sens inverse, le {rottement tend
également & faire tourncr les leviers autour de leurs axes:
mais comme la longreur de la ligne menée de Vangle I a Taxe
E est telle, que cette extrémité peut s'éloigner da point 4, a
une distance plus grande que le ravon intérieur de la jante, il
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se produit un arc-boutement des leviers contre la roue, ce
qui les rend, ainsi que U'arbre, solidaires avec celle-ci.

Les ressorts élant disposés de maniere a tenir constamment
Pangle extérieur des ailes appliqué contre la surface interne
de la roue, Paction de cet encliquetage se produit dés que le
mouvement commence en sens contraire de la ficche ().

3¢ Combinaisons de piéces articulées.

En combinaut un certain nombre de balanciers, bielles,
liens, et cn général de piéces rigides réunies par des articu-
lations, on obtient assez simplement des mouvements oscilla-
toires d'une grande complication.

Nous n'insisterons pas sur ces mécanismes, dont 'usage est
naturellement restreint & un petit nombre de cas spéciaux;
mais nous devons décrire avec détails I'application curieuse
des propriétés des svstemes articulés a la production d’un
mouvement & peu pres rectiligne.

Parallélogramme de Wait.

Dans les machines & vapeur a balancier, la tige dua piston,
apreés avoir traversé dans uile boite a étoupes, ou stuffing box,
le couvercle supérieur du cylindre, vient s’articuler & un lien
dont Fautre extrémité est fixée au balancier. On transforme
ainsi e mouvement oscillatoire rectiligne du piston et de sa
tige en un mouvement oscillatoire circulaire (**); mais il im-

(*) M. Clair a construit de petits appareils fort ingénicuy, fonde¢s sur les
propric¢tés de Pencliquetage Dobo, ponr transformer directenient en circulaire
continu un mouvement, rectiligne ou circulaire, dont le sens change a des in-
tervalles irréguliers. L'un de ces appareils a ¢été appliqué i lindicutenr de
Watt, que nous étudicrons plus tard.

(**Y Sur la mackine & vapaur, considérée au Paint de vue de la transmission
du mouvement.

Avant Watt, le balancier de la machine & vapeur sc terminait par un secteur
circulaire, au sommet duquel venait s’attacher une chatne, fixée d’autre part a
1a tige du piston. Celui-cin’avait ainsi d’action sur le balancier que pendant son
mouvement descendant : le retour s'effectuait au moyven d’un contre-poids.
Ce sysieme était & la rigueur suffisant, pour des machines scrvant cxclusive-
ment a Pépuisement des mines,

Le parallélogramme de Watt rendit possible 1a machine de rotation, ¢’est
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Yempleher que Pextrdémité supéricure de la tige du pi

i

ton ne se trouve soumise & des efforis oblifques da Ia part « 1 !

porte

licn, ce qui amenerait promptement des fuites de vapeur
lIa bolte & &oupes. Le parallélogramme de IFatt résout le
prebitme du guidage de Ia tige en ligne (ll‘ul[C, seulement
d'une manicre approxinmtiw, mais avee une exactitude suffi-
sante pour la pratique

On facilite la théorie gdomdéirique de cet appareil, en con-
sidérant d'abord Ia combinaison plus claire qui constitue e
balancier & bride on pam/lé!ogmmme simple.

Soit OA (f{g. 238) le balaucier, M Pexteémité de la Li:fe i
piston, qui doit p;xr(’ounr la verticale TT'. Prolongeons I
lien AM d'aue certaine quantité MB, et relions le point B2

a-dire une machine dans lagqueile lv mouvement alternatif du pision déter-
mine la rotation continue d’un arbre de couche, par Vintermédiaire du paral-
lelogrammee,, du balancier, de la biclle et de la manivelle. Seulement les ma-
chines de Watt ont le grave inconvinient d’occuper avee leurs secessoives une
place considérable, ef on est condnit & supprimer tout cot atticail dans an
srand nombre de cas. Voiel quelques-unes des dispositions actucllement en
usage pour transformer plus simplement le mouvement oscillatoive du piston,
¢t un mouverzent de rotation continu.

Machines & connexior directe. — Mandslay avticule directement la tige du

piston sur la bielle qui conduit la manivelle (P00 XXT1/T, 2145 Pextvémie

de ta tge ost guidée par deux montants vertieaux, entre lesquels
galet qui doit rouler suceessivement sur Pun et sue autre, Nous

dit au’il est préfcrable de remplacer Ie galet pavr des clissicres &l
foees, qui permetient de graisser convenahlement les contacts.
Aujourd’bud, dans toutes les machines horizontales, Ta lige du pisten s
termine par une coquille, munie de deux larges patins embrassant des 'mitf»
fixes an couverele du eylindre (P X7, figo 136 ). En composant eos guides de
deax flasques jumelles situdes de part et d'autee de la tige, tout Vespace inter

dinive reste libre pour e passage de la bielle. On place aussi tes guides

Ie plan vertieal de Ia tige, alors la partic de Ya Lielle qui vient s'articuler s
Ia coquille a la forme d’wne fourehe. € dernier systéme parait ¢tre de moins
en moins employe,

Muclines oseillantes. — Dans les machines de M., Cavé [ flo o
cst mobile sur deux tourillons qui Ini permettent do s'incliver

daaire de sa posilion meyenne. La tige remplit alors la fonction de
commande directement Ja manivelle.

.‘[ac/rz'nw @ fourrean, — A.Anm, dms certaines m “chn‘(‘s éo

uno amle de to\meun, dans Vintéeieur duqncl joue librement la bielle, arii-

on lui-méme. Ces machines sont fort répaadues dans Ia mwa-

culée sur le pis
rine anglaise,


iV.rec.lc
pla.ee
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CHAPITRE V. =— PARALLILOGDAMME DE W

un duuxiémc centre fixe K, au moyen d'une bride ou contre-

palancier BE. Nous retrouvons ici trois droites articuiées de
Tongueur mnxsmniw; seulcment les mouvements des points A
et B sont actuellement réduoits & de simples oseillations, qui
geflccinent sulvanl des ares de cercle & courbures in-

Un point tel que 31, siwad vers le millew du fen, déerit une
courbe connue sous ie nom de courbe & longue inflexion.
Cette courbe, considérée dans son ensemble, présente a peu
pres la forme d'un 85 clle s'h
res-rapprochés Vun de i

1] "Cmt treis fois en des points
Y,,

nire, 1, ¥, 17 @ dens la région voi-

sine de ces trois points d'lintexion, on peut trouver un are assez
13

long qui 8’¢carte fort peu d'unc ligne dioite. Or, il est facile,
en choisissant convenakblement les nombreux parametres dont
on dispose, de sarranger de muniére a faive coincider cette
portion de Ja trajectoire du point M avee la verticale suivant
laguelle se meut Vextrémité de in tige du piston @ c’est ainsi
quwon arrive a guider celle-ci, sans faire inlervenir le froite-
ment direct. '

fegles données par J#ati. — Ceos préliminaires glomé-
triques dtant ¢lablis, voiei comment ¥Watta réalisé sa coneep-
tion. Censidérant les deux positions limites du balaneier, A,
A fig. 239), Watt commence par placer [a corde de Pare A, A,
verticalement; puis menant hovizontale OA, bissectrice de
langle décrit par le balancier, il fait coincider le milieu P de
la icche correspondante avec la verticale quw’il s'agit de fairs
déerire au point 3. Enfin ce point 3 est pris exactement au
milicu du lien, et Pon donne & ia bride une longueur égals
a celle du balancier

Cela fait, ons lmpObe la condition ue la tige soit rigourcu-
sement verticale an commencement, au milicu et a la tin de
sa course. Lomme on connait la Iongueur constante AM,
il est facile, en prenantsuccessivementles trois points A, A, A,
pour centres, avee une ouverture de compas égale d cetie lon-
gueur, ou a la demi~longucur du lien, de marqguer sur la ver-
ticale TT trois points M, M,, 3. de ia courbe a longue in-
flexion. SiVon prolonge les lignes AM, A M, A. M, de longueurs
dgales au deuxieme segment du lien {ce que nous n'avens
pasindigqué surla figure pour ne pas introduire s confusion).
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on obtient trois positions de Pextrémité B de la bridz : en faj-
sant passer une circonférence par ces trois positions, on dé-
termine le point fixe E de celle-ci.

Draprés les proportions adoptées, il est évident : 1° que I
longucur de la bride est égale a celle du balancier; 20 que
Vare déerit par extrémité de cette bride est en tout symé.
trique de I'arc A, Ay, par rapport a la ligne TT'.

On établit toutaussi facilement les conséquences suivantes;

1° La corde A A, est égale & la course du piston, et lc mi-
lieu de cette course répond au milieu de Poscillation ¢y
bhalancier;

2° Les angles du lien avec la tige ont leurs valeurs maxima
¢gales dans les deux sens, ce qui réduit autant que possible
la grandeur absolue de ces maxima;

3° La position meyenne M est un des trois points d'in-
flexion de la courbe, et la tangente en ce point coincide aver
la direction normale du mouverent.

Soient R le rayon du balancier, C la course du piston { égale &
la corde A A,), fla fléeche, et 0 la demi-amplitude de Poseil-
lation circulaire; on a

/

i
OP =~ R{1+ cosb).
En prenant, toujours avec Watt, la longueur OP triple de le
demi-course, ou du sinus de 'arc AA, on a

1 v N ~ .

3 R{1+r0s§)=3Rsiné,
d’ou
1

6=—+ 6=185528".

1
tang — -
Y (¥

Avec ces données, les guantités R, €, f sont entre elies
comme les nombres entiers
3m, 24, 2.
Quaut & la longueur du lien, on la prend égale au plusal

N
corde C, et av moins a -~ C.
K



CHAPITRE V. — PARALLELOGRAMME DE WATT. ?()’I'
Paiallélogramme articulé. — Le parallélogrammie articulé
(Pl. X1V, fig. 143) est une modification du parali¢clogramme
simple, imaginée dans le but de diminuer la place occupde
par le contre~balancier. Les proprid¢ics géométriques des deux
organes sont d’ailleurs cxactement les mémes.

M étant toujours le point d'articulation de la tige du piston,
au lieu de prolonger le lien AM, on construit sur la portion AN/
du halancier ( portion généralement égale a la moiti¢ de lalon-
gueur totale OA) un parallélogramme articulé, dont le som-
met B’ est rattaché par une bride & un point fixe E.

Pour comprendre le jeu de ce mécanisine, tirons la ligne
OM, et remarquons que cette droite coupe Loujours au méme
point M’ Ie co6té A’B’ du parall¢logramme. Cette propriété ré-
sulte immédiatement dua parallélisme des lignes AM et A'B.
Les triangles semblables gqui démontrent ce lemme donnent
ézalement la proportion

oM _ 04
oM — 07’

¢’est-a-dire que M’ déerit une courbe semblable au lieu dua
point M. Or, Ies trois tiges OA'B’E constituent un parallélo-
gramme simple; done la trajectoire du point 3, et par suite
celle du point M, est précisément la courbe d longue inflexion,
que nous venons d’étudier (*). Seulement, par Vintroduc-
tion du parallélogramme proprement dit, Ic point E se trouve
heaucoup rapproché de Pensemble de la machine {**}.

(*) Dans les machines & vapeur ovdinaires, on utilise Ia propric¢té du point M,
qui déerit, comme nous venons de le voir, une trajectoire semblable i celle du
point M, en fixant en ce point la tige de la pompe & air. Enfin, dans les machines
a deux evlindres de Woolf, le point M’ sert & articuler la tige d'un deuxiéme
piston & vapeur; dans ce cas, pour placer la tige de Ia pompe 2 air, on con-
struit un second parallélogramme sur A/}, et 'on obtient un point M” qui
déerit une courbe i longue inflexion semblable aux deux précédentes.

(**) Parallélogramme des bateanx. — Pour appliquer le parallélogramme
de Watt aux machines de batesux, il est nécessaive de restreindre cncore
Yespace occupé par toutes les picces encombrantes. Aussi le balaneier est-il
placé au-dessous de la tige { fig. 240) @ le point d’appui est pris sur le ey-
lindre Ini-méme. On ramene facilement ce systéme, comme théerie giomd-
trigue, au pavallclogramme simple.
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Peorallélogramme de Telédychef.— Nous nous abstiendreons
ntionner diverses modilications du parallélogramme de
WWait, concues on vue de rendre la déviation rigoureusement
I west eertes pas difficile d’obliger un point & suivre
une trajectoire rectiligne; mais ce qui caractérise la belle
invention e Watt, ¢’est gue le parallélogramme articulé per-
met, sans notables incouvénicnts pratiques, de sacrifier la ri-
guenr absolue du '

g a lasuppression du glissement,

Sculement, ce principe étant admis et la disposition ggné-

rale de Watt adoptiée, si on discute les régles au moyen des-
quclles nous avons déterming les nombreux éléments géomi-
triques du paralléiogramme, on reconnait bien vite que
ces regles ont ¢Lé établies en vue d’avantages purement secon-
daires {quelques-uns méme tout & fait hypothétiques), tandis
rque Uobjet principal aurait dd étre de diminuer le plus pos-
sible Ta déviation.

I est juste de dire cue Ia «uestion ainsi posée est execessi-
vement difficile & shorder, ce qui exnlique comment elle
est r“‘l ‘e tout 4 it intacte jusqu’aux travaux réeents deo

M. Tehébyehef (7). Indiuons bricvement fes principaux ré-
sulmts des savantes recherches de ce géometre.

Ei dabord, i1 n'y a aucnn avantage perticulier & donner
fatige guidie la direction tout a fail exacle au commencement,
2u milleuw et a la fin de la course; il est méme facile de voir
que ceite disposition nest pas la plus faverable, pour la pré-
cisicn du jeu de Porgane dans les autres points de l'excur-
sion du piston.

FOR! efl'ct, soil AcA, I droite de Watt (fig. 241), il est évi-
dent qu’il existe une droite plus rapprochice que celle-lade
Vare déerit par fe point 3; et en zwncml quand on veul atié-
nuer les irvégularités d'une forction quelcongue, il convient
toujours de faire en sorie que Péeart soit un maximum aux
uy extrémités de Uintervalle considére,

En deuxiéme lieu, nous n'avons fait appel d aucune raison do
chyue valeur, pour déterminer la position la plus avaniageuse
ze du piston par rapport au balancier. Cette position,

Académie de Saint-Pétersbonry : lemoires des Suvants étrangers, t. VIL
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dapres 3. Tehéhyehe! nend o8 iellement des dimen-
sions du paru i

Si Von suppose colul-el construit sur la demi-fongueur du

palanecier (comme Walt 'y i'aii,l d-méme, of comme on doit le
faire si Fenestm ! 35 ons du parallé-
logramme), on di suinue notablement la lmite de la déviation
de latigr de swdivection norn hant du centre du
palanicior, plus gu'on ne deveai faire Conets aoregle que
nous vl .

Quand o fait vert ay com-
mence'm\'m aumilicu et & Ia fin de fo cowrse, on doit prendrc
pour sa divection la ligne qud divise le sinus verse de Pave dé-
erit par Vextrémitdé du balancier, dauns lo rapport de 2 oo13 ot
si, ohéizsant : olles, i ne cherche pas
Pexactitude absolue dans Jes deux positions oxtrémes de Ia
tige, il faut prendre pour cetie direclion la ligue qui divise !
sinus verse dans le rapport de

i.)

s idées 77 us rationiy

Dans co dernler cas, It 2 ¢ ne sera plus déterminde
pnrim nmi:ions Hmites du balaneier, mais par des positions
gui précedent u*ill s-ci, d'un quarantieme d peo pres de Vam-

plitude dc Toscillation.

« On s’assure par I'anal 5 , dit M. Tehebyehef, qulavee cos
2 i

modifications la limiie de déviation de In tige por rapnort
laligne verticale diminue de plv de moitié, »

Cette limite a é1é plus ard singaliérement reculée par le
méme savant, qui, rempant de plus en plus avee la tadition de
Watt, tout en restant fidéle a ses icipes.
remplacer le parallélogramme ovdinaire par
analogue { fig. 2 {2}, dans teuel on remarquera
nombre précisément éeal de tiges et darticulations.

0 et £ sont les deux centres fixes, M et le point darticula-
tion de 1a tige u piston {dans la position moycine, représen-
_tée par la fig. 243, les points M et I sont confondus;. Enfin,
AM et A’P sont deux liens, qui nerestent pas paralléles dans le

-

1

existence d'un

de U Aeadémie des Sciences de Sarnt-Piteirsbourg,

(*)T. 1V da Ball
P- 433 (1851).
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mouvement, de sorte (e Papparcil ne merite pius, a propre-
ment parler, le nom de parallélogramme.

Les dimensions des diverses tiges sont les suivantes :

OA — 11,
EQ = \Q =21,
4
AV — B = Y2

AM=ADP < % course.

M. de Prony a calculé qu’en suivant les indications de
Walt, supposant Famplitude de Poscillation du balancier ¢gale
& 35°11, et prenant )

OA =27 515,
AM =om,-62,

on avait 2 millimetres de déviation. En appliquant wous les
perfectionnements ci-dessus indiqués, on trouve seulement
o™ o5, ¢’est-d-dire quarante fois moins. -

« On est donc certain, conclut M. Tehébychef, qu'il wya
aucune raison, pour les cas ordinaires de la pratique, de re-
chercher un mécanisme capable de donner le mouvement
rectiligne avec une préeision supdricure. »
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CHAPITRE VI

ORGANES SERVANT A ETABLIR. INTERROMPRE OU MOMFIER
UNE LIAISON DE MOUVEMENT.

Quelle que soit la nature du moteur chargeé de donner le
mouvement a unc usine un peu considérable, on s’arrange
ordinairement de maniere & transmettre tout d’abord Paction
de ce moteur a un arbre tournant; de plus, par une séric de
dispositions dont nous verrons plus tard la théorie, onrvend Ie
nouvement de Parbre de couche & peu pres uniforme : e'est-
a-dire qu'on maintient les variations de la vitesse entre des
limites qui n'empdéchent pas les différents outils eommandés
par cet arbre de fonctionner constamment dans les conditions
les plus avantageuses.

Ce premier point unc fois réalisé, comme on connait, par
les chapitres précédents, les moyens & emplover pour passer
d'un mouvement circ:ilaire uniforme aun mouvement quel-
conque, il 0'y a rien de plus facile que de déterminer les ¢lé-
ments de la Haison a ¢tablir entre Parbre de couche, et chacun
des outils de Patelier.

Il faut avoir en outre, en un certain point de fa transmis-
sion, un systéme d’embrayage qui permette d’ouvrir ou de
fermer 1a communicaticn entre le moteur ¢t Poutil, soit auto-
matiquement, soit a volonté; quelquefois méme on veut se
ménager la facilité de modifier Ta liaison des deux organes
pendant le cours du mouvement. § nous reste & étudier les
engins qui répondent a cette double fonction.

§ NIV, — OReANES DE MISE LY MOUVEMENT BT D ARRET.
Embrayage des courioies. — Nous avons dit que, dans les

lansmissions par courroies sans fin, on produit U'embrayage
en faisant passer I courroie, de Ia poulie folle sur la poulie
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mutr‘cc. Pour arréter la machine, on ramens la eccurroie son

a poulie folle s et ensuite, sclon les cas, on
sarréter elic-méme, ou Lien on empicie uwn firi

fa courrvie @ co <§ui ’)eut se fair <oii €1 ManNLeuvra
LLKL el
~"-lb .
) \lmw‘nt HEUI
blissant on supprimant la pression qu’on opere 1'cmnbrayage
ou le débrayvage d'une paire de cylindres de friction. Nous
avons mdlquc application de ce principe aux monte-sacs,
On emploic quelquefois un procédé anslogue pour clever
et laisser retomber ‘)euodlquemeﬂt un marteaun vertical, La
roue motrice et la tige du marteau (Pl YX/X, fig. 246 bis) se
trouvent 4 une 1res—unble distance P'une de Pautre; et il suffit,
pour faire soulever la tige, de Vappuycr contre Ia poulie au
moyen d'un galet ixé & un levier coudd, Quand enlache le le-
vier, le marteau retombe. En faisant varier la hauteur de chute,
on régle & volonté la force des coups de marteau.
Accouplement de deux arbres situés dans le prolonge-
ment lUun de Uautre. — Quand un arbre d’une certaine lon-
sucur doit étre composé de deux pitces rapportées hout &
bout, il faut, pour établir une solidarité parfaite entre les dewx
parties : 1° centrer hien exactement les deux arbres; 2° les
cm*)gchpr dL tourner indépendaminent I'un de P'autre; 3°enfin,
s'opposer & tout déplacement longitudinal. On atteint ce iriple
résultat en enveloppant les deux arbres d’un manchonr calé
sur chacun d'eux, au peint cit a lieu la solution de continuité.
Ce manchon est maintenu dans une position fixe au moyen
d’une vis qui le traverse, et qui s’engage dans le vide existay
entre les abouts des deux pieces: une lunguetie ergots, ot
tout autre systéme couivalent, empéens de son cotd Peear
tement des deux trongons. Tele cst la disposition en usage
variable.

rquand on veut constituer vl assemblage @

*

{*2 Nous ne [aisons pas figuver les ireins parmi les organes dlarrct, paree

que nous ¢étudions seulement ici les appareils qui eppesent wne impossikilite
géométrique a lu continuation d’un moeuvenent.
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Dans la plupart des cas, on tient & se réserver la faculté de
supprimer a volonté la solidarité enire les deux portions de
Parbre; alors, au lieu d’un manchen unigue établissant une
liaison invariable, on emploie un manchon d’embrayage, com-
pos¢ de deux parties, N'une fixe, autre mobile { /g, 249},
gquon approche ou quon ¢leigne au moyen dunc four-
cheite (). La partic fixe du manchon est calée sur Varbre
qui i°egjoit directement action du moteur, Vautre est munie
d'une languette ou prisonnicr ¢ui Voblige & tourner avee
Varbre conduit, en lui laissant la faculi¢ de se mouvoir dans
le sens de l'axe. La solidarité entre les deux moiliés est
obtenue par le moyven de dents ou griffes (™), qui s’engazent
les unes dans les autres quand on agit sur Ia fourcheite ¢’em-
brayage.

Embrayage & cones de friction. — Un supprime quel-
quefois les dents, et I'on donne aux deux parties du man-
chon la forme de surfaces coniques égales, U'une concave,
Vautre convexe ( fig. 247). En appuyant Iégérement ces cones
I'un contre autre au moyen de la fourchette, on détermine
un frottement tres-dur, qui empéche les deux arbres de tour-
ner I'un sans l'autre. Ce mode d’assemblage n'a pas la rigidité

[ kkk

des assemblages ordinaires {**); aussi, lorsqu’il survient une

*5 Si les manchons sont trop lourds pour ¢tre mancavres diveciement a
J
fa main, on fixe & la lourchette une hiclle [ fg. 250), dont Vestrémite s'arti-
’ S e
cule & un levier rvappelé par une vis. Les collets de Ia vis sont montés sur
deux touyrillons, et fui permettent de prendre une légérve obliquité.

(**) Ces dents sont géndralement dissymetriques { ffg. 249 ¢ clles sont limi-
tées, d'un ¢6té par des plans conduits par Paxe, de Pautre par des suifuces
béligoidales & plan dirccteur. 11 est alors indispensable que la rotation ait con-
stamment licu dans le sens de la fléche f @ autrement, Jes deux parties da man-

’
chon glisseraicnt une sur Vautre, et le débravage se produirait de lui-méme.

On fait aussi des manchons i dents droiies { fig. 2507, qui permetient la

transmission dans les deux sens. Avee cette disposition, il ¥ a forcement choe

aw moment de Vembrayage et du désembrayage, tandis que, dans le cas pré-
tédent, avant Uinstant od I iiaison des deux manchons est parfaite, il se pro-
duit un glissement préparatoire des dents Ies unes sur les autres, ce qui mé-
rage fa transition du repos uu mouvement.

(***) La disposition représentée { fisn 248°, qui se rapporte a la liaison de
deux arbres paralléles, oftve de Panalosic avec celle qui nous occupe. Llle
Pfésente plus de séeurité que les palets de friction, tout en conservant comme
feserve extréme la possibilité du glissement en cas d’accident.
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résistance exceptionnelle, les cones ont-ils la ressource de
frotter sans se communiquer le mouvement, ce qui évite loy
chocs et les ruptures.

Désembrayage brusque d'une machine puissante. — Lors-
qu'on a besoin de désembrayver brusquement wne machine
d’une grande puissance, il serait peu commode et peu sir, en
agissant sur une fourchette d’embrayage, d’exercer une pres-
sion qui sulfit & dégager promptement le manchon mobile.
Dans ce cas on ménage, catre les deux parties du manchon
{ fig. 251), une fente dont la largeur diminue progressivement
jusqu'a devenir nulle en un point de la circonférence. On
chasse dans cette fente, a instant ot P'on veut désembrayer,
une forte tige de {er, espéce de verrou maintenu solidement
par des guides dans une position perpendiculaire & 'axe de
rotation des arbres. Cette picce une fois engagée fait effort
contre les parois de la fente, par suite du mouvement méme
de Parbre, et larupture de la Haison des deux picees se trouve
produite automatiquementi.

Embrayage d'un engrenage ( fig. 252 ¢1 253). — Les man-
chons d’embrayage servent aussi 4 caler & volonté une roue
folle A\ { fig. 2582). Les griiles sont disposées de maniére a
pénétrer dans les intervailes des bras de la roue, lorsque le
manchon est suffisamment rapproché. La roue A se trouvant
ainsi calée sur son arbre, celui-ci devieut solidaire avee Uarbre
de la roue B {*).

On peuat cncore établir ou supprimer la dépendance de
deux arbres reliés par un engrenage, en donnant & 'un d’eax
la faculté de glisser longitudinalement, d’unc quantité sufii-
sante pour que les dentures cessent d’¢tre en regard.

L'arbre mobile porte deux gorges [ fig. =53] : un levier
d’arrét T le maintient dans la position que Ton veut. sur
la figure, on voit les deux roues désembiayées; pour cm-
braver, on souléverait le levier d’arrét, on pousserait vers I

“*) On peut appliquer ce prineipe de deus manicres différentes. Si fe imo-
teur agit sur Varbre & manchon, cet arbre towrne continuellement : mais Tes
deux roues dentées, ainsi que arbre de la roue B, restent immobiles qmmd
l¢ manchon nest pas embrayé. Siau contraire Paction du moteur s’exeree st
e deuxieme arvbre, Varbre de la voue A ne tourne que lorsque le mancho?
est embrayé.
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gauche T'arbre rendu a la liberté, et 'on ferait retomber le
levier d’arrét dans la seconde gorge.
Les deux axes peuvent n’étre pas paralléles.

Déclics.

Les déclics servent & produire un mouvement ou un arrét
brusque. On les applique surtout aux machines peu puissantes,
ou aux organes accessoires des machines plus importantes.

La manceuvre de ces appareils est quelquefois automatique
et confiée & la machine elle-méme, comme dans I'exemple
que voici. '

La poulie K ( fig. 25]) est folle sur P'arbre O, animé d’un
mouvement de rotation continu dans le sens de la {féche f: un
doigt calé sur 'arbre, qui bute contre un taquet fixé a la pou-
lie, oblige celle-ci & tourner solidairement avec P'arbre. Mais
le taquet n’est pas lié & la poulie d’'une maniére invariable :
il forme 'une des extrémités d’un levier dont le point fixe
esten F; et, dans I'état ordinaire des choses, un ressort pése
sur le petit bras de ce levier, de maniére a maintenir ie
taguet en prise.

A un certain ipstant du mouvement, la queue du levier
rencontre un arrét qui, en la faisant basculer, produii le dé-
clanchement du taguet : alors la poulie, abandonnée a elle-
méme, touric en sens contraire sous Paction du contre-
poids P. ilais bicentot le doigt dégage revient saisir Je taquet,
et Ia rotation recommence dans le sens (f).

Sonnetic & déclic. — Pour enfoncer les pilotis, on emploie
un moufon, c’est-a-dire une masse pesante gu'on souléve
par divers procédés a une certaine hauteur, et quon laisse
ensuite retomber sur la téte du picu (ff :
qui sert a celte mancouvre, depuis un temps immcémorial,
est la sonnelle & tiraude. Le mouton est mainienu par deux
oreilles entre deux piéces de bois verticales : il est suspendu
4 une corde qui passe sur une poulic de renvei, pour se
diviser ensuite en plusieurs cordelles dont chacune est tirée
Par un homme. Ce systtme permet de graduer & volonté U'ef-
‘fon exercé : il est excellent pour commencer le battage. Mais,
dmesure que 'epération avance, on rencontre une résistance

I. 20
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plus grande, ot il faut de toute nécessité augmenter la course
du mouton cu son poids. Or, quel que soit le parti auquel on
slarréte, on arrive rapidement a une limite d’¢lévation et de
poids quon ne saurait dépesser, vu la nature du moteur em-
niove,

i efiet, il est évident qu’on ne peul pas augmenter beau-
coup la course. Dautre part, si 'on donne au micuton un

proids considérable, il faudea avoir un grand nombre de ma-
uoeu\ res agissant sur des cordes tros-éeartées - ces hommes se
céneront mutuellement, et ne pourront exercer cfficacement
leur action. Il convient, dans ces conditions, de remplacer ia
sonnetie a iiraude par un treuil & engrenages, donnant le mou-
vement & un arbre sur lequel s'enroule la corde du mouton,
apreés avoir passé sur une poulie de renvoi. Un déclic fait re-
tomber le mouton, parvenu & la hauteur voulue.

Voicl & cet égard le procédé le plus simple : la corde, apres
avoir fait une ou deux fois le wur de PVarbre du treuil, vient
abouiir dans la main d’un bomnie, qui la maintient suffisam-
aent tendue. Pour supprimer la transmission et faire tomber
e mouton, 'homme n’a qu’a lacher la corde.

D’autres fois, entre l¢ mouton et la corde qui sert a I'éle-
ver, on dispose une piéce intermédiaire, a laquelle le mouton
proprement dit est accroché par un anneau engagé dans une
pince articuide ( fig. 258). Cette sorte de tenaille vient buter
a une certaine hauteur contre un obstacle fixe, gui la force 2
s‘ouvrir en lachant le mouton.

La pince est conformée de maniére { ressaisir Vannesu
d’elle-méme, quand on la laisse tomber a son tour.

frépan & chute libre. — M. Kind a employé un systéme
analogue pour le forage des wous de sonde. L'outil de pereus-
sion, ou irépan, ost fixé a une série de tiges dont la longueur
totale est ¢gale a la profondeur du trou. Or, dés que cetie
profondeur devient un peu considérable, non-seulement le
poids des tiges tend & briser les parties inférieures, mais de
plus, loisqu’on vient a battre, ¢’est-a-dire a soulever la sonde
et & la laisser retomber pour défoncer le sol, les tiges dé-
sradent latéralement Ie forage par leur foueticment; et leurs
\1brauons provoquent des éboulements, par suite desquels le
irépan peut se trouver cngagé.
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Ce double iuconvinicul est ¢vite par Pemploi du irdpan a
chate libre de M. Kind ( £/, XXX, jfig. 270,

Au moment ou la sonde est abandonnce a elie-méme, eau
dont le trou est toujours rempli souleve le disque qu’on voit
a la partie supéricure de la figure @ les hranches inféricures de
la pince p, p, s’Ceartent, et Jachent la tige T, a Pextedmiié de
laquelie se trouve le trépan. Ceiui-ci continue son mouvement
accélérd, tandis que les tiges descendent leniement, par suite
de la résistance que Ueau oppose au mouvenient du disque-
parachute. Le choc gui se produit sur la 1éte du wépan permet
aux crochets de ressaisir Poutil, pour fe seulever de nousezu.

Cataracte des ivachines de Corncuailles. — Danz les ma-
chines d’épuisonmm dites de Cornouailles, Vadmission de
ta vapeur dans le cylindre a lieu en vertu d'un déelic maneeu-
vré par un appareil spécial appeié cataracie.

Cet appareil communigue a une tige AB ( fig. 256) un niou-
vement ascensionuel trés-lent, en vertu duquel ecile-ci vient

au moment convenable soujever le levier T, et rendre Ia li-
berté au secteur 8. L’arbre O, ne se trouvant plus reienu par
Paction du cran sur le secteur, bascuie sous Uinfluence d'un
contre-poids qui Pentraine dam fe sens de la fleche; ¢t eo
mouvement ouvre la soupape d'admission de la vapeur.

Lchappements.

Les wécanismes employés dans Phorlogeric ssus le nom
Téchappements se composent en général d'une roue a ro-
chet, entre tes dents de laquelle vienneni s'interposer pério-
diquement deax arréts tixés a une picee oscillante.

Le moteuar tend a imprimer un mouvement de rotation con-
tinu & Varbre de la rouce a rochet; Vinteryuption périodique
a pour but de régulaviser ce mouvement, cn faisant intervenir
un pendule ou un balancier & vibrations isochrones.

On profite en méme temps du temps trés-court pendant
lequel Ie régulateur cst en relatiou avee le moteur, pour faire
denner au pendule ou au balancier une légére impulsion,
suffisauite pour entreteniv leur mouvement.

L’éwude des c¢ehappements wentre pas dans le programme
de ce Cours.

EACIN


prode.it

308 PEUKIEME SECTION. — THEORIE DLES PMECANISMES.

§ XV. — DMoYENS DE MODIFILR UNE LIAISON DE MOUVEMEST,

On a souvent & changer, pendant lamarche d’une machine,
fa liaison géométrique existant enire deux parties de celle
machine. La modification est, selon les cas, brusque ou gra-
duelle : elle peut porter, soit sur le sens du mouvement
transmis & la piece conduite, soit sur le rapport des vitesses,
soit méme sur ces deux éléments & la fois.

DPaus les machines & raboter, par exemple, Veutil recoit de
Parbre moteur un mouvement de transiation uniforme, par
I'iniermédiaire d'une crémaiilere et d'un pignon.

Mais une fois que le rabot a parcouru toute la longueur de
Ia crémaillére, la continuation du mouvement suivant les
mémes lois devient impossible: il fawt modifier 1a liaison du
moteur avee lowtil, et s'arranger de facon & mettre celui-ci a
méme de poursuivre son travail, en le ramenant dans sa posi-
tion primitive, avee un Iéger déplacement latéral.

autres fois Voutil, arrivé au bout d¢ sa course, s¢ reiourne
de maniore 2 raboter alternativement dans les deux sens.
in, dans un autre genre de machiues, ¢’est Poutil qui est
o, ol lolJJe{ qui recoit un mouvement convenable. A cot
L oanesi 1‘;)10 visite dans les ateliers en apprend plus que

teates les deseriptions.

eyl
L
ooy

Charngement brusgue de la vitesse.

Pour pouvoira volonté faire varier la vitesse d’cu arbre toun-
nant (ou plutdi lo rapport de Ia vitesse de cet arbre A celle
de Tarbre moteur), on dispose sur les deux arbres deux ou
plusicurs couples de roues dentées ou de poulies, qu'on em-
braye suivant les besocins, Spuveni ces divers trains ne sont
pas fixés & demeure sur les arbres: on a un certain nombse
de rouces de rechange, et 'on substitue une paire a une autie,
ce qui ne peut se faire sans arréter la machine. Quand on
ne s’astreint pas a ce que les ravons de ces roues forment
une somme ¢gale & la distance des axes, on cemploie comme
intermédiaire unc rouc parasite (fig. 255), dont on fise ie
centre dans une position convenable

Il nest d'aillears jamais indispensable d'arréter compléte
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ment Porgane dont on veut modifier la vitesse; et la substitu-
tion d’un engrenage a un autre peut s'effectuer aisément,
pendant la marche de la machine, a Paide des systémes d’eimn-
brayage que nous avons décrits dans le paragraphe précédent.

Considérons deux arbres tels que P et Q {fig. 259 et 060)
dont Ies axes de rotation sont dans un méme plan; et soien

n, EI les rouages correspondant a deux valeurs différentes

du rapport des vitesses. Les deux roues qui appariienncnut a
Pun des arbres sont folles, et dans Vintervalle de ces roues
jouc un manchon d’embrayage double, ¢’est-a-dire armé de
dents ou saillies sur ses deux bases opposées. Suivant que ce
manchon est engagé a droite ou a gauche, 'un ou Pautre des
deux engrenages fonctionne comme s’il existait seul,

Dans la disposition représentée fig. 259, le déplacement
da manchon change seulement le rapport des vitesses angu-
aires, sans altérer e sens de la transmission; avec la combi-
naison de la fig. 260, on change & la fois la grandeur et le
signe du rapport des vitesses. Enfin le systéme de la fig. 261
sert a renverser simplement le sens dv mouvement de Varbre
conduit, sans altérer la grandeur absolue de sa vitesse.

S'agit-il d’une transmission par courroies, on dispose sur
deux arhres paralléles plusieurs paires de poulies { fig. 267),
dont les diamétres sont calculés de maniére gue la longueur
tetale de la courroic reste constante. Au moyen d’'une four-
chette, on transporte la coarroic d’une paire sur lautre.

On peut encore avoir une série de poulies égales et voisines
les unes des autres ( fig. 268), montées sur des arbres creux
ou canons, qui s'emboltent a frottement doux. Outre la poulie
qui lui donne le mouvement, chacun des canons porte une
roue dentée, de sorte qu’on apercoit les unes a la suite des
autres, sur le méme axe géométrique :

1° Une poulie folle;

2° Une deuxieme poulic, calée immeédiatement sur Parbre
moteur;

3° Une troisieme poulic, calée sur le premier canon;

4> Une quatri¢me poulie, calée sur le deuxiéme canon;

Puis :
5° La roue dentée du deuxieme canon;
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6° Une roue dentée plus petite, calée sur le premier ea-
non;

~> Enfin une troisitme roue dentée plus petite que la so-
conde, et calée sur 'arbre central,

Sur un sccond arbre parallele an premicr sont fixées a de
meure rois nouvelles roues qui engrénent avec les trois proi-
cédantes, et dont les diamétres varient par conséquent en
sens inverse tune courroie, mise en mouvement par un tam-
bour non représent? dans Ia figure, est susceptible d’ére om
brayée tour & tour sur les quatre poulies. 1l est facile de vois
comuent, en transportant la courroie d'une poulic a Nautrs,
on fait varier la :oode Varbre conduit @ la vitesse dua tam-
bour minteur et celle de fa poutic directement embrayée restant

i

constante
Dans hj'f‘. 28g, o &

{ois Ia grandeur et e sons

seement e ia courrole change a ls
de la vitesse de Varbre AB.

On rencontre dans Ies machines un grand nombre de dis-
positions snceiales, dont Tobjet est de faire varier brusigue-
ment le sens on la grandewr de Ia vitesse transmise & un engin
déterming, Nous allons en donner encore deux exemples,

Preyien pxewers, — Une corde sans fin s'enrcule sur dovy
voulies dont les axes sont parallcies et horizontaux ( fig. o6n):
G veut pouvoir changer a volonté le s2is do mouvement
de cette corde. A cet effet, entre les arbres des ponlies, on
installe ane
une roue disposée de manicre a pouvoir enprens
sculement Vintervalle des deux roues est un peu trop g
pour que celle-ei engrene a la fois avee Func m avee Pautie.

Cela posé, il est évident que, selon q e Vengrenoge aws
lictravee la roue de droite ou avec eclle de gauche {Ia vis toui-
nant toujours dans le méme sens), e mouvement de Ia corde
sans fin se produira dans un sens ou dans Uawire.

On obtient Vengeenage alternatif en faisant po» + le pivol

sans fin verticale. Chacun des arbres porte
saver ja vise

de Parbre de la vis sur un chariot, capeble de pres
mouvement latéral,

Devadkue exguprr. — Kool

- > T,
dine a forer (fig. 263, — Lo duidd
al :)‘(1:‘“':!111!" :

e v oorbre vertical,
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A . .
I'engrenage @ communigue un mouvement rapide de rota-

tion. La roue « porte une languette qai {ait saillie dans Peeil
eirculaire dont elle est percée; ci eette languette est engagée
dans une rainure creusce sur touie In longucur de Parbre. La
roue, maintonue par un suppoit fixe, reste toujours o la méme
hauteur ot ne cesse pas d'entrainer le foret dans son mouve-
ment; mais on voit que celui-ci, tout en tournant avec une
grande rapidité, peut descendre graduellement au for et
mesure de la pénétration. Enfin, V'arbre vertical est fiteté & sa
partic inféricure, et de part et d’sutre du filet de vis se trouvent
deux roucs folles, qui tournent librement sur leurs coussinets
pendant que Poutil travaille. :

Quand le forage est terminé, ou cale los deux roues, qui
font alers fonetion d'éerou immobile. Larbre continuant &
tourner sur son axe, la vis remonte avee Uoutil, don 3" Mmot-
vement aseensionnel ne sarréte que quand la vis est entiere-
ment hors de Péerou.

Changement graduel de la viiesse.

Cones aliernes, — Au lieu de deux rangées da poulies
permettant d’établic entre deux arbres paralléles un cerwin
nombre de rapports de vitesses formant une série disconti-
nue, concevons deux trones de ednes ( fig. 264), posés de ia
méme manicre que les peulies. Une courrvoie dont la longus

i

est constante peut les embrasser et rester également tendue,
quel que soit le plan perpendiculaire aux axes dans lequel on
la place. Le rapport des vitesses verie avee cette disposition
par degrés insensibles.

On fixe la courroic dans la position que U'on veut, au moyven
d’un anneau traversé par la courroie, et conduil par une tige
guidée.

Un autre systéme consiste a donner & l'un des cones fa
faculté de glisser le long de son arbre. L’autre cone peut alors
étre remplacd par un cylindre; et il est toujours indispensable
d'avoir quelque part une poulie de tension, Pun des diamétres
d’enroulement éiant scul variable.

Citons comme excmple le mécanisme cempleye duns les
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anciens bancs & broches, pour accélérer progressivement le
mouvement de rotation des bobines, avant Tinvention dy
rouage ¢picycloidal dont nous avons parlé p. 264.

Le tambour conique A (fig. 265) est monté a [rotlement
doux sur un arbre carré, ou sur un arbre rond a languetile.
Dans la gorge s’engage une fourche d’embrayage au moyen
de laquelle on pousse le tambour a gauche ou a droite, sclon
gu'on veut augmenter ou diminuer la vitesse de la courroie,
et par conséquent celle du tambour eylindrique B (7).

Changement de vitesse par rowleaw de friction { fig. ~66), —
L’arbre moteur est terminé par un plateau, contre lequel sap-
puic une roulette fixée sur un arbre vertical. La transmission
s'effectue en vertu de Vadhérence de la roulette sur le pla-
teau. Le pivot de Parbre vertical repose sur une crapaudine
gquwon peut élever cu abaisser au moyen d’un levier coudd.
Sclon que la roulette s'approche ou s’éloigne du cenire de
rotation du plateau, le rapport de sa vitesse angulaire a celle
de celui-ci diminue ou augmente.

Les applications de ce mécanisme sont nombreuses. Un y a
recours toutes les fois qu’on veut imprimer progressivement
4 un arbre tournant une vitesse considérable.

(*> Dans la disposition indiquée par la figure, les axes des deux tambours ne
sont pas paralléles; aussi a-t-on employé deux poulics de venvoi, projetées cn
C, dont les arbres glissent dans des coulisses verticales : ces poulies font en
méme temps fonetion de poulies de tension.
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CHAPITRE VIL

MOYENS D’OBSERVATION BT APPARFILS PROPRES 4 DECOUVRIR
EXPERIMENTALEMENT LA LOI D'UN MOUVEMENT.

Nous avons dit qu'on déterminc oxpérimentalement la loi
du mouvement d’un point en fixant, au moyen d’un systéeme
quelconque de coordonnées, un certain nombre de positions
de ce point, ct notant les temps ¢coulés cutre deux observa-
tions consécutives.

On obtient ainsi dircctement la loi des espaces parcourus,
sous la forme d’une table numérique ou d’un tableau graphi-
que; ety cela fait, les régles que nous avons doniées font con-
naitre toutes les quantités qu’on a besoin de considérer dans
I'étude d’un mouvement.

Ce procédé, qui n'offre aucune difficulté quand le mouve-
ment est suffissmment lent, a ¢ié employé par Coulomb pour
déterminer les lois du mouvement d’un traineau, glissant sur
un plan horizontal. En un point de ce tralncau était fixé un
index, mobile le long d’'une régle divisée cn pouces : un aide
comptait les vibrations d’un pendule battant la demi-scconde,
un autre annoncait par un cri le passage du traineau a chaque
division, tandis que Coulomb écrivait la correspondance des
deux mesures.

Mesure de la vitesse.

Quand il s'agit d'un mouvement rapide, mais qui se pro-
longe & peu prés uniformément, pendant un temps suffisam-
ment long, il est facile d’en avoir la vitesse moyenne.

C’est ainsi qu’on calcule la vitesse d’un navire en jetant le
loch, celle d’un train en mesurant le temps employé a par-
Courir un espace donné, la vitesse angulaire d’unc roue en
comptant le nombre de tours effectués pendant une demi-
Mminute,

Enfin, pour constater la vitesse moyenne, pendant unc longue
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durde, d'unmouvement de rotation ou d’un mouvement oscii-
Iatoire, on cmploie les comptears & chiffres, dont la disposi-
tion géndrale est la suivante.

L'arbre dont il s’agit d’coregistrer d’une maniére continye

s nombres de tours est armé d'une picce saillante ou dojgt

qui, a chaque révolution, fait avancer d’une scule dent vne
rove fixée sur un second arbre. Celui-ei porte également un
doigt qui, a chague révolution de ce deuxitme arbre, fait
avancer d'une (ant une rouc fixée sur un troisieme arbre, of
ainsi de suite. En supposant le nombre des dents de toutes
ces roues czal A 10, on voit quelles marqueront respective-
ment, par e passage d’une dent, les unités simples, les di-
zaines, les centaines,. .., du nombre de tours effectué por
Uarbre donné. Une di posmon facile & imaginer fait apparaliee
ces divers chiffres sur une série de cadrans, de manicre 3
permetire de lire immédiatement le résultat cherché.

J:}parei[ de Mattei et Grosbert. — Cet apparcil, destiné§
mesurer la vitesse initiale d'ene balle de fusil, n'est avtee
chose ¢u'un tambour a fonds de papier, qui tourne unifermdé-
ment aatour de son axe de tigure, paraitéle a celui du canon.
La balle peree rapidement les deux fonds; et Vangle que for-
went les vayonus menés par les deux trous a Paxe e rotaiion
mesure le temps emplové 2 parcourir la profondeur du tam-
bouvr, Conumissant la vitesse angulaire de celui-ci, on a In
itesse de la balle.

mzonwm pive électrique. — Dans le chronographe du com
mandani }me de Bretes (M), fondé surcle méme principe
(s 1’;13\‘9;\1’«‘31 pricédent, h nesure du temps s'effectu avee

tee d'utiliser los “1‘0"11L'l B

ane grande exactitude, grace a b

e électricite & nnlucuon.

19 pmjrﬂilc traverse deux cibles séparées par une distﬂr\““
de dedx mcires, et formées d'un réseau de fils trés-tins de fe
ou de cuivre, dont la rupture détermine Uinterruption d'un
courant. Le courant induit correspondant est transmis a un
pendule portant une pointe : I'élincelle jaillit entre cette
nointe et une planue métallique naralléle au plan d’oscille-

{*) Académie des Seiences, 25 juin 136o.
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tion du pendule, en waversant une feuitle de papier sur
laquelle elle laisse un petit point rond trés-net et trés-visible.
Enfin, un courant mis en jew par la détente méme du fusil
indique par un premier point la position initiale de Ia tige du
pendule.

On connait, par la loi du mouvement de ceiui-ci, le temp:
geoulé entre les deux dtineelles.

(Gbservation de la loi des movvements rapides.

7

Quand il s’agit, non plus seulement de mesurer une vitesse
moyenne, mais hien de déterminer toutes les circonstances
d'un monvement rapide, on emploie un procédé automatique
cest-a-dire qu'on sarrange de manicre a faire tracer une ligne
par le mobile, sur une surface animée d'un mouvement Comw,

Si cette surface était immobile, on obtiendrait seulement i
trajectoire du mobile. En sapposant cette méme surface en
mouvement, la courbe racce par Ie mobile nous fera con-
naitre Ialoi des espaces parcourus, comms nous allens le men-
trer par quelmues f‘xomp?(‘s

Apparer! & Exvielyein.— Pour Ccludior le mouvement oscii-
latoire vertical d’ane soupape. Extelwein tixait & un point de
la tige de ecotte soupape un era ) nmobile, devant lequel une
bande de papicr se dévoulait horizentalement { fig. 272}, avee
une vitesse uniforme (7). Les -al 5(-1550“ de Ta courbe tranic
par le crayon soni proportionneiies aux temyps, tandis que les
ordonnées sont ¢gales aux espaces parcourus par le nxomlo
Cette courbe est donce précizément celle que nous connaissons
sous le nom de courbe des espuces.

Lois de la clhute des corps. — Les proctdds indiqués dons
les cours de Physique pour vérilier expérimentalement les

(*} Le mouvement de Ia hande est produit par un meeanisme d'horlogeric,
au moyen de deax bobines disposdées de manicre que lo papier qui se dérouls
de Tune s’enrvoule sue PVautre, en offvant dans UVintervalle une portion tendue
sur laquelle e erayon trace sa courbe. Pour que le mouvement da papicr soit
milorme, il ne fant pas que celui des bobines e soit, car e diametre de celles-¢f

1

varie d’une mauicre sensible avee la quantite de papicr enroulcée. Gn régula-

s
rise t¢ mouvement par Pemploi dune fusde, dont les diamctres extrenes sont
les mimes que ceux du evlindre, vide ot couvert de pupier
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lois de la chute des corps : a savoir, le plan incliné de Galilge
¢t la machine d’Atwood, se rapportent en réalité a des phéno-
meénes plus complexes. Avee appareil a cylindre tournant dy
zénéral Poncelet (voir p. 27), on étudie au contraire le mou-
vement non modifié par une machine; et la mc¢thode est com-
binée de maniére a triompher de la difficulté qui résulte de
la rapidité de ce mouvement.

On cmploie la disposition analogue que voici, pour déier-
miner les lois d’un mouvement rotatoire.

Platecu tournant de M. Poncelet (*). — Un plateau cireu-
laire est fix¢ par son centlre a extrémité de Varbre dont oy
veut étudier la rotation. Un pinceau animé d’un mouvement
circulaire et uniforme autour du point O’ [fig. 273) s'appuie
constammment sur le plateau, et trace sur CelUl—Cl une ligue
qul, s'il était immobile, serait une circonférence ayant O/ pour
centre. Par suite du mouvement du platean, cette circonfc-
rence se transforme en une courbe épicycloidale, sur laquelle
on peut mesurer les déplacements angulaires de Parbre pen-
dant des temps connus.

En efict, soit AB la courbe relevée sur le plateau (c'est-a-
dire la trajectoire relative du pinceau), AB'C, la trajectoire ab-
solue de ce méine pinceau, lequel occupe actuellement la po-
sition A,

A Pinstant ot le pmceau a marqué le point B de la LOUILL,
il ¢tait sur la circonférence (0’ A), en un point dont la distance
au centre O est ¢gale a UB done il était en B/, intersection
de ladite circonférence avee Varc de cercle BB'. AO'B estdone
I'angle décrit par le pinceau autour de son axe, pendant que
Parbre O tournait de I'angle AQB.

{'sage du diapason pour apprécier avec justesse
les tres-petites fractions du temps.

Toute la précision des expériences de ce genre repose essel-
tiellement sur Puniformité du mouvement produit par le mé-
canisme d’horlogerie. ‘

e

(*) Cet appareil a ¢té appliqué par le géndral Morin a I'étudo des lois du
frottement. .



GAAPITRE Vi{. — DETERMINATION DE LA LOI D'UN MOUVEMENT. 317

Pour se metire & Pabri de la cause d’erreur qui résulte de
rimperfection de ces mécanisnies, on compare la courbe tracée
par le corps mobile avec celle que trace en méme temps sur
Je plateaun une pointe fixée & un diapason mis en vibration.
Lisochronisme parfait de ce dernier mouvement dénonce les
plus petites irrégularités de appareil d’horlogerie.

Ce procédé a é1é employd par M. Wertheim, puis par le
capitaine Schultz.

C/zronomap/ze du capitaine Schultz, construit par . Fro-
ment.— Cet appareil, Ie plus précis qu’on ait encore construii.
donne sans difficelté la cing-cent-milliéme partie d’'une se-
conde. i s¢ compose d’'un tambour d'un métre de circon-
férence, argenté et recouvert de noir de fumde a sa surface
extéricurc : ce tambour tourne uniformément sur son axe
raison de trois tours par seconde. Mais, pour I'extréme préci-
sion qu'on veut atteindre, on ne peut compter sur l'unifor-
mité de Ia rotation du tambour : car les mouvements les plus
réguliers ne sont en réalité que périodiquement uniformes.

On a donc install¢ devant le tambour un diapason bien
réglé, qui fait 500 vibrations a Ia seconde, et qui dessine, au
moyen d’une pointe, chaque vibration sur le noir de fumée {*):
un appareil électrique a étincelle d’induction imprime aussi sur
le.noir de fumde deux points, qui correspondent au commen-
cement et 2 Ia fin du phénoméne qu’on étudie. Pour mesurer
le temps ¢coulé entre les deux étincelles, on compte d’abord
autant de cing-centiemes de seconde que 'intervalle des deux
points renferme de vibrations compléies; puis, on estime les
fractions, en admettant que le mouvement du tambour est
uniforme pendant le temps d’une vibration.

Au moyen d'un nncxoscope el d’'un micrometre, on divise
facilement en mille parties P'intervalle occupé sur le tambour
par une vibraiion, ¢’est-a-dire qu'on appréeic un cing-cent-
milliéme de seconde.

On a pu mesurer avee cet appareil le temps gque met une
balle & parcowrir quelques centimétres, et déterminer ainsi

(") Par Ia combinaison du mouvement oscillatoire du diapason avee le mou-
vement uniforme du tambour, la combe déerite par la pointe sur le eylindre
développé est une sinusoide (fig. a74-
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fa foi du mouvement d’un bouiet dans 'ame d’'une bouchs
a feu.

Etude des vibralions sonores par AL Lissajous (7). —
Toul le monde connait le phénomine optique connu sous le
nowm de persisiance des lmpresszons lunvineuses sur la rétine ;
M. Lissajous a fondé sur cetle propriété un moyen simpln
de rendre sensible aux veux le mouvement vibratoire d'un
Jdiapason. 1 suffit poar cela e fixer a Tune des branches de
celui-ci un miroir métailique {en ayant soin d’ajouter o Pautre
brauche un contre-poids ¢gall, et de regarder dans fe wiiroip
Pimage réfléehie d’un corps lumineux. Lorsque le diapason
vibre, Pimage semble s’allonger dans le sens de la longueur de
la branche : I'eeil percoit une ligne lumincuse.

Pour trouver Ia loi du mouvement du diapason, il faut, aprés
la premiére réflexion, faire tomber le pinceau lumineux sur
un deuxiéme miroir, mobile autour d'un axe vertical, et rece-
voir la nouvelle image sur un écrail, en interposant une len-
iilie convergente de fover convenable.

Par Teffet de la rotation du second miroir, la pointe du
faisceau réfléehi parcourt 'écran dans le sens horizontal; et
!a combinaison de ce mouvement connu avec loscillation
verticale prodaite par la vibration du diapason fait connaitre
125 1ois du mouvement de celui-ci.

Comparaison de deuzx diapasons. — Cette premieére expdé-
rience fait comprendre le moyen, imaginé également par
1. Lissajous, pour comparer deux sons a laide de Teeil, or-
zane he aut‘oup plus sensible que Toreille, et en méme temps
moins syjet & la fatigue.

L'un des diapasons qu'il sagiy de conmparer est vertical,
Pautre horizontal ; chacun d’eux porte un mirvoir disposé
comnte dans Uexpérience précédente : les deux mivoirs sount en

vegard. Le [aisceau lumineux se réfléchit d'abord sur le pre-
micr miroir, puis sur e second, et enfin sur un miroir fixe qui
projetle Pimage sur un Ceran. Dés qu’on ébranle le diapason
vertical, on voit I'image s’allonger et se transformer cn une
ligne verticale. Si 'on ¢branle au contraive le diapason hori-
zontal, 'image est une droite horizontale. Enfin, quand on fait

(*) Foir les lecons professées a la Société Chimique, en 1861,
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vibrer @ Ja fois Ies deux diapasous, Timage est animdée d'un
mouvement composé de deax mouvements oscillatoires rec-
rangulaires : elle déerit sur 'écran unc ligne sinucuse plus ou
moins compliquée, dont la forme dépend de Ta relation gui
esiste cutre la durce de Poscillation dans chacun des deux
mouvements { fig. 275). Cette courbe est dailleurs toujours
comprise a Uintérieur d'un rectangle, dontles eotds sont pré-
cisément égaux aux amplitudes des mvuvements vibraioi
des deux diapasoiis, :

Dans le cas de Punisson, Yimage recue sur e plan est une
courbe fermée, qui n'a que deux tangentes paralleles & une
direction quelcongue {A): elle affeete Ta forme d'une ligne
droite, d'un cercle ou d’une ellipse, suivant la différence de
phase des deux vibrations.

Aloctave, Pun des diapasons faisant deux vibrations pendant
que Tautre n’en fail quw'une, on a pour la courbe P'une des
formes (R). Le rapport de quintc est représenté par le
figures (C). Enfin, si les nombres des vibraiions ne sont pas
dans*un rapport simple, la courbe est plus ou moins irrégu-
liere.

u

FIN DE LA CINEMATIQUE.
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AVERTISSEMENT.

Ce faseicule est le deuxieme du Cours de Meécanique et
Machines professé & 'Ecole Polytechnique par M. Edm.
Bour, pendant la trop courte durée de son enseignement

dans cette Ecole.

Lorsque la mort vint prématurément interrompre |
carriere scientifique si brillamment parcourue par le
jeune Professeur, le premier fascicule de son Cours {Ciné-
matique ) avait seul été publié, et on pouvait craindre que
la suite ne fut perdue pour la science; mais il avait laissé
entre les mains de son ami, M. Mannheim. Professeur &
I'Eeole Polytechnique, le manuscrit de la fin de son Ou-
vrage. M. Mannheim, voulant s’entourer de toutes les
garanties possibles pour la publication de ce manuscrit,
aobtenu le concours dévoué de MM. Phillips. Collignon

et Kretz.

M. Phillips, qui a été appelé a succéder a M. Bour
dans la chaire de Mécanique, était mieux que personnc
en position de revoir la rédaction, d’en combler les la-

Cunes, en un mot de mener & bonne fin une st délicate
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entreprise. M. Collignon, ingénieur des Ponts et Chays.
sées, avait ¢té le répétiteur du Cours de M. Bour i 'Eeole
Polytechnique. Enfin M. Kretz, Professcur de Mécanigue
4 U'Eeole A’ Application des Ingénieurs des Manufactures
de I'Etat, ami intime de M. Bour, avait une connaissance
complite des idées de I'Auteur sur la Méeanique et avait
spécialement discuté avec lui toutes les questions vela-

tives aux applications de la théorie aux machines.

.-V,



COURS

MECANIQUE ET MACHINES

A L'ECOLE POLYTECHNIQUE.

STATIQUE

LT
TRAVAIL DES FORCES DANS LES MACHINES

4 L'ETAT DE MOUVEMENT UNIFORME.

Ce volume est divisé en deux Sections.

La premiére a pour objet la Statique proprement dite, ¢’est-
a-dire I'étude deslois de éqguilibre des forces appliquées aux
systémes matériels.

Ls seconde est consacrge aux machines, et comprend ex-
position du théoreme des forces vives, I'application de ce
théoréeme aux machines en mouvement, la mesure du travail
des forces, et l'étude particuliere des résistances passives,
entre autres du frottement de glissement,






PREMIERE SECTION.

STATIQUE.

CHAPITRE PREMIER.

PRINCIPES FONDAMENTAUX DE LA STATIQUE
ET DE LA DYNAMIQUE.

Le véritable objet de la Mécanique est I'étude du mouve-
ment dans ses rapports avec les causes qui lui ont donné
naissance et qui en déterminent les diverses affections.

Le but de cette étude est de nous mettre & méme de ré-
soudre le probléme suivant, probléme qui ne présente pas la
moindre analogie avec ceux que nous avons renconlrés en
Cinématique :

Un corps étant placé dans des conditions parfaitement dé-

finies, quel mouvement va-t-il prendre ?

Réciproquement : Pour obliger un corps & prendre un mou-
vement donné, comment faut-il faire?

Commencons par définir avec précision les expressions,
empruntées pour la plupart au langage ordinaire, qui sont d’un
usage continuel dans la science que nous abordons.

Définitions.

Un corps, en Géométrie pure, est simplement une portion
bien délimitée de I'étendue. Au point de vue physique, un
1.
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corps est quelque chose de matériel (*), réunissant a la pro-
priété de I'étendue celle de Uimpénétrabilité { dont nous aurons
plus tard & préciser le véritable caractére ), et quelques autres
attributs qui se rapportent d’'une maniére toute spéciale i Iy
partie de la Mécanique & laquelle nous sommes naturellemeny
arrivés.

Duw point matériel. — Nous avons distingué soigneusement,
en Cinématique, lec mouvement simple d’un point géométrique,
des phénoménes beaucoup plus compliqués que nous offre le
mouvement d'un corps de dimensions finies, méme quand ce
corps peut étre considéré comme solide, ¢’est-a-dire comme
invariable de forme.

De méme, dans le nouvel ordre d’'idées que nous abordons,
nous simplifions considérablement les choses en considérant
d’abord un corps assez petit pour que nous puissions faire
abstraction de ses dimensions, ne pas nous préoccuper des
mouvements relatifs de ses diverses parties, el voir unique-
ment le mouvement simple de I’'un quelconque de ses points.

L’élément auquel on arrive en concevant ainsi un corps di-
visé en parties de. plus en plus petites, élément qui conserve
nécessairement toutes les propriétés du corps et en particulier
la qualité d’étre matériel, cet élément, dis-je, est connu sous
le nom de point matériel.

Un point matériel est donc un corps dont les dimensions
dans tous les sens peuvent élre considérées comme plus pe-
tites que toute grandeur assignable, sonl infiniment petites,
suivant le langage mathémalique. Un corps de dimensions

(*) Voici une définition de la matiére, empruntée a un excellent ouvrage de
M. Cournot :

« L’expéricnce fa plus familiére nous apprend que les objets qui affecteut
nos sens d’'unc manicre si variée, et auxquels nous donnons le nom de corps
quand nous voulons les désigner par une appellation commune, sont sujets,
non-seulement a se déplacer, mais encore a changer de dimensions, de figure,
d’aspect et d’état, et méme it périr dans leur individualité par la désagrégation
et la dispersion de leurs parties.

» Ce qui porsis'te apres le changement ou la destruction du corps, en res-
tant inaltérable dans la collection des parties, ¢’est ce que nous appelons la
matiére. » (Traité de Uenchainement des idées fondamentales dans les sciences

et dans Ukistoire, chap. I, Des idées de matiére, de masse et d inertie.)
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finies est la collection d’une infinité de points matériels, liés
entre eux d’'une maniére quelconque (*).

Les premiers chapitres de la Statique et de la Dynamique
sont natureilement consacrés a I'élude de I'équilibre et du
mouvement d’un point matériel.

§ 1. — EQUILIBRE D'UN POINT MATERIEL.

Des principes de la Mécanique rationnelle.—Le caractére
de ces principes a été différemment apprécié: les uns y ont
vu des axiomes évidents, les autres des faits d’expérience,
d’autres encore des postulats, des hypothéses. La difficulté est
des plus sérieuses.

D’une part, en effet, on ne peut guére nier la certitude ra-
tionnelle de la Mécanique, dont les théorémes présentent le
méme caractére que les vérités les mieux démontrées de la
Géométrie.

I’autre part, la valeur d'une conséquence ne saurait étre
supérieure a celle des prémisses, et 'on ne peut dire que les
principes de la Mécanique soient d’'une évidence absolue, qu’ils
s'imposent nécessairement a la raison comme les axiomes fon-
damentaux de la Géométrie.

Les principes de la Mécanique présenteraient plutot le ca-
ractére de postulats, plus ou moins analogues & la proposition
célebre qui sert de base a la théorie de paralléles. L’exactitude
de ces principes ou postulats est rendue & posteriori incontes-
table par la vérification expérimentale des résultats que la M¢é-
canique rationnelle en déduit par des raisonnements rigou-
reux; et la plus grande preuve de ce genre se trouve dans la
concordance remarquable des mouvements des corps célestes
avec les lois théoriques de ces mouvements.

(*) Nous verrons que, dans certains cas, un corps, solide ou non solide, voire
méme la réunion de plusicurs corps indépendants, se comporte comme si toute
1a matiére correspondante était condensée autour d'un certain point dans un
volume aussi exigu qu’on voudra le supposer.

L’étude de Uéquilibre et du mouvement d’un point matériel n’est done pas
une pure abstraction, un simple point de départ de ce qui se rapporte a3 un
corps proprement dit : c’est un chapitre de la Méecanique qui comporte des
applications spéciales.



6 PREMIERE SECTION. — STATIQUE.

Quoi qu’il en soit, les principes dont nous ferons usage, en
demandant au lecteur de les accepter sans démonstration, sont
aunombre de trois seulement (*) : les deux premiers se rappor-
tent au mouvement d’un point matériel.

Preyigr prixcIPE. — Lol de Uinertie de la matiére. — Celte
loi doit s’énoncer de 1a maniére suivante :

Un point matériel en repos ne peut jamaris prendre de mou-
vement sans la présence d’'une cause externe.

Il faut bien remarquer que la propriété de I'inertie appartient
exclusivement a cet étre de raison qu’on nomme point maté-
riel. Notrc premier principe nous apprend que la cause qui
fait passer un pareil corps de I'état de repos a I'état de mouve-
ment est externe, et voila tout.

Cette cause, quelle qu’elle soit, recoit en Mécanique le nom
générique de force (**).

Ainsi, un corps abandonné a lui-méme se met en mouve-
ment, il tombe, done il est soumis a une force; cette force a
recu le nom de pesanteur,

Un grand nombre de forces sontainsi désignées par des noms
spéciaux, tels que U'attraction magnétique, la tension des va-
peurs, Vélasticité des solides, etc. Mais, sans entrer pour le
moment dans la discussion des propriétés particuliéres de cha-
que espéce de force, nnous pouvons dire d’une maniére géné-
rale :

Toutes les fois qu'un point matériel en repos se mel en mou-
vement, ce point est sollicité par une force.

(*) Toutes les autres propositions pour lesquelles I'usage a consacré le nom
de principes sont de viritables théorémes, comme nous le verrons.

(**) « I’idée de force, dit M. Cournot, provient originairement de la con-
sciecnce du pouvoir que nous avons d’imprimer du mouvement & notre propre
corps et aux corps gni nous enfourent, jointe au sentiment intime de Veffort
ou de la tension musculaire, qui est la condition organique du déploiement de
notre puissance motrice. Si nous n'avions pas le sentiment de effort museu-
culaire, le spectacle du monde pourrait bicu eneore nous suggérer la notion de
Pétendue des figures et celle de leurs mouvements, mais 'idée fondamentale
de Ja Mécanique et celle de bien d’autres théories nous échapperaient tout &
fait. » Traité de {enchainement des idées, ete., p. 123.)



CHAP. I. — PRINCIPES FONDAMENTAUX DE LA STATIQUE, ETC. 7

La force est dite appliquée an point; celui-ci est le point
d'application de la force.

La direction suivant laquelle le point d’application d'une

force commence & se mouvoirs appelle la direction de la force.

Outre la direction et le point d’application d’une force, un
roisieme élément est encore nécessaire pour que cette force
soit définie d’une maniere compléte : c’est la grandeur, ou,
comme on dit, I'tntensité de la force.

Nous comprenons parfaitement que des effets identiques
proviennent de forces égales;nous comprenons également qu’il
existe des forces inégales. Par suite, la force nous apparait
comme susceptible d’augmentation et de diminuticn : c’est
donc une quantité qu'on peut comparer a une grandeur de
méme nature, prise pour unité et dont on peut avoir une
expression numérique. Nous ne tarderons pas a voir comment
les principes de la Mécanique permettent de réaliser cette
conception.

On représente en Mécanique une force par une ligne droite
(fig. 1). A étant le point d’application, on prend sur la li-
gne qui représente la direction de la force une longueur AF
proportionnelie au nombre qui en mesure I'intensité; et 'on
obtient une ligne AF, qui représente la force en grandeur et
en direclion.

Devxiixe prixcipe. — Lot de Uindépendance et de la composi-
tion des effets des forces. — De lamaniere dontnous avons dé-
fini ce quon doit entendre par une force et par la direction
d’une force, il résulte nécessairement que toule force agissant
seule, sur un point matériel en repos, aura pour effet de faire
prendre au point un cerlain mouvement dans la direction de
la force. Ceci est un premier point parfaitement acquis a la
science.

Si nous considérons actuellement une force F, appliquée a
un point ¢n mouvement, point soumis d’autre part a 'action
d’un nombre quelconque d’autres forces, F', ¥”,. .. et que nous
nous demandions quel sera dans ces conditions 'effet de la
force F, il est clair que nous nous trouvons en face d’un pro-
bléme d’'un ordre tout nouveau. Ce¢ probléme ne peut &tre
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résolu qu'a 'aide d’'un deuxiéme principe, axiome ou postulat,
que nous énoncerons de la maniére suivante :

Une force agit sur un point matériel en mouvement, et sol-
licité par des forces quelconques, absolument comme si elle
était seule et comme si le point était en repos.

Avec celte proposition, dont la premiére notion est due i
Galilée, nous avons maintenant tout ce qu’il est nécessaire de
connaitre pour établir les fondements de la Statique et de la
Dynamique du point matériel ; mais I’énoncé que nous venons
de donner a besoin de quelques éclaircissements pour étre
bien compris.

Soit MA (fig. 3) la trajectoire d’un point matériel soumis &
Paction de forces quelconques F', F”, ... ; par une position quel-
conque M du mobile, faisons passer trois axes rectangulaires,
et supposons que ces axes se transportent parallélementa eux-
mémes, I'origine décrivant la trajectoire MA, avec les mémes
accidents de mouvement que le point M.

Les choses restant ainsi disposées, le point M ne cessera
pas de coincider avec ['origine des axes mobiles; relativement
a ces axes, il se trouvera en repos. Supposons maintenant
qu’une nouvelle force F vienne & agir sur le point M, cette
force moditiera évidemment le mouvement primitif; notre mo-
bile se séparera de 'origine, il prendra un certain mouvement
par rapport aux axes que nous avons définis. Cela posé, notre
principe veut dire que ce mouvement relatif est absolument
indépendant du mouvement des axes, et le méme que si la
Sforce agissait seule sur le corps en repos.

Il suit de la que le point M, relativement aux axes mobiles,
va prendre un certain mouvement dans la direction de la
force F; et la composition de ce mouvement relalif avec le
mouvement d’entrainement fera connaitre le mouvement
effectif.

Développons maintenant les principales conséquences de ce
principe fondamental, en commencant par les cas les plus
simples.

Mouvement uniforme. — Considérons d’abord un point maté-
riel en mouvement auquel aucune force n’estappliquée; s’il est
animé d'une vitesse V, et quon le considére comme I’origine
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de trois axes rectangulaires (ou obliques) animés d’un mou-
vement de translation avec une vitesse égale a V, son mouve-
ment par rapport a ces axes sera celui que tendraient a lui
imprimer les forces qui agissent sar lui, ¢’est-3-dire sera nul,
puisque ces forces n’existent pas.

Donc, le mouvement absolu du point se réduit, dans ce cas,
au mouvement d’entrainement, c’est-a-dire qu’il est rectiligne,
uniforme, et que sa vitesse est égalea V. Donc, tout point ma-
tériel en mouvement qui n’est soumis a l'action d’aucune force
extérieure conserve sa vitesse en intensité et en direction.
Ce résultat est tout a fait évident, et on l'admet générale-
ment comme une conséquence de la loi de l'inertie.

Mouvement uniformément varié. — Supposons en second
lieu un point matériel animé d’une vitesse v, et soumis a l'ac-
tion d'une force F, dont l'intensité est constante, et dont la
direction coincide avec celle de la vitesse ¢.

Considérons toujours troisaxes passant par la position qu’oc-
cupe le mobile a I'époque ¢, et se transportant parallélement
4 eux-mémes avec une vitesse égale a ¢ (fig. 4). En méme
temps que 'origine de ces axes parcourt espace AA/, égal a
vdt,le mobile s’écarte de cette origine, et le déplacement relatif
ne difféere pas de celui qu'aurait déterminé Ia force F agissant
sur le corps en repos. Soit donc A’ M 'espace que la force ferait
ainsi parcourir dans sa direction, laquelle est aussi celle de la
vitesse ¢; le déplacement réel est la somme algébrique des
déplacements AA’ et A’ M. On voit que le mouvement ne cesse
pas d’étre rectiligne; seulement I’espace parcouru par le mo-
bile pendant le temps, dt est plus grand (algébriquement) que
vdl, c’est-a~dire qu’il ¥ a une certaine accélération.

On obtient la moitié de cette accélération en divisant par d¢*
le chemin A’M daalaforce F, et il est facile de reconnaitre que
Yaccélération ainsi déterminée sera constante. En effet, trans-
portons-nous a un autre instant du mouvement, l'origine aura
une autre vitesse ¢’, el dans le temps d¢ elle parcourra un
espace o'd¢; mais la force qui accélére le mouvement avant
un effet indépendant du mouvement déja acquis fera parcourir
au point matériel, dans le méme temps d¢, le méme espace
dans son mouvement relatif; donc on aura toujours la méme
accélération; le mouvement sera uniformément varié. Cette
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deuxiéme conséquence se présente encore comme a peu prés
évidente.

Mouvement parabolique. — Le corps animé d’une certaine
vitesse ¢ est soumis a Paction d’une force I constante en in-
tensité et en direction (au moins pendant ua temps trés-court);
mais la direction de la force différe de celle dela vitesse (fig. 5).

Nous aurons toujours a considérer trois axes animés d’un
mouvement de translation dont la vitesse sera ¢ en intensité
et en direction. :

Pendant le temps d¢, Vorigine, qui, 4 I'instant initial, coin-
cidait avec le point mobile, parcourra dans la direction de la
vitesse un espace AA’= v¢dt; quant au mobile lui-méme, il
aura un mouvement relatif, lequel ne différera pas du mouve-
ment absolu que lui aurait imprimé la force F, s’il avait été au
repos; c’est-a-dire qu’il parcourra, pendant le temps d¢, dans la
direction de la force et avec une certaine accélération J un

espace A'M — i Jdi. Le déplacement réel du point s’obtient

en composant les deux déplacements AA’ et A’M.

Prenons deux axes fixes ayant pour origine le point A, posi-
tion du mobile a I'instant initial {fig. 5). Si ces axes ont pour
directions, I'un Ax la direction de la vitesse v, 'autre Ay celle
de la force F, les coordonnées du point mobile, au bout du
temps infiniment petit que nous considérons, seront précisé-
ment les déplacements composants AA’ et A’M; elles auront
done les valeurs respectives

T
r=vdt, y= 3 Jde.

De ces équations, et des théories développées en Cinéma-
tique, on tire immédiatement les conclusions suivantes:
Quand la force qui sollicite un point matériel en mouvement

a une direction qui diffeére de celle de lavitesse du point,
1° Le mouvement est curviligne (*);

(*) La trajectoire se confond, aux infiniment petits du troisiéme ordre prés,
avec la parabole représentée par I'équation
R
y=-J3—=>
2

[l

qu’on obtient cn éliminant 4t entre les équations qui donnent x et ).
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20 Le plan osculateur de la trajectoire est celui qui contient
& la fois la direction de la force et celle de la vitesse ;

30 Celte méme trajectoire est tangente & la ligne suivant
laquelle est dirigée la vitesse ;

4° Enfin, la droite qui représente la force fuail connaitre la
direction de Uaccélération totale du mouvement du point, et
cette accélération totale ne difféere pas de Uaccélération qui
aurail été déterminée par Uaction de la force sur le méme
point matériel pris au repos.

Ce dernier résultat est trés-important : il nous donne la clef
du role que joue dans la théorie géométrique du mouvement
la notion de Yaccélération totale. Cest cette grandeur, en ef-
fet, qui représente & clle seule Peffet total de laforce, effet qui
se manifeste a la fois par la substitution du mouvement curvi-
ligne au mouvement en ligne droite, et par celle du mouve-
ment varié au mouvement uniforme.

Quand on a déterminé les lois du mouvement d'un point,
soit par 'observation, soit par I'étude géométrique des liaisons
de ce pointavec d’autres points dont le mouvement est connu,
chaque théoréme de Géométrie relatif a l'accélération totale
nous fournira un théoréme correspondant de Dynamique sur
la force qui sollicite le mobile. Par exemple, on déduit de la
loi des aires de Képler, et du raisonnement que nous avons em-
prunté a Newton (*), que la force qui sollicite une planéte est
constamment dirigée vers le centre du soleil. Nous compléte-
rons ces notions quand la théorie de la mesure des forces nous
aura fait connaitre la relation de grandeur existant entre l'ac~
célération totale et la force dont Paction sur un poinl matériel
donné détermine la production de cette accélération totale.

Mesure des forces.

- Un point matériel M, animé d’une certaine vitesse ¢, est sou-
mis a 'action de deux forces F ¢t F/, dont les directions coin-
cident. En raisonnant comme précédemment, on voit que
Pespace parcouru par le point M dans ceite direction com-

(*) Tome I¢7 de cet ouvrage, p. 73.
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mune, pendant le temps d¢ (indépendamment de I'espace vd¢
du a la vitesse ¢ pendant le méme temps), est égal a

T . I .
—fdtr - —j'de?
2Jt 2‘1 ’

O I. I .
si~J dt® et~ j'di* représentent respectivement les espaces que
e

chacune des forces F et I, agissant seule, aurait fait parcourir
au point dont nous nous occupons.

Ceci veut dire que, lorsque deux forces agissentsur un méme
point dans une méme direction, les effets de ces forces s’ajou-
tent, 'accélération que prend le corps sous leur action com-
binée étant la somme algébrique j + ;' des accélérations qui
répondent a chacune des deux forces en particulier.

Or, on ne peut refuser d’admettre que, parmi toutes les for-
ces existant dans la nature, il ne s’en trouve une qui, appli-
quée isolément au point matériel M, lui aurait imprimé aussi
Paccélération j + ;. Cette.force peut étre substituée aux deux
premiéres, en tant que résultat produit, ¢’est-a~dire qu’elle est
capable de produire le méme mouvement que lesforces F et ¥’
réunies.

On dit que cette force est la somme de F et de ¥/, et on la
représente par la notation

F-+F.

Deux forces agissant dans une méme direction peuvent étre
remplacées par une force unique égale & leur somme ().

Proportionnalité des forces aux accélérations. — Il résulte
de la définition précédente que : une force F produisant l'ac-
célération j, la force 2 F produira I'accélération 2 j; par suile,
la force » F répondra a l'accélération nj, ct réciproquement.
Donc:

Deux forces sont proportionnelles aux accélérations qu'elles
impriment & un méme point matériel.

(*) Cette phrase exprime identiquement la méme idée que nous exprimions
tout & heure, en disant que les effets de ces deux forces s’ajoutent.
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Cette propriété est indépendante de 'état de repos ou de
mouvement du point considéré.

Nous nous trouvons maintenant en possession d'un moyen
qui nous permet de mesurer une force, de la comparer a une
force prise pour unité, et d’avoir ainsi I'expression numérique
de ce que nous avons appelé Vintensité d’une force.

L’unité de force est le kilogramme : c’est le poids d’un
décimeétre cube d’eau distillée a la température de 4°,1, dans
le vide, au niveau de la mer et a la latitude de Paris.

Notion de U'équilibre. — En général, on ne mesure pas les
forces par les accélérations gqu’elles produisent : on s’appuie,
pour arriver a effectuer cette mesure d'une maniére pratique,
sur la propriété de I'équilibre.

Reprenons nos deux forces F et I, dont les directions sont
les mémes, et supposons qu’on ait

F=V,
¢’est-a-dire o
J=d>

et que d’ailleurs les sens dans lesquels ces deux forces agis-
sent soient opposés : il résultera de leur action simultanée
une accélération nulle, ¢’est-a-dire que,.si le point était en re-
pos, ily persistera malgré la présence des deux forces : on dit
alors que ces deux forces se font équilibre, ou que le point est
en équilibre sous l'action de deux forces égales et contraires.

Deux forces égales et contraires, appliquées a un point ma-
tériel en mouvement, n’altérent en rien ce mouvement, et’on
peut indifféremment, pour la commodité d’'une démonstration,
par exemple, introduire ou supprimer de pareils groupes de
forces parmi celles qui agissent sur un corps en repos ou en
mouvement, tout comme on introduit ou supprime deux termes
égaux et de signes contraires dans les équations algébriques.

Toutes les fois que nous voyons un point matériel rester en
repos, nous devons affirmer qu’il n’est soumis a aucune force,
ou que si une certaine force agit sur lui, il y a d’autres forces
qui font équilibre & celle-la.

Un corps abandonné a Jui-méme tombe sous I'action d’une
certaine force qu'on appelle le poids de ce corps. Suspendons
ce corps a un fil ou déposons-le sur un appuli, il reste en re-
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pos. Il n’en est pas moins pesant, et la force qui le sollicitait
tout & I’heure agit toujours sur lui; seulement elle est équili-
brée par une autre force égale et contraire, qu’on appelle, sui-
vant les cas, la fension du fil, ou la réaction de I'appui.

On dit quelquefois que deux forces qui se font équilibre se
détruisent : ¢’est une expression vicieuse qui donne naissance
a un grand nombre d’erreurs. Ainsi, quand un corps repose
sur un appui, son poids ne produit pas de mouvement, mais
il produit un autre effet. Il y a toujours déformation du corps
et de lappui. Cette déformation, qui est souvent insensible a
I'eil, est quelquefois au contraire extrémement marquée,
comme dans le cas ou le corps est suspendu a I'extrémité d’un
ressort flexible. Dans ce cas, I'effet de la force est de mainte-~
nir le ressort courbé, malgré I'élasticité de la matiére qui tend
a le ramener & sa forme et a sa position premiére (fig. 2 ).

Les propriétés de I'équilibre fournissent le moyen le plus
commode pour comparer et mesurer les forces. Deux forces,
quels que soient leur nature physique et le nom sous lequel on
les désigne, sont égales quand elles font équilibre & une méme
force. C’est ainsi que pour peser un corps, par exemple, nous
pouvons le suspendre a I'extrémité du ressort de la fig. o,
et constater la flexion produite. Si nous cherchons ensuite
combien il faut de décimetres cubes d’eau distillée pour arri-
ver au méme résultat, le nombre trouvé donnera expression
du poids du corps en kilogrammes, puisque cepoids et le poids
formé par ce nombre de kilogrammes font tous deux équilibre
a une méme réaction de ressort (*).

1l y a plus : tout autre effort développé, soit par la puissance
musculaire d’'un homme ou d’un animal, soit par le choc d’une
veineliquide, d’un jet de gaz ou de vapeur, etc., qui aura encore
pour conséquence une fiexion égale,sera encore représenté par
le méme nombre de kilogrammes. Il existe une grande variéié
d’appareils servant a mesurer les forces, mais ce que nous ve-
nons de dire suffit pour que I'on comprenne comment une
force quelconque est susceptible d'étre exprimée en kilo-
grammes.

(™) Tout ceci snppose, bien entendu, que Vélasticité du ressort n’aura pas
subi de changement dans l'intervalle des deux expériences.
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ConposITION DES FoRcEs. — Loi générale de [équilibre
d’un point. — Un point matériel A étant soumis & laction
de forces en nombre quelconque, considérons deux de ces
forces { fig. 6).

La force F, si elle agissait seule, imprimerait au corps,
dans sa direction, une certaine accélération AB=.

De méme la force ¥’ imprimerait au point une accélération
AB' =’; et, d’aprés noire deuxieme principe, cette accéléra-
tion ' est celle du mouvement du point A par rapport a trois
axesanimés d’un mouvement de translation avec une accéléra-
tion égale a j. D’ailleurs, d’apréslaregle du parallélogramme des
accélérations, Paccélération J de ce mouvement résultant sera
représentée par la diagonale du parallélogramme construit
sur les accélérations AD, AD’ des mouvements composants. Si
au lieu des deux forces F et F’ on avait une force unique
dirigée suivant la diagonale AC, et capable de produire 'ac-
célération J, le mouvement du point serait e méme. On peut
donc remplacer deux forces appliquées a un méme point par
une troisiéme qui sera la résultante de deux autres; on ob-
tiendrait cette résultante en grandeur et en direction par la
réegle du parallélogramme, puisque les forces sont proportion-
nelles aux accélérations des mouvements qu’elles produisent.
On peut donc, au lieu de composer les mouvements produits
par chaque force prise isolément, composer ces forces elles-
mémes, et déterminer directement ensuite le mouvement
résultant.

Ces deux maniéeres de procéder paraissent au premier abord
tout a fait équivalentes; mais si elles conduisent au méme ré-
sultat final, il ¥ a pour ainsi dire tout un abime entre la régle
géoméirique évidente de la composition des mouvements et
le théoréme fondamental que nous venons de démontrer, et
qui nous permet de trouver la résultante de deux forces ap-
pliquées a un méme point matériel.

Equilibre d’un point matériel.

Observons que ce théoréme, en nous indiquant quelle est
la force qui peut remplacer deux forces quelconques appli-
quées a un méme point, nous fait connaitre par cela méme la
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force unique capable de faire équilibre & ces deux forces,
Nous voyons qu'on peut arriver a ce résultat sans employer
deux forces respectivement égales et contraires aux forces
données; il suffit d’appliquer au point une force égale ct con-
traire & la résultante de ces deux forces.

Et de méme, sil'on a un nombre quelcongue de forces ap-
pliquées a un méme point, on peut les remplacer par la force
représentée par la ligne qui ferme le polygone des forces don-
nées; et la condition nécessaire et suffisante pour I'équilibre
de ces forces est que le polygone soit fermé,

Telle est la loi générale de 1'équilibre d'un point matériel,
et toute la Statique découle aisément de cette proposition
fondamenitale, proposition dont 'importance est égale au point
de vue de la théorie du mouvement, comme au point de vue
de la théorie de Vequilibre (7).

On détermine analytiquement la grandeur et la direction de

{*, SiYon se place exclusivement a ce dernier point de vue, on peut repro-
cher & Ja démonstration que nous venons de donner, et qui est due a Newton,
de faire intervenir la considération étrangére du mouvement dans la théorie
de 'équilibre. Aussi cette démonstration a-t-clle été fort critiquée, et rempla-
cée par plusieurs autres fondées sur les constructions géométriques et les arti-
fices analvtiques les plus variés.

Jean Bernoulli dit dans le quatriems volume de ses Opuscules, p. 235 :
« Peccant, qui compositionen virium cun compositione motuum confundunt. »
Je suis tout & fait de Yavis de Jean Bernoulli, et il v a, comme je I'ai dit, un
abime entre ces deux choses. Clest méme un fait digne de toute notre atten-
tion que la maniére dont cet abime se trouve lestement {ranchi, sans qu'on
s’en apercoive, pour ainsi dire, si 'on n'y prend pas garde. C'est Vexemple le
plus curieux que je connaisse du passage d'un ordre d’idées & un autre tout
fait différent, d’une vérité géométrique évidente 2 un théoréme de Statique
fort difficile & déemontrer directement, théoréme qu’il est peut-étre impossible
de démonirer sans introduire d’'une maniére plus ou moins déguisée des hypo-
théses qui rentrent au fond dans notre grande loi fondamentale de Uindcpen-
dance et de la composition des effets des forees.

La demonstration de Newtou nous semble a la fols Ia plus simple ct fa plus
naturelle. N'est-il pas ¢vident que Vesprit ne peut se contenter d’une démons-
tration ariiticielle, quand il s'agit de propositions qui ont cette importance
tondamentale ? « Il faut que les principes sur lesquels une science tout entiére
repose se démontrent simplemeat ou quw'ils ne se démontrent pas du tout; et
Vesprit ne se flatte pas d’avoir saisi l'ovdre naturel suivant lequel les vérites
s’enchainent, tant qu’une vérité bien générale n’est établie qu’a la faveur de
constructions et d’artifices trés-particuliers. » { Covrxor, ib., p. 145
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la résultante R d’un groupe de forces représentées d’'une ma-

niére générale par F, au moyen des équations

RcosR, » = 2 F cosl, «,

RcosR, y = EF cos I, 3,

RcosR, z = ZFcosF, 3.

Remarque. — 11 suit de ce qu’on vient de dire que sia un
systéme quelconque de forces nous en ajoutons une autre égale
et opposée a leur résultante, nous produirons I'équilibre.

En effet, on a un polygone OABCD (fig. 7), formé par lcs
forces mises bout a bout ; la résultante est représentée en gran-
deur et en direction par OD; si nous ajoutions une force égale,
mais dirigée de D vers O, le polygone des forces serait fermé, la
résultante serait nulle; les forces se feraient donc équilibre.

Pour exprimer qu'un point est en équilibre sous Paction d'un
nombre quelconque de forces, il faut done exprimer que le po-
lygone des forces est fermé; ainsi ces conditions d’équilibre
sont évidemment

2 FcosF, z = o,
ZF cosF, y=o,

2 FcosF, z = o,

§ 1. — DEFINITION DE 1A MASSE.

On a vu que les forces sont proportionnelles aux accéléra-
tions qu’elles impriment 2 un méme point matériel ; done, pour
un point matériel quelconque, nous aurons une équation de la
forme

F = my,

m étant un coefficient constant. Ce coefficient varie d’ailleurs

quand on passe d’un point matériel a un autre; sa valeur nu-
II. 2



13 PREMIERE SECTION. — STATIQUE.

mérique dépend a la fois de l'unité de force et de I'unité de
longueur; mais ces unités une fois choisies, F et j sont repré-
sentées par des nombres, et alors la valeur numérique de m
est déterminée.

Les corps, méme supposés réduits a de simples points ma-
tériels, ne doivent pas étre regardés comme identiques les uns
aux autres, au point de vue des effets qu’ils éprouvent de la
part des forces quileur sontappliquées. Il existe dans les corps
une qualité en vertu de laquelle ils différent les uns des au-
tres au point de vue mécanique, et dont on reconnait I'exis-
tence par les accélérations plus ou moins grandes qu’ils éprou-
vent de la part d’'une méme force, c’est-a-dire par les différern-
tes valeurs que prend, pour différents corps, le coefficient m
de I'équation F = mj.

Cetie qualité est ce qu’on nomme la masse; et on dit que
deux corps, quelle que soit leur nature chimique, ont la méme
masse, lorsque, soumis a U'influence d’une méme force, ils ac-
quiérent des vitesses égales dans des temps égaux.

Il est naturel de dire que deux corps ont des masses dou-
bles, triples, etc., I'une de l'autre, s’ils exigent des forces dou-
bles, triples, etc., pour prendre une accélération déterminée.
Or, ceci revient a considérer les masses des corps comme pro-

portionnelles aux quouentsj d’'une force par I'accélération

qu'elle leur imprime. Enfin, on est convenu de prendre ce
quotient, c’est-a-dire le nombre m, pour la valeur méme de
la masse ; c’est-a-dire qu'on appelle masse le coefficient m,
constant pour un méme corps défini par I'équation

F=my.

La masse ne constitue pas une résistance au mouvement.
Théoriquement, la plus petite force appliquée a un point ma-
tériel libre le mettra toujours en mouvement; seulement, l¢
mouvement sera toujours plus ou meins lent, selon que l2
masse sera plus ou moins grande. On se fait une idée de cc
que c’est que la masse en se reportant a la théorie de la cha-
Ieur : un corps quelconque ne repousse pas complétement
la chaleur; seulement, il s’échauffe plus ou moins, selon s2
nature, toul comme un corps soumis a laction d'une force
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prend une accélération plus ou moins grande, en raison de la
grandeur de sa masse.

En Statique, ol Von considére seulement des corps en
équilibre sous I'action des forces qui leur sont appliquées, la
considération de la masse ne s’introduit pas.

I n’y a pas d’unité de masse, pas plus qu’il 0’y a d’unité de
vitesse. Dans I'équation

F= mj,

la valeur numérique du coefficient m est déterminée quand on
a les valeurs de F et de j; elle dépend donc a la fois de Vunité
de force et de I'unité de longueur, le rapport de deux masses
étant toutefois indépendant de ces deux unités.

En Astronomie, on a I'habitude de rapporter toutes les
masses a la masse du soleil prise pour unité, ce qui semble
en contradiction avec ce que nous venons de dire. Mais alors
il faut remarquer que les forces ne sont plus exprimées en ki-
logrammes : elles ne peuvent méme pas éire rapporiées a au-
cune unité particuliére; ce sont de simples coelficients numé-
riques dont la valeur est donnée par I'équation

F:mj.

Désignons par P le poids d’un corps; 'expérience a montré
quavec certaines restrictions physiques, ce poids communique
au corps une accélération g, constanie dans un méme lieu
pour tous les corps. L’équation générale devient alors

P = mg,

g étant une constante dont la valeur & la latitude de Paris et
au niveau de la mer a é1é trouvée égale a 9,8088.
Donc la masse d’un corps est proportionnelle a son poids {*).

(*) Ceci va nous permettre de comprendre la raison pour laquelle on défi-
nit quelquefois la masse 1a quantité de inatiére qui se trouve dans un corps.

Nous venons de voir que le poids est proportionnel & la masse; nous avons
défini la matiére : ce qui persiste d'un corps quand il a perdu toutes les pro-
priétés qui le constituaient comme corps. Or, expérience montre que, quelles
que soient les transformations, soit physiques, soit chimiques, que I’on peut faire
subir & un corps, son poids reste constant; il est donc naturel de regarder le

2.
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Toutefois, il faut bien sc garder de confondre le poids
avec la masse. En effet, le poids varie avec une foule de

circonstances physiques; mais la valeur de g varie dans les
\ . P
mémes circonstances, de sorte que le quoticnt — reste con-
O
el
stant.

Il nous est facile actuellement de calculer Faccélération que
prend, sous l'inflaence d'une force donnée, un corps assez
petit pour qu’on puisse I'assimiler a un point matériel. En effet,
le poids de ce corps, divisé par g, fera connaltre sa masse m;
et 'on obtiendra ensuite 'accélération cherchée en divisant
par m le nombre de kilogrammes qui mesure la force.

§ 1Ii. — Du TRAVAIL DES FORCES.

Considérons une force F, appliquée a un point matériel A
(fig- 8), et supposons que, sous l'action de cette force (7), le
point A ait parcouru dans le temps dt un arc infiniment pe-
tit AV, que nous représenterons par ds.

Dervition. — On appelle tracail élémentaire de la force ¥
correspondant au déplucement AN de son point d’application
le produit de la force par le chemin parcouru, projeté sur
la direction de celte force.

Cette définition se traduit analytiquement par I'équation

() d.TF = Fds cosT, ds.

poids comme proportionnel a la quantité de matiére qui existe dans le corps.
En y regardant d’un peun plus prés, on voit que la masse, plutot que le poids,
doit ¢tre regardée comme proportionnelle i la quantité de maticre; en cffet,
le poids est une quantité tout a fait contingente, qui varie suivant le lieu ot
Ton se trouve; la masse, au contraire, reste rigoureusement et absolument
constante dans toutes les circonstances.

(*) 11 serait souveraincment inexact de dire que le déplacement du point
d’application a lieu en vertu de Uaction de la force. L'espace parcouru par un
point mobile pendant le temps d¢ a pour expression vdr : il est uniquement
dia lavitesse acquise en vertu des causes qui ont agi antérieurement i ’épo-
que que V'on considére. Quand plusieurs forces agissent simultanément sur un
méme point matcriel, les travaux de ces forces sont des quantités absolument
indépendantes Yune de Pautre,
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Le travail d’'une force est positif ou négatif, suivant le signe
du cosinus qui figure dans le second membre de 'équation (1).
L’usage a consacré les dénominations de fravail moteur, pour
désigner un travail positif, c’est-a-dire le travail d’une force
qui fait un angle aigu avec la direction de la vitesse de son
point d’application; et de travail résistant, pour désigner le
travail négatif qui fait un angle obtus avec ladircction de cette
méme vitesse.

Nous aurons a justifier plus tard Uintroduction dans le lan~-
gage mathématique de toutes ces expressions empruntées au
Dictionnaire des Economistes. La notion du travail est une
donnée tout afait fondamentale dans la Mécanique appliquée;
comme elle implique nécessairement I'idée de mouvement,
elle peut sembler étrangére a la Statique. Nous verrons pour-
tant que la considération du travail est la base d’un principe
ou théoréme célébre, dont Vintroduction dans la science de
Iéquilibre date de 'époque de Galilée, et sur lequel Lagrange
a établi le fondement de toute la Statique.

C’est pourquoi nous avons du définir dés a présent le tra-
vail comme une gquantité purement géoméirique, comme le
produit d’une force par une longueur. Les théorémes suivants
résultent immédiatement de la définition du travail.

Tutorkne 1. — Le travail de la résultante d’un nombre
quelconque de forces agissant sur un point matériel en mou-
vement est égal a la somine des travaux des composantes.

(PoxceLET. )

En effet, la projection de la résultante sur une direction
quelconque est égale a la somime des projections des compo-
santes sur la méme direction. Projetons sur la direction du
chemin parcouru, nous aurons

RcosR, ds ::ZF cosI, ds.

Multiplions les deux membres de cette équation par le dé-
placement ds, il vient, en ayant égard a I’équation (1),

(2) d. TR =¥ d TF.

Dans les applications du caleul & la Mécanique, les forces
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sont toujours définies par leurs projections sur trois axes rec-
tangulaires, ainsi que par les coordonnées x, y, 3 de leurs
points d’application.

Soient X, Y, Z les composantes d’une force F sur trois axes
rectangulaires, 1a somme des travaux de ces trois composantes
sera évidemment

Xdscosz,ds + Ydscosy, ds + Zds cos 3, ds.

Or,

dscosx,ds =dx, dscosy,ds=dy, dscosz,ds—=dz,
donce
(3) dTF = Xdz + Ydy + Zds.

Considérons maintenant le déplacement ds comme résultant
de plusieurs déplacemenis d o, do’; cetie décomposition donne
lieu au théoréme suivant:

TatoriMe II. — Le travail d’une force quelconque ¥, pour
le déplacement ds, est égal & la somme des travaux de cetle

force correspondants aux déplacements composants do,
de',. ...

Projetons en effet les déplacements composants et le dépla-
cement résultant sur la direction de la force, nous aurons

ds cosF, ds :2 dzcosF,dz;

en multipliant par F, on démontre le théoréme énoncé.

Théorie géométrique des moments.

Travail des forces dans le mouvement de rotation. — Con-
sidérons en particulier une force dont le point d’application M
tourne autour d’un axe fixe O {fig. 9). Soit P la projection de
la force sur un plan perpendiculaire a l axe O, et choisi de ma-
niére que le mouvement du point M s’effectue dans le méme
sens que la rotation des aiguilles d’une montre ; I'espace par-
couru dans le temps dt est un arc MM’ dirigé a peu prés sui-
vant la perpendiculaire a OM. On a

MM = rd 2,
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en désignant OM par r et MOM’ par do. Pour avoir le travail
de la force, il faut projeter celle-ci dans la direction MA : cette
projection est le produit de P par le cosinus de I'angle o,
compris entre les directions MP et MM’ ou MP et MA, et
I'on a
d.TF = rd2P cosz.

Abaissons du point O une perpendiculaire OB sur la direc-
tion de P, et appelons p cette perpendiculaire, dont l'angle
avec OM est précisément égal a ¢, on a

donc, le travail de la force a également pour expression
(4 d.TF —=Pp.da.

Le produit Pp s’appelle le moment de la force par rapport
a I'axe de rotation, et I'équation précédente s’énonce :

Taroreve I — Le travail d’'une force dont le point d’ap-
plication tourne autour d'un azxe fize est le produit du dépla-
cement angulaire par le moment de la force par rapport & Uaxe
de rotation.

On appelle moment d’une force par rapport a un axe, le
produit de la projection de cette force sur un plan perpendi-
culaire a I'axe, par la plus courte distance de la force et de
'axe; on représente le moment d’une force F, par rapport a
un axe O, par la notation MoF; on a alors

M F = Pp,.
Si 6 est Pangle de la force avec l'axe, on a
P =TFsinf, ‘

M, F=Fpsint.

Le moment est nul quand p ou 0 sont nuls, c’est-a~dire
quand la force renconire I'axe ou qu’elle lui est paraliéle; en
un mot, quand la force et Paxe sont dans un méme plan.

Pour que I’équation

d. TF =M, Fd=

soit générale, il faut douner un signe au moment; or, ¢z est
positif; le signe dg M, F doit donc toujours étre le méme que
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celui de d.TF. Or, si I'angle ¢ est aigu, d.TF est positif, et Ia
force, si elle agissait seule, tendrait 4 faire tourner le point
dans le sens positif; si ¢ est obtus, ¢.TF est négatif, et la force
tend a faire tourner le point M dans le sens négatif; done, enfin,
le moment de la force sera positif ou négatif, selon que Iy
force tendra a faire tourner le point dans le sens positif ou dans
le sens négatif.

Azxe représentatif d’'un moment. — Le moment d’une force
peut étre représenté par une longueur portée sur l'axe, dans
un sens ou dans l'autre, selon que le moment est positil ou
négatif, mais toujours de maniére qu’en se placant sur cet axe
a la maniére de Poinsot ou d’Ampeére, on voie la force tendre
a faire tourner son point d’application dans le sens de la rota-
tion des aiguilles d’'une montre, sens qui est notre sens positif.

TrtorkMe pE VArIGNON. — De I'équation
d. TF =M, Fdz,

on déduit un théoréme célébre di & Varignon. Nous avons dé-
montré que le travail d’une résultante est égal a la somme des
travaux des composantes; or, les travaux de diverses forces
appliquées & un méme point sont preportionnels a leurs mo-
ments; done:

Turorkxe IV (théoréme de Varignon). — Le moment d’une
résultante par rapport & un axe est égal @ la somme des mo-
ments (IES COI)IPOS[UltES p(ll’ l'apport ai méme axe. -

Cherchons les expressions algébriques des moments respec-
1ifs d’une force par rapport a trois axes rectangulaires.

Soient ¥ une force quelconque (fig. 10), X, Y, Z scs com-
posantes sur les trois axes, el x, », 5 les coordonnées de son
point d’application. Cherchons d’abord le moment de cette
force par rapport a 'axe des 2. Si je désigne ce moment par L,
nous aurons évidemment

L=7)—Y:
Nous aurons de méme, en désignant par M et N les moments
respectifs de I par rapport a 'axe des 3 et a Paxe des z,
M=X:s—7Zx
N=Yx -—-X.
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Trouvons enfin le moment G de la force par rapport a une
droite quelconque OU déterminée par les angles 2, u, v, qu'elle
fait avec les trois axes coordonnés. Soit d« le déplacement an-
gulaire autour de cette droite : on peut regarder ce déplace-
ment comme résultant des déplacements simultanés

dacost, dacosy, dacosy,

paralléles respectivement aux trois axes coordonnés.

Exprimons que le travail de la résultante pour un mouve-
ment résultant est égal a la somme des travaux de cette force
pour chacun des mouvements composants, nous aurons

Gdx=Ldxcost +Mdzcosy + Ndxcosy,
ou, en supprimant le facteur commun d«,
(5) G = Lcos’ + Mcosu + Ncosv.

Projections des moments. — Considérons les axes représen-
tatifs des moments L, M, N, G, c’est-a-dire portons sur les droi-
tes Oz, Oy, Oz, OU des longueurs respectivement égales aux
moments correspondants, et cherchons le lieu des points ainsi
déterminés. 11 faul faire dans I'équation (5), x,, 1, =, étant les
coordonnées courantes d’un point du lieu,

;

[ G=vaiel 4,

- xl
Vai 437+ 2t
(6) N
Cos pr = —— e,
Vvai 4+ + 3]
Z,
COS v i ————mm,

vl 4+ + 5
La substitution de ces valeurs donne
(7) 2} + 37 + 5 == La, -+ My + Nz,

Le leu cherché est done une sphére qui passe par I'origine,
ou elle est tangente au plan conduit par cette origine et par
la direction de la force F. En effet, I'équation da plan tangent
au point (z,=o0,3, 7= 0, z,==0) est

Lx, +M) + Nz =o,
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et ce plan contient a la fois le rayon vecteur OM et la paralléle
ala force F menée par I'origine. Le moment est nul par rap-
port-d unc droite quelconque contenue dans ce plan.

Le méme moment atteint au contraire son maximum, repré-
senté par le diamétre de la sphére, autour d’une perpendicu-
laire au plan dont nous venons de parler. Ce maximum, égal
au produit de la force par sa distance a Porigine, s’appelle le
moment de la force par rapport au point 0. Le moment relatif
a un axe quelconque est la projection sur cet axe du diamétre
de la sphére, c’est-a-dire du moment maximum ou du moment
relatif  I’origine.

§ IV. — NOTIONS SUR LA CONSTITUTION DES CORPS NATURELS.

Pour terminer ce chapitre, consacré aux notions préliminai-
res, et avant d’entrer dans le détail de la recherche des condi-
tions d’équilibre d'un point matériel, ou d’'un corps quelcon-
que placé dans des conditions déterminées, exposons avec
précision la maniére dont nous comprenons la constitution
intime des corps de la nature.

Si I'on se reporte a notre définition du point matériel, on
aura le droit de dire en toute rigueur, en renversant cette dé-
finition, qu'un corps quelconque est composé d’une infinité
de points matériels infiniment petits. Qu’ils soientisolés, qu'ils
soient en contact, peu nous importe ; mais puisqu’ils forment
un corps, ces points ne sont pas libres, indépendants les uns
des autres; il se développe entre eux des actions mutuelles
qui suivent des lois que nous ne connaissons pas et que nous
ne pouvons pas connaitre. Nous introduirons ces actions dans
nos raisonnements, et nous considérerons que les points ma-
iériels sont en équilibre sous l'effet combiné des forces don-
nées et de ces actions inconnues.

On peut étre tenté de confondre nos points matériels avec
les molécules des physiciens; ¢’est 1 une erreur contre laguelle
il faut se¢ mettre en garde. Si les corps sont composés de mo-
Iécules, nous sommes obligés d’admettre que les dimensions,
la forme et la disposition de celles-ci doivent influer sur les
propriétés des corps : le scul phénomeéne de la cristallisation
rend ce fait indubitable. Il n’y a donc aucun rapport possible
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entre les molécules, telles que les physiciensles congoivent, et
nos points matériels, qui n’ont, eux, ni dimensions, ni formes
spéciales. Les molécules, si elles existent, sont des assembla-
ges de points matériels.

Enfin, ce qui est un point assez important, 'existence des
molécules est encore une chose tout a fait hypothétique, qui
peut étre commode pour relier entre clles diverses théories
physiques, tandis que nous énongons une vérité tout a fait in-
contestable quand, aprés avoir défini point matériel ce qu'on
obtient en divisant un corps, nous disons qu’on reconstitue le
corps en en réunissant & posteriori toutes les parties.

Or, toutes les fois que nous sommes obligés de recourir a
une hypothése, nous avons soin de la mettre nettement en évi-
dence; et il est juste aussi de montrer, d’un autre cdté, ce qui
découle rigoureusement de nos définitions.

Jai dit que nous ne savions absolument rien sur le mode
de liaison, d’assemblage, pour ainsi dire, qui constitue un corps
physique au moyen des éléments que nous nommons points
matériels. Il ne nous est pourtant pas possible d’aborder la
Mécanique proprement dite sans avoir quelque idée a ce su-
jet, ¢’est-a~dire sans faire quelques hypothéses, sans poser
quelque principe analogue 4 ceux qui nous ont servi 4 ré-
soudre les problémes qui se rapportent au point matériel.

Une seule de ces hypothéses se rencontire dans la Mécani-
que rationnelle : elle constitue le troisiéme principe fonda-
mental dont nous avons parlé, principe qui a été introduit dans
la science par Newton.

TrosiEMe PriNcipE. — Egalité de Uaction et de la réaction.
— Ce principe suppose d’abord gque toute force réellement,
physiquement existante ( par opposition avece les forces fictives
telles que les résultantes, les projections, et autres forces du
méme genre que nous avons introduites uniquement pour la
commodité du raisonnement), toute force donc, réellement
existante, non-seulement est subie par un point matériel,
mais encore est nécessairement due & I'existence d’un autre
point matériel, qui peut étre considéré comme exercant sur
le premier 1a force dont il est question. Or, le principe dont
il S'agit consiste en ce que :
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Si un point matériel M re¢oit d’un autre point matériel N
une certaine action f; réciproquement, le point N recoit de M
une action égale et contraire f', qu’on appelle la réaction du
point M'.

Distinction des forces extérieures et des forces intérieures,
— 11 suit de 1a que dans chaque systéme de points matériels
que nous étudierons, il faudra considérer deux genres de
forces : celles que nous appellerons forces intérieures, et les
forces extérieures.

Soit A un point du systéme que nous étudions, B un
point qui agit sur lui; si B appartient également a notre sys-
téme matériel, la force qu’il exerce sur le point A est une
force intérieure; nous la désignerons par une petite lettre. Si
le point B ne fait pas partie du systéme dont nous nous occu-
pons, cette force qui émane du point B est une force extérieure
au systéme, et nous la représenterons par une grande lettre.

Les forces exiérieures et les forces intérieures ne difféerent
évidemment pas dans leur essence; elles ne différent que par
la maniére dont elles figurent dans nos raisonnements et nos
calculs.

Une méme force peut jouer, tantot le role de force inté-
rieure, tantdt le role de force extérieure, suivant les cas. Si
I'on considére, par exemple, le mouvement d'un corps qui
tombe a la surface de la terre, l'autraction qu’une des molé-
cules de ce corps éprouve de la part d’une molécule quel-
conque de la terre est une force extérieure; si, au contraire, on
considere le mouvement d’un systéme matériel formé dela
terre tout entiére et des corps qui se trouvent a sa surface el
dans son voisinage', la méme attraction devient une force in-
térieure.

1l est clair, C'aprés le principe de 'égalité de laction et de
la réaction, que si l'on prend, parmi les forces qui agissent
sur les divers points d’un systéme matériel, toutes celles qui
sont des forces intérieures, ces forees sont égales deux a deux
et opposées. 11 existe bien une force égale et opposée a cha-
cune des forces extérieures, mais nous n’avons pas & nous oc-
cuper de cette force, puisqu'elle n'est pas appliquée & I'un
des points dont nous étudions le mouvement ou I'équilibre.
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1l arrive que dans certaines équations, ot V'on considére
I'ensemble de toutes les forces agissant sur un systéme maté-
riel, les forces intérieures disparaissent, parce que les deux
forces jumelles, qui ne vont pas Vune sans Pautre, d’apreés
notre définition des forces intérieures, introduisent dans ces
équations des termes égaux en valeur absolue et de signes
contraires.

Par exemple, on reconnait aisément que :

1° Lasomme des projections sur un axe quelconque de deux
forces intérieures conjuguées est identiquement nulle.

20 La somme des moments de deux pareilles forces autour
d’une droite quelconque est identiquement nulle.

En effet, la projection ou le moment d’'une force est une
quantité qui change de signe avec le sens de la force, et qui
ne dépend nullement de la position du point d'application de
la force, sur la droite qui en représente la direction.

Travauzx des forces intérieures. — Au contraire, la somme
des travaux des forces intérieures est susceptible d’une ex-
pression remarquable, dont nous ferons fréquemment usage.

Soient M et M’ (fig. 11) deux points matériels agissant 'un
sur Vautre, je suppose, par répulsion; soit f l'action, égale a Ia
réaction. Supposons que les points M et M’ se soient déplacés
d’une maniére quelconque et soient venus, le premier en M,,
le second en M. La somme des travaux des deux forces sera

f(WP —MP),
P’ et P étant les projections des points M, et M, sur la direc-
tion MM’; cetle somme sera encore représentée par
PP —MM",
Or M, M, et PP’ ne différent que d'un infiniment petit de
deuxiéme ordre; nous pouvons donc, dans I'expression précé-
dente, remplacer PP’ par M, M, et alors le coelficient de f de-

vient
MM, — MM = dr,

en désignant par r la longueur MM’. On aura donc pour la
somme des travaux
Jdr.

La méme expression représentera aussi bien le travail, dans
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le cas d'une force attractive, en convenant de regardey
les attractions comme négatives, les répulsions étant posi-
tives.

Des solides invariables. — Si nos deux points M, M’ se son
déplacés sans que leur distance ait changé (comme cela aurai
lieu si ces points faisaient partie d’un systéme absolument in-
variable de forme, tel que ceux dont nous avons étudié le
mouvement géométrique dans la premiére Section de cet oy-
vrage), on a

dr—o;

par conséquent la somme fdr des travaux des actions mu-
tuelles de ces deux points est nulle.

Il suit de 1& que, dans tout déplacement commun qui n’al-
tére pas les distances mutuelles des points d’un systéme quel-
conque, les forces intérieures ne figurent pas dans la somme
des travaux des forces agissant sur tous les points du systéme :
ce qui tient & ce que ces forces introduisent dans cette somme
des termes qui sont deux a deux égaux et de signes con-
traires, et qui se détruisent algébriquement.

1l s’attache un trés-grand intérét aux équations qui sont in-
dépendantes des actions intérieures, vu notre ignorance au
sujet de ces forces : aussi a-t-on I'habitude en Mécanique de
distinguer soigneusement les systemes qu’on suppose absolu-
ment invariables de formes, c’est-a-dire composés de points
matériels qui ne peuvent en aucune facon s’approcher ou s'é-
loigner les uns des autres; c’est a un pareil systéme que nous
donnons le nom de solide invariable.

Cette invariabilité absolue de forme d’un systéme matériel
ne se rencontre pas dans la nature. Il existe, il est vrai, un
grand nombre de corps solides qui semblent ne pas éprouver
de changement de forme, de quelque maniére qu’on cherche
a agir sur eux, pourvu toutefois que les forces qu’on leur ap-
plique ne dépassent pas de certaines limites; mais si ces corps
paraissent conserver la figure qu'ils avaient d’abord, c’est que
les déformations qu’ils ont subies sont trop petites pour que
nous puissions les apercevoir; elles n’en cxistent pas moins
et se manifestent dans les machines par des pertes de travail
et des usures de matériaux.
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Pour distinguer ces corps des premiers, nous leur donnerons
le nom de solides naturels.

Un mode de raisonnement que nous emploierons souvent
en Statique est celui-ci : Pour trouver les conditions d’équi-
libre d’un corps naturel quelconque, solide, liquide, d'un cor-
don, d’un systéme articulé, nous supposerons I'équilibre établi,
et dés lors nous pourrons, sans troubler cet équilibre, con-
cevoir que le corps devienne rigoureusement invariable. Done,
si 'on cherche les conditions pour que 'équilibre ait lieu en
supposant ce corps rigide, ces conditions devront étre néces-
sairement remplies pour I'équilibre du corps, aprés que nous
lui aurons rendu la possibilité de subir certaines déformations.
Seulement, en général, ces conditions ne seront plus alors
suffisantes.

De Uélasticité. — 1l faudra donc, aprés avoir établi les con-
ditions qui seraient suffisantes pour I'équilibre si le corps était
rigoureusement invariable, faire une deuxiéme étude plus
soignée, et voir comment les corps naturels peuvent se dé-
former sous linfluence des efforts auxquels ils doivent se
trouver soumis dans nos machines ou nos constructions. Ce
nouvel ordre de questions est du domaine de I'expérience.

C'est 'expérience qui nous apprend que les solides naturels
présentent, pour la plupart, la propriéié connue sous le nom
d'¢lasticité, en vertu de laquelle ils reprennent leur forme pri-
mitive, quand, par un certain effort, on les a déformés. Nous
aurons donc une seconde approximation en tenant compte de
cette propriété; d’ailleurs, pour avoir des hypothéses nettes et
précises, nous considérerons deux cas limites, celui d'un corps
doué d’une élasticité parfaite, et celui d’un corps complétement
dénué d’élasticité.

(est encore a 'expérience qu'il faudra faire appel pour sa-
voir dans quels cas nous pourrons appliquer aux corps natu-
rels les résultats de ces nouvelles recherches qui reposent
encore sur de pures abstractions. Ainsi, pour un corps solide
déterminé, nous reconnaitrons que sous Uinfluence d’efforts
qui ne dépassent pas une certaine limite, I'élasticité peut étre,
sans erreur appréciable, considérée comme parfaite; au dela,
on ne peut plus compter que le corps revienne a son élat pri-
mitif, c’est & un autre corps qu’on aura affaire. Les forces con-
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tinuant & augmenter & partir de cette limite, le corps finirg
par se briser. Nous déterminerons avec soin cette limite, qu’on
appelle limite d’élasticité, et nous saurons ainsi que tant que
nous ne la dépasserons pas, nous pourrons appliquer sans
crainte les résultats que la théorie nous a donnés pour ce cas
idéal.

Si certaines pieces de machines, certaines parties de nos
constructions se trouvent soumises a des efforts dépassant la
limite d’élasticité de la matiére, il sera sage de changer les dis-
positions employées, afin de rentrer dans le cas normal.
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CHAPITRE 1l. — EQUILIBRE ’UN POINT MATERIEL.

CHAPITRE IL

EQUILIBRE D’CN POINT MATERIEL.

§ V. — EQUILIBRE D'UN POINT MATERIEL LIBRE. — LQrruisre p'is
POINT QUI N'EST PAS ABSOLUMENT LIBRE.

La Statique est la science de I'é¢quilibre des forees.

Nous allons d’abord considérer le cas ol un corps réduit
a un simple point matériel est sollicité par des forces quel-
conques; et nous chercherons quelles sont les conditions
qui doivent ¢tre salisfaites pour que ces forces se fassent
équilibre. Ces conditions étant supposées remplies, le corps
restera en repos, s’il est en repos; ou, s'il est en mouvement
sous 'action d’autres forces, e mouvement continuera comme
si celles qui sc font ¢quilibre n’existaient pas.

Cette premicre partic de la Statique est extrémement simple;
et il 'y a absolument rien a ajouter aux notions qui préceé-
dent, pour avoir la théorie compléte de I'équilibre d’un point
mstériel. En effet, tant de forces que 'on voudra, agissant sur
un point matériel, ont une résultante, c’est-a-dire qu’il existe
une force unique capable de les remplacer toutes. Pour I'(-
quilibre, il faut que ceile résuliante, qui est représentée par
une longueur, soit nulle 5 or, pour qu’une longueur soit nulle,
il faut et il suffit que ses projections sur trois axes rectangu-
laires soient nulles séparément : nous traduirons done les
conditions de P'équilibre en écrivant

ZF cosF,x—o, EF cosF, o, 21“ cosF.z=0,

ou, d’aprés nos notations
(1} X=o0, Y=0, Z=o0.
Telles sont les équations nécessaires ot suffisantes pour

qu’un point matériel &ibre soil en équilibre.
H. 3
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Il peut se faire que le point dont on cherche les conditions
d’équilibre ne soit pas libre de se mouvoir d’'une maniére quel-
conque dans lespace, c’est-a-dire que ses coordonnées ne
puissent pas prendre toutes les valeurs possibles. Les dépla-
cements de ce point étant soumis a certaines conditions, sila
résultante des forces qui agissent sur lui tend & lui faire prendre
un mouvement incompatible avee ces conditions, le point
restera en repos, absolument comme si cette résultante éajg
nulle.

i’effet de la force sera alors simplement, comme on dit, de
tendre les liens du systéme, expression déduite des cas ana-
logues a ceux ou Pon a, par exemple, un corps suspendu i
un fil et soumis a une force agissant dans le prolongement
du fil.

En général, quand un corps est géné dans ses mouvements
par d’autres corps, et qu’il reste en équilibre malgré I'action
d’une force, Veffet de cette force se reporte sur les corps qui
s’opposent a certains mouvements : elle produit ce qu’on ap-
pelle la charge des appuis ou la tension des liens.

Dans la Mécanique rationnelle, on ne tient pas compte de
la nature physique des liens, appuis, etc. On traduit en Al-
gébre, et on exprime par des équations (dites équations de
liaison) les conditions qui résultent de la présence de ces
appuis fixes ou mobiles; et 'on suppose ainsi que ces appuis
sont doués de toute U'inflexibilité d’'une équation algébrique.
Pratiquement, il est indispensable de calculer les charges des
appuis et de s’assurer, en ayant égard a leur nature réelle,
qu’ils peuvent résister aux efforts qu’ils ont a supporter.

§ VI. — EQUILIBRE D'UN POINT ASSUJETTI A RESTER SUR UNE SUR-
FACE FIXE.

Un point qui n’est pas libre peut étre plus ou moins géné.
Supposons d’abord que ses coordonnées soient liées entre
elles par une relation unique
(2) ~ ¢{x,0,2)=o.

On peut matérialiser la condition exprimée par cette équa-
tion, quelles que soient les véritables liaisons physiques des-
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quelles on T'ait déduite, en supposant que le point ne puisse
pas quitter la surface représentée par U'équation (2), en ayant
d’ailleurs la Iibert¢é de se mouvoir sur cette surface de toutes
les maniéres possibles. Ainsi, quand un point doit rester a
unc distance constante d'un axe fixe, on peut supposer qu'il
se meut sur un cylindre de révolution autour de cet axe; s'il
doit rester a4 une distance constante d’un point fixe, comme
dans le cas -du pendule simple, on pourra supposer qu'il se
meut sur une spheére, ete.

Il est évident que ’équilibre aura lieu si la résultante des
forces qui agissent sur le point matériel est dirigée suivant la
normale a la surface directrice; car alors, tout 'effort de cette
résultante consistant a écarter le point matériel de la surface,
dans un sens ou dans autre, chose que nous supposons im-
possible, cet effort sera complétement sans effet et le point
restera ¢n repos.

Il arrive souvent que le corps est simplement posé sur une
surface matérielle; il faut alors, sil’on veut que lc corps reste
en équilibre, que la résultante des forces tende a le faire pé-
nétrer dans P'intéricur de la surface, et non a 'en détacher.
Cest ce qu’on exprime cn disant que la direction de la résul-
tante doit étre celle de la normale intérieure.

L’analyse nous apprend que si nous appelons «, 3, 7 les
angles formés avec les axes coordonnés par la direction de la
normale extérieure a la surface (2), on a

(["J (["J (/9
dz . dy . ds
COSD!—E’ COS‘r)——Ar 9 COSY — —>

-G

‘ fdoNt  [do\*  [do\*
s\ (7] (F) (7))
il faut done, pour I'équilibre, que les projections de la résul-

lante X, Y, Z soient respectivement proportionnellesa — cos«,
~Cosf3, — cosy, oua

en posant

do _dg do,
& T @ &
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donc on écrira, en appelant 2 un certain facteur positif,

X —}rcose, Y-=—1dcosB Z=-—1)cosy,
ou bien
_do , . do . do
X —7 — Y—— — Z = — 1, —
dx dy i3

en représentant _A% par .
On peut écrire ces équations de la maniére suivante :
X +7cosz— 0,
(3) {Y +72cos3— o,
i Z -+ CoSy—= 0.

Les trois cosinus qui figurent dans ces ¢quations sont des
fonctlions connues des coordonnées du point que nous étu-
dions, 7 est un coefficient indéterminé. En ¢liminant ce coef-
ficient entre les équations (3), on obtiendra les deux relations
auxquelles doivent satisfaire les composantes X, Y, Z, pour
I’équilibre de leur point d’application. Ces relations étant sup-
posées vérifiées, 'une quelconque des équations (3) fera con-
naitre la valeur de I'indéterminée 1. :

Mises sous la forme (3), les équations de 1’équilibre d'un
point matériel assujetti a se mouvoir sur une surface sont les
mémes que celles de ce point matériel libre soumis aux
mémes actions, en supposant qu'on joigne aux forces dont les
projections sur les trois axes sont représentées par \, Y, Z,
une nouvelle force # dirigée suivant la normale extérieure.
Cetie force 7, qui fait que le point matériel peut étre regarde
comme libre, est ce qu’on appelle la réaction de la surface. La
direction de cette réaction est celle de la normale extérieure;
sa grandeur n’est pas immédiatement connue; mais il suffit
que les trois équations aient lieu pour une valeur convenable
de 2; les conditions d’équilibre, dans ce cas, se réduisent done
a deux, qu’on tirerait des équations (3) en éliminant . Ces
deux conditions étant supposées satisfaites, 'une des éyua-
tions fournira Ia valeur de la réaction inconnue 2.

En réalité, dans la nature, les choses ne se passent pas ainsi.

Nous avons admis qu'un corps placé sur une surface peut
se déplacer comme on veut sur cette surface, sans un effort
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quelconque, mais qu’il ne peut y pénétrer. Il existe une force
particuliére appelée frottement, qui fait qu'un point ne peut
se déplacer sur la surface que si on lui applique, dans le plan
tangent & la surface, un effort déterminé ou un effort plus
grand. L’action de¢ Ja surface n’est donce pas normale; on n'a
plus, & proprement parler, d’équations d’équilibre; V'équilibre
est indéterminé, et les forces indépendantes de la surface
peuvent varier dans une certaine mesure sans qu’il y ait de
mouvement produit. Pour nous, qui faisons actuellement
de Ia Mécanique rationnelle, nous commencerons par négli-
ger le frottement, et nous supposerons toujours que I'action
de la surface soit dirigée suivant la normale extérieure. Nos
résultats seront ainsi forcément entachés d’inexactitude, et ne
seront pas directement applicables aux corps tels qu’ils existent
dans la nature.

§ VH. — UQUILIBRE D’UN POINT ASSUJETTI A RESTER
SUR UNE COURBE FIXE,

Le point matériel que nous considérons peut étre encore
plus gén¢ dans ses mouvements que nous ne venons de le sup~-
poser; c’est ce qui arrivera, par exemple, si les liaisons sont
telles, qu’il résulte de leur présence deux équations distinctes
entre les coordonnées de ce point:

[

(4)

1

| ¢laspys)=0
!
[ w(a )

’
= 0.

-C-

{ o
{ <

t

' 35

Ces deux équations représentent une courbe dont le point ne
peut pas s’éloigner: c¢’est sa trajectoire {*} qui se trouve ainsi
immédiatement connue.

Done, il faut, pour 'équilibre, que la résultante tende a faire
sortir e point de eette ligne, ¢’est-d-dive qu’elle soit perpen-

7 Noublions pas (ue nos ¢quations d'equilibre n’impliquent pas Ie moins
du monde T'idde que le point reste en vepos. Si les forces que nous eonsidérons
et qui satistont aux conditions d’équilibre agissaient scules sur le corps en
repos, il v resterait, voili tout. Mads rien n’empeche que le point n’z2it a Vin-
stant considére un certain: mouvement du a des causes queleconqgues. Alors ce
mouvement se continuera absolument comme si les forees qui se font équilibre
Wexistuaient pus.
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diculaire a I'élément ds de cette courbe; on doit done avoip
(5) Xdo +-Ydyr—+1Zds=o.

En vertu des équations ({), dx, dy, ds sont liés par les re-
lations

do do do
— X —+ S T (L5 T 0.
. dx dy dz
(6) N ]\ 7
iy dy dy
—Tde + = dy -~ dz=o.
dx dy dz

Eliminons dz, dy, dz entre les équations (5) et (G}); pour
cela, ajoutons-les membre 4 membre aprés avoir multipli¢ Ia
deuxiéme par 7, la troisiéme par u, et égalons i zéro les coel-
ficients respectifs de dz, d3, dz; nous aurons

o do dy
}sﬁ—}dx—%—lu.a;,_o,
L do dy
(7) Y—*—/‘Ff—bu’??"#o’
Cds ]
Z—}—-/Z;—‘)—‘U(?i:— - 0.

Au lieu d’une seule réaction, comme dans le cas d'une sur-
face, nous en aurons deux dirigées suivant les normales res-
pectives aux surfaces représentées par les équations (4).

Les conditions de I'équilibre se réduiront a une en élimi-
nant 2 et « entre les équations (7). En méme temps, on dé-
terminera la valeur des quantités 2 et p qui sont lies aux
réactions inconnues.

On aurait pu, dans les deux cas que nous venons d’étadier,
trouver directement 'équation ou les équations d’équilibre,
sans introduire d’inconnues auxiliaires.

En effet, la réaction d’'une surface étant normale a ceite sur-
face, on pourrait prendre pour axes celte normale et deux
autres droites rectangulaires. Les équations oblenues en éga-
lant & zéro les projections des forces sur ces deux derniers
axes ne contiendraient pas la réaction inconnue; ce scraient
les équations d’équilibre.

De méme pour le cas d'une courbe fixe.
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CHAPITRE I1L.

EQUILIBRE DES SYSTEMES QUELCONQUES DE POINTS MATERIELS.

Aprés avoir étudié tout ce qui se rapporte & 'équilibre d’un
point matériel, il faut passer au cas d'un corps proprement dit,
cest-a-dire d'un systéme de points matériels lids entre cux
d’une maniére quelconque.

Ces liaisons des divers points résultent des forces inté-
rieures, dont nous avons parlé en définissant d’'une maniere
générale la constitution des corps matériels. Le caractére
spécial des forces intérieures est d’étre deux a deux égales
et directement opposées, mais non appliquées au méme point.
Leur nombre est infini comme celui des points du systéme.
Elles se distinguent par la des forces extérieures qui peuvent
étre quelconques, et qui sont appliquées & un certain nom-
bre de points bhien déterminés.

Tout étant ainsi disposé, et le corps étant supposé en repos,
il arrivera nécessairement de deux choses l'une : ou bien le
corps restera en repos, c’est le cas de I’équilibre, ou bien il
prendra un certain mouvement. Le premier cas, dont I'étude
est Pobjet de la Statique, parait beaucoup plus simple que le
second; de plus, il arrive, comme nous le verrons en Dyna-
mique, que le cas du mouvement, qui semblait d’un ordre de
complication bien supérieur, se ramene immeédiatement au cas
de P'équilibre.

Il est donce naturel de commencer I'étude de la Mécanique
par la Statique; seulement, je ferai remarquer que nous n'a-
vons nullement la prétention de nous débarrasser, dans cette
premiére Partie, de la considération du mouvement. Tout au
contraire, ¢’est de la que nous avons liré nos principes et nos
théorémes fondamentaux; et nous avons commencé cetle See-
tion par définir Ueffet produit par une ou plusicurs forces ap-
pliquées & un point matériel.
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Il est d’ailleurs évident qu’au point de vue de la théorie
proprement dite, quand on laisse de coté la résolution deg
problémes particuliers, il 0’y a pas de différence entre la Sta-
tique et la Dynamique, tant qu'on se borne a considérer Pef.
fet des forces sur un point matériel unique. Il résulte de
notre principe fondamental que ces forces, quel qu’en soit le
nombre, peuvent toujours ¢tre remplacées par une résultante
unique. Cette résultante fait connaitre a la fois, d’'une part la di-
rection et I'accélération du mouvement produit par les forces
données, d’autre part ladirection etla grandeur de la force qu'il
faudrait employer pour leur faire équilibre. I} 0’y a pas la deux
problémes, mais une éqguation entre deux quantités, équation
qui fait connaitre 'une ou 'autre de ces deux quantités, suivant
celle que'on suppose donnée. Il est vrai qu’une fois I'équilibre
élabli, il persiste indéfiniment tant qu’on ne modifie pas 'ordre
de choses existant ; tandis qu’en Dynamique, il faut pousserles
choses plus loin, et chercher ce que sera le mouvement dans
toute la suite du temps. Mais ceci est une pure question de
calcul intégral : si nous connaissons, comme cela doit étre, les
forces qui agissent & chaque instant sur le mobile, nous con-
naissons & chaque instant 'accélération totale de son mouve-
ment, nous pouvons tracer un ¢élément de la trajectoire, el
suivre le mobile pendant qu'il parcourt cet élément; voila tout
ce quon peut demander a la Mécanique; ¢’est a Panalyse qu'il
appartient de réunir ces éléments pour en faire une courbe
continue, et de trouver la loi générale ui embrasse toutes les
lois élémentaires.

Si nous considérons un corps, méme un solide invariable,
il n’est pas possible de commencer par définir le mouvement
quil doit prendre sous lintlucnce de forces données, et de
ronclure de la tes conditions de son équilibre.

il est vrai que si 'on connaissait les forces intéricures, rien
n’empécherait de regarder chacun des points matériels qui
composent le corps comme parfaitement libre, sous Paction
des forces tant intérieures qu’extérieures (ui le sollicitent, et
de déterminer par la théorie qui précede les lois de son ¢qui-
libre et de son mouvement.

AMalheureusement, nous ne savons pour ainsi dire ahsolu-
ment rien sur les forces intérieures; et tous nos efforts vonl
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tendre a les éliminer autant que possible, ¢’est-i-dire que nous
nous proposons surtout de chercher ce que I'on peut dive en
Statique sans connaitre les lois de Paction de ces forces, comme
on étudie la eapillarité sans avoir besoin de connaltre au juste
la nature des forces moléculaires qui produisent les phéno-
meénes.

Il est alors indispensable d’étadicr d’abord ce qui se passe
quand le corps reste en équilibre sous 'action des forces qui
en sollicitent les divers points, c¢’est-d-dire de commencer Ia
WMécanique des systémes matériels par la Statique.

§ VHI. — Des pieefRENTS PRINCIPES DE LA STa1IQUE (7).

Les trois principes fondamentaux que nous avons posés au
commencement de cette Section nous suffisent pour exposer
ala fois la Statique et la Dynamique. Mais nous avons dit que
la naissance de la premiére science avait précédé de beaucoup
celle de la seconde. La Statique a donc ses principes spéciaux,
plus simples que ceux de la Dynamique, el il ne sera pas sans
intérét, dans une rapide étude historique, de rechercher quels
sont les principes que les auteurs ont pris a diverses époques
pour bases de la Statique.

Ces principes peuvent se réduire a trois : nous allons, en
les discutant succinctement, justifier le choix que nous avons
fait et ordre que nous avons suivi.

PREMIER PRINCIPE OU PRINGIPE DU LEVIER. — Archimede, le
seul parmi les anciens qui nous ait laissé une théorie de I'é-
quilibre dans ses livres De equiponderantibus et De planorum
equilibriis, est I'auteur du principe du levier, lequel consiste,
comme le savent tous les mécaniciens, en ce que, siun levier
est chargé de deux poids quelconques placés de part et d’autre
du point d'appui, a des distances de ce point réciproquement
proportionnelles aux mémes poids, ce levier sera en équilibre,

{*Y Ce parageaphe est extrait, pour In plus grande partie, de Uexeellente
Notice historique mise par Lagrange en tete de b Mecunique analbtique,
part. I, seet. 1.

Consulter aussi Pouvrage cite de M. Cournot, v, 1 chap. n, Bevwe des prin-

)

cipes de lo Statigue, U1, p. 137,
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et son appui sera chargé de la somme des deux poids. Archi-
méde prend ce principe, dans le cas des poids ¢gaux placés a des
distances égales du point d’appui, pour un axiome évident de
soi-méme, ou du moins pour un principe d’expérience; et il
raméne i ce cas simple et primitif celui des poids inégaux.

L’équilibre d’un levier droit et horizontal, dont les extiré-
mités sont chargées de poids égaux, et dont le point d’appui
est au milieu du levier, est une vérité tout a fait évidente,
car il 0’y a aucune raison pour que 'un des poids 'emporie
sur 'autre, tout étant égal de part et d’autre du point d’appui.
Il n’en est pas de méme de la supposition que la charge de
Pappui soit égale a la somme des deux poids. Il parait que tous
les mécaniciens 'ont prise comme un résultat de Vexpérience
journaliére, qui apprend que le poids d’un corps dépend seu-
lement de sa masse totale, et nullement de sa figure.

On passe aisément du levier droit au cas d’un levier de
forme quelconque; et ensuite, par des démonstrations ana-
logues a celles de la Géométrie pure, on déduit du principe
d’Archimeéde la solution de toutes les questions de Statique.

Ce principe est le seul qui soit fondé sur la nature de I'é-
quilibre considéré en lui-méme, et comme un état indépen-
dant du mouvement. Les puissances sont des poids, ou peu-
vent étre regardées comme tels; et une puissance n'est censée
double ou triple d’'une autre qu'autant qu’elle est réellement
formée par la réunion de deux ou trois puissances égales;
la clarté de I'énoncé n’exige ni que les forces soient repré-
sentées par des lignes, ni que l'on invoque aucun axiome
tiré de la nature du mouvement.

Si Pon se bornail & la Statique seule, on devrait pent-étre
prendre ce principe pour base. Mais on reléguerait ainsiau
second plan le probleme le plus simple de la Suatique, celui
de Yéquilibre d’an point matériel, pour introduire dés le dé-
but la notion d’'un corps rigide, et celle des forces intéricures,
dontle rdle ne se trouve d'ailleurs pas, quand on emploie celic
méthode, suffisamment mis en évidence, circonstance d'ou i
peut résulter des embarras pour Vensemble de Ia Mécanique.

DECXIEME PRINCIPE OU PRINCIPE DE LA COMPOSITION DES FORCES
coxcotranTrs. — Le second principe fondamental de la Statique
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est celui de la composition des forces concourantes. C’est ce-
lui qui nous a servi de base dans notre exposition, ou plutdt
c’est un cas particulier de notre deuxiéme principe général,
relatif 2 la composition des effets des forces qui agissent sur
un méme point matériel.

Si nous cherchons l'origine de ce principe, il est nécessaire
de remonter assez haut dans I'histoire des sciences; car le
livre des Questions mécaniques, attribué a Aristote, présente
des applications nombreuses de la notion de la composition
des mouvements, mais confuses et obscurément présentées.
La régle du parallélogramme des vitesses s’y trouve cepen-
dant nettement énoncée, et auteur en a bien senti la liaison
avec la composition et la décomposition des forces.

En général d’ailleurs, parmi les anciens, la considération des
mouvements composés a surtout été employée par les géo-
meétres, qui I'ont appliquée a la description des courbes,
comme Archimede pour Ia spirale, Nicoméde pour la con-
choide, ete.; plus récemment Roberval a déduit des mémes
principes unc méthode ingénieuse de tirer les tangentes aux
courbes dont la définition est présentée d’une maniére conve-
nable. Mais Galilée est le premier qui ait fait usage de la con-
sidération des mouvéments composés dans la Mécanique,
pour déterminer la courbe décrite par un corps pesant, en
vertu de Paction de la gravité et de la vitesse communiquée
par la force de projection; il parait d’aillcurs que Galilée n’a
pas connu toute 'importance de ce principe dans la théorie de
I'équilibre.

On wouve encore la théorie des mouvements composés
dans les derits de Descartes, de Roberval, de Mersenne, de
Wallis, cte.; mais jusqu’a Pannée 1687, dans laquelle ont paru
les Principes mathématiques de Newton, et le Prejet de la
nouvelle Mécanique de Varignon, on n’avait point pensé a sub-
stituer, dans la composition des mouvements, les forces aux
mouvements qu’elles peuvent produire, et i déterminer la
force composée résultante de deux forces données, comme
on détermine le mouvement composé de deux mouvements
reclilignes ct uniformes donnés,

Le principe de la composition des forces donne tout de
suite les conditions de I'équilibre entre trois puissances, ou
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méme entre un nombre quelconque de puissances agissant
sur un point, condition qu’on n’avait pu déduire de V'équilibre
du levier que par une suite de raisonnements; et pourtant le
probléme de I'équilibre d’un point est hien certaincment le
plus simple de toute la Statique, puisqu’il est le seul dans {e-
quel on n’ait pas a se préoceuper de la modification que pro-
duisent les forces que l'on considere, sur équilibre intérieur
du corps. Quand on connait la loi de I'équilibre des forces
concourantes, on en déduit la régle du levier par le théoréme
des moments, da a Varignon. Le seul inconvénient de cetie
maniéere de procéder, ¢’est qu’on est obligé d’introduire la con-
sidération étrangére du mouvement pour I'étude des cas oi
iln’y a pas de mouvement.

On a cherché depuis, pour rendre a la Statique son indépen-
dance et en quelque sorte son autonomie, a affranchir le prin-
cipe de la composition des forces de la considération du mou-
vement, et a l'élablir uniquement sur des vérités évidentes par
elles-mémes. Au commencement du xvine siécle, Daniel Ber-
noulli a donné le premier, dans les Commentaires de I’ 4ca-
démie de Pétersbourg, t. I, une démonstration trés-ingé-
nicuse du parallélogramme des forces. Cette démonstration,
longue et compliquée, a été ensuaite rendue un peu plus
simple par d’Alembert, dans le premier volume de ses
Opuscules, et aussi par M. Aimé, Journal de M. Liouville,
t. I, Mais il faut avouer, avec Lagrange, qu’en séparant
ainsi le principe de la composition des forces de celui de Ia
composition des mouvenments, on lui fait perdre ses princi-
paux avantages, Pévidence ct la simplicité, et on le réduit
a wétre quun résultat de constructions géométriques ou
d’analyse.

En parlant du principe du levier, nous avons vu que ce prin-
cipe se composait de deux parties dont Vune est évidente, et
dont l'autre ne Uest nullement & priori : ¢’est celle qui con-
siste & déterminer intensité de la résultante des deux forces,
ou la charge du point d'appui. Iei, au contraire, la difficultd
consiste & prouver Vexistence d’une résultante. Pour arrivera
relte notion, on est obligé de considérer le mouvement qu'un
corps doit prendre sous Paction de deux forces qui ne se font
pas équilibre, mouvement qui, étant nécessairement unique,



CHAPITRE IIl. — EQUILIBRE DES SYSTEMES QUELCONQUES, EvC. 45
peut étre attribué & une force unique agissant sur le corps
dans la direction de son mouvement (*),

II'y a plus: on est encore obligé dadmettre que la direc-
tion de la résultante de deux forces passe dans Uintéricur de
I'angle de ces deux forces, et cette seule chose suppose impli-
citement une sorte d’indépendance entre les effets des deux
forces. En effet, cet axiome serait aussi peu évident que pos-
sible sila présence de la deuxiéme force pouvait modifier le
genre d’action de la premiére, de méme qu’'un courant élec-
trique agit par influence sur un courant voisin.

Il me scmble résulter clairement de cette discussion que le
veéritable principe de la Mécanique est celui dont nous avons
fait usage, apres Galilée et Newton. Deux forces agissant si-
multanément sur un point matériel produisent chacune son
effet, lequel est en outre indépendant de I'é¢tat de repos ou de
mouvement du point. Ce principe nous a permis d’¢lucider
tout d’un coup les fondements de la Dynamique et ceux de la
Statique, sciences jumelles, que nous allons maintenant suivre
I'une aprés Pautre dans leur existence distincte, aprés avoir
autant que possible cherché a pénéirer le mystére de leur ori-
gine commune.

TroISIEME PRINCIPE OU PRINCIFE DES VITESSES VIRTUELLES. — Au-
paravant, il est encore nécessaire de parler d’un troisieme prin-
cipe, connu sous le nom de principe des vitesses virtuelles.
Celui-ci parait encore plus ¢tranger d la Statique proprement
dite; et pourtant, il est certainement 'expression la plus géné-
rale des lois de I'équilibre, en méme temps qu’il donne Ja vraie
raison de ces lois dans leurs détails comme dans leur généralité.

On doit entendre par wvitesse virtuelle, dit Lagrange, celle
qu'un corps en équilibre est disposé a recevoir, en cas que
I'équilibre vienne a éire rompu, c’est-a-dire la vitesse que ce
corps prendrait réellement dans le premier instant de son mou-

{*)Ainsi Pon peut dirve que les démonstrations du genre de celle de Bernoulli
ne sont pas tout i fait exemptes de la considération du mouvement, 1l serait
dailleurs assez extraordinaire qu’on pit démontrer la propricté fondamentale
des forces sans s'appuyer sur leur délinition, qui les présente comme des eauses

de mouvement,
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vement : et le principe dont il s’agit consiste en ce que des
puissances sont en équilibre, quand clles sont en raison in-
verse des vitesses virtuelles de leurs points d’application, vi-
tesses estimcées suivant les directions de ces puissances.
Cette phrase de Lagrange n’est auire chose, comime nous le
verrons, que la traduction en langage mathématique de Padage
suivant, bien connu de tousles mécaniciens :

Ce qu'on gagne en force, on le perd en vitesse, et récipro-
quement.

Si Pon n’a pas oublié que nous appelons travail d’une force
le produit de Vintensité de la force par le déplacement de son
point d’application, estimé suivant la dircetion de la force, on
voit que I'énoncé de Lagrange revient encore 4 dire que,
quand deux forces sont en équilibre sur un corps queleonque,
I’équilibre ne saurait étre rompu sans que les produits que
nous appelons travaux soient égaux pour les deux forces,
En considérant I'une de ces forces comme la puissance appli-
quée a la machine, Pautre comme la résistance & vaincre, on
dira que I'équilibre a lieu quand le travail de la résistance est
égal au travail de la puissance, pour un déplacement hypothé-
tique infiniment petit.

Les anciens n’ont pas connu cette loi dont 'importance est
capitale, qu’'on la regarde ou non comme un principe; et il
parait qu'on doit rapporter a Descartes (*) et a Wallis Uhonncur
d’avoir cherché les premiers la raison et le principe de 'équi-
libre des machines dans I'équivalence entre les travaux res-
pectifs de la puissance et de la résistance, dans I'hypothese ot

(™ Explication des machines et engins par Uaide desquels on peut avec une
petite force lever un fardean fort pesant. ( Méchanique de Descartes, traduite
par Nicolas Poisson, de I’Oratoire, 1668.) ’

Page 7 : « L’invention de tous ces engins n’est fondée que sur un seul prin-
cipe, qui est que la méme force qui peut lever un poids, par exemple de

100 livres, a la hauteur de deux pieds, en peut aussi lever un de 200 livres @
la hauteur d’un pied, ou un de 4oo a la hauteur d’un demi-pied, -ct ainsi
des autres...

» ... Car c’est le méme de lever 100 livres & la hauteur d’un pied, ctde re-
chef encore 100 livres & la hauteur d’un pied, que d’cn lever 200 & la hauteur
d’un pied, et le méme aussi que d’en lever 100 & la hauteur de deux pieds. »

=

£

£
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Ja machine prendrait un certain meuvement dans un sens ou
dans Vautre. .

Avant Descartes et Wallis, Guido Ubaldi a le premier si-
gnalé la loi dont nous parlons, dans les poulies mobiles ou
moufles. Ensuite arrive Galilée, dont les idées fort neties &
cel égard sont consignées dans un petit ouvrage curicux ayant
pour titre :

Les Méchaniques de Galilée, mathématicien et ingénieur du
duc de Florence, avec plusieurs additions, traduites de l'italien
par le P. Mersenne, Minime. Paris, 1634.

Dans son épitre dédicatoire, Mersenne dit :

« Mais j'estime que Pordre, et le reglement admirable que

» la nature obscrve dans les forces mouvantes, vous donnera
» encore plus de plaisir, parce que vous y verrez reluire une
» équité et une justice perpéluelle qui se garde, et que I'on
» remarque sijustement entre la force, la résistance, le temps,
» la vitesse et U'espace, que I'un récompense toujours lautre,
» car si lec mouvement est viste, il faut beaucoup de force, et
» s’il est lent, une petite force suffit. En effet, il est impos-
» sible de gaigner la force et le temps tout ensemble....
» Or, il faut conclure de tout ce discours que ['on ne peut
rien gaigner en force que I'on nele perde en temps...(*). »
L’auteur passe ensuite en revue les principaux appareils
connus sous le nom de machines simples, appareils qui sont
les éléments dont se compose une machine quelconque; et il
insiste & propos de chaque machine sur la loi capitale et uni-
verselle qui lie les forces en ¢quilibre avec les vitesses que
prendraient leurs points d’application, en cas de rupture de
I'équilibre. Cette loi est ainsi présentée, a proprement parler,
par Galilée et son commentateur, comme une propriété géné-
rale de I'équilibre, et non comme la vraie raison de I'équi~
libre, ainsi qu’on Va fait depuis Descartes.

Enfin, c’est dans une lettre de Jean Bernoulli, adressée de
Bile & Varignon, le 26 janvier 1717, qu’on trouve le principe
dont nous nous occupons, énoncé pour la premiére fois avec
loute sa généralité.

=

(™) Cest axiome des mécaniciens, énoncé pour la premiére fois presque
dans les termes qu’on emploie encore anjourd’hui.
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« Tout cela étant bien enicndu, je forme, dit Bernoulli,
v cetle
PROPOSITION GENERALE.

» En tout équilibre de forces quelconques, de quelque mia-
» niere queelles soient appliquées et suivant quelque direction.
» qu'elles agissent les unes sur les auntres, ow médiatement,
» ow immédiatement, la somme des énergies affirmatives sera
» égale & lu somme des énergies négatives prises affirmative-
» ment. » (Varioyox, VYouvelle mécanique. ;

Bernoulli-se contenta d'énoncer cette proposition générale
et ne la démontra point. Il est probable quw’il y ¢tait arrivé par
une simple induction fondée sur des cas un peu plus com-
pliqués que ceux qWavait ¢ludicés Galilée.

Lagrange, dans la premicre édition de sa Méchanique ana-
lytique, admet le principc de Bernoulli comme unc espeee
d’axiome; et il tire de ce principe une formule générale, qui
renferme la solution de tous les problémes qu’on peut pro-
poser sur I'équilibre des forces.

1l semble pourtant que cette proposition n’est pas assey
évidente en elle-méme pour qu’il soit convenable de Périger
en principe primitif. Il est préférable de prendre pour base
une proposition plus simple, ainsi que nous I'avons fait, et de
considérer le principe des vitesses virtuelles comme un théo-
reme a démontrer (7). Cela fait, la formule de Lagrange per-
met d’en déduire la solution de tous les problemes d'équi-
iibre, sans constructions nouvelles, sans artifices particulicrs,
par une méthode simple, ¢élégante, uniforme, ainsi que cel
doit arriver quand on a é1¢ assez heurcux pour saisir dans une
science le principe supréme et générateur d’ot tout le reste
dérive.

Ce qui fait le caractere original de ce principe, ¢’est quil

{*) Ce n'est qu'apres la publication du grand ouvrage de Lagrange que parut
la premicre démonstration géncrale du principe des vitesses virtuceHes. Elle est
due & Fourier et ne date que de 1597 Voir Journal de I Feole Polvtechnique,
t. 11.) Onen a publi¢ depuis un grand nombre d’autres, et Lagrange lui-méme
a crn devoir en proposer une dans la deuxieme édition de la Mécanique ana-

bytique.
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réduit toute question d’équilibre de forces a une détermi-
nation de rapport de vitesses, de sorte qu’il raméne immédia~
tement et tout d’un coup la Statique a la Cinématique, c¢’est-
a-dire 2 la Géométric. On trouverait difficilement un exemple
aussi curieux de passage d’une science a une autre science,
toute différente comme objet et comme principes.

On comprend d’ailleurs facilement qu’une fois que, par une
induction tirée de I'étude rationnelle et expérimentale d'un
grand nombre de cas particuliers, on est parvenu au théoréme
général qui les renferme tous, on puisse inversement déduire
de ce théoréme les faits qui ont servi de point de départ,
comme en démolissant un édifice on retrouve tous les maté-
riaux qui ont servi a I'édifier; c’est cette marche que nous al-
lons suivre actuellement. Nous aurions pu commencer par
donner ainsi, sous leur forme mathématique actuelle, I'énoncé
et la démonstration du principe des vitesses virtuelles, mais
l'essence intime de ce principe ou théoréme et sa véritable
signification auraient complétement disparu sous la séche-
resse de la forme didactique; on n’y aurait plus vu qu’une for-
mule commode pour résoudre des probi¢mes, et pour ainsi
dire le dénoument d'un drame dont on ignorerait les péri-
péties. C’est pourquoi nous avons cru indispensable de donner
ces quelques détails historiques.

Nous avons été par 1a, il est vrai, entrainé a présenter,
contre notre habitude, les choses avec toul le vague et la
demi-obscurité qu’on retrouve autour du berceau de chaque
science, mais nous nous hiterons de réparer cette faule vo-
lontaire en donnant des définitions nettes et précises, qui dé-
sormais nous serviront exclusivement dans tous nos raisonne-
ments et nos calculs.

§ IX. — THEOREME DU TRAVAIL VIRTUEL.

Définitions. — Considérons un systéme matériel dont les
divers points sont sollicités par des forces quelconques. Sup-
posons chacun des points du systéme transporté de la position
qu’il occupe dans une position infiniment voisine : on nomme
vitesse virtuelle d'un quelconque de ces points, ou micux dé-

1. 4
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placement virtuel (*), la droite qui joint la premicre position
a la deuxicme.

Ces déplacements virtuels sont des grandeurs purement
géométriques; ils n’ont rien de commun avec les déplace-~
ments réecls qui prendraient naissance si le corps n’était pas
en équilibre. Les déplacements attribués a un ou plusieurs
points peuvent étre impossibles, d’autres incompatibles entre
cux, ce qui n’empéche nullement de concevoir géométrique-
ment un point dans deux positions voisines quelconques.

Le travail virtuel d’'une force appliquée a ce point est le
travail qui correspond au déplacement virtuel, c’est-i-dire
qu’il est le produit du déplacement virtuel par la force et par
le cosinus de l'angle que forment les directions respectives
du déplacement et de la force. Nous désignerons cette quan-
tité par la notation T, F, c’est-d-dire que nous ferons

T.F—=FdscosF.ds (*").

Nous allons maintenant ¢lablir 'enchainement des proposi-
tions qui constituent les diverses parties du théoréme.

I. Equilibre d’un point matériel. — Nous avons vu que,
pour qu’un point matériel soit en équilibre, il faut et il suffit
que la résultante de toutes les forces qui lui sont appliquées
soit nulle.

Nous énoncerons identiquement la méme chose en disant
que le lravail de cetle résultante doit étre nul pour tout dé-
placement virtuel attribué au point sur lequel elle agit. En
effet, si cette résultante est nulle, son travail est aussi nul,
quel que soit le déplacement du point d’application ; et réci-
proquement, si le travail d’une certaine force est nul pour tout
déplacement infiniment petit qu'on voudra supposer, ceite
force est nécessairement nulle elle-méme.

(*) La dénomination de wvitesse wvirtuelle vient de ce quwon peut concevoir
que le déplacement virtuel se fasse avee uniformit¢ dans un temps infiniment
petit, et qu’alors les espaces parcourus sont proportionnels aux vitesses.

{™*; Pour distinguer les déplacements virtuels des déplacements réels, nous
désignerons, suivant l'usage, les premicrs par la letire ¢, les seconds par la
caractéristique d.
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Mais nous savons que le travail de la résuliante des forces
appliquées & un point est égal & la somme des travaux de
toutes les composantes; donc on peut dire que :

Pour qu'un point matériel soit en équilibre, il faut et il
suffit que la somme des travaux de toutes les forces appliquées
& ce point soit nulle pour tous les déplacements virtuels ima-
ginables.

Quand le point dont il s’agit fait partie d’'un systéme maté-
riel, nous avons 'habitude de distinguer en deux groupes les
forces que nous considérons comme appliquées a ce point,
savoir 1 les forces extérieures ¥ et les forces intérieures f.

Nous écrirons donc la propriété qui précéde de la manicre
suivante :

(I) NrF+ ¥ ==,

et nous énoncerons ainsi la premiére partie du théoréme :

PremiERe parTie. — Pour toul point faisant partie d'un sys-
teme matériel en équilibre, la somme des travaux des forces
appliquées & ce point, tant intérieures qu'exiérieures, est
nulle, pour un déplacement virtuel quelconque.

Il Equilibre d’un systéme matériel quelconque. — En ap-
pliquant le méme raisonnement a tous les points matériels
qui constituent notre systéme en équilibre, et faisant la somme
de ioutes les équations ielles que (1), relatives a ces divers
points, on voit que :

Devxikne pawtie. — Dans un systeme matériel en équilibre,
la somme des travaux de toules les forces, tant intérieures
quexiérieures, est égule a zéro, quels que sotent les déplace-
ments virtuels infininent petits et indépendants les uns des
autres que L'on imagine étre pris en méme temps par les dif-
férents points du systéme.

Ce théoréme s’exprime analyliqguement par 'équation

(11) I LE+IIT = o,

la sommation s’étendant 4 la fois & toules les forces agissant
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sur un point quelconque et a tous les points que 'on consi-
dére comme formant le systéme étudié. Réciproquement, sila
somme des travaux virtuels de toutes les forces appliquées an
systeme est nulle, pour tous les déplacements imaginables
des divers points qui le composent, le systéme, supposé pri-
mitivement en repos, ne sortira pas de cet élat de repos: car,
si 'on ne déplace qu’un seul de ces points matériels, ce qui
revient a supposer que les déplacements des autres points
sont nuls, on conclura de notre hypothése que la somme des
travaux virtuels des forces appliquées & ce point est égale 3
zéro, quel que soit le déplacement qu’on lui attribue, ¢’est-a-
dire que ce point, considéré seul, est en équilibre. Le méme
raisonnement, appliqué successivement aux divers points du
systeme, montrera que tous ces points sont également en
équilibre, et, par conséquent, le systéme tout entier est en
équilibre. Ainsi, 'on peut dire que, pour qu'un systéme ma-
tériel quelconque soit en équilibre, il faut et il suffit que la
somme des travaux virtuels de toutes les forces qui agissent
sur ses divers points soit nulle, quels que soient les déplace-
ments infiniment petits et indépendants les uns des autres que
Pon imagine éire pris en méme temps par ces différents
points.

L. Equilibre d’un solide invariable. — Parmi tous les dé-
placements virtuels, en nombre infini, que nous pouvons at-
tribuer simultanément aux divers points d’un systeme maté-
riel, choisissons en particulier des déplacements tels, que les
distances mutuelles de tous les points du systéme restent les
mémes; c’est-d-dire, concevons que nous déplacions le sys-
téme matériel tout d'une piéce, comme si c¢'était un solide
invariable. L’équation fournie par le théoréme du travail vir-
tuel, pour un pareil déplacement de I'ensemble des points
matériels du systéme, ne contiendra aucun terme dépendant
des forces intérieures. En effet, dans le déplacement particu-
lier que nous considérons, la distance de deux quelconques
des points matériels du systéme ne change pas. Donc les tra-
vaux virtuels des forces intérieures sont deux a deux égaux el
de signes contraires, et, par conséquent, disparaissent tous de
Péquation fournie par le théoréme du travail virtuel.
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L’équation générale (II) se réduit alors a

(IIT) IV TF=o.

Done :

TroisikMe PARTIE. — Lorsqu’on communique & un systéme
un déplacement virtuel compaltible avec la parfaite solidité du
systéme, la somme des travauz virtuels des forces extérieures
est nulle.

Le théoréme que nous venons de démontrer nous donne
une propriété générale de I’équilibre, dans laquelle n’entrent
pas les forces intérieures. Cette propriété sera donc toujours
vérifiée, quel que soit le degré de solidité ou de rigidité des
parties du systéme; c¢’est-a-dire qu’elle devra nécessairement
avoir lieu pour que 'équilibre existe; mais, en général, cela
ne sera pas suffisant.

IV. Equilibre des systémes & liaisons. — Les solides in-
variables sont des cas particuliers des systémes matériels dans
lesquels on suppose qu’il existe entre les divers points cer-
taines liaisons géométriques.

On entend par liaisons des conditions que le systéme doit
nécessairement remplir. On peut imaginer une variété infinie
de liaisons, et cela aussi bien au point de vue géométrique
qu'au point de vue physique; mais on peut toujours, quelles
que soient ces liaisons, les supposer remplacées par des forces
capables d’obliger le systéme a satisfaire aux mémes condi-
tions. (’est ainsi que, dans le cas ol un point matériel est
assujetti a rester sur une courbe fixe ou sur une surface fixe,
sans frottement, nous avons vu comment on peat déterminer
une force capable de produire le méme effet. Cette force s’ap-
pélle fa réaction normale de la courbe ou de Ia surface.

En substituant aux liaisons les forces qui peuvent en tenir
lieu, on fait rentrer le systéeme matériel dans le cas général
pour fequel le théoréme du travail virtuel a été établi. Pour
que ce systéme soit en équilibre, il faut et il suffit que la
somme des travaux virtuels de toutes les forces, ¥ compris
celles qui tienneut la place des liaisons, soit égale a zéro,
quels que soient les déplacements virtuels qu'on attribue a
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tous les points matériels dont il est formé. Ce mode de pro-
céder a l'avantage de faire connaitre les forces capables de
remplacer les liaisons, ou, comme on dit, les charges des ap-
puis. En éliminant ces forces entre les équations fournies par
le théoréme général, on obtient les véritables équations d’é-~
quilibre.

On peut aussi ne pas introduire dansle calcul ces inconnues
auxiliaires. En effet, nous allons montrer que si, parmi tous
les déplacements virtuels infiniment petits qu'on est libre
d’attribuer & tous les points du systéme, on choisit spéciale-
ment ceux qui sont compatibles avec les liaisons, la somme
des travaux virtuels des forces de liaison est identiquement
nulle, de sorte que ces forces disparaissent d’elles-mémes des
équations fournies par le théoréme du travail virtuel, appliqué
a ces déplacements particuliers.

Pour établir ce point capital, nous considérerons seulement
les trois modes de liaison suivants, qui sont ceux qu’on ren-
contre ie plus fréquemment dans les machines.

1° Quand certains points sont obligés de rester sur des
courbes fixes ou sur des surfaces fixes, sans éprouver de frot-
tement de la part de ces courbes ou de ces surfaces, le travail
de la réaction normale est évidemment nul, pour tout dépla-
cement du point dirigé suivant la courbe ou sur la surface
fixe, puisqu’'un pareil déplacement virtuel est perpendiculaire
ala direction de ia force.

2° Quand deux points du systéme sont assujettis par un
mode de liaison quelconque a rester a des distances invaria-
bles I'un de Pautre, on obtiendrait le méme effet au moyen de
deux forces égales et contraires, appliquées respectivement a
chacun de ces deux points, et dont il est possible de calculer
& posteriori U'intensité, comme on calcule la réaction d'une
surface fixe. Or nous avons démontré, p. 3o, que la somme
des travaux de deux forces de ce genre est nulle, pour tout
déplacement virtuel en vertu duquel la distance des deux
points ne change pas.

3o Enfin, quand deux parties du systéme, assimilées a des
solides invariables, sont maintenues en conlact, sans qu’il se
développe de frottemeni entre leurs surfaces, on peut regarder
ce résultat comme produit par deux réactions égales et con-
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traires, agissant sur les deux solides aux points par lesquels ils
se touchent, et dirigées suivant la normale commune a leurs
surfaces (*). Or, dans ce cas encore, la somme des travaux des
deux réactions est nulle, pour tout mouvement virtuel du sys-
teme en vertu duqtel les deux surfaces ne cessent pas de se
toucher.

En effet, les deux points M, m ( fig. 12), qui se trouvaient
en contact, occupent par l'effet du déplacement virtuel des
positions M, m’, toutes deux situées sur le nouveau plan de
contact des surfaces, plan qui fait un angle infiniment petitavec
le plan tangent commun en M.

Les déplacements virtuels MM’, mm’ des points d’applica-
tion de nos deux forces ont donc une méme projection sur la
normale commune NN; et, comme ces forces elles-mémes ont
des directions opposées suivant cette normale, la somme de
leurs travaux virtuels est nulle {**).

Si donc nous considérons seulement des systémes maté-
riels dont les liaisons rentrent dans 'un des trois types que
nous venons d’étudier, il résulte de la discussion précédente
qu'il n’y aura pas lieu de s’occuper des forces provenant des
liaisons, tant qu’on appliquera seulement le théoréme du tra-
vail virtuel a des déplacements compatibles avec ces liaisons.
Ce résultat constitue la quatriéme partie de notre théoréme
fondamental.

QuarriEME PaRTIE. — Quand un systéme de points matériels
liégs entre eux d’une maniére quelconque est en équilibre, la
somme des travaux virtuels des forces directement appliquées
au systeme est nulle, tout comme si chacun des points du sys-
teme était libre, mais seulement pour loul systeme de déplace-
ments virtuels compatible avec Uexistence des liaisons.

(*) Quand on tient compte du frotiement, I'action mutuelle de deux solides
en contact n’est plus dirigée suivant la normale commune a leurs surfaces, mais
Vaction et la réaction sont toujours égales en grandeur absolue et opposdes en
direction.

(**) On voit que, conformément aux programmes de I'Ecole Polytechnique,
lous ne démontrons pas dans toute sa généralité le théoréme du travail virtuel.
On peut consulter & cet égard la Mécanique rationnelle de M. Duhamel, 3¢ édi-
tion, et un Mémoire de Poinsot sur Péquilibre et le mouvement des systémes,
Mémoire qui sc trouve i la suite des Eléments de Statique de cet auteur.
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Des machines. — Les machines ne sont pas autre chose que
des systémes de corps assujettis a certaines liaisons; et géné-
ralement ce sont des systemes & liaisons complétes, dans les-
quels le mouvement d’un seul point détermine celui de tous
les autres, le mouvement du premier ne pouvant d’ailleuars
avoir lieu que sur une trajectoire déterminée.

Dans ce cas, il n’existe qu'un seul systéme de déplacements
virtuels possibles, et le théoréme du travail virtuel ne fournit
qu’'une seule équation pour I'équilibre des forces appliquées
a la machine.

»

Réciproque du théoréme du travail virtuel.

En démontrant la deuxiéme partie du théoréme, nous avons
établi que réciproquement, toutes les fois que la somme des
travaux de toutes les forces du systéme est nulle, pour un
déplacement virtuel quelconque, on est assuré que le systéme
est en équilibre.

Mais if est bien évident qu’une pareille vérification est im-
possible, et que le théoréme en question serait peu utile, si
I’on n’avait des moyens de discerner dans chaque cas particu-
lier, parmi toutes ces conditions dont le nombre est infini,
celles qui sont suffisantes {*) pour I'équilibre du systeme.

Le seul cas qui présente de V'intérét est celui d’un systéme
a liaisons, car si I'on avait des points isolés, indépendants les
uns des autres, il est bien clair que chacun de ces points de-
vrait éire en équilibre séparément, et que le systéme constitué
par leur réunion ne présenterait aucune propriété. Or nous
allons faire voir que réciproquement, si la somme des travaux
des forces directement appliquées au systéme est égale a zéro
pour tout déplacement virtuel compatible avec les liaisons, ce
systeme est en équilibre.

En effet, désignons toujours d’une maniére générale par F
les forces directement appliquées au systéme; s'il n'y avait

(*) 11 faut entendre par la les conditions qui, une fois vérifices, entrainent
toutes les autres, car il ne faut pas oublier que ces conditions sont loutes égas
lement nécessuires, et que, si uneseule d’entre clles n'était pas vemplie, Uequi-
libre ne saurait subsister,
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pas équilibre, lc systéme supposé en repos se mettrait en
mouvement, et son mouvement s’effectuerait conformément
aux liaisons auxquelles il est assujetti. On pourrait s’opposer &
ce mouvement, en appliquant a chacun des points matériels
du systéme une force convenable, dirigée en sens contraire de
la direction suivant laquelle ce point matériel tendrait a se
déplacer; dés lors, le systéme matériel serait en équilibre sous
l'action des forces Q, Q', Q”,..., que I'on devrait ainsi appli-
quer a ses divers points, et des forces F que l'on avait déja.
D'aprés ce qui vient d’ére établi il n’y a qu’un instant, la
somme des travaux des forces Q et F devrait éire nulle pour
tout déplacement virtuel compatible avec les liaisons, et en
particulier pour le déplacement infiniment pelit que le sys-
téme aurait pris tout d’abord sous I’action des forces F seules,
si Pon n’avait pas appliqué les forces Q pour s’y opposer. Mais,
par hypothése, la somme des travaux virtuels des forces F est
nulle pour tout déplacement compatible avec les liaisons, et
par conséquent pour le mouvement particulier dont il s’agit:
done, 1a somme des travaux virtuels des forces Q devrait aussi
étre nulle pour ce mouvement particulier. Or ceci est impos-
sible puisque, dans ce mouvement, le point d’application de
chacune des forces Q se déplace précisément en sens contraire
du sens dans lequel la force agit; d’ou il suit que les travaux
virtuels de ces forces sont tous négatifs.

Il résulie de ce qui vient d’étre dit que, pour qu’un systéme
matériel dans leguel on imagine des liaisons soit en équi-
libre sous T'action des forces F directement appliquces a ses
différents points, il faut et if suftit que la somime des travaux
virtuels de ces forces soit nulle, pour toul déplacement infini-
ment petit compatible avec les liaisons.

Aibsi se trouve limité dans chaque cas, par les leis mémes
qui régissent la constitution d’un systcme matériel, le nombre
des conditions réellement nécessaires a 'équilibre de ce sys-
teme. Dans la plupart des machines, d’aprés ce que nous avons
dit, il 0’y a qu’un seul mouvement virtuel possible : une seule
condition est donc nécessaire et suffisante pour que des forces
en nombre quelconque se fassent équilibre par intermédiaire
de cette machine. Le théoreme da travail virtuel donne avee
la plus grande facilité cette équation unigue, en "¢liminant
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sans qu’on s’en apercoive tout ce qui se passe dans l'intérieur
de la machine.

Considérons par exemple la presse hydraulique (t. I°7, p. 238),
On sait que cette machine se compose de deux corps de pompe
remplis d’eau ou d’un liquide quelconque, et reliés l'un 3
Pautre par un tuyau de communication. Un piston qui se
trouve en contact avec le liquide se meut dans chacun des
deux cylindres. Sur Ie plus petit de ces pistons agit la puis-
sance P, sur le plus grand s’exerce la résistance R.

Un seul mouvement virtuel est possible : si nous supposons
que le premier piston s’enfonce d'une quantité o /2, le deuxiéme
se soulevant de ¢A', V'égalité des travaux virtuels de la puis-
sance et de la résistance donne 1'équation

Psi =Rol,

de laquelle nous ailons tirer la condition d’équilibre de la
presse hydraulique.

Pour cela nous remarquerons qu'en vertu de Yincompressi-
bilité des liquides, le volume dont a diminué la colonne con-
tenue dans le premier cylindre doit étre exactement égal a
Pexcédant que nous retrouvons dans le deuxiéme. On a done,
8 et 8" désignant les sections des deux pistons,

Soh =8¢k,
d’ou, en éliminaiit les vitesses virtuelles,

P S
R 8
Dans Uéquilibre de la presse hydraulique, la puissance est &
la résistance dans le rapport direct des sections des deux ¢)-
lindres.

On trouverait de méme les conditions d’équilibre des sys-
témes de poulies, des équipages de roues dentées, etc.

Considérons, par exemple, une série d’arbres tournants dont
les vitesses soient en rapport constant. Appelons du la vitesse
angulaire virtuelle du premier arbre; ¢, z,, ¢, ,..., les raisons )

(*) Folr CixeMaTiQUE, p. 21,
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des arbres auxquels sont appliquées des puissances; #,, 7,
7a,e-+» Celles des arbres sur lesquels agissent des résistances.
L'équation du travail virtuel est

Pp.oa +Pip edx+Popredo +...
— Riqi.n. 02— Ry¢onsfa. .. = 0.

On en conclut l’équation

Pp —!—Z Pipiii —_ 2 Ril]i'fu’ — 0.

§ X. — EQUATIONS GENERALES DE L’¥QUILIBRE D'UN SYSTEME
MATERIEL QUELCONQUE.

_Quelle que soit la constitution d’un systéme matériel dont
on recherche les conditions d’équilibre, il est clair qu’on
n'altére pas cet équilibre, supposé établi, en supposant le
systéme invariable de forme. Donc les équations qui répondent
aux déplacements virtuels compatibles avec la rigidité du sys-
teme s’appliquent a tous les systémes matériels imaginables.

Nous allons montrer que les équations correspondantes a
ces déplacements virtuels sont au nombre de six. Elles portent
le nom d'équations générales de I'équilibre, parce qu’elles
sappliquent a un systéme quelconque. Elles sont les seules
qui soient générales, car elles sont suffisantes dans le cas d’un
solide invariable. Quant aux autres cas, ces équations toujours
nécessaires ne seront pas suffisantes, et il faudra, aprés s’étre
assuré qu’elles sont verifiées, rechercher quelles sont les nou-
velles conditions introduiles par la nature spéciale du systéme
dont on s’occupe.

Les mouvements compatibles avec la solidité du systéme
sont de trois sortes : 1° un mouvement de translation dans
une direction quelconque; 2° un mouvement de rotation au-
lour d’un axe passant par un point quelconque; 3° un mouve-
ment composé des deux précédents, lequel se raméne, si on
veut, a celui d’'une vis dans son écrou.

1° Mouvement de translation. — Considérons d’abord le
mouvement de translation. Le travail d’'une force F pour un
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déplacement &s de son point d'application est

FoscosFos;

donc nous devons avoir
(1) N FiscosFas = o.

Or, ds est le méme pour tous les points du systéme, d’aprés
la définition du mouvement de translation; ce facteur est done
commun a tous les termes de I'équation (1), et en le suppri-
mant il reste

(2) ZFcosF_rﬁ:o,

c’est-a-dire que la somme des projections des forces exté-
rieures dans une direction quelconque est nulle.

2° Mouvement de rotation. — Donnons actuellement au corps
un déplacement angulaire 6« autour d'un axe quelconque. Le
travail d’une force, dans ce mouvement de rotation, est égal
au produit de do par le moment de la force pris par rapport a
I'axe. Désignons par la notation MF le moment de la force F
par rapport a cet axe; le théoréme du travail virtuel pourra

s’écrire dans ce cas
zaz.MF —o,

ou, en supprimant le factcur commun 6z,

(3) ZMF?(),

c’est-a-dire que Ia somme des moments des forces extérieures
autour d’un axe quelconque est nulle.

3> Mouvement composé. — L’application du théoreme du
travail virtuel au cas d’un mouvement composé ne nous ap-
prendrait rien de nouveau. En effet, le travail de chaque foree.
pour un mouvement de ce genre, cst la somme des travaux
qui correspondent aux mouvements composants. Par suite, la
quantité qu’on devrait égaler 4 zéro serait la somme de deux
gquantités nulles séparément,
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Ainsi :

TugorEME GENERAL. — Quand un systéme matériel quelconque
est en équilibre, sous Uinfluence de forces extérieures et inté-
rieures quelconques :

1 La somme des projections des forces extérieures sur un
azxe quelconque est égale & zéro ;

2° La somme des moments de ces mémes forces extérieures
par rapport & un axe quelconque est égale & zéro.

Cherchons toutes les équations que peuvent fournir les deux
parties de ce théoréme.

1° Equations dérivées du mouvement de translation. — 11
est clair que si Uon écrit que la somme des projections des
forces extérieures est nulle séparément sur trois axes rectan-
gulaires, celte somme sera également nulle pour une direction
quelconque, définie par les angles «, 8, 7, qu’elle fait avec les
axes coordonnés. En effet, la projection d'une force du sys-
teme sur cette direction est, en appelant X, Y, Z, les projec-

tions respectives sur les trois axes,
FeosA—=Xcosa+ Y cos3 + Zcosy;

donc, la somme des projections des forces du systéme est, en
mettant cosz, c0s3, cosy en facleurs,

EF cosA = cos:ZX —+ cosstY -+ cosyZZ,

quantité qui scra toujours nulle si 'on aa lafois

) Sx=0 Sv=o, Fz- o

2° quta{ions dérivées du mouvement de rotation. — De
méme, pour exprimer que la somme des moments des forces
par rapport 4 un axe quelconque, passani en un point donné,
est nulle, il suffit d’exprimer que cette somme est nulle pour
lrois axes rectangulaires qui se croisent sur ce point, ou ¢u’on
3, en prenant nos notations habituclles,

(2) ZL:O, ZM,-,,O, ZN;O;
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car Je moment G d’une force par rapport a un axe qui fait avee
les axes des angles «, [3, ¥ est

G =L cosz+Mcos3+ Ncosy.

Quant aux axes qui ne passent pas par notre origine, il est
facile de voir gque la somme des moments des forces par rap-
port a ces axes est également nulle, nos équations (1) et (2)
étant supposées satisfaites. En cffet, nous aurons établi cette
proposition, si nous prouvons que la somme des travaux des
forces est nulle pour un mouvement virtuel de rotation au-
tour d’un pareil axe. Or, un mouvement quelconque d’un so-
lide peut toujours étre décomposé en une rotation autour d’un
axe passant en un point donné, et une translation dans une
certaine direction; et les équations (1) et (2) établissent que
la somme des travaux virtuels des forces extérieures est nulle
pour chacun de ces deux mouvements élémentaires.

Des six équations de Uéquilibre. — On voit qu’en définitive
le théoréme du travail virtuel, appliqué a tous les déplace-
ments compatibles avec I'hypothése de la parfaite rigidité du
systéme auquel sont appliquées les forces que I'on considére,
fournit six équations distinctes seulement :

S‘Fz:()v

et

‘ZF;:O;

/‘ Y M.F=o,
EMO,F:o,

| JM.F=o.

Ces ¢quations portent le nom d’équations générales de U'é-
quilibre; vraies pour un systéme quelconque, elles sont suf-
fisantes pour I'équilibre des solides invariables.

Pour résumer cet important chapitre, nous rappellerons
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qu'il faut distinguer avec soin I'équilibre des forces qui sont
directement appliquées & un méme point matériel, de I'équi-
libre qui existe entre des forces appliquées a certains points
d'un systcme. Dans ce dernier cas on doit dire que les forces
extérieures se font équilibre en vertu de la constitution phy-
sique du corps auquel ces forces sont appliquées (*). Mais on
pourra dire aussi rigoureusement : Ces sixz équations de 1'é-
quilibre existent enire les forces extéricures seulement; et
cela sans qu'il soit nécessaire de se préoccuper de la consti-
tution du corps soumis a Paction de ces forces.

§ XI. — Cas PARTICULIERS DES EQUATIONS DE L'EQUILIBRE.

Les équations générales de I'équilibre se simplifient dans
quelques cas particuliers quand les forces appliquées au sys-
teme considéré satisfont a certaines conditions spéciales. Il
arrive alors qu'un certain nombre des équations qui doivent
étre vérifiées par ces forces sont satisfaites d’elles-mémes iden-
tiguement, et le nombre de celles dont il ¥ a réeilement a
goccuper se trouve diminué d’autant.

Les cas particuliers qu’il est intéressant de considérer sont
au nombre de trois seulement.

Forces concourantes.

1l ne s'agit pas ici de forces appliquées & un méme point,
mais bien de forces dont les directions concourent. Par le
point commun 2 toutes ces directions, menons 1rois axes
quelconques; les trois équations des moments par rapport &

(*) Les forces extéricures restant les mémes, I'équilibre serait rompu, si la
constitution physique du systéme venait & changer; cest ce qui arrive, par
exemple, aux tiges métalliques qui sc brisent sous un effort beaucoup moindre
que celui qu’elles ont longtemps supporté, parce que la texture du métal s'est
modifice.

Quand des forces appliquées a un systtme quelconque se font cquilibre,
Veffet de cos forces est de tendre les liens dn systéme, de développer des
forces intérieures par Vintermédiaire desquelles Véquilibre s'établit, de ma-
niére que la résultante de toutes les forces appliquées i chaque point soit
nulle.
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ces axes sont satisfaites d’elles-mémes; et il nous reste seule-
menl pour P'équilibre les trois conditions

ZFI - 0,
(V) sz:oy
EF:‘“O.

On sait d’ailleurs par la théorie générale que les six équa-
tions de Péquilibre, étant ainsi vérifiées pour un systéme
d’axes particulier, le sont également pour tous les autres sys-
témes.

Forces situées dans un méme plan.

Prenons le plan qui contient toutes les forces pour plan
des xy, l'axe des z passant par un point guelconque O de ce
plan.

Les équations

3 F=0, FM.F=o0, FM,F=o

sont satisfaites d’elles-mémes, puisque les forces sont toutes
situées dans un plan perpendiculaire & 'axe des z, et que ce
plan contient a la fois 'axe des x et I'axe des y. On a donc
seulement trois équations d’équilibre

(VI) EF_,i—TO,
| ZanF —o.

Forces paralléles.

Prenons 'axe des z paralléle a la direction commune des
forces; il est clair que chacune de celles-ci aura une projection
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nulle sur les axes O et Oy, et un moment nul par rapport a
Iaxe Oz; il suffira done pour I'équilibre qu’on ait

\ ZF.T:“ 0,

(V1) ; EMMF ~ o,

3, F oo

1. 5
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CHAPITRE IV.

EQUILIBRE DES SOLIDES INVARIABLES.

§ XI1I. — DEs FORCES EQUIVALENTES.

Le caractére des six équations de I'équilibre, ainsi que nous
Vavons dit, c’est que ces équations, nécessaires et suffisantes
pour le cas hypothétique d’'un solide absolument invariable
de forme, ont lieu pour un systéme quelconque; de sorte
que, pour s¢ rendre un compte exact des conditions de V'équi-
libre d’un systéme matériel, il vy a en général deux choses i
faire :

1° Vérifier si les six équations générales sont satisfaites;

2 Rechercher les conditions spéciales au cas dont on s'oc-
cupe, qui dérivent de la nature physique des corps soumis
aux forces considérécs, et des liaisons qui existent entre ces
€orps.

Cela posé, il est évident qu'au point de vue de la vérifice-
tion des six équations de Uéquilibre, on aura le droit de rem-
placer un groupe de forces F par un autre groupe I, pourvy
que les forces F’ jouent, dans les équations (1V ), identi-
quement le méme réle que les forces F. Il faut et il suffit
pour cela que les forces F et F’ aient les mémes sommes de
projections sur trois axes rectangulaires, et les mémes sommes
de moments par rappori 4 ces mémes axes.

Deux groupes de forces jouissant de cette propriété sont
dits équivalents; et il résulte de ce qui précéde, que les équa-
tions nécessaires el suffisantes pour I'équivalence de deux
systémes de forces sont au nombre de six, comme les équa-
tions générales de I'équilibre.
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Nous écrirons ces équations sous la forme

SF o= YF.
DILEESD o
DF=Y¥:

I M F= Y M, F.

3 MF = Y M, F

N M F = Y MF ()

L’échange d’un groupe de foreces par un groupe équiva-
lent améne généralement la rupture de 'équilibre, 4 moins
que le corps auquel ces forces sont appliquées ne soit un
solide invariable; et, méme dans ce cas, cette substitution
modifie I'équilibre intérieur du solide, les tensions des liens,
de sorte que, pour la détermination de ces quantités, il faudra
conserver les forces telles qu’elles sont immédiatement don-
nées. Notre définition de I’équivalence est uniquement rela-
live aux six équations de I'équilibre.

La notion de T’équivalence des forces permet de réduire a
des systémes plus simples des forces disposées d’une maniére
quelconque aux divers points d’un solide invariable. Cette
théorie constitue un chapitre trés-important de la Statique.

Résultanie d'un systéme de forces concourantes.

Des forces en nombre quelconque, appliquées & un méme
point matériel, sont équivalentes a leur résultante. Il y a
méme dans ce cas équivalence physique compléte, en méme

“temps qu'équivalence géométrique; et I'on peut, sans altérer

(*) I résulte de ces cquations qu’on obtient Péquilibre, quand & un systéme
de forces on ajoute un systéme équivalent pris en sens oppose.

5.
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en rien I'état d’un corps en équilibre, remplacer par leur résul.
tante des forces appliquées en un méme point de ce corps.

Si nous cownsidérons des forces dont les directions con-
courent en un point (0, mais dont les points d’application ne
sont pas les mémes, une force appliguée au point O, ayant
pour projections sur trois axes conduils par ce point les
sommes des projections des forces concourantes données, est,
d’aprés notre définition, équivalente a celles-ci. On 1ui donne
le nom de résultante {7), bien qu’il puisse y avoir absurditg,
dans certains cas, a demander de la substituer aux premiéres,
méme dans le cas ou il sagit d’un solide invariable, le point O
pouvant fort bien ¢étre en dehors du solide.

Il suffit pourtant qu’il y ait un point du solide sur la direc-
tion de cette force, pour qu’on puisse fa substituer a ses com-
posantes sans altérer 'équilibre; ot, en général, une force, ap-
pliquée & un point d’un solide invariable en équilibre, peut
étre supposée appliquée en un point quelconque pris sur sa
direction, pourvu que ce point soit invariablement li¢ au
solide (** ).

Cette proposition est évidente par elle-méme; et on la pose
souvent comine une espéce d’axiome, tout au commencement
de la Statique. Cetie manicre de procéder présente un certain
inconvénient, car on s’habitue & faire abstraction du point
d’application des forces, et 4 les considérer comime agissant
indifféremment sur un point quelconque de leur direction. Or
ceci est physiquement faux, et le déplacement du point d’ap-
plication d’une force change 1'équilibre intérieur du corps.

(*; Toutes les fois qu’il existe une force unique équivaiente a un groupe
aueleonque de {orces, on donne i cette force unique le nom de résultante. 1 est
juste de dire que cette aceeption du mot de résultante est 1a premiére qui ait éte
introduite dans La scicnce, ot que la signification géométrique que nous donnons
i ce mot, dans cet ouvrage, est beaucoup plus recente.

{**) Quand on transporte une force du point A an point B (fig. 13, on
change Vétat du solide, puisqu’on introduit une ‘traction qui s’exerce sur la
ligne AB. {1 faut done, pour que la substitution soit physiquement possible,
que la nature du corps lui permette de resister a la traction dont nous parlons.
C’est ce qui arrivera, par exemple, si les dewx’ points A et B sont lics par ub
cordon; mais, dans cette hypothése, on ne pourrait pus transporter de la méme
maniére une force dont le sens serait opposé a celui de Ia force F.
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Quant aux forces fictives telles que les résultantes, etc., il est
tout a fait rigoureux de dire qu’un point quelconque de leur
direction peut étre pris pour leur point d’application, car ces
forces n'entrent jamais en ligne de compte, quand il s’agit de
'équilibre intérieur d'un corps.

Résultante d'un systeme de forces paralléles.

Des forces paralléles disposées d’une maniére quelconque
sont généralement susceptibles d'étre remplacées par une
force unique, laguelle recoit, ainsi gue nous 'avons dit, le
nom de résultante.

Pour établir cette proposition, considérons d’abord ( fig. 14)
deux forces P, Q, de méme sens, et appligquées, la premiére
en A, la seconde en B. Proposons-nous de trouver une troi-
sieme force qui soit équivalente a leur ensemble. La projec-
tion de cette force sur un axe guelconque doit &tre égale a la
somme des projections des deux premiéres. Or, si 'on prend
pour axe de projection un axe perpendiculaire a la direction
commune des deux forces, la somme dc leurs projections est
nulle, et il doit en étre de méme de celle de leur résultante:
donc cette résultante doit étre paralléle a ses composantes. Au
contraire, la somme des projections sur un axe paraliéle & AP
est P+ Q; donc I'intensité de la résuliante est égalea P+ Q.
Il faut enfin que la somme des moments des composantes, par
rapport @ un axe perpendiculaire a leur plan, soit égale au
moment de larésultante. Faisons passer cet axe par un point O
de la résultante inconnue, le moment de la résultante sera
nul; donc la somme algébrique des moments des deux com-
posantes doit étre nulle également. Il résulte de la que le
point O doit étre situé entre les forces; et si p et ¢ sont ses
distances respectives aux forces P et Q, on doit avoir

Pp=20Qy.
Done :

Tatonknk. — Deux forces paralléles et de méme sens ont
une résultante qui leur est parallele et dirigée dans le méme
séns. Cette résullanie est égale & leur somme et partage la
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lrgne qui joint les points d’appiication de ces forces en parties
inversement proportionnelles & leurs grandeurs P et Q.

Celte derniére partie est évidente, car on a

CA_p_Q
CB ¢ P
Le méme raisonnement s’applique dans le cas ol les forces
sont dirigées en sens contrairve I'une de Pautre {(ffg. 15).

Tutorine. — Deuxr forces paralléles et de sens contraires
ont une résultante qui leur est paralléle et égale & leur diffé-
rence. Elle agit dans le sens de la plus grande, et ses distances
aux deux composantes sont dans le rapport inverse de ces
forces (*).

CororLLaike. — Un nombre quelconque de forces paralléles
disposées comme on voudra, de méme sens ou de sens diffé-
rents, appliquées & différents points d’un solide invariable,
admettent toujours une résultante unigue.

Désignant par R la grandeur de cetie résultante, par z, et y,
les coordonnées du point ot elle perce un plan perpendiculaire
a la direction des composantes, plan pris pour celui des zy,
on a, pour déterminer ces rois inconnues, les équations

. 2 F =R,
N Ey =Ry,
Z Fr-=Rax.

La résultante d’un systéme de forces paralleles jouit de pro-
priétés fort intéressantes, sur lesquelles nous insisterons plus
tard.

“* 1 vesulte de ce qui précede que des Tovees agissant dans un méme plav
sur uu solide invariable sont toujours susceptibles d'étre pemplacées par une
force unique, sauf le cas d’exeeption qui sera indigué plus bas.

En cffet, deux de ces forees, prises au hasard, sont paralléles ou coucoti-
rautes : dans Tes deux eas on sait eu trouver Ia résultante. En opérant ainsi dv
proche en proche, on obtiendva la pésultante détinitive du systéme. Si cette re-
sultante est nulle, les forees donndes se font équilibre.
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Cas d’exception. — 1l existe un cas singulier dans lequel
les résultats précédents se trouvent en défaut, et ot il n’est pas
possible de déterminer une force unique capable de remplacer
- des forces paralleles données.

Distinguons ces forces en deux groupes comprenant : le pre-
mier, loutes celles qui agissent dans un certain sens; le
deuxieme, toutes celles qui agissent dans le sens opposc.
Soit P la résultante des forces du premier groupe (fig. 15},
Q celle des forces du second.

D’aprés ce que nous avons vu, les deux forces P et Q, qui
sont équivalentes a toutes les forces données, admettent elles-
mémes une résultante dont intensité est représentée par

P"“Qy

et dont la distance a la force P a pour expression, a étant la
distance de P a Q,
Q

p:am'

Si la différence P — Q est trés—petite, I'intensité de la résul-
lante est elle-méme fort petite, et en méme temps sa distance
al'une ou a lautre de ses composantes grandit, et peut ménie
dépasser telle longueur finie que Von voudra. A la limite, si
lon fait P==Q, on trouve pour cette résultante une force
nuile, appliquée a I'infini, ce qui n’a plus de sens.

Ce cas d’exception est tout a fait Panalogue de celui qui
sest déja présenté en Cinématique, a propos de la composi-
tion des rotations. La théorie générale ne nous apprend plus
alors qu'une chose, c’est que, dans ce cas singulier, il 0’y a
plus de résultante unique, c¢’est-a-dire que deux forces égales
paralléles, de sens contraire, mais non directement opposées,
constituent un systeme sut generis, qui west pas susceptible
d'étre tenu en dquilibre par une simple force. Cest le plus
simple des systémes non réductibles a une force unique.

Un pareil systéme porte le nom de couple (7). La cousidé-

5 Clest par analopic avee les couples de forees que nous avons appeld en
Cinématique couple de rotations Vensemhle de deux rotations qui ne peuvent

pas se remplacer par une rotation unigue,
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ration des couples qui s’introduisent ainsi comme un cas sin-
gulier joue un grand rdle dans la théorie de la réduction des
forces appliquées a un solide invariable, comme nous allons
le montrer d’aprés Poinsot.

§ XIIi. - THEoRIE DES COUPLES.

Définition. — Pour abréger le discours, nous appellerons
couple 'ensemble de deux forces égales, paralléles et coun-
traires, mais non appliquées au méme point.

Nous n’avons pas a nous inquiéter pour le moment de ce
que peut étre Faction de ces forces sur le corps auquel elles
sont appliquées (*); nous savons seulement que, quelle que
soit cette action, elle n’est pas de nature a étre contre-balancée
par celle d’aucune simple force, appliquée comme on voudra
au méme corps, et que, par conséquent, effort d’un couple
ne peut étre comparé d’aucune maniére a celui d’une simple
force.

L’idée de couple ne doit pas étre séparée (du moins a Pen-
droitolt en est actuellement notre exposition de la Mécanique
rationnelle) de celle d’'un corps solide en équilibre auquel
le couple est appliqué. L’effet d’un couple, si 'on peut s’ex-.
primer ainsi, c’est de tenir une certaine place dans les six
équations de I'équilibre.

Considérons donc ensemble de deux forees qui constituent
ce que nous nommons, pour abréger, un couple, et cherchons
quels sont les termes qui leur correspondent dans les si< équa-

(*) On s’expose aux plus grandes erreurs quand on veut chercher a se
vendre compte de Veffet d’un couple appliqué & un solide libre. La détermina-
tion de cet effet est un probléme important de Dynamique, que nous verrons e
temps et lieu,

Les commencants sont assez généralement portés a associer, sans trop savoir
pourquoi, I'idée de force a celle de translation, et Uidée de couple & celle de
rotation, €t & se représenter en conséquence Ueffet d’un couple comme étant
de faire tourner le sclide auquel il est appliqué autour d’une perpendiculaire i
son plan. Rien n’est plus faux que ces idées. Ainsi tout le monde sait qu'au jeu
de billard, une simple foree appliquée & une bille produit i la fois un mouves
ment de translation ¢t un mouvement de rotation.
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tions de Véquilibre, écrites par rapport a trois axes rectangu-
laires quelconques; et supposons d’abord que deux de ces
axes aient é1é pris paralléles au plan du couple, le troisicme
étant dirigé perpendiculairement au plan.

Il est d’abord évident que la somme des projections des
deux forces sur chacun des axes coordonnés est nulle, et que
la méme chose a lieu relativement 4 une droite quelconque.

En deuxiéme lieu, la somme des moments des deux mémes
forces autour d’une droite quelconque, paralléle a leur plan,
est également nulle. En effet, le moment d'une force par
rapport a une droite s’obtient en projetant la force sur un
plan perpendiculaire a Ia droite, et faisant le produit de la pro-
jection ainsi obtenue par sa distance au point suivant lequel
se projette tout entiere la droite ou axe par rapport auquel on
cherche le moment.

Or, pour un axe parallele au plan d’un couple, le plan de
projection dont il est question dans la définition précédente
est perpendiculaire au plan du couple; les deux forces de ce
couple se projettent donc sur la méme droite, et les deux
projections occupent sur celte droile des longueurs égales,
mais compiées dans un sens différent. Les moments de ces
deux forces sont donc égaux en valeur absolue et de signes
contraires, c¢'est-a-dire que leur somme algébrique est identi-
quement nulle.

Considérons enfin I'axe perpendiculaire au plan du couple,
et supposons d'abord que sa projection O sur ce plan { fig. 16)
laisse les deux forces P, P, d’un méme c0té. Soient p la dis-
tance du point O a la force AP, a la distance des droiles AP,
AP,

La somme algébrique des moments des deux forces est

Pla+p;,—Pp,

C’est-a-dire simplement
Pa,

puisque P, est égal a P. Cetie quantité Pa est indépendante de
la position du point O dans le plan des deux forces.

Si la projection de I'axe tombait en un point ¢, situé entre
les deux lignes AP, A, P,, on aurait de inéme pour la somme
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des moments des deux forces, en appelant p’ la distance dy
point O’ a la force AP,

Pp +-Pla—p')=Pa;
donc :

TrkorkxMe §. — La somme des moments des deux forces d’un
couple, par rapport & un axe quelconque perpentli('ulaire a
leurplan, est constanle.

Cetle somme constanie est représentée numcériquement par
le produit P, quantité qu'on désigne, pour abréger, sous le
nom de moment du couple. La longueur a s’appelle le bras de
levier du couple, et 'on voit que :

Le moment d’un couple est le produit de sa force par son
bras de levier.

Ce produit doit étre affecté d'un signe convenable, selon
que la somme des moments des deux forces, a laquelle il est
¢quivalent, est positive ou négative. On figure ordinairement
(Jfig. 17) un couple en supposant les deux forces appliquées
aux extrémités du bras de levier, ce qui est toujours permis;
et on trouve facilement le signe du moment du couple, en
considérant le bras de levier comme une barre rigide dont le
milieu serait fixe; le moment est positif si le couple tend a
faire tourner son bras de levier dans le sens positif, il est
négatif dans le sens contraire.

J’ai déja {ait observer, dans un grand nombre de cas analo-
gues, qu'aucun des facteurs du produit Pa ne comporte a pro-
prement parler de signe: il faut prendre ces facteurs en valeur
absolue, et affecter le produit du signe convenable. Pourtant,
si 'une des quantités P ou « dépendait d'une grandeur varia-
ble, il pourrait arriver que ce facteur changedt de signe, et fit
ainsi changer le signe du moment déierminé pour certains
sens de la force P et de la ligne a. 1Algébre présente beau-
coup d’exemples de faits de ce genre.

Equivalence des couples. — Pour que deux couples soient
équivalents, il faut et il suffit, d’aprés ce qui vient d'éure
établi :

1° Que les plans des deux couples soient paralleles;

2¢ Que leurs moments soient égaux;:
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3° Enfin que les deux couples tendent a faire tourner leurs
bras de levier respectifs dans le méme sens.

On déduit de 1a la propriété fondamentale des couples de
forces, laquelle s’énonce habituellement de la maniere sui-
vante :

Trakoriwe K. -— On peut, sans changer Ueffet d’un couple
appliqué ccun corps solide en équilibre, le transporter dans son
plan ou dans tout autre plan paralléle, le tourner comme on
voudra dans ces divers plans, et méme changer ¢ volonté s«
force ou son bras de levier, pourvu que le moment Pa con-
serve Loufjours la méme valeur, et que les couples quon substi-
tue ainst l'un & Uautre soient de méme sens.

Axe d'un couple. — 1l suit de la qu'un couple est donné,
cest-a-dire qu’on a tout ce qu'on a besoin de conpaitre, rela-
tivement a I'énergie du couple et a sa position dans I'espace,
quand on connait la direction de son plan, la grandeur de son
moment, et enfin le sens de ce moment.

En conséquence, on représente un couple par une simple
droite, qu’on appelle 'axe du couple. On prend cetle droite
perpendiculaire au plan du couple, on lui donne unc longueur
preportionnelle & son moment; enfin on est convenu d’affecter
a cette longueur un sens tel, qu'un observateur placé suivant
cet axe, les pieds a Porigine, voie le couple tendre a faire
tourner son bras de levier, supposé fixé par son milieu, dans
le sens que nous avons adopté pour sens positif.

On voit que Paxe d’un couple n’occupe pas une position
déterminée dans I'espace; on peut toujours le faire passer par
un point pris arbitrairement d’une maniere quelconque.

Projection des couples. — 11 nous reste encore a donner
Pexpression de la somme des moments des forces d'un cou-
ple G ( fig. 18}, par rapport a un axe quelconque Oz. Pour
cela, projetons ces forces sur un plan perpendiculaire a cet
axe : on obtientainsi un nouveau couple G/, et il est clair que
le moment de ce couple représenite précisément la somme
cherchée.

Cela posé, remarquons que le moment d'un couple peut étre
représenté par la surface du paraliélogramime dont les forces
sont les cOlés opposés. Or laire du parallélogramme qui
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donne le moment de G’ est le produit de Iaire du parallélo-
gramme (G) par le cosinus de I'angle ¢ formé par le plan du
couple avec le plan de projection ; donc on a

G =G cos1.

Soit A g l'axe du couple G : on peut aussi prendre pour cet
axe la ligne égale et paralléle Og, qui passe par un poini
de Oz, et il résulte de 'équation précédente que Paxe du
couple G’ estla projection de O g, sur Oz; done :

Tutoreve HI. — La somme des moments des forces d’un cou-
ple par rapport & une droite quelconque est la projection de
Laxe du couple sur cette droite.

P

On voit que les moments des couples se représentent et se
projettent absolument comme ceux des simples forces, aver
cette différence toutefois que, dans le cas d’'un couple, il n'ya
qu’a s’inquiéter de la direction de P'axe par rapport auquel on
considére les moments, et nullement de sa position dans I'es-
pace.

Composition des couples.

On n’a pu s’empécher de remarquer des a présent Panalo-
gie, ou plutdt I'identité parfaite qui existe, au point de vue de
la forme mathématique, entre les théorémes de la Cinématique
el ceux de la Statique. Cette identité est d’autant plus curieuse
que ces deux sciences se rapportent a deux ordres d’idées ab-
solument et essentiellement différents.

Ainsi les régles relatives a la composition des rotations se
retrouvent ici comme présidant a la composition des forces.
Les deux théories nous présentent le méme cas singulier; et
nous allons voir, pour continuer I'analogie, que les couples de
forces se composent comme des couples de rotation, ¢ est-a-
dire comme des translations.

Composition des couples paralléles. — Rien n’empéche de
s'arranger de facon que les forces P et Q des deux couples
soient paralléles, et que leurs bras de levier soient égaux‘.
Alors, si l'on fait coincider les deux hras de levier, on a, 2
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chacune des extrémités de cette ligne, deux forces dont les
directions se confondent, et qu’on peut par conséquent rem-
placer par une force unique dont Pintensité est la somme al-
gébrique des intensités des forces des deux couples. Ces deux
résultantes forment un couple équivalent a 'ensemble des deux
couples donnes, et le moment

a(P+4Q)

de ce couple est la somme des moments des couples compo-
sants. Donc :

Tatorews 1V. — Deux couples situés dans deux plans paral-
leles sont équivalents & un couple unique dont le moment a
pour valeur la somme algébrique des moments des couples
composants.

Ce résultat s'énonce plus simplement en disant que Uaxe
du couple résultant est la somme des axes des couples compo-
sants.

Composition des couples quelconques. — Soient maintenant
a composer deux couples quelconques ( fig. 19). Soit AG Vin-
tersection des plans de ces couples. Prenons sur cette inter-
section une longueur AB pour bras de levier commun aux deux
couples.

A chacune des deux extrémites du bras de levier, jai deux
forces P, Q que je compose par la régle du parallélogramme.
Jobtiens ainsi deux forces égales et contraires qui constituent
un couple équivalent aux deux couples proposes. Done, deux
couples, situés comme on voudra dans deux plans qui se cou-
pent sous un angle quelconque, se composent loujours en un
seul, dont le plan passe pur Uintersection des plans des deux
premiers couples, et par la diagonale du parallélogramme
construit sur les forces qui constituent ces couples.

Il est treés-facile de démontrer que 'axe du couple résul-
tant est la diagonale du parallélogramme construit sur les axes
des couples composants.

En effet, le plan PQ peut étre regardé comme étant per-
pendiculaire & Fintersection AG, puisqu’on a le droit de tourner
tcomme on veut des couples dans leur plan. Faisons une pro-
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jection sur ce plan ( fig. 20). Nous avons un parallélogrammi
dont les cOtés sont P et Q, et dont la diagonale est la résul-
tante R. Pour avoir Paxe du couple P, il faut prendre sur unc
perpendiculaire a P une longueur AL proportionnelle 2 P;
I'axe du couple Q et I'axe du couple résultant R s’obtiennent
de méme en portant sur des perpendiculaires a Q et & R des
longueurs AM, AN, respectivement proportionnelles aux forces
Q et R. Donc la figure ALNM est un parallélogramme dont AN
est la diagonale, et par suite :

Tutorkue V. — 87 deux c‘ozq)'les sont représentés pour leurs
axes et pour leurs grandeurs par les deux cOtés d’un pafal—
lélogramme, ces deux couples se composent en un seul, repré-
senté pour son axe et pour sa grandeur par la diagonale de
ce parallélogramme.

Ayant démontré, comme nous venons de le faire, la regle
du parallélogramme des axes, on en déduit immédiatement
celles du parallélipipéde et du polygone des axes pour la
composition d'un nomhre quelconque de couples, ainsi que
la décomposition d’un couple en trois autlres ayant pour axes
trois directions rectangulaires.

Ltilité des couples pour la composition des forces disposées
d’une maniére quelconque dans Uespace.

De méme qu'en Cinématique les couples de rotation nous
ont été d’une grande utilité pour la réduction des mouve-
ments a leurs éléments les plus simples, de méme en Statique,
les couples vont nous permetire de réduire au plus petit nom-
bre possible un systéme quelconque de forces agissant sur
un corps solide. Voici comment la théorie des couples rend
cette réduction facile et élégante.

Une force F, étant appliquée en un point A d’un corps ou
systéme solide quelconque (fig. 21), si 'on prend un autre
point quelconque O dans ce corps (ou au dehors, pourvu
gqu’'on 'y suppose invariablement attaché), et qu’on applique
a ce nouveau point deux forces contraires, égales et paral-
leles 4 la premiére, il est clair que 'état du corps ne sera pas
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changé. Mais on pourra considérer actuellement, au lieu de
la simple force proposée :

1° Une force parfaitement égale, paralléle et de méme sens,
appliquée au nouveau point O;

2" Un couple formé par les deux forces paralléles restantes.
Si, pour plus de clarté, on transporte ce couple ailleurs, dans
un plan quelconque paralléle au sien, ce qui est permis, il ne
restera au point dont il s’agit qu'une force parfaitement égale
et paralléle a la foree primitive, laquelle n’est en quelque
sorte que cette méme force, qu’on y aurait transportée paral-
lelement a elle-méme. '

On peut donc dire :

Tugorkse VI, — Une force ¥, appliquée en un point A d’un
solide invariable, peut étre transportée parallélement a elle-
méme en un autre point O du méme solide, pourvw qu’on
adjoigne & celte force ainsi (ransportée un couple situé dans
un plan parallele au plan FOA et ayant pour moment le pro-
duit de la force ¥ par la distance du point O & la direction
de cette force.

Considérons maintenant un systeme quelconque de forces,
appliquées a un solide invariable, et transportons toutes ces
forces en un méme point O. Nous remplacerons ainsi le sys-
teme des forces données par un sysitéme de forces égales et
paralléles aux premiéres, et appliquées en un point du solide
pris 4 volonté, systéme auquel il faudra joindre un nombre de
couples égal au nombre des forces transportées.

Or, toutes les forces appliquées au point O se composent
en une seule R; tous les couples peuvent de ménie éire rem-
placés par un couple unique G; done :

Tugorime VII. — Un systéme de forces quelconque, appli-
qué a un solide invariable, peut toujours étre remplacé, et
d'une infinité de maniéres, par une force unique et un couple
unique.

La force R s’appelle la résultante de translation. La gran-
deur, la direction et le sens de cette force restent les mémes,
quel que soit le point pris pour origine. Ses composantes sui-
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vant trois axes rectangulaires conduits par cette origine sont .

X:ZF,,
Y=YF,

Z :ZF,;

et 'on a, pour déterminer sa grandeur et les angles «, 8,
qu’elle fait avec les trois axes, les relatiuns
Rcosa =X, Rcosg—=Y, Rcosy=1,
Re=X*+ Y4 70

Quant au couple résultant, il change évidemment avee Io-
rigine. Les moments L, M, N des projections de ce couple sur
les trois plans coordonnés, c’est-a-dire la projection de P'axe
du couple sur les trois axes, sont, d’apres les propriétés des
sysiémes ¢équivalents, égaux aux sommes des moments des
forces par rapport aux mémes axes. On a done

L= 2 M,.F,

M— 2 M,, F,

N=YM,.F;

&’ou, en désignant par G 'axe du couple, par 4, u, v les angles
de cet axe avec les axes coordonn¢s,

Gcosi=L, Gecospu=M, Gcosv=N,
G* = L?+ M+ N2,
Azxe du moment maximum. — Ce couple G, projeté sur un

plan qui forme avec le sien un angle 8, est égal & G cosf; il
suit de la que:
Tatorime VIII. — De tons les axes qui passent par une

méme origine, laxe du couple résultant est celul par rapport
auquel la somme des moments des forces est la plus grande.
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Tutorine IX. — La somme des moments est la méme par
rapport & tous les axes qui font un méme angle avec celui du
p/us graml moment, ou qui forment une surface conique dé-
erite autour de lui sous cet angle.

Tatorine X. — La somme des moments est nulle par rap-
port & tous ceux qui font avec cel axe un angle droit, ou
qui forment un plan perpendiculaire a sa direction.

Axe central. — Nous avons dit que si 'on change 'origine,
la grandeur du couple résultant varie, en méme temps que son
axe (c’est-a-dire 'axe du moment maximum des forces) s’in-~
cline sur sa position primitive. . :

Cherchons les lois de cette double variation.

Au point ou nous en sommes, 'analogie entre les théorémes
de la Cinématique et ceux de la Statique est si parfaite, que
I'on peut, presque sans nouvelle démonstration, conclure que
parmi toutes les manieres dont on peut réduire les forces agis-
sant sur un corps solide & un couple et une force unique, il
en est une plus simple que toutes les aulres, et dans laquelle
I'axe du couple se confond avec la direction de la résultante
de translation. C'est ce que nous démontrerons d’ailleurs fa~
cilement par une marche toute pareille a celle que nousavons
suivie en Cinématique.

En effet, tout étant déja réduit a la seule force R et au seul
couple G, par rapport & un point connu A ( fig. 22), imaginons
quon décompose le couple G en deux autres, 'un Gceosi,
perpendiculaire & la direction de la résultante de translation,
Pavtre G sini, dont le plan passe par cette direction AR,

Si dans ce plan, olt se trouvent ala fois le couple G sini et la
force R, on transporte la force parallclement a elle-méme de A
en O, d’un tel cOté et a une telle distance x que le couple R,
né de cette translation, soit égal et contraire au couple Gsini
et le détruise, il ne restera plus que la seule force Rappliquée
au nouveau point 0, avee le seul couple Gcosi, qui est dans
un plan perpendiculaire a la direction de cette force. Donc :

Tatorkne XI. — Tant de forces qu'on voudra sont toujours
réductibles & une seule force et & un seul couple, dont le plan
est perpendiculaire @ la direction de la force.

II. 6
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Le couple qui jouit de cette propriété, d’avoir son axe pa-
rali¢le a la direction bien déierminée de 1a résultante de trans-
lation, est un minimum par rapport aux couples résultants
qui se rapportent a une origine queleonque. En effet, le trans-
poit de la résultante, du point O en un point arbitraire A,
donnera lieu 2 un couple dont le plan contiendra la direc-
tion OR, ct dont l'axe sera par conséquent perpendiculaire i
laxe du couple que nous considérons : or la résultante de
deux droites rectangulaires est plus grande que 'une et I'autre
de ces droites. Donc le couple dont 'axe est dirigé suivant la
ligne OR est un minimum.

Ceci démontre qu’il 'y a qu'une seule maniére de réduire
les forces a un systéme tel que celui que nous venons de dé-
finir.

Soit g e moment du couple minimum, nous avons trouvs

g = Geosi,

G étant le moment du couple résultant relatif & une origine
quelconque, et 7 Vinclinaison de I'axe de ce couple sur la ré-
sultante de translation. Comme la valeur de g est indépendante
de I'origine A, de laquelle nous sommes partis pour faire notre
démonstration, on voit que :

La projection, sur la direction de la résultante de translu-
tion, de l'axe du couple résultant relatif & une origine quel-
conque, est constanie.

On a d’ailleurs, si I'on sc reporte aux expressions des cosi-
nus des angles faits avec trois axes fixes quelconques par la
résultante de translation et 'axe du couple résultant relatif 2
Porigine de ces trois axes,

cosi WX =MV Nz
RG
d'ou Uon tire
_ LX+ MY+ NZ

Geosi — g =—
5 R

.

quantité constante quelle que soit 'origine choisie.
11 existe done toujours un axe, dont la direction est celle de
la résultante de wanslation, jouissant, comme on voit, de I2
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propriété que la somme des moments par rapport a cet axe
est a la fois un mazimum relativement aux axes qui se croisent
en l'un quelconque de ses points, et un minimum relative-
ment a ceux qui donnent les moments maxima relatifs aux
autres points de Pespace. Cet axe s’appelle Vaxe central des
moments du systéme de forces {Poinsot) : c’est Fanalogue de
l'axe spontané glissant de la Cinématique.

La dénomination d’axe central se trouvera pleinement jus-
tifiée si Pon observe qu'a des distances égales de cette droite
les couples résultants ont des valeurs égales et que leurs axes
sont également inclinés sur cet axe OR.

En effet, de quelque cdoté gu’on transporte la résultante R &
une distance x de I'axe central, on trouvera toujours l'axe du
couple résultant en composant le couple g avec le couple per-
pendiculaire Ra, né du transport de la force R. On voit done
quen s’éloignant de cet axe on trouvera des couples toujours
plus grands et croissant sans limite ; mais chacun d’eux, estimé
suivant la direction constante de la résultante de translation,
donne une projection égale au couple minimam g.

Remarquons pourtant que, quand la resultante de transla-
tion est nulle, les couples résultants sont les mémes pour
tous les licux de I'espace, et que leurs axes sont tous paral-
léles.

En écartant ce cas, les axes de divers couples résultants se
classent autour de I'axe central en diverses surfaces d’hyper-
holoides de révolution, dont cette ligne est l'axe, et qui peu-
vent chacune occuper diverses positions en glissant le long de
cet axe. :

Pour tous les axes qui forment la surface d’'un méme hyper-
boloide, ou de tous les hyperboloides ézaux que nous avons
définis, les moments maxima ont laméme valeur, et ils varient
d'une série & une autre, suivant les lois que nous avons don-
nées ci-dessus.

Des conditions de U’équilibre.

Nous avons vu comment on peut, d’une infinité de ma-
nieres, remplacer par une force et un couple des forces en
Nombre quelconque, appliquées 4 un solide invariable. Cela

6.
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posé, comme une force ne saurait, dans aucun cas, faire équi-
libre & un couple, il est nécessaire, et aussi suffisant, pour
I'dquilibre, gu’en prenant pour origine un point quelcongue
et y transportant toutes les forces du systeme, la résultante R
de toutes ces forces transportices soit nulle, et que le couple
résultant G de tous les couples provenant de ces translations
soit aussi nul. .

Or, les équations qui expriment que la résultante de trans-
lation est nulle sont

X = 0, Y = o, 7 —=o.
Pour le couple résultant, on a les équations analogues
L= o, 1\[ == 0, N= o,
nécessaires et suffisantes pour que le couple résultant soit nul.
Nous retombons ainsi sur nos six équations de I’équilibre, et
nous les retrouvons sous la forme méme qui nous a servi de
point de départ.

Réduction des forces & deux équivalenies.

Placons-nous a une origine qucleonque O ( fig. 23), wans-
portons-v la résultante de translation R, et arrangeons-nous
de waniére que 'une des forces P du couple résultant G passe
également par le point O, ce gui est toujours possible d'une
infinité de facous. Je puis composer fes deux forces Pet Ren
une seule R, et il nous restera simplement, outre cette force,
fa deuxi¢me force du couple que je désignerai par R.. Donc:

Tueoriwe. — Un systéme quelconque de forces appliquées i
un corps solide peut toujours se réduire it deux forces, don!
{’une passe par un point pris ¢ volonté dans le corps.

8i la résuliante de translation n’est pas dans le plan du cou-
ple, les forces R, et R. nc sont pas dans un méme plan; car,
pour obtenir R,, on compose fa force P, située dans le plan OR,,
avec une force R situce dans un plan différent (*).

{75 11 est facile de demontrer que la réduction ne peut pas étre poussée plus
join, Cest-a-dire de faire voir que deux forces non situdes dans le meme plap
n’ont pas de résultante unique.

Supposons qu'il v ait une résultante et appliquons au solide une foree S egale
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La méthode qui consiste a réduire & deux équivalentes
toutes les forces qui agissent sur un corps solide, au lieu de
les remplacer par une force unique et un couple, a été trés-
longtemps employée et U'est encore par un trés-grand nombre
d’auteurs. Quant a nous, nous ferons plus volontiers usage de
la réduction & une force et a un couple, parce que cette mé-
thode a 'avantage, trés-grand a nos yeux, de mettre bien net-
tement en ¢évidence la résultante de translation, force qui
joue un trés-grand role dans la Dynamique. ‘

Il existe une infinité de maniéres de réduire des forces
quelconques a deux équivalentes. Cette réduction est analogue
au mode de représentation du mouvement le plus général d'un
corps solide par la combinaison de deux rotations non situées
dans un méme plan; et les propriétés géoméiriques des deax
systemes sont identiques.

Cas d’une résultante unique. — Cherchons maintenant dans
quels cas nous pourrons avoir une résultante unique. Pour
que les forces du systéme puissent étre remplacées par une
force unique équivalente, il faut et il suffit qu'en nous placant
a une origine quelconque, la résultante de translation soit si-
tuée dans le plan du couple résultant, ou paraliéle & ce plan,
ce qui est la méme chose.

Supposons, en effet, qu’il v ait une résultante unique ap-
pliquée en un point O { fig. 25). Cette risuhiante sera néces—
sairement égale a la résultante de translation. Transportons-
nous a un auire point /. Puisque nous admettons que touties
les forces du systeme peuvent étre remplacées par la force
unique R, il suffira de transporter cette force a la nouvelle
origine, ¢’est-a-dire d’appliquer au point 0’ deux forces oppo-
sés égales et paralléles & R. Nous obtenons ainsi la résultante

et opposée it cette résultante ¢ fig. 24 Le systéme des trois forees R, R,, 5,
est en ¢quitibre, et nous savous que nous ne détruirons pas Uéquilibre en intro-
duisant des Haisons dans le systéme.

Or, nous pouvons, d'une intinité de maniéres, mener une droite AB qui ren—
contre R, et R,, sans rencontrer S.

En supposant que cette droite soit fixe, Uetlet des forees B, ot R, sera détruit,
tandis que celai de ta force S ne le sera pas. Done Pequilibee ne saurait exister
entre ces trois forees.



86 PREMIERE SECTION. — STATIQUE.

de translation transportée en O/, ¢t un couple (R, R,) que
nous pouvens déplacer et transformer comme un couple ordi-
naire. Mais de quelque maniére que unous le changions, son
plan restera toujours parailéle ala résultante de translation R,.
Drailleurs, tout autre mode d’opérer a réduction & une force
et a un couple en prenant O’ pour I'origine ne peut évidem-
ment conduire a un résultat différent; donc cette réduction
des forces du systéme, effectuée par rapport a une origine
quelconque, donnera toujours un couple résultant dont le plan
contiendra la résultante de translation (™).

Cette condition nécessaire doit en méme temps étre consi-
dérée comme suffisante : il faut toutelois excepter le cas ou la
résultante de translation serait nulle. Dans ce cas, en effet.
tout se réduit & un simple couple qui ne saurait étre remplacé
par une force unique, a moins qu’'on ne voulut considérer une
force nulle située a P'infini, ce qui n’a plus aucun sens.

Cherchons analytiquement les conditions nécessaires pour
gqu’il y ait une résultante unigue.

Prenons trois axes rectangulaires. Pour qu’il y ait une ré-
sultante unique R appliquée en un certain point, dont les
coordonnées soient x,. 3, z., il faut que les projections de
cette résultante soient égales a X, Y, Z, et que ses mo-
ments autour des trois axes soient respectivement égaux a L,
M, N. Donc on doit avoir, en appelant X,, Y, Z, les projec-
tions de la résultante, et se reportant aux formules de ls
page 8o,

/ X:Xl, Y:‘l’r,, Z::Zl,

L=Zy»—Y:z,

M=Xzs—Zux,

N = 7(‘2“ —j,nX..

* Pour démontrer direetement quey si la vesultante de translation n'est pas
dans le plan da couple, il ne peut v avoir de résultante unique, nous suppo-
serons, en employant un artitice de rajsonnement qui nous est d('!jéx connu, 1'é-
quilibre établi au moven d'une force S egale et contraire a la resultant
unique { fig. »6). Pais, menant dans e plan du couple une drojte AB qui ven-
contre tes deux forees du couple et 1a foree §, sans rencontrer R, et conside-
rant cctie drotie comme un axe fixe, nous mettrons nettement en evidenee

Iimpossibilité de Pequilibre du systeme de lorees que nous considérens.
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On a ainsi six équations a six inconnues, mais on sait a
Favance qu’il n’est pas possible que ces équations nous don-
nent des valeurs déterminées pour z,, i, z.. En effet, la ré-
sultante, si elle existe, peut a volonté étre supposdée appliquée
en un point quelconque de sa direction, de sorte qu’il y a au
moins P'une des trois coordonnées z,, y, 3, quireste arbitraire.
Les équations {a) sont donc forcément absurdes ou indéter-
minées, au moins quant aux trois inconnues x,, y, 5. 1l est
facile d’éliminer a la fois les six inconnues. En effet, multi-
plions la quatrieme équation par la premiere, la cinquié¢me par
la deuxieme, la sixiéme par la troisiéme, el ajoutons les résul-
tats, nous aurons
LX + MY+ NZ=o,

équation qui ne contient plus d'inconnue, et qui exprime la
relation qui doit avoir lieu entre les résuliantes partielles X,
Y, Z et les trois moments partiels L, M, N, pour que les trois
équations précédentes puissent subsister a la fois, et par con-
séquent pour que les forces du systeme aient une résultante.

Si cette équation de condition a lieu, les valeurs des trois

, . . o
coordonnées x,, yi, 3, se présenteront sous la forme 5’ parce

que, la résultante pouvant étre appliquée a tel point de sa di-
rection qu’on voudra, il est impossible que le calcul détermine
I'un de ces points plutdt que tout autre. 1l ne peut donc don-
ner que leur lieu géométrique; et les trois derniéres équa-
tions, en remplacant X,, Y,, Z, respectivement par X, Y, Z, ne
sont autre chose que les équations des trois projections de la
résultante sur les plans coordonnés.

On pourra alors avoir a volonté un point quelconque de
cette résultante, en se donnant Yune des coordonnées de ce
point et déterminant les deux autres au moyen de deux des
équations de la résultante.

Ul y a cependant un cas dans lequel, bien que la condition

LX+MY+NZ=o0

soil remplie, le calcul ne donnera plus aucun résultat: c’est
celui ou les trois composantes X, Y, Z sont nulles en méme
lemps, car on lrouve dans cetie hypothése une résultante
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nulle, située tout entiére & 'infini. C’est qu’en effet, dans ce
cas, les forces du systéme seront réduites aux trois couples
dont les moments sont représentés par L, M, N, couples qui
ne peuvent jamais se réduire qua un autre couple. Cest ce
que devait nous apprendre et ce que nous apprend en effet le
calcul.

§ XIV. — EQUILIBRE D'UN SOLIDE QUI NEST PAS ABSOLUMENT
LIBRE. — DES MACHINES.

Lorsque des forces réagissent les unes sur les autres par
l'intermédiaire d’un corps ou systéme rigide parfaitement
libre, il est impossible qu’elles se fassent équilibre, a moins
qu’elles ne remplissent les six conditions que nous avons
établies.

Au contraire, par le moyen des machines proprement dites,
on peut meitre en équilibre des forces quelconques qui ne
satisfont pas a toutes les conditions générales. Pour qu'un pa-
reil résultat soit possible, il est nécessaire que les corps qui
constituent les machines ne soient pas entiérement libres,
mais qu’ils soient génés par des obstacles. Ces obstacles, en
rendant impossibles certains mouvements virtuels, dispensent
par 1a méme les forces du systéme de vérifier les relations
correspondantes 4 ces mouvements.

En effet, on n’a point oublié que la condition nécessaire et
suffisante pour I'équilibre des forces agissant sur un systeme
donné, c’est que la somme des travaux virtuels de ces forces
soit nulle, pour tout déplacement compatible avec les licusons
du systéme.

On peut, dans la théorie de 1'équilibre des machines, laquelle
west autre chose que la théorie de I'équilibre des corps génés
par des obstacles, considérer les obstacles comme tenant lieu
des forces égales et contraires 3 celles qu’ils détruisent actuel-
lement; et si 'on concoit qu’on ait ainsi substitué a la place de
ces obstacles insurmontables des forces qui représentent leurs
résistances actuelles, ce n’est plus entre les seules forces direc-
tement appliquées qu’il y a équilibre, mais entre ces forces
et les résistances. Les six équations de I'équilibre doivent alors
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avoir lieu entre ces deux groupes de forces, considérés simul-
tanément.

Des machines simples. — Nous réduirons les machines sim-
ples & trois principales, qui se distinguent I'une de Pautre par
la nature de V'obstacle qui géne le mouvement du corps; ce
sont :

1° Le levier,

2° Le tour ou trewil,

3¢ Le plan incliné.

Dans la premiére machine, 'obstacle est un point fixe, au-
tour duquel le corps a la liberté de tourner en tous sens.

Dans la deuxiéme, I'obstacle est une droite fixe, autour de
laquelle tous les points du corps n’ont que la liberté de tourner
dans des plans paralléles,

Dans la troisieme, I'obstacle est un plan inébranlable contre
lequel le corps s’appuie et sur lequel il a la liberté de glisser (*).

Previer cas. — Equilibre du levier.

S’il y a un point fixe dans le sysiéme, les seuls mouvements
possibles sont des mouvenients de rotation autour des diverses
droites qui passent par ce point; et on écrira que la somme
des travaux virtuels des forces est nulle pour tout mouvement
de ce genre, en posant, relativement a trois axes rectangulaires
quelconques menés par le point fixe, les équations

L=o0, M=o, N=o,
cest-a-dire que :

Pour Uéquilibre du levier, il faut et il suffit que la somme
des moments des Jforces soit nulle autour de trois axes rec-
tangulaires qui se croisent au point d’appui.

* . o . .

{*) Comme on a d’abord considéré cette dernicre machine par rapport aux
torps pesants qu’on retient en équilibre sur des plans inclinés & Vhorizon, on
lui a donne, et elle a gardé 1o nom de plan incliné.

& 7
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Détermination de la charge de Uappui dans le cas o un levier
en équilibre.

On peut raisonner autrement, de maniére a déterminer ly
charge du point fixe, ce qui est trés-important dans les appli-
cations.

Pour cela, imaginons a la place du point fixe une force uni-
que R, qui remplace la résistance de ce point, et considérons
le systeme comme parfaitement libre dans 'espace. Les six
¢quations de I'équilibre devront avoir lieu, si 'on y introduit
la force inconnue qui représente la réaction de I'appui.

Or, celte force, étant appliquée a l'origine, fournira trois
nouvelles composantes X,, Y,, Z, dans la direction des trois
axes, et ne fournira aucun couple nouveau dans les trois plans.

Les six ¢quations de 'équilibre sont ainsi :

X+X =0, Y4+Y, =0, Z+Z =—o,
L=o0, M=o, N=o.

Les trois derniéres équations ne renfermant pas d’inconnues
sont les trois véritables conditions de I’équilibre.

La charge du point d’appui est, d’apres fe principe de Newton,
égale a la résistance R, prise en sens contraire. Donc les com-
posantes de cette charge sont

'_—'\71) '—‘Y‘U '_Zn

¢’est-a-dire précisément
X, Y, 7Z.

Dans Uéquilibre du levier, la charge du point d’appui est
une force égale & la résultante de translation de toutes les
Jorces du systéeme.

DeuxieMe cas. — Equilibre du treuil.

Supposons quil y ait deux points fixes daus le systéme, 0, 0’
(fig. 27), Cest-d-dire que le corps n’ait que la liberté de
tourner autour de Paxe O('. Prenons 'un des points fixes, 0,
pour origine, et la droite OO’ pour axe des x. Le seul mou-
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vement virtuel compatible avec linvariabilité de la droite OO/
étani une rotation autour de cette droite, on a, comme unigue
équation d’équilibre, la condition

.L—o.

Pour Uéquilibre du trewil, Ul faut et il suffit que la somme
des momendis des forces par rapport & laze fixe soit nulle.

Charges des appuis.—L’équation L = o exprime la condition
nécessaire et suilisante pour que toutes les forces du systéme
soient réductibles a deux équivalentes, appliquées respecti-
vement aux points O et O'.

Les réactions R,, R, des points d'appui sont égales et
opposées a ces deux forces, et les six équations de I'équilibre
doivent ¢étre salisfaites, si Yon joint aux forces données ces
deux réactions inconnues.

Soient ( fig. 28) X,, Y,, Z,, X;, Y., Z. les composanles de
ces deux forces, a la distance O0’; on a

X+ X, +X,=o,
Y+Y +Y.=—o,
71+ 7, -7 =o;
L=—o,
M-—uZ.=o,
N+ a¥Y,=o.

Parmi ces six équations, la quatriéme ne contient pas d’in-
connues; c’est Véquation d’équilibre que nous avons déja
établie directement.

Quant a ce qui regarde les réactions, on tire aisément du
systéme précédent les valeurs de Y., Y., Z., Z;; mais ce méme
systeme détermine seulement la somme X, + X, des com-
posantes longitudinales des actions des supports.

Pour comprendre a quoi tient cette indétermination, re-~
marquons que les points O et O/, qu’on peut supposer réunis
par une tige rigide, se prétent un appui réciproque, de manicre
que chacun d’eux a toujours, ou par lui-méme ou par le secours
de Yautre, la résistance dont il & besoin pour l’équilibre,
pourvu que la somme de ces résistances soit suffisante. Onne
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peut donc pas demander, et il est impossible que le caleul
détermine des valeurs particuliéres pour deux résistances qui,
passant en tout ou en partie de Pun a Pautre point, se con-
fondent en une seule et méme résistance. On comprend done
que nous ne puissions tirer de nos formules que la valeur de
la somme ou de la résultante que nous devrons supposer
appliquée au point de 'arbre ot se trouve placé un obstacle
destiné a s'opposer a tout déplacement dans le sens de la lon-
gueur de 'arbre {*}.

TROISIEME CAS. — Equilibre du plan incliné.

Prenons le plan fixe pour plan des zy. Il n'y a pas & se pré-
occuper de la composante Z qui tend a faire sortir Ie corps du
plan; mais il faut que 'on ait pour I'équilibre

X=o0, Y=o.

Les couples L et M tendraient aussi a fairc sortir Je corps
du plan; donc il faut simplement aux équations précédentes
ajouter la condition

N=o.

II' v a en tout trois équations d’équilibre. Elles expriment
que les forces données sont suscepiibles d’étre remplacées par
une force unique (*7), perpendiculaire au plan.

Charges des points d’appui. — Le corps repose sur le pla,n
par un certain nombre de points. Voyons si nous pourrons deé-

terminer les charges de ces divers points.

%% Rappelons, avant de quitter ce sujet, que la détermination que nous

venons de faire des pressions exercées sur des appuis par un corps qui n’a que
la liberté de tourner autour d'un axe fixe, suppose esscntiellement que nous
considérons le cas ol ce corps est en ¢quilibre. L'etat de mouvement moditic
profondément les pressions dont nous venons d’éerire les valeurs statiques. il
se produit alors un grand nombre de phénomenes dont quelques-uns sont de
1a plus haute importance au point de vae des applications pratiques. Nous au-
rons plus tard 4 nous étendre longucement sur cet ordre de questions,

{**} Les équations X =0, Y =0, N =0 cntraineunt eflectivement la vérifi-
cation de la condition nécessaire et suftisante pour I'existence dune pésuitante
unique, a savoir

LX - MY+ NZ =o.
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Nous savons que quand un corps repose sur un plan sur
lequel il a la liberté de se mouvoir, il se développe en chaque
point de contact une réaction normale & la surface, ¢’est-a-dire
parallele & notre axe des z. 8i donc nous appelons x;, »v les
coordonnées de l'un quelconque des points d’appui, Z; la
réaction de ce point, les ¢quations de I'équilibre seront

X =o,
Y=o

7+ ZZI-:O,
L—}—E Z;vi=o,

M— 2 Z;x;—=o,

N—=o.

Nous avons trois équations seulement pour déterminer les
charges de tous les points d’appui, etil faut distinguer plusieurs
cas. :
1o 81l n’y a qu’un point d’appui, ¢t par suite qu'une seule
réaction Z,, on pourra I'éliminer entre les trois équations ou
elle figure. On aura deux nouvelles égquations de Péquilibre,
et une autre relation pour déterminer Z..

22 §'il y a deux points d’appui, il ¥ a une nouvelie équation
d’équilibre, et les charges de ces points sont encore déter-
minées.

_ 3¢ 8'ily a trois points d’appui, il 0’y a plus de nouvelle équa-
tion de I'équilibre, les trois équations élant nécessaires pour
déterminer les trois réactions.

4° Supposons enfin qu’il v ait un plus grand nombre de points
dappui. Dans ce cas, les charges de chacun de ces poiuts
sont inderminées, puisqu’elles doivent seulement satisfaire
aux trois équations

YARS 2 Z,—o,

L + 2 Z,’)‘,’I o,
M— E Z:x;=o,
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de sorte quon pourra se donuer les pressions de tous les
points d’appui, hors trois, que les équations précédentes per-
mettront de calculer. '

Nous trouvons, d’apres les principes établis ci-dessus, que
les pressions sont indétermindes lorsqu’il y a plus de trois
points d’appui; d'un autre ¢dté, en considérant & priori un
corps appuyé contre un plan par un nombre quelcongue de
points, et tenu en équilibre par une force normale & ce plan,
il nous parait évident que chaque point de contact doit étre
actuellement pressé, et gue, s’il est pressé, c’est avec une
cerlaine force tout a fait déterminée, ce qui serait absurde au-
trement; ct de la il résulte une espéce de paradoxe assez
difficile & expliquer.

L’indétermination est réelle dans le cas idéal ot Yon con-
sidére un corps parfaitement rigide et inflexible, reposant sur
un plan dont la résistance est pareillement indéfinie. Cette
indétermination est du méme ordre que celle qui régne surle
partage de la réaction longitudinale entre les deux tourillons
d’un treuil.

Les choses se passent tout différemment dans la nature. Les
réactions des points d'appui ont des valeurs parfaitement dé-
terminées; seulement ces valeurs sont déterminées par autre
chose que les équations générales de I'équilibre. Tous les
corps sont plus ou moins tlexibles et déformables; et, lorsqu’ils
sont pressés sur un plan, la disiribution de la pression entre
les points d’appui a lieu en vertu des trois équations générales
fournies par la Statique rationnelle, et des conditions qui, dans
chaque cas particulier, résultent des proprictés physiques
spéciales du systéme que Pon étudie.

Considérons une locomotive a six roues, conformément auw
tvpe le plus répandu. Il est trés-important de connaitre les
charges spéciales de chaque essieu, puisque nous savons que
1a puissance de la locomotive est en raison seulement de la
fraction de son poids supportée par Pessieu moteur, et par
les essicux, s’il y en a, dont les roues sont couplées avec les
roues motrices. Or ces charges sont parfaitement déterminées,
et on peut les mesurer en placant Ia locomotive sur un systeme
de six petites bascules indépendantes, dont chacune supporte
une roue et est maintenue en équilibre par un poids spécial.
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Ce qu’il y a de curieux, c’est qu’on est le maitre de modifier
dans une certaine mesure les pressions individuelles qui
s'exercent sur chacune des bascules; il suffit de serrer ou de
desserrer 'un des écrous des ressorts de suspension. Les
réactions pourront ainsi prendre divers systéemes de valeurs;
mais :

1° Ces valeurs, dans chaque cas, seront toujours parfaitement
déterminées ;

2° Les divers systémes satisferont toujours aux équations
" générales de 1'équilibre ().

Des machines C‘O.’)IIDOS(:’(’S.

Les machines les plus compliquées peuvent toutes étre
ramenées aux ¢léments simples que nous venons d’étudier.
En les décomposant en leurs éléments simples, on trouvera
dans tous les cas les conditions d’équilibre et les tensions
des divers lieux.

Quand on voudra seulement la condition d’équilibre, la

(* ) Supposons la condition d’équilibre satisfaite, et toutes les forces agissant
sur la locomotive réduites a la force verticale P ( fig. 29). En vertu de la symé-
trie, on peut considérer toutes les forces comme agissant dans le plan médian
de la machine, et cela posé on a, entre la résultante P et les trois réactions, Jes
deux équations

Z+1,+7,—P=o,

al,— b7, + Pp =0,

en prenant les moments par rapport a Pessien médian O.

Dans les machines & balancier, la constitution du systéme est telle, que ta vé-
partition des pressions, au lieu d’étre livrée au gre du mecanicien, se fait suivant
des régles imposées au constructeur.

La machine repose sur ses trois essieux par Vintermédiaire de trois balanciers
dont les bras sont inégaux, r,, r,, r, étant les rapports respectifs des bras.

Soit ¢ Ieffort qui s’exerce en «; on a ¢n «’, et par suite en ¢, 7 Z;en ¢’ et

enb, 7 r.x; entin en &', r 1, 5 Puis

221

Li=(iar) 5 Lm0 ier, 5 L= ik

Nos équations déterminent I et font connaitre une relation a laquelle les
rapports 7, 7,. r, doivent satisfuire; deux de ces rapports sont encore a uotre
dispositiu'n; et par exemple, #'il s’agit d’une machine a trois essieux couples, on
pourra faire en sorte que les charges des trois essieux soient égales.
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méthode la plus simple etla plus directe est fondée sur P’appli-
cation du théorcme du travail virtuel, ainsi que nous lavons
dit. : )
Nous réservons I'étude des machines les plus usuelles pour
la deuxieme Section de ce volume, afin d’introduire tout de
suite dans la théorie le calcul des résistances passives, dony
nous n'avons pas encore donné la définition.
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CHAPITRE V.

APPLICATIONS DE LA STATIQUE.

§ XV. — EQUILIBRE DES CORPS PESANTS.

En exposant la Statique générale, nous avons fait abstrac-
tion de la pesanteur, ou plutdt nous avons regardé le poids
de chaque élément matériel comme une force directement
appliquée a cet élément, et devant, au méme titre que toutes
les autres forces extérieures, figurer par ses projections et ses
moments dans les équations générales de I'équilibre.

Dans les applications, il y a lieu de distinguer de toutes les
autres cette force particuliére qui joue un grand rdle dans
toutes les machines, puisque son action s’exerce nécessaire-
ment sur toutes les piéces mobiles que I'on peut avoir & con-
sidérer.

Ce paragraphe est consacré a I'étude spéciale de la pesan-
teur. -

Définition de la pesanteur ou graviié,

Les corps abandonnés librement & eux-mémes dans le voi-
sinage de la surface de la terre ne restent pas en repos,
comme [e voudrait la loi de Uinertie s’ils n’étaient soumis &
aucune action. Ils tombent, ¢’est-a-dire qu’ils se mettent en
mouvement dans une certaine direction. Nous en concluons
qu’il existe une force agissant sur eux dans cette direction.
Cette force a recu le nom de pesanteur ou gravité. Sa direc-
ion g’appelle la verticale.

Nous n'avons pas @ nous occuper pour le moment des
causes assez compliquées qui produisent la pesanteur; tout
€e que uous pouvons faire, c’est d’en étudier expérimentale-
ment les clfets, en commencant par faire une étude grossicére
du phénoméne dans ce qu’il a de plus apparent, alin d'en
&voir une premiere idée, et de reconnzitre quels sont les

. Y
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points qui mériteront plus tard des recherches plus approfon-
dies, quand nous tiendrons a nous rendre compte des nuances
les plus délicates du phénomene.

L’¢étude des lois de la pesanteur a é1é faite pour la premiére
fois par Galilée. On peut regarder comme un fait d’observa-
tion que, dans un méme lieu, 'accélération imprimée par la
pesanteur a un corps est constante, quel que soit le corps
soumis a I'expéricnce, pourvu qu'on ait bien soin de sous-
traire ce corps, aulant que possible, & Paction de toutes les
autres forces qui pourraient masguer ou contrarier 'effet que
Pon étudie; nous avons désigné cetle accélération par g, de
sorte que le poids d’un corps, ¢’est-a~dire 'action de la pesan-
teur sur ce corps en particulier, est liée a la masse de ce
corps par la formule

l) P ﬁlg.

Si donc nous considérons un corps solide de dimensions
finies, quoique assez petites relativement & celles du globe
terresire, I'effet de la pesanteur sera d'attacher, pour ainsi
dire, a chacun des points matériels qui constituent ce corps,
une force proportionnelle a la masse de ce point. Ces forces
pourront ¢tre regardées comme élant toutes paraliéles et de
meéme sens; elles ont done une résultante unique, c¢’est-a-dire
qu’il- existera dans chaque position du corps solide une cer-
taine force qui, convenablement appliquée, s'opposerait a
tout mouvement qui tendrait & se produire en vertu de Pac-
tion de la pesanteur seule sur ce corps.

Nous avons dit qu'une résultante, force essenticllement fic-
tive, n'avait pas, en général, de point d’application déterminé.
On peut & volonté la supposcr appliquée en un point quel-
conque du corps solide, situé sur sa propre direction. Cepen-
dant, dans le cas ol P'on ne considére que des forces paralicles
et de méme sens, il y a sur la direction de leur résultante un
point remarquable connu sous le nom de centre des forces
paralléles, qui se distingue des autres points d’application
fictifs par des propriéiés particulieres. Cest ce point quona:
Phabitude de considérer comme le point d’application de la
résultante des forces paraliéles; chose qui, d’ailleurs, ne pré-
sente pas d’inconvénient, puisqu’on doit toujours sous-en-
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tendre qu'une force quelconque, appliquée en un point d’un
corps solide en équilibre, peut étre transportée ot l'on voudra
sur sa dircetion, sans que U'équilibre soit rompu. Voici la défi-
nition et les propri¢iés du point dont nous parlons.

Centre des forces paralléles.

Pour composer un sysicme quelconque de forces paral-
leles, F, F', F7, I'” { fig. 30}, appliquées aux divers points A,
B, G, D,... d'un corps solide, on peut procéder de la manicre
suivante.

Composons d’abord les forces F et I7; clles ont une résul-
tante Ry, qui leur est paralléle, égale & leur somme, et dont la
direction passe par un point O, de AB, tel qu’on ait

A0, ¥
BO, T F°

Supposons cette résultante R, appliquée en O,, et compo-
sons-la avec la force F”, nous aurons la résultante R. des trois
forces I, I, F”. En composant R, avee F”, nous aurons la ré~
sultante des quatre forces F, ', ¥, F”, etc.

Les positions des points O,, O....., qu'on peut considérer
comme les points d’application des résultantes partielles R,,
R.,..., et par suite celle du point d’application O de la résul-
lante définitive R, ne dépendent en aucune manicre de la
direction des forces; la connaissance des points A, B, C,...,
auxquels les forces F, ¥/, I”,.... sont appliquées, et des rap-
ports de grandeur de ces forces, suflit pour déterminer les
points O,, O,,..., 0. On en conclut que si 'on changeait la
direction des forces donndes, en les laissant toujours paral-
leles a elles-mémes et leur conservant leurs grandeurs respec-
tives ainsi que leurs points d’application A, B, C, D, ..., le point
d'application O de la résultante ne changerait pas. Ce point O,
par lequel passe constamment la direction de la résultante
d’un systeme de forces paralléles, de quelque maniére gu’on
incline les composantes par rapport a feur direction primitive,
se nomme lec centre du systéeme des forces puralléles.

Rien n’est plus facile que de trouver les coordonnées de ce
point. Prenons un sysiéme quelconque d’axcs rectangulaires.

7.
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Soient x, 3, z les coordonnées du point d’application de 'une
des forces F du systéme dont la direction ecst arbitraire.
Soient de méme x, »4, 3, les coordonnées du point d’applica-
tion de la résultante R de ces forces.

On a d’abord
R = Z F.

Donnons aux forces une direction paralléle a I'axe des z, et
exprimons que le moment de la résultante, par rapport & 'axe
des 1, est égal & la somme des moments des composantes. Le
moment de la résultante est Rx,; le moment de la force F

est Fr; donc on a
Rz = Z |

NFz

d’ou I'on tire
z,

et par analogie

Centre de gravité,

Dans le cas ou les forces paralléles appliquées au solide in-
variable sont les actions de la pesanteur sur Jes différent:
points matéricls qui le composent, l¢ centre des forces paral-
léles prend le nom de centre de -gracité. Nous ne pouvons pas,
il est vrai, changer a volonté la direction de la pesanteur
comme Lous avons supposé qu'on le faisait pour arriver a k
notion du centre des forces paralléles; mais nous pouvons
faire quelque chose d'équivalent, en changeant la pesition
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du corps, ou en le tournant successivement de différentes
maniéres.

Désignons par p le poids d'une molécule quelconque du
solide; par x, y, z les coordonnées de cette molécule; par x,,
31 2 les coordonnées du centre de gravité; enfin par Ple
poids total du solide; nous aurons, pour déterminer &, ¥, 3,

les relations '
2 py Epz
—7p - p

ZPZT
:——P——,

Notre définition du centre de gravité est trés-vicicuse, car
elle semble subordonner 'existence de ce point & celle d’une
résultante des actions de la pesanteur, actions qui ne sont pa-
ralléles et proportionnelles aux masses que quand le corps
estirés-petit. En outre, s'il s’agit d’un corps liquide, mou, dé-
formable en un mot, ou méme d’un ensemble de corps indé-
pendants 'un de 'autre, conime le sont, par exemple, laTerre
et la Lune, la résultante des actions de la pesanteur n’a plus
aucun sens; et il n’y a plus de centre de gravité, si 'on donne
a ce mot la signification qui résulte de notre définition.

I est indispensable, au point de vue des applications a la
Dynamique, ou le centre de gravité (ou, comme dit Euler, le
centre d’inertie) joue un si grand role, de donner une défini-
tion plus nette de ce point. Or, si nous représentons par m la
masse de la molécule dont le poids est p, par M la masse totale
du corps, nous pourrons, si le corps est petit, ¢’est-a-dire sile
centre de gravité, défini comme nous 'avons fait, existe, rem-
placer p par mg, et P par Mg; en supprimant alors le fac-
teur g commun auk deux termes de chacune des fractions pré-
cédentes, nous arriverons aux formules

E mx 2 my Z mz

M TN T T

X, KA 2

X, —

(")

(*) On ¢énonce ordinairement ces équations en disant que le distance du
centre de gravité d'un systéme quelconque de corps, & un /)/tul, est égale @ la
somme des moments des masses, par rapport au plan, divisée par la somme de toutes
les masses, en entendant par le moment d’'une masse le produit de cette masse
par la distance de son centre de gravité au plan que Uon considére.
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Nous observerons que ces derniéres formules ne ren-
ferment plus de traces de I'action de la pesanteur, que nous
avions considérée pour arriver & la notion du centre de gra-
vité. Done, le point défini par ces nouvelles formules existera
toujours; c’est lui que nous appellerons centre de gravité d’'un
systéme solide invariable quelconque. Ce ne sera le point
d’application de la résuliante des actions de la pesanteur, que
si le corps est suffisamment petit.

En méme temps, cette définition s’étend sans difficalté au
cas d'un systéme variable quelconque ou d’'un ensemble de
masses situées comme on voudra dans 'espace.

Nous ne donnerons dans cet ouvrage aucun détail sur la re-
cherche des centres de gravité. Celte question est tout a fait
du domaine de I'Analyse.

Travail de la pesanteur.

Supposons qu’'un systéme matériel pesant quelconque soit
en mouvement; la considération du centre de gravité fournit
une expression simple du travail dd a P'action de la pesanteur
sur les diverses parties de ce systéme.

Soient p le poids d’une molécule quelconque, z la distance
de cette molécule a un plan horizontal supérieur, au commen-
cement du temps pendant lequel on veut évaluer le travail.
Soient de méme P le poids total du systéme, et 5, la distance
du centre de gravité au méme plan horizontal.

Le travail de la pesanteur sur la molécule que nous consi-
dérons est pdz, soit, pour tout le corps,

Zpdz.
sz =Pz,

Or, on a trouvé

d’oti, en différentiant,
Z pdz = Pdz,.

Donc, le travail de la pesanteur sur le systéme est égal au
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travail que développerait une force égale au poids total P du
systéme, appliquée a son centre de gravité.

De la nous pouvons déduire un théoréme important.

Loi générale de I'équilibre des corps pesants.

Supposons un systéme matériel, formé de corps pesants
liés I'un a Vautre d'une maniere quelcongue, soumis 4 la seule
action de la pesantear, et reposant sur des appuis fixes quel-
conques.

D’apres le théoréme du travail virtuel, pour qu’un pareil sys-
téme soit en équilibre, il faat et il suffit que la somme des tra-
vaux virtuels des forces extérieures, en ne tenant compte ni
des liaisons, ni des appuis fixes, soit nulle pour tout déplace-
ment compatible avec les liaisons du systéme. Or, dans le cas
que nous considérons, le travail des forces exlérieures se ré-
duit au travail de la pesanteur; donc, il faut pour Véquilibre
que 'on ait

P8Z1 -0,

P désignant le poids total du systéem«, oz, le déplacement du
centre de gravité suivant la verticale. Donc on doit avoir

Szl —= o0,
et 'on peut énoncer le remarquable théoréme que voici :

Turorixe. — Pour qu’un systéme pesant quelconque soit en
équilibre, il faut et il suffit que pour tout mouvement compa-
tible avec les liaisons, le centre de gravité reste dans un
méme plan horizontal {*).

On peut satisfaire de trois maniéres a cette condition. En
général, il résulte des liaisons existant dans le systeme, que
le centre de gravité ne peut se mouvoir que sur une certaine
courbe ou une certaine surface. Il y aura equilibre, si le cen-

“*Y Ce théoréme important, conséquence directe du théoréme du travail vir-
tuel, ne doit étre considéré comme rigourensement démontré que dans les cas
particulicrs ot nous avons démontré cc théoréme fondamental, ¢’est-a-dire
quand les laisons se réduisent aux genres tout spéeiaux i{ie nous avons consi-
dirés, Le eas général est en dehors du plan de ce Cours.
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tre de gravité se trouve au point le plus haut, ou au point le
plus bas de la courbe ou de la surface qu’il peut parcourir,
ou ¢’il est assujelli a rester toujours dans un méme plan ho-
rizontal.

Nous aurons a revenir plus tard sur ces trois cas d’équili-
bre essentiellement différents. Dans le premier cas, on dit que
I'équilibre est instable, parce que le systéme, écarté de sa po-
sition d’équilibre, tendrait a s’en écarter davantage pour ten-
dre vers une autre position; dans le second cas, I'équilibre
est dit stable, parce que le systéme, éearté un peu de sa po-
sition d’équilibre, tend a y revenir. Enfin, lorsque le centre
de gravité se meut sur un plan horizontal, le systeme est en
équilibre dans 1outes ses positions. On dit a cause de cela que
I'équilibre est indifférent. L’équilibre est encore indifférent
quand le centre de gravité reste absolument fixe dans toutes
les positions du systeme.

Ponts-levis & fleches. — On trouve une application de ce qui
préceéde dans la construction des ponts-levis a fleches ( fig. 31).
Le tablier AB du pont est mobhile autour d’'un axe horizontal A;
deux chaines BC partent des deux cotés du tablier, et vont
s’attacher aux extrémités de deux fléeches CQ, formant un cadre
mobile autour d’un axe horizontal E; un contre-poids Q, sup-
porté par les deux fleches, sert a équilibrer Ie poids du ta-
blier. On prend la distance EC=—= AB, et on donne aux deux
chaines BC une longueur égale & AE, de sorte que la figure
ABCE est un parallélogramme dans toutes les positions que
I'on peut donner au systéme, en faisant tourner les fleches au-
tour de l'axe E et le tablier autour de I'axe A, sans que les
chaines BC cessent d’étre tendues. Il en résulie que dans un
pareil mouvement, langle dont le tablier tourne autour de
I'axe A est toujours €gal a I'angle dont les fléches tournent en
méme temps autour de I'axe E. Soit G le centre de gravité du
tablier, G’ celui des fléches et du contre-poids. Le poids Q est
choisi de maniére que EG’ soit paralléle a AG. Il est aisé de
voir que ’on peut s'arranger de maniére que le centre de gra-
vité de tout le systéme se trouve toujours en un point O situé
sur la droite AE.

Le pont-levis ainsi constitué est en ¢quilibre dans toutes les
positions qu’on peut lui donner.
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Ponts-levis & sinusoides. — Au lieu d'accrocher les chaines
qui supportent le tablier d’'un pont-levis a des fleches munies
d’un contre-poids, on peut faire passer des chaines sur des
poulies placées au-dessus du tablier, et suspendre & leurs ex-
trémilés des contre-poids destinés a équilibrer le poids du
tablier ( fig. 32). On peut, en outre, obliger ce contre-poids &
glisser le long de courbes fixes, afin que la'tension de chaque
chaine varie suivant que le tablier du pont est plus ou moins
relevé. Sil'on détermine ces courbes fixes de telle maniére que
le centre de gravité du tablier, des chaines et des contre-poids
reste toujours sur un méme plan horizontal, Ie pont-levis scra
en équilibre indifférent dans toutes les positions qu’on voudra
lui faire prendre.

Nous avons négligé le frottement; il est d’ailleurs évident
que si un pont-levis est disposé de maniére a étre en équili-
bre indifférent dans toutes les positions qu’on peut lui don-
ner, en supposant qu’il ne se développe de frottement dans
aucune de ses parties, il restera a plus forte raison en équili-
bre dans chacune de ces positions, lorsque les frottements
exercent leur action.

§ XVI. — Des cORDES ET DU POLYGONE FUNICULAIRE.

Des cordes. — Au point de vue de la Mécanique rationnelle,
les cordes, fils ou cordons doivent étre considérés comme in-
définiment résistants et flexibles, absolument inextensibles,
enfin comme dénués de pesanteur. (Je ne dis pas dénués de
masse, car la masse n’a rien a faire dans les questions de Sta-
tique proprement dite.)

Tension d’un cordon. — Considérons ( fig. 35) une portion
rectiligne de cordon, de longueur finie ou infiniment petite,
en équilibre sous l'action de deux forces qui tirent ses deux
extrémités. La condition nécessaire et suffisante pour I'équi-
libre est que les deux forces soient égales, contraires, directe-
ment opposées, et qu'elles tendent a allonger le cordon. De
la les remarques suivantes :

1° Les forces extérieures satisfont d’elles-mémes aux con-
ditions générales de I'équilibre, absolument comme si elles
étaient appliquées a un corps solide.
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2° La flexibilité du systeme impose une deuxiéme condi-
tion, c’est que ke cordon soit tendu en ligne droite dans la di-
rection commune des deux forces. On dit alors que les forces
se font ¢quilibre par Uintermédiaire de la tension du cordon.

3° Enfin, pratiquement, il ¥y a une derniere condition tout
aussi indispensable que les précédentes, ¢’est que le cordon
soit assez solide pour résister a Ueffort qui tend a le rompre.

Imaginons le cordon coupé quelque part en C; la portion AC
est en équilibre sous l'influence de la force P et de l'action
de l'autre partic BC du cordon. Il faut donc que cette par-
tie BC tienne licu d’une force égale et directement opposée
a P. Cette force est ce que Von appelle la tension du cordon.
Ici cette tension est constante dans toute I'étendue AB.

En général, on appélle tension d’'une corde en un point C,
la force qu’il faudrait appliquer en ce point pour maintenir
I'une des portions de la corde en équilibre, autre portion
étant censée supprimée. En vertu du principe de Newton, la
réaction de AC sur BC est égale et contraire a P'action de BC
sur AC. On confond donc, sous le nom de tension du cor-
don AB au point C, deux forces égales et contraires, qui se
détruisent immédiatement au point C, dans Péquilibre de
I'ensemble, mais qu’il devient nécessaire de considérer iso-
Iément, quand on étudie 'équilibre des deux portions sépa-
rées.

On peut mesurer la tension d’une corde en la coupant effec-
tivement en un point, et interposant un dynamdmétre entre
les deux parties.

Equilibre d’un neud réunissant plusieurs cordons.

Considérons maintenant un nceeud réunissant trois cordons
(fig- 36). ‘

Il faut, pour I'équilibre de chaque cordon AD, qu’il y ait
une force ¥ dirigée dans le sens de Ia direction du cordon.
Cette force fait connaitre la tension de ce cordon, et il faut
pour I'équilibre, conformément & ce que nous venons de voir,
que les actions des deux autres cordons au point A aient une
résultante égale et opposée ala force F.

Les forces F, T°,, F,, c’est-a-dire les tensions ¢, /,, ., trans-
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portées au point A, doivent donc se faire équilibre. Ainsi, la
tension ¢, doit étre dirigée dans le plan ¥, F, suivant le pro-
Jongement de la diagonale du parallélogramme construit sur
les tensions ¢, ¢, et représentée par la longueur de ceite dia-
gonale. Le triangle ABE nous donne

sin BAE

== TTTon O

sin BEA

., sin ABE

‘T sin BEAC

les tensions £ et £, sont d’autant plus grandes que sin BEA est
plus petit. Elles deviennenttoutes deux infinies pour BEA == o,
ou DAE =180 degrés.

Quelque petite que soit une force f, s’exercant oblique-
ment sur un cordon €D, il est donc impossible de tendre ce
cordon en ligne droite.

Supposons maintenant { fig. 37) que nous ayons un cordon
unique, et au point A un anneau dans lequel ce cordon puisse
librement glisser; le cordon est tiré des deux cOtés par des
forces F,, F,; I'anneau lui-méme est soumis a laction d’une
force F. Cherchons les conditions d’équilibre. Fixons deux
points quelconques C, D du cordon, I'un & gauche de Pan-
neau, l'autre a droite. Dans son mouvement virtuel, Ie point A,
d’aprés les liaisons introduites, ne peut que décrire une el-
lipse dont les points C et D seront les foyers. II faut done,
pour I'équilibre, que la force qui agit sur I'anneau soit nor-
male a cette ellipse, ¢’est-a-dire bissectrice de 'angle CAD.

En appliquant les formules posées précédemment a ce cas
particulier, on trouve

. 24
F sin = ¥
F.:ng = 1

sin o I
2 COS —
2

« élant 'angle CAD, et F la force exercée sur 'anneau.

Nous concluons de 1 que si Uanneau est remplacé par un
point fixe, la tension du cordon est la méme de part et d’au-
tre du point ou de l'anneau fixe, et la réaction de ce point
fixe partage en deux parties égales 'angle des deux cordons.
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Polygone funiculaire. — Considérons maintenant le cas gé-
néral de I'équilibre d’un cordon soumis a I'action d’un nom-
bre quelconque de forces { fig. 38).

D’aprés ce que nous avons vu, le cordon prendra la forme
d’un polygone dont les sommets seront les points d’applica-
tion de ces forces. Cest ce qu’on appelle le polygone funicu-
laire.

Soient A;, A;, A;,... les sommets du polygone funicu-
laire; F,, F,, F,,. .. les forces appliquées a ces différents points,

Pour qu’il y ait équilibre, i} faut évidemment qu’il y ait une
certaine force ¥, appliquée dans la direction du premier coté
du polygone (ou un point fixe remplacant cette force); la ten-
sion T, de ce premier cOté est égale a la force F. Pour qu'il
y ait équilibre au point A,, il faut que la tension T, du second
cO1é soit égale et directement opposée a la diagonale du pa-
rallélogramme construit sur la force F, et sur la tension T,
appliquée en A,. De méme, pour que le point A. soit en équi-
libre, il faut que la tension T, du cO0té A4, soit égale et
opposée a la diagonale du parallélogramme construit sur la
force F., et sur la tension T, appliquée en A.. Enfin, pour que
le dernier sommet soit en équilibre, il faut qu’il y ait, appli-
quée au prolongement du cordon, une force égale et opposée
a la diagonale du parallélogramme construit sur Ja force F, et
la tension T,_, appliquée au point A,.

Polygone de Varignon ( fig. 39). — Toutes ces conditions
d’équilibre du polygone funiculaire peuvent s’exprimer sim-
plement par une construction géométrique élégante due a
Varignon.

Par un point O quelconque de Pespace, menons une ligne 0B,
égale et parallele a F, ou a T,, par le point B, une ligne B,B,
égale et parallcie 4 F,. La ligne B,O représente la tension T..
Si par le point B, je méne BB, égale et parailéle a F,, en joi-
gnant OB, jaurai la tension T.. En continuant ainsi, jarri-
verai & une ligne B,_.B,_ égale et paratléle & F,_, ; OB, sera
égale & T.—, ou a F,. En opérant ainsi, nous n’avons fait que
construire le polygone des forces ¥, F,, F.. 1l faut donc, pour
Uéquilibre, que ce polygone soit fermé. On vérifie ainsi la loi
en veriu de laquelle les équations de Véquilibre doivent exis-
ter entre les forces extérieures seules, quelie que soit la
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constitution du sysiéme soumisa leur action. Telle est la pre-
miere condition de Véquilibre du polvgone funiculaire. Sj
cette condition n’est pas remplie, il sera impossible de trouver
une forme convenable.

Deuziéme condition. — En avant égard aux propriétés des
cordons tendus, il faut, pour I'équilibre, que les directions des
¢o1és du polvgone soient paralléles respectivement aux droites
0B,, OB,, OB.,..., partant du point O dans le polvgone de
Varignon. )

Troisiéme condition. — Enfin, il faut que chaque coté puisse
résister a la tension qu'il supporte, tension qui est encore
donnée par te polygone de Varignon.

Ces trois genres de conditions, également nécessaires pour
I'équilibre, se retrouveront dans toutes les questions de Sta-
tique appliquée.

Si nous remplacons les forces F.. F.,.. par des anneaux, la
tension devra étre la méme dans toute I'étendue du cordon,
et les forces exercées par les anneaux devront bissecter angle
dés deux ¢otés du polygone, adjacents au sommet o chacune
d’elles estappliquée. Ces forces soni données par les formules

R—=—2Tcos

Zy

0|~

T étant la tension constante, x 'angle de deux cotésadjacents
du polygone.

Considérons ( fig. fo) trois sommets consécutifs A, B, C
tels, que P'on ait AB = BC. Par ces trois points faisons passer
une circonférence, et menons le diametre BD. Nous aurons

Done, sinous avons un polygone funicalaire appuyé sur des
points fixes et tels que les cordons soient égaux, la réaction
en chaque point pourra étre représentée par Uinverse da dia-
métre BD du cercle passant par ce point ¢t les deux sommets
adjacents.

Nous concluons de la que si le polygone est tendu sur une
courbe, la réaction peut étre représentée en chague point por
linverse du rayon du cercle osculateur de Ia courbe, c’est-a-
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dire par la courbure. Si ie cordon, au lieu d’éire tendu sur une
courbe, est tendu sur une surface, ¢’est-d-dire tiré par ses ex-
trémités, la pariie intermédiaire s’appuyant sur une surface
fixe, nous aurons encore la condition que la tension du cordon
soit la méme dans toute son éiendue, et par conséquent que
les deux forces extérieures appliquées a ses extrémilés soient
égales et contraires. De plus, considérons deux éléments con-
sécutifs du cordon; ils devront étre en équilibre sous lin-
fluence de Ieur tension et de la réaction de la surface. Or,
pour q'ue trois forces soient en équilibre, il faut en premier
lieu qu’elles soient dans un méme plan. Done, le plan des deux
cOtés consceatifs du cordon, ou fe plan osculateur de la courbe,
doit ¢tre normal a la surface. Done, enfin, le cordon doit
s'appuyer sur la surface par une ligne dont le plan oscu-
lateur soit constamment normal a la surface. On sail que cette
propriété définit la figne Ia plus courte qu’il soit possible de
tracer sur la surface entre deux quelconques de ses points;
c'est la ligne géodésique, et la réaction de Ia surface est en
raison inverse du rayon de courbure de cette ligne en chaque
point.

La théorie qui précede s'applique a la poulie fixe, a la poulie
mobile, aux diverses combinaisons de poulies mobiles dites
moufles ou palans, ctc.

Pal ’ ) ) e "
Cas d’un polygone chargé de poids.

Etudions spécialement le cas ot les forces appliquées aux
divers sommets sont paralleles et verticales (4 Pexception des
deux extrémes qui sont toujours divigées suivant les prolon-
gements du premier et du dernier coté du polygone), de facon
qu’on puissc considérer ces forces comme autant de poids sus-
pendus au cordon. Supposons qu’il y ait un ¢oté inférieur ho-
rizontal, et prenons le milicu de ce ¢0té pour origine d’un axe
horizontal et d’un axe vertical { fig. 41).

Soient : Q, latension du ¢06té horizontal, ¢, £, ..., les ten-
sions des cotés successiis du polygone, pi, po, ..., pu les poids
suspendus aux divers sommets. I faur, pour Péquilibre du
point A,, que la résultante des tensions Q et ¢, soit égale et op-
posée a la force veriicale p,; de méme, la résultante de ¢ et 4
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doit étre égale el opposée a £, etainsi de suite. Enfin, si A,
désigne le dernier sommet, il faut qu'on exerce en ce point,
d’une manic¢re ou d’unc autre, une force égale a 7,_,. ct dirigée
suivant le protongement du dernier cOté.
Construction du polygone de Farignon. — Soit OB, ( fig. 42)
une ligne horizontale ¢gale a Q. Menons par le point B, une
verticale sur laquelle nous porterons des longueurs B, B,,

B.B;,... respectivement égales aux charges p,, P -. Les
points B, B,, B, ... représentent les sommets du polygone

de Varignon, et les droites OB, OB,, OB,,... font connaitre a
la fois les directions des cOtés du polygone funiculaire, et les
grandeurs des tensions de ces cotés. On voit immédiaiement
sur la figure que les composantes horizontales de toutes les
tensions sont égales & Q, el que, si P; représente la compo-
sante verticale de la tension du c6té qui commence au som-

met A;, ona
Pi:P|+P2"+‘- <o P

On a done les propriétés suivantes :

1° La composante horizontale de la tension d’'un coté quel-
conque est constante, et égale & latension du ¢6té horizontal.

2° La composanie verticale de la méme tension est la somme
des poids suspendus depuis le point le plus bas du demi-
polygone,jusqu’au sommet oit commence le c6té considéré.

3° La tension croil & mesure que 'on s’¢loigne du coté ho-
rizontal, proportionnellement & la sécante de Uinclinaison du
coté a Uhorizon.

Des pOllfS Sl{S])PIl(/(LS.

La théorie des ponts suspendus est une const¢quence im-
médiate des considérations qui précedent. Le tablier d'un pont
suspendu est en effet supporté par un certain nombre de tiges
ou de chaines verticales a un cible en fil de fer dont les ex-
trémités sont fixes.

Ce (ui caractérise ces ponts, ¢'est que la figure du polygone
de suspension n'a aucune relation avec la forme du tablier,
lequel peut étre rigide ou non rigide, et qui présente généra-
lement un profil & peu pres horizontal ou légérement convexe
vers le haut.
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Dans le calcul des ponts suspendus, on néglige généralemeny,
au moins dans une premiére approximation, le poids du cible
ainsi que celui des tiges de suspension, pour ne s'occuper
que du poids supporté par ces tiges. Ce dernier poids se com-
pose du poids du tablier proprement dit, plus d’une surcharge
représentant le poids qui peut charger le pont, dans les cir-
constances les plus défavorables. D'aprés les réglements fran-
cais, cette surcharge doit étre calculée a raison de 200 kilo-
grammes par metre carré de surface.

Pour faire P'épure d’un pont suspendu, on commence par
faire le projet du tablier, saus se préoccuper du polygone qui
doit le supporter. Le tablier proprement dit repose sur des
longrines, qui sont elles-mémes soutenues par des poutrelles
transversales a,, a.,... {(fig. 43, 45 et 46), auxquelles sont
directement appliquées les tiges de suspension. On suppose,
dans le calcul des condilions d’équilibre, que le tablier soit
coupé a chaque demi-intervalle entre deux poutrelles; I'équi-
libre subsistera & fortiori quand on rétablira la solidarité entre
les parties directement supportées par chaque tige. On caleule
I’écartement des tiges, connaissant le poids du tablier et de
la surcharge, ainsi que le poids qu’on peut faire sans inconvé-
nient supporter a chaque tige.

Rien de plus facile maintenant que de déterminer la dirce-
tion d'un ¢Oté quelconque. Si I'on veut, par exemple, celle du
coté A, A, on prendra sur une horizontale quelconque, par
exemple sur le prolongement du c6té horizontal du polygone,
une longueur DE = Q, et sur la verticale du point A, une lon-
gueur DF représentant lasomme des poids p,, p., p; des parties
du tablier suspendues aux points A, A,, A;; en joignant les
points E et F, nous avons la direction du ¢0té A, A.. Nous ob-
tiendrons de méme la dircction de chaque cdté, et par suite,
connaissant le point A, nous pourrons construire le polygone.

Cette épure donne a fa fois les tensions des cdtds, leurs
longueurs respectives, T'inelinaison de chacun d’eux, et Por-
donnée du sommet correspondant du polygone, et par suite
lalongueur du polygone et cclie de chacune des tiges de sus-
pension.

Estimons par le caicul les éiéments qui sont utiles.

v Caleul des ordonnées. — Les données sont es projections
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horizontales des cOtés. Soient A la projection horizontale
d’un ¢Oté, ¢; sa projection verticale, et P; la composante verti-
cale de la tension de ce cdté; on a évidemment, d'apres la
construction précédente,
P,
[ S /I,' -_—
Q
Or, lordonnée d'un sommet quelconque A, est égale a la
somme des projections des cOtés qui précédent ce sommet;
done, si V; désigne cette ordonnée, on aura

L3
B = GO S s R
ou
1

Q

Pabscisse du méme sommet est

Vie = (P +Polo+ 0+ P hid);

Hi—hy+h.o+ .. 4D

29 Calcul des longueurs. — La longueur du ¢6té qui com-
mence a ce sommet est

L=z 402,
etl’on a pour la longueur totale du polygone
L,‘: {g —+ l; —+ ...+ ],',_1.

3o Calcul des tensions. — La tension ¢; du ¢06ié situé entre
le 77 sommet et le suivant est

l,‘ == VIQ:+ P7

4° Calcul des inelinaisons. — Enfin I'inclinaison «; du méme
cOté sur horizontale est donnée par Ia formule
tangz«; == ~Q—';*).

(") Détermination de la composante horizontale des tensions. — Toutes les
quantités precédentes sont donndées en fonction de Vélément Q, qui n’est pas
une des donuces immédiates du probleme.

Ordinairement, dans Papplication, les donnces desquelles on part pour déta-
blir tes polygones sont les longueurs de la corde et de la fleche, c'est-a-dire le
double de Pabscisse et Fordonnde du dernier sommet. La tension Q ost Lie 2

1. 8
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Dans la plupart des cas, les formules précédentes se sin-
plifient parce que les projections horizontales des cotés sony
conslantes, et que les poids supporiés par chaque tige de sus.
pension sont égaux.

On a done .

P" -= l[),
¢t on conclut de Ja
I3 ph .

Vi:EO— (142 4+, +i—1)= L9 -},

»
Soicnt ©w le poids du metre courant de iablier, on o

p=rh,

dou
.=l
T2

(12— 1}

de sorte que =i n désigne le numero du dernier sommet, ¢n

_nlh
n—'2Q

Cherchons Péquation d’une courbe passant par tous les
sommets du polygone. Pour cela, prenons

V'

(n*—n’.

Vi=y, th=ua,

ces quantités, quand on adopte les dispositions habituelles, par une équation
trés-simple,

Dans tous fes cas, on peut remardquer que, Jos espacements des tiges et les
poids répartis ¢tant connus, U'équation qui donne la valeur de ¥V est de la forme

Si done, ayant atteibué arbitrairement & notre inconnue Q une certaine va-
leur Q’, nous avons appliqué les constructions précédentes, et trouve pour li

- . -t . - .
dernic¢re ordonnée unc valeur V_ au licu de V,, nous devons avoir

n
+ G
v, 6)
d'ou
Q _Va,

equation qui détermine Q en fonction de Q.
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ce qui revient & prendre pour origine Iextrémité gauche du
¢Oté horizontal; nous aurons alors

}‘:'—T (x?— ha).

2Q

Cette courbe représente une parabole. Si 'on veut repren-
dre le point A, pour origine, il suffit de changer dans I'équa-~

. L h . .
tion précédente x en ' + 5 ¢t alors on obtient 'équation

. . . I .
En faisant dans cette équation y =F, 2’ —= 5 0,F e1 O étant

la fléche et Uouverture du pont, on trouve la tension Q.

On trouverait immédiatement I’équation de la parabole du
cible, en supposant le polygone formé de cOtés infiniment
petits , chargés chacun d’un poids proportionnel a sa projec-
tion horizontale.

Considérons ( fig. 44) I'arc de la courbe compris entre le
point O ou la tension est horizontale et égale 4 Q, et celui ol
cette tension est égale a T. Les forces extérieures qui doivent
se faire équilibre sont la tension T, la tension Q et le poids =
dont la direction passe par le milieu de OP.

Prenons les moments autour du point M, nous devrons avoir
pour I'équilibre

Q}" = T—-i N
- 2
¢’est I’équation de la parabole liea des points M (*).

Il faut remargquer que les poids du cable et des tiges, que

nous avons négligés, augmentent avec les dimensions du pont,

(*) La théorie que nous venons de faire s’applique aux ponts suspendus, a la
condition de négliger le poids des tiges de suspension et le poids des cables.
Les formules trouvées précédemment permettent de trouver la longueur de
chacune des tiges. Il faut remarquer que ces tiges ne sont pas égales aux ordon-
nées de la parabole; elles doivent descendre jusqu'a la partie inférieure des
poutrelles qu’elles débordent de quelques centimétres pour recevoir les éerous
sur lesquels s'appuie la charpente du pont (fig. j5). Ordinairement aussi, le

8.
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et de plus influent sur la répartition des pressions, qui n'est
plus du tout uniforme, comme nous l'avions supposé. La
courbe qui porte les tiges n’est plus une parabole, elle se
creuse du cOté des culées. 1 résulte de la que si 'on caleu-
fait le cable et les tiges pour la forme parabolique, et que I'on
construisit le pont, I'équilibre ne seraii pas possible, les arti-
culations joueraient, et il en résulterait pour les diverses par-
ties de la construction des tensions ou pressions compléte-
ment différentes de celles sur lesquelies on avait compté. La
théorie précédente peut done sappliquer aux ponts ordinaires:
mais pour les ouvrages plus importants, elle doit étre notable-
ment modifiée, et ne peut entrer dans un Cours élémentaire.

De la chaine.

On peut chercher quelle courbe prendra fe cible sous Vin-
fluence seule de son poids. La forme qu’il affecte est une
courbe étudiée en analyse sous le nom de chainetle; nous
pouvons trouver trés-facilement ici les équations différen-
tielles de cette courbe.

Soit en effet T la tension du cordon en un certain point; les
composantes de la tension sont

dx dy

II et T(/S

plancher aflecte une forme parabolique { fig. 165, de sorte gue les tiges sont
composées de trois parties : 1° de U'ordonnée de la parabole de Ja chaine,

= ht

‘,~2—Qk

2 Y.
L

20 d’une longueur constante, P, qui sépare le point le plus bas de cette pa-
rabole du point Ie plus haut de Ta parabole inverse;
30 Enfin de 'ordonnée de cette parabole inverse,

wo=al('—1.

On a ainsi, pour la longueur totale des tiges,

L’abscisse est
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D'aprés ce que nous avons vu, la composante horizontale

wdr
de 1 ds doit étre constante; donc on a

d (T (—{f) = o.
ds

\

L’accroissement de la composante verticale doit éire égal au
poids de la chainette compris entre deux points infiniment

voisins; donc on a
dy
/ — = S.
‘ < ds ) pds

En éliminant T entre ces deux équations, on aura I’équation
de la chainette. La solution sera achevée dans le Cours d’Ana-
lyse.

§ XVII. — EQUILIBRE DES SYSTEMES DE CORPS RIGIDES ARTICULES
SANS FROTTEMENT.

Imaginons que plusieurs corps solides se touchent par des
points qui ne peuvent se séparer; aucun frottement, aucun
obstacle ne s’opposant d’ailleurs aux mouvements de rotation
compatibles avec cette condition.

On peut se figurer chaque articulation comme produite par
I'assemblage @ genow. Ce mode de liaison se présentera tres-
souvent dans la pratique ; mais il est bien clair que I'équilibre
établi dans le cas d’une liberté de mouvement complete sub-
sistera & fortiori quand on remplacera le genou par une char-
niére, ou méme par un assemblage analogue & ceux des pieces
de charpente, assemblage quon est obligé de briser pour
changer la forme du systéme. L’équilibre paraitra encore mieux
assuré quand on aura égard aux frotiements, dont Ueffet est,
comme nous le verrons, de s‘opposer a laction de petites
forces accidentelles tendant a metire les corps en mouvement
dans un sens ou dans 'autre.

D’un autre coté, il convient que la stabilité des construc-
lions en hois ou en fer soit indépendante de la solidité de
assemblages et de 'existence des frottements, toutes choses
qui viendront ainsi apporter utilement un surcroit de sécu-
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rité; il y a donc lieu de considérer exclusivement les articu-
lations comme permettant tous les mouvements qui n’au-
raient pas pour effet de séparer 'un de I'autre les points des
divers corps solides réunis par ces articulations.

Nous avons done a étudier I'équilibre d’un certain nombre
de corps qui, pris isolément, sont rigides ( fig. 47). Chacun
d’eux est réuni par deux articulations & d’autres corps rigides
eux-mémes, et pouvant étre indifféremment fixes ou assu-
jettis a des conditions analogues.

Prenons en particulier un des corps du systéme. I est
soumis, indépendamment des réactions que les corps en con-
tact exercent sur lui aux points d’articulation, & un certain
nombre de forces extérieures au systéme, que je représen-
terai d’'une maniére générale par la lettre F (*).

Or, il est évident que je puis, sans altérer I'équilibre, re-
garder dans tous les cas les articulations comme absolument
fixes, et si je désigne ces deux points par les letires A et B,
J'aurai pour la condition unique a laquelle les forces F sont
assujetties pour I'équilibre

2 I F=o.

Cette condition étant remplie pour le co1é AB veut dire qu’il
est possible de remplacer les forces F, et cela d’une infinité
de maniéres, par deux équivalentes R,, R,, appliquées respec-
tivement aux points A et B. Je dis d’une infinité de maniéres,
parce que nous avons vu, dans le calcul des réactions exercées
par deux appuis fixes, qu’il reste une certaine indétermina-
tion dans les valeurs des composantes de ces actions.

Considérons donc deux forces équivalentes quelconques B,
R.; nous aurons parfaitement le droit de les substituer aux
forces F dans I'équilibre du corps rigide AB. Mais il faut bien
se garder de considérer cesforces comme les réactions effec-
tives des corps adjacents aux points AB. Nous savons seulement
deux choses :

(*) Les véactions des articulations peuvent otre, suivant les cas, intérieures
ou extéricures a Uensemble du systéme; elles sont toujours extéricures a chaque
corps isolé; je me contente de renvoyer aux définitions de la page 28.
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1° Que ces réactions inconnues S, S, se trouvent comprise
parmi les systémes équivalents en nombre infini R,, R,, qui
sont tous possibles et qui sont les seuls possibles;

2° Que si les points A et B étaient absolument fixes, le corps
AB étant toujours supposé rigide, on pourrait prendre indiffé-
remment pour S,, S, deux forces équivalentes conjuguées quel-
conques R, R..

Mais, dans le cas actuel, les points A et B ne sont pas fixes;
ce qui veut dire que les conditions trouvées, en supposant
leur fixité, sont toujours nécessaires, mais qu’elles ne sont plus
suffisantes.

11 faut tenir compte des conditions nouvelles que nous trou-
verons en considérant 'ensemble du systéme en équilibre;
nous ferons ainsi disparaitre 'indétermination, et nous déter-
minerons les véritables valeurs des réactions S,, S..

Quoi qu’il en soit, nous avons commencé par étudier le
corps AB pris isetément, ce qui nous a donné une condition

d’équilibre
2 JTLAB F - 0,

et ce qui nous a permis de remplacer les forces F par leurs
équivalentes R, R..

Nous ferons la méme chose pour chaque corps séparément,
etalors en composant les forces qui sont appliquées a chacune
des articulations, et les remplacant en chacun de ces points
par une force unique, nous aurons une sorte de polygone fu-
niculaire dont les cOtés sont rigides, ct dont les sommets seuls
sont soumis a 'action des forces.

L’équilibre du systéme ariiculé sera ainsi ramené a Uéqui-
libre du polygone funiculaire, avec cette restriction en moins
gue les tensions des cOtés d’'un systéme articulé pourront
étre positives ou négatives, tandis que dans le cas du polygone
funiculaire elles devraient nécessairement étre positives.

En écrivant les conditions d’équilibre du polygone funicu-
laire, nous aurons :

1° Les nouvelles conditions d’équilibre auxquelles doivent
satisfaire les forces R;, R,,..., et par conséquent les forces
donnéesF, F, F,,...;
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2¢ Les tensions ou pressions qui s’exercent sur chacun dey
cotés du polygone, tractions ou pressions que 'équilibre de
chaque cOté isolé laissait précisément indéterminées, puisque
cet équilibre donnait seulement la somme algébrique X + X'
des réactions longitudinales aux points A et B, et que nous
pouvions a volonté, en transportant ces réactions d'un codré
a l'autre de la barre, remplacer une tension par une pres-
sion.

Cetle méthode ne donne pas directement 'action de chacun
des corps I'un sur Pautre. Or, ces actions sont trés-impor-
tantes a connaltre, beaucoup plus, souvent, que les tractions
ou pressions qui s’exercent sur les cdtés du polygone. En
effet, la statique des solides naturels nous offre deux genres
de questions, celles qui ont rapport a la forme d’équilibre
proprement dite, et celles dans lesquelles on demande I'état
d’équilibre intérieur du solide, c’est-a-dire les forces qui
s’exercent cntre ses diverses parties. Or, si Pon peut, pour la
premiére étude, remplacer des forces extéricures données par
leurs équivalentes, cette substitution n’est plus possible pour
la seconde, et il faut appliquer la théorie de la résistance des
matériaux, théorie qui n'entre pas dans le programme de
I'Ecole Polytechnique. On considérera chaque coté rigide du
polygone articulé comme soumis a I'action des forces exté-
rieures qui lui sont directement appliquées, ct des réactions
des corps veisins, gqu’on aura calculées préalablement. Les
tensions obtenues par la premiére méthode donneraient une
idée absolument fausse des efforts supportés par les éléments
des solides, parce qu'on a remplacé des forces par leurs équi-
valentes, ce qui n’est pas permis.

Mais on peul traiter directement I'équilibre des systémes
articulés, en introduisant les réactions inconnues des diffé-
rents cOiés I'un sur lautre, ainsi que celles des appuis, et ap-
pliquant cnsuite les équations générales de I'équilibre & cha-
que cOté séparément et & Fensemble du systeme. 1l ne faudra
pas oublier que Paction du c¢dté L sur le coté 1l est toujours
égale et directement opposée a Uaction du coté Il sur le eoté L.
On obtiendra ainsi un certain nombre d’équations qui déter-
mineront fes réactions inconnues, et qui, s'il y a lieu, feront
connaltre, par V’élimination de toutes les quantités dont on
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dispose, les conditions auxquelles les forces données devront
salisfaire pour V'équilibre.

On s’est borné dans le Cours a ces quelques indications sur
ces questions importantes dans la théorie de la charpente.
Bien qu'elles soient extrémement simples, elles exigent cepen-
dant une attention trés-soutenue si 'on veut bien se rendre
comple de toutes les circonstances qui se présentent dans
I'emploi des diverses méthodes qui conduisent a la solution (.

§ XVIII. — INTRODUCTION A LA THEORIE DE LA RESISTANCE
DES MATERIAUX.

L’objet de cette théorie est de donner autant que possible
aux constructeurs des régles précises et slres leur permet-
tant de fixer les proportions et les dimensions des diverses
parties qui constituent un édifice, une machine. Ce qui dis-
tingue ces problémes de tous les autres, c’est que, lorsque
I'on est en présence d’une construction a élever, et que la
question d’en déterminer les proportions se trouve posée, il
faut, colile que coute, en avoir une solution bonne ou mau-
vaise. Or, on peut y arriver de deux manieres différentes.

La m¢éthode des praticiens consiste a suivre les lecons des
maitres expérimentés, et a étudier les modeéles laissés par les
anciens constructeurs. Chacun selon sa spécialité connait les
dimensions des constructions importantes du méme genre
gui sont célébres par leurs heureuses dispositions et leur
longue durée. Accidentellement on a vu périr des édifices, et,
en se rendant bien compte des causes de leur destruction, on
apprend a se metire a I'abri de pareilles catastrophes, et 'on
arrive assez vite a poser deux limites plus ou moins rappro-
chées, entre lesquelles on pourra se tenir sans craindre de
comprowettre la solidité de son ceuvre d’une part, et dautre
part sans gaspiller inutilement I'argent, la main-d’ccuvre, les
matériaux. Par exemple, on veut faire un mur d’escarpe, des-
tiné d’une manicre réguliére a supporter une certaine charge

(*) On trouvera a Ja fin de ce Chapitre une Note sur la balance de Roberval
et Ia balance de Quintenz, dont la théorie devrait se placer ici.
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de terre, et, a un moment donné, & résister autant que pos-
sible au choc des boulets; on a des modéles laissés par Vau-
ban dans les circonstances les plus variées; on les connait,
on les étudie, on cherche quel est celui d’entre eux duque]
on se rapproche le ptus sous le rapport des terrains, des ma-
tériaux de construction, du climat, etc.; c’est celui-la qui
servira de modéle, avec les modificaiions commandées par les
circonstances, qui ne sauraient, dans deux cas différents, se
retrouver tout a fait identiques. Il faut, pour appliquer ces
méthodes, un certain esprit de rapprochement, de combinai-
son, de caleul, joint a de longues études préparatoires aussi
solides que variées; c’est tout cela qu'on appelle de la pra-
lique.

Il est clair que ces procédés, qu’on aurait grand tort de flé-
trir inconsidérément du nom de routine, suffiront dans un
grand nombre de cas. Si 'on veut, par exemple, construire
une maison & Paris, on pourra sans grandes difficultés arriver
a faire une maison qui durera plus ou moins; peut-étre n’aura-
t~on pas apporté dans certains détails toute 'économie possi~
ble, toute la perfection désirable, mais ce sont 1a des considé-
rations un peu secondaires; le but que I'on se proposait est
rempli, on a fait une construction stable.

Malheureusement, ces ressources font trop souvent défaut.
Quand on se trouve en présence de constructions qui répon-
dent & des besoins inconnus d’'une autre époque, ou ericore
de matériaux nouveaux, comme le fer, la fonte, le zinc, et
nombre d’autres éléments qui s’introduisent maintenant dans
les constructions, la pratique n’est plus guere d’aucune utilité,
et il faut chercher autre chose. On est obligé d’aborder direc-
tement la question au moyen de toutes les ressources que
peuvent fournir I'expérience et la théorie. Voici quelle est a
peu prés la marche a suivre. On fait d’abord une étude physi-
que et expérimentale, non pas précisément de la question en
elle-méme, qui est rarement abordable, mais des éléments
simples de cette question. Veut-on, par exemple, faire un
pont en fer, on étudiera les propriétés des matériaux qu'on
doit employer, au point de vue spécial des conditions ou ces
matériaux vont se trouver placés; la forme la plus convenable
a donner a la construction pour que chagque partic soit dans
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les meilleures conditions de résistance et de durée; les pré-
cautions a prendre pour se tenir en garde contre certains acci-
dents, ou du moins pour en atténuer les effets, etc. Puis, on
posera une hypothése simple, représentant avec une exacti-
tude suffisante les données de 'observation; et 'on appliquera
le caleul en le fondant sur cetie hypothése qu’on aura soin de
mettre nettement en évidence sans déguiser son coté faible et
plus ou moins douteux. Enfin, il faudra terminer par la véri-
fication expérimentale des résultats du calcul, et ces résultats
ne devront étre regardés comme vrais que dans les limites
pour lesquelles la pratique les aura vérifiés.

Equilibre des solides naturels.

En établissant les conditions nécessaires et suffisantes pour
I'équilibre des corps solides supposés invariables, nous avons
dit que les corps communément appelés solides, et que nous
distinguons des précédents par I'épithéte de naturels, doivent
étre considérés comme susceptibles de céder dans une cer-
taine mesure a Paction des forces auxquelles ils sont soumis;
et gue méme, dans le cas ou la déformation produite est invi-
sible 4 'eeil, elle se révéle & nous par des phénoménes dont
la théorie va nous occuper.

Quoi qu’il en soit, les équations de I'équilibre d’un solide
invariable s’appliquent aux solides naturels, et si les efforts
qui sont en jeu ne sont pas trés-considérables, eu égarda la
résistance du solide qui les supporte, on pourra indifférem-
ment, pour poser les équations générales auxquelles doivent
satisfaire les forces extérieures, prendre le solide qu’on étudie
avec la forme qu’'il possédait avant qu’il fut soumis a l'action
de ces forces, ou bien lui attribuer la forme qu’il a prise sous
leur action.

Dans la plupart des cas, on opére de la premiére maniére ;
Cest-a-dire que, dans la recherche des relations auxquelles
doivent satisfaire les forces extérieures appliquées au solide
pour qu’il y ait équilibre, on regarde ce solide comme ayant,
sous l'aciion des forces, exactement la méme forme qu’il avait
avant d’éire soumis a cette action. Seulement, aprés avoir ainsi
déterminé toutes les conditions d’équilibre ol n’entrent que
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les forces extérieures en négligeant la déformation du solide, {|
faudra se préoccuper des nouvelles conditions qui résulteng
de la constitution physique du solide, c’est-a-dire calculer
les tensions et les pressions qui se développent dans ses
diverses parties, afin de voir, comme dans le polygone funi-
culaire, si ces tensions ou ces pressions sont ce qu'elles doj-
vent étre pour l'équilibre. Enfin, il faudra s’assurer que ces
tensions ou ces pressions ne sont pas assez fortes pour briser
le solide, ou pour lui faire subir une modification essentielle
dans son état el ses propriétés.

Le calcul de ces réactions ou forces intérieures est 1i¢ inti-
mement a ’étude de la déformation du solide sous des efforts
donnés. Ces deux parties constituent la théorie mathématique
de la résistance des matériaux, théorie qu’il ne nous est pas
méme permis d’ébaucher dans ce Cours. Nous devons nous
borner a donner un exemple d'un cas trés-simple d’équilibre,
afin d'indiquer I'esprit de laméthode et de signaler les écueils
qui se présentent de toutes parts.

Avrrrication. — Equilibre d'un prisme élastique tiré. — Nous
allons considérer le cas le plus simple ou la résistance des
matériaux soit mise en jeu: c’est celui d’un solide homogeéne
de forme prismatique (tel qu’une piéce de bois de charpente
ou une barre de fer), fixé a 'une de ses extrémités d'une ma-
niére qu:lconque, et soumis a son autre extrémité a Vaction
d’une force iendant a I'allonger.

I’expérience prouve que tous les corps de la nature peuvent
céder dans une certaine mesure a action d'une pareille force.
Vient-ou ensuite a supprimer la force, le corps, en vertu de
son élasticité, tend plus ou moins 4 revenir a sa forme primi-
tive, etTon peut admettre avec une exactitude sufiisante que,
tant que 'on n'a pas dépassé une certaine limite, dite limile
d’élasticité, variable avee la nature et I'état du corps, celui-ci
reprend exactement sa forme et son état primitifs, sans que les
propriétés essentielles aient ¢ié aliérées d’une maniére per-
manente par Paction de cet effort passager.

Voild ce que nous apprend une étude superficielle. On la
complétera en déterminant expérimentalement la valeur
exacle de cette limite d'élasticité pour tous les corps em-
ployés dans Vindustrie; car il est extrémement important de
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se tenir dans les applications bien en deca de cette limite.
Une fois qu’on I’a dépassée, le corpsa pour ainsi dire changé
de nature, et I'on ne peut plus compter sur rien, du moins en
général (*).

Résistance & la rupture.— On appelle ainsi le plus grand des
efforts que puisse supporter, sansserompre ou s’écraser com-
plétement, un prisme solide tiré ou comprimé dans le sens de
ses arétes, et 'on admet que ce plus grand effort P demeure
proportionnel & I'aire £ de la scetion transversale du prisme,
de sorte que la résistance R s'exprime en kilogrammes par
meétre carré ou millimetre carré, et que Peffort de rupture d’'un
prisme est représenté par

P=RQ.

On n’a pas tardé a reconnaitre, ce qu’on aurait d’ailleurs pu
prédire a lavance, que la limite d'élasticité était quelque
chose de trés-vague. En réalité les charges les plus minimes
produisent toujours un allongement permanent, c’est-a-dire
qui persiste apres que la charge est supprimée. D'un autre
¢0té; la détermination de cette limite exacte, & supposer quc
cela fGi possible, ne présenterait pas, au point de vue des
applications, un intérét bien considérable, car il faut toujours
prévoir des efforts accidentels venant s’ajouter aux charges
ordinaires, de sorte qu’on doit toujours se tenir assez loin en
deca de la limite d’élasticité, de crainte de la voir dépasser a
un moment donné.

Mais en méme temps que ces difticultés se sont fait jour, les
nouvelles constructions se sont multipliées. On a acquis de la
pratique, et Pon est maintenant assez généralement d’accord
sur les charges pratiques qu’il convient de faire supporter aux
matériaux dont I'usage est le plus fréquent.

Reprenons notre solide étiré, et cherchons ses conditions
déquilibre ( fig. 48).

(*) Certaines opérations industriclles, telles que le martelage, le laminage,
Pétirage des meétaux ductiles, ont au contraire pour but de dépasser la limite
Qélasticite de ces corps, de maniére a changer leur forme d’une maniére notabie,

On sait que ces opérations modifient beaucoup Ia plupart des propriétés phy-
siques des corps qui y sont soumis.
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Soit { la longueur primitive du prisme. Sous l'influence de
causes quelconques, cette longueur est actuellement devenue
{ + z; enfin, nous savons qu’a I'instant ou I'on nous demande
si le solide abandonné a lui-méme restera en équilibre, une
certaine force F agit sur son extrémité dans le sens de Iy
fleche. 11 y a trois espéces de conditions d’équilibre :

1° It doit y avoir équilibre entre les {orces extérieures, c’est.
a-dire entre la force F et les réactions du support.

2° L’équilibre n’a pas lieu directement entre ces deux forces;
il a lieu par l'intermédiaire de la tension T de la barre; de
sorte que la tranche extréme ab du solide est en équilibre
sous l'action de la force I quilui est immédiatement appliquée
et de la réaction ou force intérieure T, ce qui exige que Von

ait
T=F.

3e 11 faut entin que cetle tension T ne soit pas assez grande
pour briser le corps, ou méme uelle ne dépasse pas la
charge que la pratique a désignée comme la plus convenable
pour la sécurité.

Occupons-nous de laseconde condition. L’expérience prouve
que, tant qu’on n’a pas dépassé une certaine limite, la ten-
sion T est proportionnelle a l'allongement z, & la section Q

“de la barre, et inversement proportionnelle a sa longueur pri-

mitive /; donc on a
. EQx
T—-"—;
{
E étant un certain coefficient qui dépend de la nature du corps
et que l'on appelle coefficient d élasticité. De sorte que notre
seconde condition s’exprime par I'équation

EQx
F = 7

Il y a & peu prés coincidence entre lalimite jusqu’a laquelle
cette formule est applicable, et la limite d’élasticité dont nous
avons parlé plus baut; si cette limite est dépassée, 'allonge-
ment, qui croit d’abord plus vite que la tension, peut croitre au
dela de toute limite, c’est-a-dire qu’il y a finalement rupture.
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Le coefficient d’élasticité E dépend de la nature de la sub-
stance, de son état physique, etc. On peut donner une idée
de ce coefficient. §'il était possible, en effet, d’avoir a la fois

x*:l, .Q:I;

la loi de proportionnalité des efforts aux allongements subsis-
tant toujours, on en déduirait

T=E.

Donc E est latension qui serait capable de doublerlalongueur
d’une barre de 1 métre carré de section. La valeur exacte de
ce coeflicient a assez peu d'importance dans la pratique, parce
que ce nombre est exirémement grand. Ainsi, pour le fer,
c’est 20000000000 de kilogrammes environ. Je renvoie aux
Traités et aux Cours de physique pourla description des expé-
riences trés-remarquables par lesquelles M. Wertheim a
mesuré les coefficients d’élasticité de divers corps, et a
déterminé les lois des variations de ces coefficients avec la
température. J'y renvoie également pour tous les détails qui
n'intéressent pas directement les constructeurs.

Résistance a la compression. — Les lois de la compression
sont les mémes ue celles de 'extension. On admet, peut-étre,
sans preuves suffisantes, que le coefficient E conserve sensi-
blement la méme valeur. Seulement la limite d’élasticité est
plus rapprochée. Larésistance a la rupture etla charge pratique
sont ainsi généralement différentes de ce qu’elles sont dans le
cas de I'extension. La rupture par compression peut étre de
trois sortes. Il peut y avoir : 1° rupture par flexion; c’est ce
qui arrive quand on comprime & ses extrémités une barre de
fer ou de bois suftissmment longue ( fig. 50); 2° la rupture
prismatique ou par glissement; c’est le mode de rupture de
la fonte et des roches dures ( fig- 49); enfin, 3° écrasement
proprement dit; c’est la désagrégation compléte d’un corps
tendre comprimé. 1l est clair que dans chaque cas le mode
de rupture qui se produira sera celui qui exigera la plus petite
force.

D’aprés ce que nous venons de dire, les données pratiques
sont, pour chacune des substances qui sontemployées journel-
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tement dans I'industrie, la résistance a la rupture et la charge
pratique, cette derniére étant en général pour les bois '; de
Ieffort de rupture, ; pour le fer et la fonte.

La charge de rupture est nécessairement variable pour divers
échantillons d’'une méme substance; mais la charge pratique,
déduite d'une valeur moyenne, est, comme je 'ai dit, parfaite-
ment arrétée. Cette charge pratique est, pour une barre de
fer, de 6 kilogrammes par millimétre carré de section. Dans le
service du génie, on admet 5 kilogrammes au lieu de 6. Pour
les ponts suspendus, les charges par millimétre ont été por-
tées jusqu’a 12 kilogrammes pour les barres et 18 kilogrammes
pour les tils, v compris, bien entendu, la surcharge d’épreuve
de 200 kilogrammes par métre carré de tablier.

Le bois de chéne ou de sapin a une résistance 1o fois moin-
dre que celle du fer, soit ot 6 par millimétre carré. Le fer
résiste assez mal a la compression; aussi évite-l-on en général
de lui faire subir une pression directe. Cependant il peut arri-
ver qu'il soit soumis a des efforts mixtes comprenant extension
et compression. Si, par exemple ( fig. 51), on charge en son
milieu une barre de fer s'appuyant sur deux supports, cette
barre est soumise a la flexion, ¢’est-a-dire que les fibres telles
que ab sont étendues et celles telles que cd sont comprimées.
Dans ce cas ol la compression ne s’exerce pas directement,
on admet quwelle peut aller aussi jusqu’'a 6 kilogrammes par
millimeétre carré.

La fonte résiste bien a la compression; sa charge pratique
peut aller trés-bien jusqu’a 8 ou 1o kilogrammes; au contraire,
elle résiste tres-mal a 'extension. Quand on ne peut pas faire
autrement que de I’y soumettre, ainsi que cela a lieu dans les
grands cylindres des presses hydrauliques, la charge ne doit
pas dépasscr 2 kilogrammes, et encore n'a-l-on pas une sécurité
compléte, car on a Pexemple d’un cylindre qui s’est brisé sous
une charge de 1%, le métal étant d’ailleurs parfaitement
sain.

On admet que le bois résiste a la compression comme a
Pextension. Seulement, lorsqu’il s'agit d’une piece de grande
longueur, c’est-a-dire quand la grande aréie dépasse cing a
six fois la plus petite, il peut vy avoir {lexion : la résistance
diminue alors sensiblement.
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& NIX. — EQUILIBRE EY STARILITE B'UN CORPS PESANT POSE SUR
LN PLAN BORIZONTAL ET SOUMIS A L'ACTION DE FORCES QU7 TEN-
DENT A LE RENVERSER.

Considérons un cerps pesant, un mur, par exemple, soumnis
a des forces quelconques et reposant sur un plan horizontal.

Les conditions d’¢quilibre sont au nombre de trois :

La premiére, c’est que le corps ne puisse pas glisser. En
général, cette condition est remplie d’elle-méme. Ce ne sera
donc que dans certains cas, par cxemble lorsque’le sol est
glissant et pour ainsi dire savonneux, qu’il faudra véritier i
elle est satisfaite.

La seconde, c’est que le corps ne puisse étre renversé au-
tour d'une arcte.

Il est facile de véritier que pour que cette condition soit
remplie, il faut que la verticale du centre de gravité tombe
dans Iintérieur du polvgone convexe gui renferme tous les
points d’appui. Car si cette verticale tombait par exemple au
point P ( fig. 52, le poids tendrait a faire tomber le corps
autour d’une certaine aréte AB: les réactions du point d’ap-
pui ne peuvent pas s'opposer 4 ce mouvement, puisque, au
contraire, elles tendraient a faire tourner le corps dans le
méme seus (7.

Enfin il y a unie troisicme condition d’équilibre : il n~ faut

N

5 On considérit auteefois dans Vequilibre d'un eorps e quon apye-iast fo
moment de stabiliteé. Cest le produit du poids de co corps par 1o distancs da 1a
direction de co poids an eote du polhvgone d’appui dont il est Te plus vapprochd,
Supposons en cllel une force ¥ tendant a venverser Ie corps autour d'une aréte.,
Soit F7 son maoment; ie moment P/Ldu poids du corps tendra & 1o mainte-
nir en place; done Véquitibree

triet, el que la ples petite foree additionuelle
produivait Ie renversement, se tradnit par Véquation

o= Pd.

Le produit PZ veprésente le moment masimum qu'on peurd supposer & wne
force accidentelle sans produire e remversement. En prenant le womont par
rapport a Pavéte pour lequel i1 a da plas petite valear, on ¢ e gqu'on appelle Te
moment de stabilité.

1. 9



130 PREMIERE SECTION. — STATIQUE.

pas que le mur s’¢erase sous la pression qu'il supporte. 3j p
. . P

est la pression totadle, O la surface pressée, T st Ja pression

moyenne par unité de surface.

1l y aurait done certainement écrasement et désagrégation de
la matiére, si &—I; dépassait la résistance des matériaux a I'éera-
sement. Mais cetie condition est loin d’étre suffisante, il fayy
encore gu’en aucun pointla pression réelle ne soit supérieure
a celle quon peut faire supporter & ces matérianx d'une
maniére permanente,

Il est donc indispensable d’étudier la loi suivant laquelle
les pressions se répartissent sur la base d’appui; or, nous
avons vu que les régles de la statique générale ne peuvent
en aucune facon nous renseigner a cet égard, de sorte que
nous sommes réduits a faire des hypotheéses.

Considérons donc ( fig. 53} un parallélipipéde droit & base
rectangulaire reposant sur un plan horizontal que nous sup-
poserons parfajtement invariable, et soumis 4 unc force ver-
ticale P qui s’exerce dans le plan diamétral mnr de ce prisme
a une distance « de 'sréte B'D,

Nous admettons que Ie corps se comprime sous Paction de
la force P, de telle sorte que les molécules situdes avant a
déformation dans un plan B' B parallele a la base se vrouvent
apreés ceite déformation dans un meme plan #567, et qu’il est
composé de fibres vertieales indépendantes pour ainsi dire les
unes des autres, de manicre que chacune d’elles se corprime
comme si elie élait seule.

Considérons une de ces tibres AB. Elle a diminu¢ de Bb;
done, si » est Ia section de ceite fibre, p clant la pression
moyenne par unilé de surface, Ia pression peat éwe repré-
senite par

po=hilie,

su posant
Bb=—1.

La rdsultante des pressions individuelles telles que po doit
étre ¢gale a P done un,a

P=72ho
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Or, lho est proportionnel au volume du trone de prisme
vertical compris entre les plans B'B” et 4’4" et dont la base
est w3 la pression totale P oest représentée par le volume du
prisme B'H'B”57, et sa direction doit passer par le centre de
gravité de ce-solide. Done, si £ et 4”7 désignent les longuewrs
B b et B”D”, on aura

/rf_ 7t
P—/0 i»—j?/—l,

dou
P 2
= = YR
Qh+h
en appelant L la surface de la base du solide. Les pressions
extrémes sont

P,;; L
pl=1rk",
d’ou
, P 2
P =G 577
QA+
P 2/

=g s

. fi
11 sutfiz, pour avoir achevé, de trouver le rapport =, - Pour

cela, exprimons queie centre de gravite du solide dont e base
est BB 070" est sar la divection de Pu ol sufiira d'exprimney
que le centre de gravité du wapéze BOR707 est & la méme
distance « du cdie B'O' e e poids P, ou que Fona

S Lo 2
A A TR
' 5 3
d’ou Von tire
3¢
2
i _ {
LT 3a
- —1I
i
Done
/ 3t /% 3
T = 2 ? e i = -1
[ { J {
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done, enfin, les pressions p’ et p” sont

. Jay P
S L vk

{ . , .
En supposant «< - la pression p’ est plus grande que p™.
2

Silun o

[SETR

~ia

cnoa
. 2P
p =0 et p o

)

2

p' est done double de la pression moyenne. Cette pression
peut encore augnienter en supposant que « diminue. Alors la
pression p” devient négative. I semble naturel d'interpréter
ce résultat en supposant qu’il v a unce tranche de mur pour
laquelie la pression est nulle; c’est la tranche qui esta une
distance 3« de Paréte ol cette pression est un maximum. A
partir de cette tranche, il n'y a pius de pression, de sorte que
la pression totale se vépartit sur une épaissewr de mur 3a et
qu'au dela il o'y a plus pression des surfaces en contact: le
ioint est ouvert. La pression p’ devient alors égale a

2P
3ab

Ces considérations trouvent lewr application dans la théorie
desvoites | frg. 51, Lorsque fa pression entre deux voussoirs

(75 Etant domnee la distanee a, o8 Fou it /= 20, la preasion o=t aniformes
arert répartie sur Tu base 2ah) ot Pon a

l)

2 ub

'

== \
! !

sredis e <0 Poe sugmentoit Popaissene fotide duovnse e paandére aoayorr
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se rapproche trop d'unc aréte B, le joint s’ouvie du coté de
I'aréte opposée, et il peut y avoir écrasementau point B, bien
gue la pression moyenne 5 soit bien inféricure a la Hmite de

ad

la résistance des matériaux.

NOTE SUR LA BALANCE DE ROBERVAL ET SUR LA BALANCE DE QC!,\ITE.\'Z.

On n'a retrouvé, dans le texte préparé par M. Bour, rien qui corres-
pondit aux fg. 33, 34 et 34 biv de la P/, X Y.XY7J. La Note que nous don-
nons ici cst destinée a combler cette lacune.

Balance de Quintenz (fig, 33;.

La halance de Quintenz, dont la fig. 33 représente une coupe longitu-
dinale. comprend un systéme de deux leviers : I'un, HF, est mobile dans
Ye plan vertical autour du point fixe O; il porte & son extremilé le plateau
sur leguel on mef les poids Q destinés a effectuer la pesce. Lautre levier,
ED, est mobile autour d’un point D fixé dans la caisse de Vappareil; il
supporte en B un point de la plate-forme AA’, et son extrémité libre, E,
est suspendue par une tige verticale au point F du premier levier.

Une seconde tige verticale. GK . attachée au point G du levier FIi,
porte la traverse K, & laquelle la plate-forme AA'est invariablement lide,

La plate-forme AA' repose donc sur les deux points B et K, raltachés
aux points F et G du levier supérieur.

Imprimons au point 1I un déplacement vertical infiniment petit e, le
seul qui soil compatible avec les liaisons. I en résulte pour les points G

/== ou > S, on aurait

=0 mais ' = = —.
/ ! / 3 b

Ainsi, quoique la base fataugmentee, la pression extréme p' serait augmentee
RN | g
dans Je rapport de PREREL de j a3,
3

Il ne faut d'ailteurs pas oublier que tous ces résultats sont fondés sur une
hypothese plus que contestable, et qu'ils ne sont pas directement véritiables par
Pexpérience. Hs ne doivent par conséquent étre admis que pour ce qu’ils valent,
cest-i-dire comme donnant Liew i des régles qu'il est sage de suivee, dans 'im-
possibilit¢ ot Von se trouve de jamais savoir ce qui se passe effectivement quand
deux faces planes en conlact sont pressées Pune contre Pautre avee une foree

déterminde.
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et F du levier supérieur des déplacements verticaux dirigés en sens con-
traive, et égaux respectivement a

on % T0Dn

>

Le premicr déplacement est transmis intégralement au point K de la
plate-forme par lintermédiaire de la tige GK. Le second. transmis de
méme au point E du levier inféricur, communique seulement au point B
de la plate-forme un déplacement vertical réduit dans le rapport des dis-
tances BD, ED, ct ézal a

c 5 OF _ BD
P OH ” ED

Les déplacements simultands des points B et K seront donc ¢gaux, et par
suite la plate-forme se déplacera parallelement a elle-méme si Uon a
L 0G_ OF Bn
TTTOH T T T OH ED
ou bien s
0G _ BD
OF — ED’

Supposons que la construction de la balance satisfasse a cette condi-
tion. Le corps P dont on veut déterminer le poids pourra étre placé en
un point quelconque de la plate-forme AA’. Le poids Q. qui fait équilibre
au poids P, produit, pour un déplacement vertical infiniment petit = du
point II, un travail virtuel ¢gal & Qz; et le poids P, pour ce meme dé-
placement, produit un travail virtuel de signe contraire, égal au produit
de P par le déplacement do la plate-forme, c'est-a-dire égal a

O

Pz —.

Le théoreme du travail virtuel donne dore pour unigue condition d'é-
quilibre Péquation

oG
Q: = Psxx —
AR AT
d'ou on déduir
Poool,
Q 0G’

de sorte que, pour la pesée, tout se passe comme si le poids P étaif sus-
pendu au seul point (.

La poignée L, mobile autour du point N, serta fixer le levier supéricur
et & empécher le jeu de Vappareil. On I'sbaisse au moment des pesées,
pour rendre leur liberté aux pieces moebiles,


file:///ertical

CHAPITRE V. — APPLICATIONS DE LA STATIQUE. 135

Deux petits index saillants, taillés en biscau el reliés I'un an levier 1O,
l'autre & la partie fixe de la balance, sont placés en regard 'un de Vautre
au point I. L'affleurement de ces index indique que Uéquilibre est obtenu.

Ladanee de Robercal (fig. 37).

Les deux cotés AB, CD d'un parallélogramme articulé ABCD sont mo-
biles autour de deux points fixes E et F, situcs sur une droite paraliele
aux deux autres cotés AD. BC. La figure est tout entiére située dars un
plan vertical. La déformation de la fizure n'altere pas le parallelisme des
cotés AD, BC et de la droite fixe EF: lorsqu'on imprime au systeéme un
déplacement quelconque, chacun des cotés latéraux est denc animé d’an
mouvement de translation; les vitesses simultanées de chacun d’eux sont
paralléles, dirigées en sens contraire et proportionnelles aux distances
AE, EB.

Mettons un poids P dans un plateaun qui fait corps avec le edté AD, et
un poids Q dans un plateau faisant corps avee le coté BC. 1l v aura équi-
libre entre les poids P et Q dans toutes les positions de la fizure, pourvu
quon ait la relation

P FB
Q0 AE

En cffet, appelons z la projection sur une verticale du déplacement com-
mun a tous les points du ¢oté AD Torsque le parallélozramme recoit une
déformation infiniment petite. Le travail de la pesanteur sur le poids P
sera P < =, Mais la méme déformation imprime en sens contraire a tous

. e . o . EB
les points du eoté BC un déplacemont vertical ¢zal & = x N et le

A
. ) . PR EB
travail de la pesanteur sur e poids () est par suit> ézal & Qz < i Il
v a done équilibre si I'en a
EB
P: = Q X :(E’

ou bien

P _EB

Q T AE

L'équilibre est indiftérent, car il a lieu dans toutes les positions possibles
du systeme. Les poids P et Q peuvent d'ailleurs étre appliqués soit en
des points des cotés AD et BC, soit en des points P’ et Q' reliés invaria-
blement @ ces cotés et entraings par leur mouvement de translation. Le
changement de place des poids P et Q ne trouble pas U'équilibre, et n'a
Cinfluence que sar les efforts intéricurs développés dans les cotés du
parallélogramme et sur les charges des points fixes E et F.
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La balance de Roberval est ordinaivement disposée de mani¢re que Iy
droite EF soit verticale, el qu'elle divise en deux parties ¢zales les ¢ités
AB, CD. L’équilibre exige alors que les poids P et Q soient égaux.

La fig. 34 bis représente les articulations de Fappareil aux sommets dy
parallélogramme et aux centres de rotation E et F. Les dispositions adop-
tées ont pour objet de réduire le plus possible le travail du frotiement
développé au contact des picces mobiles; qui doivent se toucher mutuel-
lement par des arétes vives.

e £ G
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DEUXIEME SECTION.

DES MACHINES A L'ETAT DE MOUVEMENT
UNIFORME.

CHAPITRE PREMIER.

NOTIONS GENERALES SUR LE TRAVAIL DES FORCES
DANS LES MACHINES.

§ I. — IMPORTANCE DE Ls NOTION DU TRAVALL.

Nous avons défini le travail élémentaire d'une force F dont
fe point d’application parcourt un espace ds, par I'éguation

T.F:-=FdscosF, ds,

et nous nous sommes servi de la considération du travail vir-
tuel pour énouncer le théoréme dont nous avons fait la base de
la Statique.

Le travail proprement dit, correspondant a un déplacement
réel, joue un grand role dans la Mécanique industrielie. Nous
allons commencer la théorie des machines par I'étude de cette
quantité, afin de justifier la dénomination de travail, empruntée
au langage des ¢conomistes, et qui, jusqu’ici, n’a eu pour nous
d'autre avantage que d’exprimer d'une manicre abrégée le pro-
duit d’'une force par une longueur, ces deux quantités ¢tant
considérées comme indépendantes.

Quand on ¢tudie les divers effets mécaniques que les forces
en géndéral sont appelées a produire dans les machines, on est
tout de suaite amené a ranger dans deux classes tout a fait dis-
tinctes les services qu'une foree quelconque peut rendre a
Iindustrie.
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Tantdt on emploie des forces, des poids par exemple, & §76-
quilibrer mutuellement, ¢’est Uétat statique : alors la force se
présente & nous comme une chose qui subsiste, et dont on
use indéfiniment sans la consommer. L'équilibre une fois
établi persiste, tant qu'une cause étrangere ne vient pas lal-
térer. Dans la Section précidente, nous avons donné de la
manidére la plus géndrale les lois de Péquilibre des forces appli-
quées A une machine quelconyque, et nous n'avons pas a
revenir la-dessus.

Mais tel n'est pas le cas habituel de 'emploi des forces dans
I'industric; on les applique a des machines en mouvement, et
Pon veut produire un certain effet; par exemple, élever des
fardeaux, comprimer ou broyer des corps, tourner, couper,
percer le bois ou les métaux.

Quelles sont les lois de Uaction des forces appliquées i une
machine en mouvement, & une machine qui fravaille, dans
Pacception vulgaire du mot? Quelles sont les forces a déve-
lopper pour produire un effet donné, et pour le produire d’une
maniére industrielle, ¢’est-d-dire avec la plus grande perfec-
tion et la plus faible dépense possible? Telles sont les questions
en présence desquelles nous nous trouvons actuellement,
apreés avoir complétenment et simplement ¢lucidé toutes celles
qui se rapportent a I’élat statique des machines.

Et d’abord, qu’est-ce qu’une machine? Voici la définition
quon en donue ordinairement :

Une machine est un systeme de corps, les uns fixes, les autres
mobiles. Ces derniers regoivent en certains points l'action de
Sforces données, et cxercent en d’autres points, sur les corps
soumis & Uaction de la machine, des forces qui different géné-
ralement des premicres par leurs intensités, par leuwrs direc-
tions, el par les vilesses de leurs points d’application.

Nous ajoutcrons seulement 4 cette délinition que, dans le
cas d'une machine en mouvement, il y a néeessairement, non-
seulement effort exercé par le moteur, comme lorsque cel
agent avait simplement pour mission de faire équilibre a une
résistance quelcongue; mais il y a de plus déplacement du
point auquel estappliqué Ueffort moteur: il y 2 done fravail de
cet effort, dans le sens géométrique du mot.
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Considérons également le point ot la résistance est appli-
gquée; nous reconnaitrons de la méme manicére que, non-
seulement cette résistance est contre-batancde par Ueffet des
puissances, mais encore qu’elle est vaincue. c’est-d-dire que
son point d'application marche en sens contraire du mouve-
ment que cetle force tendrait & lui imprimer, si elle agissait
seule.

Il'y a done a la fois, comme condition toat a fait nécessaire
de la marche de la machine, travail de la puissance et travail
de la résistance. Le mot fracail est ici toujours pris dans son
acception géométrique; mais on commence déjd a se rendre
conmpte de la justesse de cette dénomination étrangére au lan-
gage de la seience pure: en effet, on vient de le voir, sans
travail géométrique, point de travail industriel.

I suit de la qu'un motedr est un corps qui doit avoir la
propriété, non-sculement de développer une force sur un
autre corps, mais encore de faire décrire en méme temps un
certain chemin au point d’application de cette force, dans le
sens de son action. Cette double condition est indispensable.
Oy, une remarque qu’on n’a pas tardé a faire, ¢’est que, dans
toutes les machines imaginables, du moment que la machine
fonctionne et produit un certain résultat industriel, le moteur,
quel qu'il soit, se trouve toujours au bout d’un certain temps,
pour une raison ou pour une auatre, dans 'impossibilité de
continuer a exercer utilement son action.

L’homme et les animaux, qui sont certainement les plus
anciens moteurs utilisés, ne tardent pas a réclamer du repos
et de la nourriture; U'eau qui fait tourner la roue d’un moulin
§¢écoule suivant sa pente naturelle; la vapeur de nos machines
afeu se condense apres avoir rempli son office; et il faut dans
tous les cas, a certaines époques plus ou moius rapprochées,
remplacer le moteur épuisé par un autre, & moins qu’on n'ait
le moyen de replacer celui dont on a fait usage dans des con-
ditions telles, qu'il puisse fournir une nouvelle campagne.

Depuis qu’on est parvenu a substituer a peu prés univer-
sellement des agents inanimés a 'honume el aux animaug,
dont les besoins de réparation sont trop mianifestes, le réve
d’un grand nombre d’inventeurs a ¢té, et sera toujours, de
trouver un agent natarel qui, appliqué & une machine appro-
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pride, entretienne indéfiniment le mouvement de cettemaching
en surmontant une résistance continue.

Malhcureusement, la chimere séduisante du moucement per-
pétuel cache une absurdité mathématique, et nous démontre-
rons tres-prochainement que, qucelle que soitla disposition ima-
ginée, la puissance motrice d’'une machine est quelque chose
qui se consomme, qui se dépense en raison méme de Pusage
qu’on en fait. Le probléme de la mécanique industrielle est de
rechercher quelles sont les dispositionsa employer pour effec.
tuer une opération détinie en réduisant la dépense aw mini-
nmaunt.

Ce dernier point est une condition indispensable de Pexis-
tence de la grande industrie.

Cest donc ce fait capital de la dépense qui distingue d’une
maniére absolue Pétal dynamique d’une machine de son état
statique.

Sur quel élément porte d’ailleurs lIa dépense? Qu’est-ce qui
disparait dans une machine en marche? Comment le moteur
finit-il par sc¢ trouver incapable de continuer son service?
Dapres ce que nous avons dit, cela peut arriver de deux ma-
niéres, soil parce que cet agent ne pourra plus exercer d'ef-
fort sur la machine, soit parce que le point d’application de
I’effort exercé ne pourra plus se déplacer dans la direction de
cet effort. Dans tous les cas Je moteur ne pourra plus déve-
lopper de travail.

Etudions quelques cas trés-simples.

Par exemple, on monte le ressort d'une pendule, et le res-
sort ainsi monté est capable d'imprimer en se débandant le
mouvement a la pendule, mais a la condition de voir sa ten-
sion diminuer a mesure qu’il produit son effet: quand le
ressort est revenu a son état primitif, il faut le remonter pour
que le mouvement continue{” ).

Le ressort qui fait marcher le mouvement d’horlogerie est

{0 Au contraive, Tes ressorts d’un fauteuil penvent servir indeéfiviment a 'u-
sage auquel on les destine, du moins tant que leur structure physique west
point altéree, comme elle Vest nécessairement a la longue, aussi bien que celie
du ressort du pendule, par des couses dont nous n'avons pas en ce moment a
nous oceuper.
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souvent remplacé par un poids, et le poids en descendant d’une
hauteur déterminée remplit exactement le méme office que le
ressort en se débandant; il faut aussi le remonter lorsqu’il est
arrivé au bas de sa course, si 'on veut qu'il continue de rendre
le méme service; le poids n’a rien perdu, différant en cela du
ressort; mais il se trouve comme celui-ci dans des conditions
telles, au’il ne peut plus continuer a faire marcher la ma-
chine.

On pourrait méme imaginer, sinon réaliser, des dispositions
telles, que Pintensité de la force motrice, non-seulement ne
diminudt pas par suitc de son action sur la machine, mais
qu'elle augmentit au contraire dans une proportion quelcou-
que. Considérons par exemple une molécule, un petit corps
altiré par unc masse fixe ; en cédant a cette force, le corps peut
exercer un certain effort sur un piston. Au bhout d’'un certain
temps, la force avec laquelle notre corps presse le piston n’a
pas diminué; loin de Ia, clle a grandi dans le rapport inverse
du carré de la distance qui sépare les deux masses agissantes:
elle augmentera ainsi jusqu’a devenir théoriquement infinie,
précisément auw moment ot la masse mobile sera venue se pré-
cipiter sur le corps attirant, et ou la continuation du mouve-
ment sera devenue impossible.

Dans les trois exemples qui précédent, nous voyons égale-
ment un certain effet produit, avee cette différence que dans
un cas la force motrice a disparu, que dans Tautre elle esi
restée constante, que dans un troisicme enfin elle a grandi.
Mais dans tous les cas, pour une raisofi cu pour une autre, a
partir d'un certain instant, la continuation du mouvement est
devenue physiquement impossible.

{7’est donc une chose non-seulement inexacte, mais de plus,
absolument vide de sens, que de dire, comme on le fait quel-
quefois, quune machine qui travaille consomme de la force.

Une force, ¢’est un nombre de kilogrammes; or une horloge
ne consonume pas le poids qui lui a donné le mouvement, ct
si nous trouvons dans cerlains cas, comme dans 'exemple du
ressort, disparition de la force apres qu’elle a produit son effet,
dans d’autres cas, au contraire, la force croit en s'utilisant, clle
finit méme par devenir infinic, comme dans notre {roisicme
.exemple, au moment précis ot ctle ne peut plus développer



142 DEUXIEME SECTION. — DES MACHINES EN MOUVEMENT.

d’effet utile, parce que la continuation du mouvement de sop
point d'application est devenue impossible.

1 suffiv d'ailleurs de sc rappeler la théorie de équilibre
pour reconnszitre combien Ia force proprement dite semble
jouer un role peu important dans les machines. Celles-ci ont
précisément été inventées pour multiplier la force pour ainsj
dire a l'intini, et la plus petite force peutfaire équilibre a une
force queleonque, par Uintermédiaire d'une machine conve-
nable ; seulement, quelle que soitla disposition employée, on
sait que si P'équilibre venait & étre rompu accidentellement
dans un sens ou dans l'autre, le travail de Ia puissance devrait
loujours étre rigoureusement ¢gal au travail de la résistance.

Tel est le théoreme du travail virtuel, base de toute la
science de I'équilibre des machines.

Or, ¢’est cetle méme quantité géométrique,que nousappelons
le travail d’une force, fonction composée de Vintensité de la
force et d’un mouvement toujours plus cu moins indépendant
de cette force, c’est cetle quantité, dis-je, qui joue également
le role le plus important dans fa théorice des machines en mou-
vement.

Nous avons vu que lorsqu’une machine travaille, il y aa la
fois résistance vaincue et déplacement du point dapplication
de la résistance en sens contraire de son action.

Nous avons vu aussi que, pour qu'une machine soit capable
de vaincre une résistance, ¢'est-a-dire de faire marcher le point
d’application de cette résistance cnsens inverse de sa direction,
il faut qu'une force mouvante ou une puissance lui soit appli-
quée; il favt en outre que le point de la machive sur lequel
agit la puissance marche dans le sens de ceite action; il faat
done que la puissance développe un certain travail positil. Ce
travail, développé par la puissance, fait que la wachine sou-
mise 2 son action peut effectuer e travail correspondant a la
résistance qu’elle aa vaincere; et, ce qu’il importe de remarquer,
ce travail correspond a quelque chose que le moteura perdu,
a quelque chose qui a dispary, consommé sans retour par la
machine. Que Ia puissance, par suite de son action sur la ma-
chine, ait augmentd, diminué, ou qu’eile soit restée constante,
¢’est la un fait tout a fait secondaive ; Pessentiel, ¢’est qu'ily
a eu du travail dépensé. Un poids P situé a la hauteur H au-
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dessus du sol peut développer un travail PI, mais une fois a
terre il ne pourra se retrouver en état de produire a nouveau
du travail qu'en subissant & son tour Veffet d’une machine
élévatoire quelcongue. C'est un négociant qui a acheté des
marchandises et dépensé de I'argent, il ne pecut rentrer dans
ses fonds qu’en vendant les marchandises qu’il a achetées, ou
d’autres qu’il avait en magasin ().

Mais aprés avoir porté ainsi au passif de la machine la dé-
pense du travail qu’elle nécessite de la part du moteur, il est
juste de porter a son actif le travail des résistances qu’elle a
vaincues. En effet, il y a de ce ¢01é effet utile produit; il ¥ a
gain, comme il y a dépense aux points ol sont appliquées les
puissances. Des barres de métal ont é1é ¢tirées, forgées, limdées.
Du grain a été réduit en farine, on a lancé du vent dans un
fourneau pour produire certaines réactions chimiques, on a
élevé des matériaux pesants, etc; et toutes ces opérations se
sont accomplies malgré les forces qui s’opposaient aux mou-
vements que loutil é1ait obligé de prendre, par suite de sa
liaison géométrique avec le récepteur. Le travail de ces forces
résistantes a été vaincy, et on a fait une certaine quantité
d’oucrage qui représente le béndéfice en vue duquel la machine
a ét¢ construite.

Pour bien mettre en relief Vimportance du role que joue
dans une machine quelconque, aussi bien le travail moteur
dépensé que le travail recueilli, nous dirons, au licu de con-
sidérer une machine comme un intermédiaire chargé de trans-
metire elfort du moteur au point-oll est appliquée la ré-
sistance, que la machine a pour effet de transmettre Ie travail
du moteur au point ot I'on a besoin de produire un fravarl
résistant.

Unité de travail.

Quand on considere e travail au point de vue ¢conomigue,
comuie ce qui se paye daus I'industric, on est natureliement

(*, Sealement, le negociant viadise d'habitude du bendtice sur ses opérations,
tandis qu'en Meéeanique ¢’est le contraire, S8i nous considérons ane montre ot
le travail qulon dopense & La remnnter tous des jours, ve travail st plus grand

que celud gue Te vess et vestitue.
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“conduit & estimer équivalents, d'une part le travail de deux
moteurs qui ont fait le méme ouvrage, d’autre part les travaux
résistants correspondants a deux opérations qui, hien que
d’espéce différente, ont été effectuées par une méme dépense
de travail moteur (*).

Partant de 13, on a dd chercher une unité, un étalon com-
mode auquel on pat comparer les quantités daction déve-
loppées par divers moteurs, ainsi qu'une mesure du service
auquel correspond un effort vaincu quelconque.

On a pris pour terme de comparaison le cas ou la foree, soit
mouvante, soit résistante, est celle qui nous est le mieux
connue, celle dont les lois sont les plus simples : la pesan-~
ieur,

Rien de plus facile en effet que d’évaluer numériquement
le travail développé par un corps qui tombe. En effet, faire
tomber un poids de 1 kilogramme d’une hauteur H, ou deux
poids de 500 grammes de la méme hauteur H, c’est iden-
tiquement la méme chose, et ¢’est deux fois ce qui correspond
a la chute d’un seul poids de 500 grammes. Semblahlement,
qu'un poids P tombe d'une hauteur de 2 métres, c'est deux
fois plus d’action dépensée que s'il n’était descendu que
de 1 meétre; done le travail développé par un poids P tombant
d’une hauteur H est proportionnelle au produit PH, et ce
travail sera représenté numériquement par la quantité

PH,

si I'on convient de prendre pour unité de travail industriel
celui qui correspond au cas ou le poids P est égal a 1 kilo-
gramme, ct la hauteur Ha 1 métre. ~

{73 Quand nous avons défini Ia force, nous avons dit que les forees les plus
différentes, quant aux caractérves physiques, doivent, considérées comme causes
de mouvement, ¢tre traitées conume des quantités de meme espéce et compardes
i une unit¢ commaue, parce gu'on peat les remplacer les unes par les autres
dang 'équilibre ou le mouvement d’'un point matériel.

Nous retrouvons ici la meme ¢quivalence au point de vue du travail. Une
machine peut étre plus ou moins bien approprice a I'action d’'un moteur plutot
que d’un autre; mais, en définitive, unce machine & vapeur fera tourner nn
moulin, mouveir unescie, ete., aussi bien qu’uneroue hydraulique oun un moulin
a vent.
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Ceci étant une fois admis pour les travaux développés par
la chute d'un poids, on peut mesurer a l'aide de cette unite
le travail d’an moteur quelconque, par exemple, celui d'un
cheval qui a fait parcourir & une voiture un espace de 5 métres
sur une route donnée, en remplacant le cheval par un poids,
laissant la méme chose s’effectuer, et mesurant le travail déve-
loppé.

La méme unité peut encore servir a comparer les travaux
qui correspondent & l'exécution de deux ouvrages de nature
différente, car, dans I’élévation du poids, on trouvera comme
précédemment que le service rendu est proportionnel & PII,
ou qu'il est égal a PH, si I'on adopte l'unité que nous venons
de définir.

Cette unité de travail industriel porte le nom de kilogram-
meire (*). Estimer une quantité de travail en kilogrammétres,
c’est prendre pour mesure du travail industriel I'énergie de
la force motrice, ou celle de la résistance vaincue, en em-
ployant pour un instant le vieux mot de Jean Bernoulli. Cette
dénomination, assez mal choisie d’ailleurs, a disparu du lan-
gage scientifique, ou plutdt n’y a jamais ét¢é admise, et on dit
aujourd’hui le fravail d’une force, pour désigner la quantité
purement géométrique qu’on obtient en faisant le produit de
I'intensité de la force par la projection, sur sa direction, de
I'espace parcouru par son point d’application. Il est clair qu’a
ce point de vue il v’y a pas d'unité de travail, pas plus qu’il
n’y a d’unité de masse ou d’unité de vitesse. Le produit de
deux facteurs est égal a1, quand chaque facteur est séparément
égal a son unité; c’est la une chose dans laquelle il n’y a rien
d’arbitraire, tandis que I'adoption d’une unité implique né-
cessairement la liberté du choix.

(*) On définit assez souvent le kilogrammeétre en disant que cest le travail
necessaive pour clever 1 kilogramme & 1 metre de hauteur. £n réalité, un
moteur queleonque, pour produire ce résultat, developpera, depensera une
quantit¢ de travail qui variera selon li mani¢re dont il &'y prendra. Cette
quantité, comme nous le verrons, ne saurait descendre aa-dessous de a1 kilo-
grammeotre, et, dans tous les cas, le service rendu, ce qu’ondoit payer i 'homme
qui ¢léve des poids, ou an propriétaire de Ia machine chavgee de cet office,
est proportionnel au produit PH. Tant mieux pour Pouvrier qui exéeute cette
opération dans des conditions plus avantageuses pour Ini gue son voisin.

1. : 10
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Des sources de travall.

Le tempsn’intervient pas dans la définition que nous avouns
donnée du travail. Faire un ouvrage donné en huit jours ou en
quinze jours, ce n’est assurément pas la méme chose, mais on
comprend qu’on puisse mettre a part la question du temps, et
mesurer la quantité d’ouvrage effectué. Le mot de ravail sap-
plique donc a une quantité indépendante de Uidée du temps.

Au contraire, le temps intervient nécessairement dans
Pappréciation d'une source de travail. De méme que nous
estimons la valeur d'une source d’eau au point de vue de uti-
lité publique par le nombre de métres cubes que la source
peut nous fournir en une seconde, de méme nous estimerons
la valeur d’'une machine a vapeur ou d’'un moteur quelconque
agissant d’'une maniére continue, par le nombre de kilogram-
metres que ce motleur peut mettre a notre disposition dans
une seconde.

L’usage ¢établi est de diviser par 75 ce nombre de kilogram-
metres, et de dire que le quotient représente la force de la
machine en chevauz. Cette expression est doublement
vicieuse; d’abord parce qu'elle emploie le mot force dans une
acception qui n’est pas la vraie, ensuite parce u'un cheval
n'est pas réellement capable de développer d’une inanicre
continue -5 kilogrammdtres par seconde. Quoi qu’il en soit,
Punité de source de travail est un agent capable de déve-
lopper celte quantité d'action; on lui donne le nom de chevad-
1}{(p€lll’.

§ H. — Prixcier pu TRAVAIL.

Aprés avoir essayé de faire comprendre I'importance, dans
la théorie des machines, dela quantité géométrique a laquelle
nous donnons le nom de ¢ravail, nous allons préciser algébri-
quement les considérations qui précédent, ct éablir la relation
qui existe, dans toute machine en mouvement, entre le travail
des puissances appliquées a la machine, et le travail des résis-
tances vaincues.

Considérons d'abord le cas d'un point matériel en mouve-
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ment sous laction d’une force F; on a pour i'accéldraiion
totale

s, . dy -
L’accélération mngennelle—l-[ est ta projection de ¥ sur la
C & s

tangente; done ]
% = % cos F,ds,
d’oti
mdy = Fdi cosF,ds.
Or, ona
ds

(1[.

[

Multiplions ces ¢quations membre a membre, novs anyons
(1} me dv = Fds cosF,ds = T,F.

Ainsi, le tracail dlémentaive de la force ¥, appliquée a un
point matériel en mouvement, est égal a la différenticlle

i
de —my2,
2

Cela posé, il est évident que la projection FcosF,ds a une
valeur déterminée en chaque point M de la trajectoire du point
mobile, position définie, comme nous 'avons vit en Cinéma-
tique, par la grandeur et le signe de Parc s qui sépare le
point M de lorigine des espaces; donc FeosF,es est uns
fonction de s, connue ou nons on peut dene concevair qu'on
calcule I'intégrale

)

, ds.FeosF, ds

pav un inter-

i

entre deux positions du mobile M, et M sépardes

valle de temps quelconque ¢, Cest cette intégrale qu'on
appelle le travail total de la force I pendaiit e temps 7, ou
pour le parcours s —s,. On pent ainsi mettre Vintégrale de
Péquation (1) sous la forme

{2} T - ! HEot— )

o L
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Or, le produit me*® a recule nom de force vive. Donc :

Turorine. — Pendant un lemps quelcongue, le travail de la
résultante des forces qui agissent sur un point matériel (oula
somme des travaux de toutesles forces directement appliquées
@ ce point) est égal au demi-accroissement de la force vive de
ce point matériel. .

En considérant le point dont la masse est m comme faisant
partie d’un systéme matériel quelconque, il y a lieu, comme
on sail, de distinguer, parmi les forces appliquées a ce point,
les forces F, qui sont extéricures au systéme, et les forces que
nous appelons intérieures. Alors, en faisant la somme des
équations telles que (2), nous aurons 'expression analytique
générale du théoréme du travail pour un sysiéme matériel
quelconque,

(3) zémc'f-—Zémvﬁ:ZTFﬁ‘—ZTf.

On appelle force vive totale du systéme la somme des forces
vives des divers éléments de ce systéme, et 'on énonce 1'équa-
tion (3) de la maniére suivante :

THEOREME GENERAL. — Dans {out systéme matériel en mouve-
ment, le demi-accroissement de la force vive totale est égal i
la somme des travaux des forces, lanl intérieures qu'exté-
rieures, appliquées aux différents points de ce systéme.

Ce qui fait Te grand intéréL de ce théoréeme, ¢’est qu'il peut
étre démontré, comme nous 'avons fait, avant d’avoir abordé
la Dynamique. L’équation que I'on trouve ainsi, presque sans
calcul, et qui établit une certaine relation entre les forces
appliquées & un systéme quelconque et les vitesses des dil-
férents points en mouvement, cette équation, dis-je, est sul-
fisante pour établir la théorie des machines.

Nous allons, en effet, montrer que, queclle que soit la con-
stitution intime d’'une machine, quel que soit le moteur qui
Tai soit appliqué, et 'ouvrage qu’elle est appelée a exéeuter,
il existe des régles générales, qui sont vraies pour toutes les
machines imaginables, et dont la connaissance est absolument
indispensable aux mécaniciens de tous les ordres. Ces regles



CHAPITRE I. — TRAVAIL DES FORCES DANS LES MACHINES. 149
s¢ déduisent toutes de notre équation (3). Nous n’épuise-
rons pas d’ailleurs, en ce moment, toutes les conséquences
renfermées dans cette équation, et nous exposerons seule-
ment ici les points les plus importants de la théorie des
machines, en réservant pour la partie du cours consacrée a la
Dynamique proprement dite I'étude des phénomeénes les plus
délicats.

Quand nous avons étudié les machines en Cinématique, en
nous bornant au point de vue purement géométrique, nous
avons reconnu dés I'abord une immense variété de méca-
nismes, différant les uns des autres par la nature des ¢léments
employés (solides, liquides, gaz, cordes ou courroies, etc.),
par la disposition des organes, enfin et surlout par la nature
de Peffet final, c’est-a-dire du mouvement géométrique pro-
duit. '

I est résulté de la un certain embarras pour la classification
et I'énumération de tous ces engins. Quant a leur théorie
géométrique, nous avons dd nous borner a donner quelques
théorémes plus ou moins généraux, et chaque question parti-
culiére doit étre traitée d’'une maniére distincte par le moyen
des procédés et des ressources de la Géométrie ordinaire et de
la Géométrie analytique.

Au contraire, dés que nous nous proposons de rechercher
cominent ces organes si différents recoivent et transmettent
Paction des divers moteurs que la nature met si libéralement
a notre disposition, tout s’éclaircit, se simplifie, s’unifie. La
théorie de toutes les machines sc réduit au théoréme unique
que nous venons de démontrer.

§ TM. — THEORIE DE LA TRANSMISSION DU TRAVAIL DANS LES
MACHINES.

Reprenons notre ¢quation (3), et, parmi les travaux de
toutes les forces dont la somme algébrique figure au deuxiéme
membre, désignons par T, le travail moteur recu par la
machine pendant la période que I'on considére, ¢’est-a-dire la
somme de tous les travaux élémentaires positifs, et par T, le
travail résistant, ¢’ est-a-dire la somme, prise positivement, de
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tous les travaux élémentaires négatifs. Nous écrirons alors

. \ I o 1 w . "
N —my* — —-me: =T, —T,.
\*, o 9 G

La machine étant supposée a liaisons complctes, ce qui est
le cas le plus général, les rapports des vitesses de tous les
points sont déterminés par des lois purement géométriques,
que nous avons ¢tablies dans la Cinématique. Par suite, les
vitesses des différents points s'expriment en fonction des
coordonnées qui fixent la forme et la position du systéme, et
de la vitesse d'un seul point choisi a volonté. L’équation (4
donne cette derniére vitesse a un instant quelconque, si l'on
connait pour cet instant la somme des travaux de toutes les
forces, a partir d’'un instant initial arbitraire.

Pour étudier au moyen de cette équation les circonstances
principales de la marche d'une machine; nous distinguerons
les trois périodes suivantes.

Previgre PEriODE. — Mise en train de la machine.

Considérons le moment ou, la machine étani en repos, on
commence a lui appliquer l'action de son moteur.

La machine se met en marche, surmonte les résistances
qui lui sont appliquées, accomplit un certain travail, et en
méme temps, comme condition nécessaire de son fonctionne-
ment, elle fait prendre a ses piéces des vitesses qui générale-
ment doivent étre maintenues dans de certaines limites pour
que la besogne soit bien faite.

Pour cette premiére période; I'équation doit s’écrire

1 o .
E -—mvr=T,—T,,
2

puisque les vitesses initiales des diverses parties de la
machine, représentées d’une maniére générale par ¢, sont
toutes nulles.

De la nous tirons

4 ad Et 1 .
(7} =1, — E = mes
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Done, dans cette premiére période, le travail résistant vaineu

par la machine est plus petit que le travail moteur, ct il fui
est inférieur d’une quantité .

1 o
— 2 my?,
2

égale a la demi-somme des forces vives acquises par les diffé-
rentes pieces de la machine.

Si donc le travail résistant qu’il s’agit de vainere est constant
dans Punité de temps, il faudra, dans cette premiére période,
développer un travail moteur plus considérable que ce travail
résistant.

§'il s’agit d’'un moteur animé, il faudra donner un coup de
collier; s'il s’agit d’une machine hydraulique ou a vapeur, le
mécanicien qui la conduit devra donner plus d’eau a la pre-
miére, plus de vapeur a la seconde, et cela jusqu’au moment
ou, la machine ayant atteint sa vitesse normale, le travail va
devenirrégulier.

Druxikve perIODE. — ZTravail normal.

Au point de vue du travail normal, on doit distinguer trois
classes principales de machines.

1° Pour celles de la premiére classe, le mouvement, une fois
réglé, est uniforme. Tels sont les moulins & blé, les métiers
mus par une roue hydraulique, et un grand nombre d’autres
machines, caractérisées en général par cette circonstance, que
loutes les piéces, sauf peut-étre quelques organes accessoires,
possédent un mouvement de rotation continu et uniforme.

Une fois ces machines arrivées a leur vitesse de régime, leur
force vive ne varie plus d’une maniére sensible, et 'on a pour
un intervalle de temps quelconque

T,—T,— o.

2° Dans les machines de la deuxiéme classe, le mouve-
ment des diverses piéces, pendant la marche réguliére, s'accé-
lére et se ralentit alternativement, mais de telle maniére que
la vitesse de chacun des points de la machine reste toujours
comprise entre certaines limites, et que la vitesse de tout le
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systéme se retrouve identiquement la méme, a des intervalles
réglés. C’est ce qu’on observe par exemple dans les pompes,
les machines & vapeur, les souffleries, cte.

Considérons des époques correspondantes de ces intervalles
successifs, de ces périodes de temps, tours ou révolutions qui
se succedent, et qui sont tetles, qu'au commencement cta la
fin de chacune d’elles les vilesses des diverses parties sont les
mémes: il est clair que si Pon applique Uéquation du travail,
qui a licu pour un intervalle quelconque, depuis le commen-
cement jusqu'a la fin de cette période, le premier membre de
I’équation générale est égal & zéro, et par conséquent le second
I'est aussi; donc le travail moteur T, développé pendant une
période, ou pendant un nombre quelconque de périodes, est
égal au travail résistant vaincu T,.

Ainsi, quoique T, et T, ne soient pas égaux pour chaque
élément de temps, I'égalité de ces quantités peut étre regardée
comme existant en moyenne, pendant toute la durée de la
marche régulicre de la machine. On peut done écrire, pendant
toute la durée du travail normal de la machine, I’équation
(2) T, =T.,.

3o Cette relation serait encorc trés-approximative quand
méme le mouvement de la machine ne présenterait pas une
périodicité régulierc, comme dans les locomotives, par
exemple, et dans beaucoup d’autres machines. En effet, si
nous considérons deux instants s¢parés par un intervalle suf-
fisamment grand, il est bien évident que la force vive ne
saurail croitre au dela d’une certaine limite, et que par consé-

quent la quantité
I ., I .
2 : ne- — Z . He s,

si elle ’est pas nulle, ne peut dépasser une certaine limite po-
sitive ou négative, plus ou moins élevée, selon les cas, mais
toujours bien déterminée.

Au contraire, la machine ne cesse pas de vaincre des résis-
tances, cl par conséquent de consommer du travail moteur;
done, les deuxtermes T, et T, croissent tous les deux et peu-
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vent dépasser une grandeur quelconque assignée a l'avance,
pourvu que I'on considére un temps suffisammentlong.

Or, V'équation du travail nous apprend que la différence entre
ces deux termes conserve une valeur toujours assez petite; on
a done, avec une faible erreur relative,

T,=T,.

Done, en général, on peut dire que, pendant la marche nor-
male d’'une machine quelconque, il y a égalité entre le travail
moteur développé et le travail résistant vaincu. Ce résultat est
indépendant de la vitesse de la machine.

TroisiEME PERIODE. — A r1él de la machine.

Supposons enfin que nous cessions de fournir du travail
moteur a la machine. Les résistances continuant a agir, le
mouvement se ralentira peu a peu, pour cesser au bout d’un
certain temps. Nous avons pour la période d’arrét de la

machine I'équation
. L
— T, =— E — e,
2

les vitesses finales étant toutes nulles, et les vitesses initiales -
étant précisément celles de la fin de la premiére période,
lesquelles se sont conservées sans altération pendant toute
la durée de la seconde, comme il a é1é expliqué. On déduit
de 1a

. \ L4 1 w
(3) T.— E — 1,
9,

Le travail résistant qu'on produit ainsi sans dépenser de
travail moteuar est précisément égal au travail moteur dépensé
en trop dans la période de mise en train.

Théoréeme de la transmission du travail.

Faisons la somme des trois équations obtenues séparément,
nous aurons en définitive

D Tu= 3T,
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De telle sorte que, quelles que soient les variations du mou-
vement de la machine, le travail développé par les forces
mouvantes qui lai soni appliquées pendant tout le temps
gquelle est en marche est toujours ¢gal au travail développé
dans le méme temps par les forces résistantes.

Ce théoréme remarquable est connu sous le nom de #héo-
reme de la transmission du travail.

Il consiste essentiellement en ce que, quelles que soient la
multiplicité et la disposition des organes d’une machine
(toutes choses qui permettent de modifier d’'une manicre
véritablement merveilleuse la direction, la grandeur et le
mode d'action d’une force quelconque, en méme temps que
les vitesses des différents points soumis a cetie action), il y a
pourtant une chose sur laquelle nous n’avonsaucune influence,
c’est la quantité de travail a développer; cette quantité doit
toujours étre rigoureusement égale au travail des résistances
a vaincre (*).

(*) Cestee que le P. Mersenne fait parfaitement sentir dans le petit ouvrage
déja cité a U'oceasion de la théorie des machines en équilibre :

« Avant que d’entreprendre la spéenlation des instruments de la Méchanique,
il faut remarquer en général les commodités et les profits que Von peut cn
tirer, afin que les artisans ne croient pas qu’ils puissent servir aux opérations
dont ils nc sont pas capables, et que I'on puisse lever de grands fardeaux avec
peu de force; car la nature ne peut étre trompee ni céder a ses droits, et nulle
résistance ne peat etre surmontée que par une plus grande force. » Nous
dirions aujourd’hui, pour ¢tre plus corrects : gue par une force développant un
travail [)/ux grand.

n .. 1l faut done ici considérer quatre choses, i savoir : le fardean que Von
veut transporter d’un lienw & un autre, la force qui doit le mouvoir, la dis-
tance par laquelle se fait le mouvemeat, et le temps dudit mouvement, parce
qu’il sert pour en déterminer la vitesse; ... de sorte que si 'on suppose telle
résistance, telle force et telle distance déterminée que T'on voudra, il 0’y a
nul doute que la foree requise conduira le fardeau a Ja distance donnée, quoy
que ladite force soit trés-petite, pourvu que l'on divise le fardeau en tant de
parties que la force puisse en mouvoir une, car elle les transportera toutes les
unes aprés les autres; d’ou il s’ensuit que la moindre du monde peat trans-
porter tel poids gue 'on voudra.

» Mais Pon ne peut dire & la fin du transport que I'on ayt remué un grand
fardeau avec peu de force, puisqu’elle a toujours esté égale & chaque partie du
tardeau : de maniére que Ion ne gaigne rien avee les insteuments, dCautant que
si 'on applique une petite force & un grand fardeay, il faut beaucoup de temps,
et que si 'on veut le transporter en peu de temps, il faut une grande force.....
» Néanmoins les machines sont utiles pour mouvoir de grands fardeaux tout
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Forme définitive de Uéquation du travail.

Le théoréme fondamental de I'égalité entre Ie travail moteur
et le travail résistant n’est vrai que si I'on a soin de tenir

compte,dans 'évaluation de ce dernier élément, des résistances
de toute nature qui tendent a s’opposer au mouvemcent de la
machine. Or, au point de vue économique, industriel, il ¥
lieu de diviser ces résistances en deux catégories bien
distinctes, comprenant :

D’unce part, les résistances utiles, ¢’esi-a-dire celles qui
correspondent a 'ouvrage méme que la machine est destinée
a exécuter.

D’autre part, les résistances qui se développent dans’ la
machine par suitle de son mouvement (comme les frottements
entre les piéces solides dont la machine est formée), résistances
qui n’ont rien de commun avec le travail en vue duquel la
machine est employée; elles sont désignées sous le nom de
résistances passives {* ).

Soit Tle travail des résistances utiles, T, celui des résistances

passives, on a
T.=T+ Ty,

d’un coup sans les diviser, parce que 'on a souvent beaucoup de temps et peu
de force; c’est pourquoy la longueur du temps récompense le peu de foree.
Mais celuy-la se tromperait qui voudrait abréger le temps en n’usant que d’une
petite force, et monstrerait qu’il w’entend pas la nature des machines, ny la
raison de leurs effets, ete.

» Or, il faut conclure de tout ce discours que lon ne peut rien gatgner en
Sorce qi’on ne le perde en temps, ete. »

{Les Méchaniques de Galilée, chap. 9%, De I’ I[[I{I[F des machines.,

I} est impossible de mieux faive ressortiv Pimportance capitale de ce grand
principe, que Pobservation attentive retrouve dans toutes les machines, et qui
constitue tout ce qu'il faut ajouter aux considerations de Géométrie pure pour
avoir la théorie compléte d’une machine queleonque.

(*) Ces résistances sont doublement nuisibles, d’abord parce qu’clles con-
somment inutilement du travail moteur, ensuite pavee que ce travail absorbé
devant toujours se retrouver balancé dans le budget d’'une machine par une
quantite ¢quivalente de résistances vaineues, et se trouvant complétement perdu
pour Yeflet utile, est employe¢ uniquement i user les diverses picees, a ¢chautier
les organes ou & développer des vibrations qui se transmettent aux supports et
nuisent & la régularité du travail de Voulil.
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et 'on écrit ordinairement I’équation du travail sous la forme

1 I . . . .
2 5 net ~2 3 me; =T, —T— II;,
d’ou nous tirons
. = 1 ] i
T=T,—T,— Z— nw-’—-Z— nw;)a
2 2

équation qui, si Ion considére un intervalle de temps sulfi-
samment grand, se réduit, comme nous I'avons vu, a

'[ == Tm - ]‘])'

Le travail utilisé par la machine est done toujours inférieur
au’ travail moteur dépensé, puisqu’il est égal a ce dernier,
diminué du travail des résistances passives.

Du rendement d’une machine. — On appelle effet utile, ou
rendement d’une machine, le rapport du travail utilisé au tra-
vail dépensé, c’est-a-dire la fraction

T T.—T, T,

T, 1, 1,

Cest 1a 'élément le plus important qu’on ait a considérer
dans les machines, quoique cependant ce ne soit pas le seul:
car d’'autres choses, telles que la facilité de déplacement de la
machine, la perfection du travail, 'économie de frais de con-
struction et d’entretien doivent entrer en ligne de compte.

Le rendement d’une machine s’exprime par une fraction
donnée ordinairement en centiémes, dont la grandeur per-
mettra d’apprécier la bonté de la machine et Uimportance des
perfectionnements qui restent a faire.

Disons dés maintenant qu’'on estime comme cxcellentes,
sous le rapport de l'effet utile, celles qui rendent en travail
les 0,50 ou 0,60 de la quantité d’action absolue dépensée par

‘*Y Le rendement st égal ar — %, de sorte que la détermination de cette
e
quantit¢ exige que nous étudiions d’une maniére complete les ditférentes causes
des résistances passives qui diminuent ce rendement et le rendent plus ou moins
inférieur a Punité.
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le moteur, ¢t qu'il en existe un grand nombre, précisément
celles qui se distinguent par la complication et la multiplicité
1

des rouages, qui ne rendent pas méme %; ou ; de cette quan-
tité d’action.

§ IV. — ETUDE D’UN AVANT-PROJET DE MACHINE.

Les considérations qui précédent suffisent pour faire com-
prendre la marche a suivre quand il s’agit d’arréter sommaire-
mentles éléments principaux d’'une machine, d’en faire I'avani-
projet.

Du moteur. — Connaissant la quantité de travail résistant
qui doit étre vaincue dans P'unité de temps, on connail par
cela méme la quantité de travail moteur a développer dans le
méme temps, c’est-a-dire la force de la machine en chevaux.
Le nombre qui correspond au travail des résistances utiles
devra étre multiplié par un certain coefficient, inverse de celui
que nous avons appelé le rendement.

Quant & la pature du moteur, au point de vue méecanique
elle est indifférente ; ¢’est uniquement aux conditions écono-
miques spéciales dans lesquelles on se trouvera placé quon
devra faire appel pour fixer son choix entre les divers moteurs
dont on peut faire usage.

Du récepteur. — Les récepteurs sonl les premieres picees
mobiles qui fassent partie de la machine proprement dite : ils
sont en liaison directe avec le moteur d’'une part, avec la trans-
mission de 'autre.

Pour chague moteur en particulier, il faut étudicr les divers
récepleurs connus. Cette étude se fait dans tous les cours de
Mécanique; elle détermine les appareils qui doivent &tre con-
damnés d’unec maniére absolue, et ceux parmi lesquels on
pourra choisir suivant les cas ¢t qui permettent le mieux a
Pagent moteur de développer son action en raison de sa nature
et de sa qualité.

Ce n'est pas tout : le choix du récepteur une fois arréte,
nous verrons (u’il existe pour chacun de ces organes une vi-
tesse de régimre, une allure normale dont il n’est pas possible
de s’écarter beaucoup, sans diminuer, en général, notablement
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le rendement de la machine. La vitesse durécepteur peut done
étre considérée comme ronnue @ priori, indépendamment de
la machine & mettre en mouvement et de Pouvrage a faire.

De Uopérateur. — De méme Voutil & employer, la vitesse
avec laquelle il doit fonetionner sont deux choses déterminées
par la considération de I'économie du travail, mais surtout
par celle de la bonne exécution de Pouvrage; dans tous les
cas, par des considérations dans lesquelles wentre pour rien
le reste de la machine. L’étade des machines-outils doit étre
A peu prés réservée aux praticiens.

De la transmission. — Nous avons déterminé séparément la
vitesse du récepteur et celle de Poutil, le role de la transmis-
sion est d’établir entre ces deux organes un rapport de vitesses
égal au rapport fixé dans 'avant-projet. Les ressources offertes
par la Cinématique pour résoudre ce probléeme peuvent étre
considérées comme indéfinies, et Pon n’aura pour ainsi dire
jamais a se préoccuper de cela dans Ja fixation des vitesses
les plus convenables pour le récepteur et pour Poutil.

Cest dans la transmission de mouvement (que réside Putilité
de la machine : on peut, au moyven d’organes convenablement
disposés, transformer ct moditier de mille manieres le travail
fourni par un moteur quelcongue. Cependant il ne faut jamais
abuser de ces organes (ui, en méme temps u'ils facilitent la
distribution du travail, augmentent les résistances passives, et
par conséquent diminuent le travail utilisé.

Du mouvement uniforme (*).

Nous avons vu que, dans la plupart des machines, le travail
moteur n’est pas & chaque instant ¢gal au travail résistant cor-
respondant. Tantot il le surpasse et tantdt il en est surpassé;
par suite, 12 machine s’accélere et se ralentit périodiquenent,
de maniére a gagner ou a perdre dans un- temps donné une
quantité de force vive précisément égale au double de Iexces
positif ou négatil du travail moteur sar le travail résistant pen-
dant le méme temps.

{*) Ge paragraphe est extiadt, pour La plus grande pactie, des Locons profes-
sces par M. Poneclet i VEcole d"Application de Motz.
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Or, il est généralement important, quand une machine est
destinée & marcher pendant un temps un peu long, que son
mouvement s’écarte le moins possible de I'uniformité.

En effet, dans les machines qui possedent le mouvement
uniforme, et ou les puissances et les résistances agissent d’unce
manierc continue et avee la méme intensité d’action, les piéees
se conduisent toujours de la méme manicre et demeurent sans
cesse en contact, sans éprouver aucune secousse nuisible, au-
cun changement brusque de vitesse ; et comme les quantités
d’actions élémentaires recues et transmises par chacune d’elles
sont égales et constantes, ou qu’il y a équilibre a chaque instant,
de méme que pour la machine entiére, les chances de destruc-
tion sont moindres et I'on peut apprécier dans chaque cas les
efforts supportés et la solidité maximum qui convient.

De plus, comme il existe pour chaque moteur une vitesse
du point d’application qui rend le travail communiqué a la
macnine un maximum, et que la qualité et la quanatité da tra-
vail des outils dépendent aussi de leur vitesse ct surtout de
la constance de cette vitesse, on voit que le cas le plus avan-
tageux possible sera celui ot les vitesses des piéces extérieures
de la machine seront telles que le réclame chaque genre de
moteur ct de travail, et resteront invariables pendant le mou-
vement aussi bien que celles des picces intermédiaires.

Dans les machines dont le mouvement est variable d’une
maniere sensible, le contraire de tout cela a licu, sans compter
les autres inconvénients qui peuvent y étre attachés. Ainsi,
par exemple, il pourrait arriver que le mouvement ne pai
aucunement naitre ou s’entretenir, parce que, Paction du mo-
teur étant intermittente, il ¥ aurait des instants ou celle-ci
ayant toute sa valeur tandis que Pautre a atteint le maximum
de la sicune, le mouvement de la machine ne pourrait s’entre-
lenir au passage de ces points morts.

Méme en supposant que le mouvement puisse naitre et s’en-
tretenir, il n’en résulte pas moins de son ¢tat variable que Ia
machine ne travaillera pas sous les conditions les plus avanta-
geuses possibles, et que ses différentes piéces éprouveront
des secousses, des pressions et des dépressions qui altéreront
leur constitution et absorberont inutilement une poriion du
travail moteur.
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D’aprés ces divers inconvénicnts du mouvement varié, i|
semblerait qu’on duat y renoncer dans toutes les applications i
I'industrie et se borner uniquement aux moyens qui permettent
I'uniformité rigoureuse du mouvement, ce qui réduit & n’em-
ployer, méme pour le récepteur ct Voutil, que des piéces de
rotation, des courroies sans fin, et a proscrire toute action
intermittente de la part du moteur ou de la résistance. C’est
a quoi tendent tous les efforts des bons constructeurs et des
mécaniciens instruits; mais, quoiqu’on ait résolu la question
pour plusieurs machines importantes d'une maniére suffisam-
ment approchée, il n'y a pas d’espoir qu’on puisse le faire pour
toutes. La nature du moleur et du travail a faire, souvent méme
des circonstances de localité, et principalement trop de sujé-
tion dans I'exécution matérielle, trop de dépense, s'opposeront
a ce qu'on atteigne le but d’une maniére satisfaisante; du
moins on doit chercher a s’en approcher le plus possible dans
chaque cas particulier.

Pour cela, on doit d’abord chercher a supprimer aulant
que possible les causes du mouvement variable, c’est-a-dire
rendre aussi uniformes que 'on pourra l'action de la puis-
sance et celle de la résistance; et dans le cas ou cela ne sera
pas possible, faire en sorte que les variations de ces deux
quantités soient corrélatives, de maniére que, dans un temps
donné, il y ait toujours égalité entre le travail moteur et le
travail résistant.

Outre les deux causes de mouvement variable que nous ve-
nons de signaler, il en existe une troisieme correspondant a
la distribution dissymétrique des piéces un peu massives qui
entrent dans la composition de la machine.

Considérons les roues non centrées, les pieces amouvement
alternatif rectiligne ou circulaire : elles ont un double effet
nuisible dans les machines.

t° Le poids de ces piéces produit alternativement un travail
positif et négatif, selon que leur centre de gravité s'¢leve ou
s’abaisse, et le terme correspondant, en s’ajoutant ainsi tantot
au travail moteur, tantdt au travail résistant, ajoute un nouvel
élément aux causes d’irrégularité inhérentes a la natare méme
de la puissauce et de la résistance.

2° La présence de ces mémes piéces se manifeste encore
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par une autre inflaence bien plus nuisible, en ce sens qu’elles
introduisent dans I'expression de la force vive du systéme des
termes variables dont leffet perturbateur croit rapidement
avec la grandeur des masses mises en jeu, et plus rapidement
encorc avec la vitesse dont ces masses sont animées.

La science du mécanicien est de faire en sorte que ces di-
verses causes d’irrégularité se combattent mutuellement et se
compensent le plus exactement qu’il est possible. Quand on a
épuisé tous ses moyens d’action dans cette voie, il faut du
moins faire en sorte que les excés périodiques du travail mo-
teur sur le travail résistant et du travail résistant sur le travail
moteur ne se¢ traduisent pas par une trop grande accélération
suivie d’un retard du méme ordre de grandeur. On arrive a ce
résultat par P'emploi des volants.

Des volants.

Un volant est une grande roue fixée a I’'un des arbres wour-
nants de la machine, et préférablement a Pun de ceux dont ke
vitesse est le plus considérable. Pour bien nous rendre compte
du mode d’action d’un volant, faisons abstraction des masses
des autres pieces de la machine, et supposons que, peadant
un intervalle de temps déterminé, il y ait un certain exces du
travail moteur sur le travail résistant.

aprés ce que nous savons, la force vive du volant recoit
pendant le méme temps un accroissement numeériguement et
algébriquement égal au double de cet exces. Or, si I'on assi-
mile ce volant & un anneau dont la masse est M et dont le
rayon ¢st égal & R, on aura pour la force vive du volant, » ¢tant
la vitesse angulaire de arbre,

MR,

el pour Vaccroissement de cetie force vive, pour un accrois-
sement o’ — » de vitesse,

MR —a) = MR (o 4+ 0 ) (0 — o).

On voit que, la variation de force vive ¢tant donnéc, lo diffe-
i . 11
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rence » — m sera d'autant plus petite que les trois autres fae-
teurs seront plus grands, d'ou on conclut que :

Lnovolant est d’auiant plus puissant qi’il a une plus grande
masse et un plus grand rayon el qiil lourne avec une vilesse
angulaire plus considérable.

La quantité MR® s’appelle le moment d’ineriie du \013111

Nous verrons plus tard la théorie des volants. Dés a prés
on peut observer que ces appareils servent 2 resserrer wn{re
des limites convenables les variations de vitesse d'une ma-
clhiine, Ce sont, suivant Uexpression usuelle, des résercoirs de
Force vive ou de travadl, Vemmagasinant quand la force mo
trice Pemporte, la restituant lorsque la résistance devient
prédominante, 1o tout sans varier beavcoup de vitesse,

Dans tout eeci, nous avons supposé¢ la machine réglée de

nicre que son mouvement se compose de périodes régu-
lieres pendant chacune desquelles le travail moteur soit dgal
au travail résistant,

Ceci exige ¢videmment que, da moment que la vitesse nor-
male est atteinte ou que la premiére période est terminée, on
change e mode d'action du moteur de manicre a lui faire dé-
velopper moins de travail dans Punité de temps (1a résistance
gtant supposce constante ; que gquand ce moteur avail non-seu-
lement & vainere la résistance, mais 4 faire acquériv & la ma-
chine sa fuice vive normale.

Les mioteurs animés se régient deux-mémes; les auires
¢uigent ordinairement Uintervention d'un mécanicien. Cetle
iniervention ost aussi indispensable quand il arrive acciden-
te'lv'nent un aceroissement ou une dimination de travail

ésistant, distincte des variations qui se produisent régulicre-
meng par suite de la périodicité du mouvement. Bans ¢
Te volant a bien pour eflfet 'ecropéeher que cetle v -iulum
aitere trop notablement fa vitesse du eégime, mais il 2'en cst
pas moins vral que cetie vitesse serait changdée pour na temps
assez long, jusquia une perturbation en sens contraire don il
est impossible de })10\011 Iépoque, sile mécanicien n'inler-

venait pas pour rétabliv Végalité troublée entre le travail mo-
teur et le travail résistant.

Nous verrons aussi qu’il existe certains appareils dits rége-
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lateurs, au moven desquels une machine quelcongue régle
d’cle-méme ta quantité de travail moteur qu’elle doit dépen-

er, demanicre & maintenir sa vitesse dans de bonnes lites.

Impossibilité du mouvement perpétuel.

On rcconnatt par la combien est grande Perreur de ceux qui
cherchent le ouvement perpétuel, c’est-a-dire qui se pro-
posent de trouver une machine a l'aide de Jagquelle on puisse
produire du travail utile sans dépense de travail moteur, ou
au moins produire une (uantité de travail utile plus grande
que la quantité de travail moteur dépensée. L'8tude des solu-
tions proposcées est assez curicuse. Beaucoup dentre elles
consistent a {ournir & la machine une certaine force vive plus
ou moins considérable, en dépensant une certaine guantité de
travail moteur. Ou emploie un volant trés-lourd qui peut, en
se ralentissant, ¢’est-a~dire en perdant sa force vive, restituer
une partie du travail moteur qu’il a recu ot surmonter des ré-
sistances tant qu’il lui restera de la force vive.

FYai dii que le volant ne restitue qu'une partie du travail
qu'on a dépensé pour le mettre enn mouvement. Eu effet, c’est
un banquier toujours disposé & éehanger du travail contre de
la force vive, ¢t inversement; mals, sous prétexte de résis-
tances passives, il ne mangue jamais de retenir lant pour 100
sur chagque opération, de sorte quil ne faut jumais recourir a
son ministere que quand il est impossible de fuire autrenient.

Muais, dans tous les cas, e travail que ta machine peut vainere
a toujours une limite qu'en ne saurait « d¢passer, limite mar-
quée par la demi-force vive acguise, c¢'est-a-dire par le wavail
moteur primitiversent dépense,

On cmploic daillewrs avantageusement une disposition de
ce genre quaind on veutl, au moyen d'une puissance médiocre,
surmonter une résistance tres-considérable, mais qui ne
s'exerce que pendant un temps tres-court. Exemples @ balan-
cier & battre Ia monnaie, presse a timbre see, etc.

Dans ce cas, Vaddition d'un volunt permet d’accumuler dans
la machine en mouvement une force vive counsidérable, sans
qu’il se produise en méme temps une grande vitesse qui serait
nuisible a Paction du moteur; et lorsque la résistance se¢ pré-

Ir,
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sente, la machine la surmonte en vertu de la force vive quelle
possede.

Le volantfonctionne dans ce cas comme une caisse d’épargne;
mais il ne faut pas oublier qu'en général ces appareils sont forg
lourds et qu’ils augmentent dans une forte proportion les ré-
sistances passives de la machine. La tendance est aujourd’hui
de les réduire autant que possible en régularisant séparément
I'action de la puissance et celle de la résistance. On a ainsi
Pavantage de pouvoir, en cas de danger, arréter presque instan-
tanément la machine qui n’est pas animée d'une force vive
bien considérable.

Mais revenons au mouvement perpétuel.

D’autres machines sont plus ingénieuses; elles mettent en
jeu les agents naturels les plus divers, les ressorts, le calo-
rique, I'électricité, le magnétisme; le plus fort peut s’y laisser
prendre. Mais des qu’on sapercoit qu'une combinaison quel-
conque conduit au mouvement perpétuel, si bien déguisé qu’il
soit, il faut s’empresser de condammer le tout sans appel.

Cest méme une méthode, sinon bien philosophique, du
moins parfaitement stire, suivant moi, que celle qui consiste a
démontrer certaines lois physiques assez difficiles a ¢tablir
expérintentalement, en faisant voir que leur négative condui-
rait nécessairement au mouvement perpétuel. On peut ainsi
partiv de Pimpossibilité du mouvement perpétuel comme
d’un axiome tres-commode dans un grand nombre de cas.
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CHAPITRE 1II.
DES RESISTANCES PASSIVES.

Les résistances passives sont des résistances qui se rencon-
trent nécessaircment dans toutes les machines en mouvement,
comme une conséquence des conditions générales dans les-
quelles une machine quelconque se trouve. On peut les rat-
tacher aux deux classes suivantes :

1° Les résistances qui proviennent de la présence de lair
dans lequel se meuvent les diverses piéces, et des supports
considérés comme fixes, avec lesquels ces piéces mobiles sont
en contact. D'une part, la machine communique au fluide
ambiant une certaine quantité de force vive aux dépens de la
sienne propre ou du travail moteur qui est obligé de 'entre-
tenir; d’autre part, les supports, qui ne sont jamais absolu-
ment inébranlables, détournent aussi a leur profit, ou plutdt
a leur détriment, une certaine quantit¢ de force vive sous
forme de vibrations qui se propagent de proche en proche et
vont se perdre dans la masse de la terre.

2° Pans Fimmense majorit¢ des cas, la plus grande partie du
travail perdu provient de la résistance spéciale qui a recu le
nom de frottement, et de ses congénéres.

On comprendrait difficilement Pexistence de ces forces si
les solides étaient absolument invariables; mais il n’en est
point ainsi. Les solides se déforniem, méme sous linfluence
des forces dont ils subissent I'action dans une machine hien
conduite ; et cette déformation ne peul s’accomplir que sile
travail d’'un effort moteur quelconque a surmonté le travail
des forces intérieures qui agissent surles molécules du solide
dans son état normal.

Nous avons vu que la somme des travaux des forces inté-
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ricares, dans un sysiéme quelconque, se composait de termes

de la forme
f filr,

S représentant Pintensité de la force qui s’exerce entre deux
points mobiles, et drla variation de la distance de ces deux
points.

Il y a trois cas limites tout a fait théoriques pour lesquels ce
terme est nul : 1° le cas des corps parfaitement solides, parce

que dr=o et par suite fﬂlr: o; 2° le cas des corps liguides

regardés comme incompressibles et sans cohésion, parce qu’a-
lors s’ils sont comprimés dr = o; s'ils ne le sont pas, f=o, et

dans les deux cas, f dr—o0; 3» lc cas des corps parfaitement

¢lastiques. En effet, le travail résistant produit par laction
d’un corps sur un corps élastique est toujours détruit par le
travail de signe contraire que produit ce corps en reprenant
sa forme primitive. Ces trois cas étant absolument théoriques,
nous aurons toujours des résistances passives dont nous de-
vons étudier I'action.

Nous commencerons, dans ce Cours de premiere année, par
le frottement, la résistance au roulement et la roideur des
crordes; dans le Cours de la seconde année, nous terminerons
cette théorie par I'étude du choc et par celle de la résistance
des milieux.

§$ V. — Lois pr FROTTEMENT.

L’expéricnce prouve que, cuand un corps est appuyé sur
un plan, et qu'on cherche, en exercant un effort tangentiel,
a faire glisser le corps sur le plan, il faut pour cela une force
supérieure a une certaine limite déterminée dans chaque cas.
De méme, lorsque le corps a commencé i glisser sur fe plan
(ui le supporte, on a besoin, pour entrc¢tenir son mouvement
uniforme, de lui appliquer constamment une certaine force
de traction, sans quoile corps ne 1arde pas & sarréter.

Considérons le corps au momnrent ot il est équilibré sous
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Pinfluence d'ane force qui appuie surle plan P, et d'un effort
tangentiel F ( fig. 56). La réaction du plan doit étre ¢égale et
opposcce a la résultante de ces deux forces. Done ce plan,
outre la réaction norimale ue nous avons considérée seute
jusquici, est susceptible d’exercer sur les corps une réaction
tangentielle qui est connue sous le nom de frotiement.

La cause physique du frottement est probablement la de-
formation naturelle cui se produit sur les deux corps en con-
tact sous Uinfluence de la pression normale P. Le contact des
deux corps ne s’effectue plus alors suivant une surface plane.
L’effet de la force F, tant qu’elle reste au-dessous d'une cer-
taine limite, est de faire varier la déformation de maniere a
déterminer une certaine inclinaison de la réaction du plan
sur la normale. Si Pon augmente progressivement cette
force F, équilibre ne scra plus possible et le mouvement
arrivera a se produire.

L’équilibre d'un solide naturel posé sur un plan, sous l'in-
fluence des forces I, P et de la réaction R, est d’'un genre tout
particulier et différe essenticllement de I'équilibre tel que
nous Pavons considéré jusquwici. Il n’y a plus, a proprement
parler, d’équations d’équilibre, du moins entre les forces
extéricures, puisque nous venons de voir (ue '¢quilibre ayant
lieu sous I'action d’une force ¥ suffisamment petite, on peut
augmenter cette force jusqu'a une certaine limite sans détraire
Péquilibre (*).

Ce qu'il importe de connaltre dans chaque cas, ce sont les
conditions qui deoivent étre remplies pour que '¢quilibre éta-
bli soit sur le point d’étre rompu dans un certain sens, c’est-
d-dire la limite précise au-dessus de laquelle la force F ne
saurait croltre, dans des circonstances données, sans détermi-
ner le mouvement du corps dans sa direction.

* 0 Hatons-nous de dire ae cela tieut & ve que, sionoes augnentons b

force ¥, la réaction R prend delle-meme T valenr convenable pour mainteri
Péquilibre dans ee nouvean cas, Co tait est tout & fait analogue a ce qui se yoo-
duit quand nous chargeons une poutre ow un plancher. $i nous augmentons in

charge, Péquilibre subsiste, la réaction de Ya poutre augmentant dhne

(uantite, jusqu’a ce que Ta charge dépassant T limite de la pésistanee dos

tévinuy, Poguilibre soit détruit par Buruptaee e Tapoud,
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Ezxpériences de Coulomb.

La recherche expérimentale des lois qui lient cette limite
aux diverses circonstances capables d'influer sur le phéno-
mene a été faite d’abord par Amontons (1696), puis par Cou-
lomb, dont les travaux sur cette question sont restés clas-
siques (*).

Voici quelles sont les lois trouvées par cet illustre expéri-
mentateur :

1° Lorsque deux corps sont sur le point de glisser Uun sur
lautre, ou qu'ils glissent effectivement d’un mouvement uni-
Jorme, chacun d'eux recoit de lauire, en chaque élément en
contact, une réaction tangentielle ou frottemeni dont le sens
est opposé & celui du mouvement relalif acquis o sur le point
de naitre. ’

2° Le frottement est proportionnel & la pression normale
el indépendant de U'étendue des surfaces en contact, tant que
la nature de ces surfaces el de leurs enduits n’éprouce au-
cune altération résultant de la pression mutuelle ouw de toute
autre cause.

3° Sous les mémes conditions et dans les cas ordinaires de
la pratique, le frottement est indépendant de la vitesse rela-
tive des corps frottants.

Si P désigne la pression normale, I le frottement, on a.
d’apres les lois précédentes,

Le coefficient f porte le nom de coefficient de frottement.
Il dépend de la nature et de 'état des surfaces en contact, de
Ienduit dont elles peuvent étre revétues, ot quelquefois du
sens dans lequel a lieu le glissement lorsqu’il s’agit de corps
fibreux, comme le bois et certains fers a nerf.

Distinction du frotiement au départ et du frottement pern-
dant le mouvement. — Coulomb a reconnu que la force né-

£*" Des expériences plus précises, entreprises depuis par le géncral Morin.
n’ont fait que vérifier les résultats trouvés par Coulomb.
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cessaire pour rompre I'équilibre est plus grande que celle qui
suffit pour entretenir le mouvement uniforme une fois acquis.
Cest ce quon ¢énonce en disant que le froltement au départ
est toujours plus grand que le frottement pendant le mouve-
meni. L’excés est d’ailleurs indépendant de la vitesse, puis-
que I'expérience constate que le mouvement d’un corps, sous
I'influence de la force qui a produit le départ, est uniformé-
ment accéléré,

11 faudra donc supposer que, dans la formule

F=fP,

le cocfficient f, les corps en contact restant les mémes, doit
étre considéré comme ayant deux valeurs légerement diffé-
rentes, suivant qu’on étudie les conditions de I’équilibre sur
le point d’étre rompu, ou celles d’'un mouvement uniforme
dont la vitesse sera d’ailleurs indifférente.

Toutes choses égales d’ailleurs, le frottement est d’autant
moindre que les surfaces sont plus polies; mais, quel que soit
fe poli donné préalablement, le {rolttement est toujours plus
grand lorsque les deux corps commencent a glisser 1'un sur
Pautre que lorsqu’ils ont pu se roder par un glissement pro-
longé. Ainsi, une machine neuve a toujours hbeaucoup moins
de douceur dans sa marche qu'une machine fonctionnant de-
puis un certain temps.

Ceci suppose toutefois que les surfaces frottantes ont été
constamment bien graissées. Sans cette précaution les sur-
faces se grippent, il s’en détache de petits fragments qui les
sillonnent de plus en plus profondément, le frottement aug-
mente avee rapidité, et Péchauffement qui en résulte peutal-
ler jusqu’a faire rougir les corps et a les enflammer s'ils sont
combustibles.

Observations relatives aux lois du frottement.

Ces lois ont hesoin d’étre bien comprises pour éire appli-
quées convenablement.

1° Par exemple, nous avons dit que le frottement est indé-
pendant de Uétendue des surfaces en contact; mais il faut,
pour que celte loi soil vraie, que la surface de 'un des corps
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ne devicnne pas assez petite ou la pression par unité de sur-
face assez forte pour faire pénétrer Pun des corps dans Pautre,
ou seulement pour expulser les enduits. Cest ce qui arrivera
nécessairement si Pon diminue par trop les dimensions de
Pune des surfaces frottantes, si, par exemple, on va jusqui
prendre pour cette surface le tranchant de la lame d’un cou-
teau.

2° Le frottement au départ est aussi a peu prés indépen-
dant du temps pendant lequel les surfaces ont été maintenues
en contact, surtout quand il s’agit des métaux et des corps
durs en général.

*cur les bois, cependant, ce frottement parait augmenter au
bout de quelques minutes de repos pour atteindre trés-vite
un maximun. Ce fait tient probablement a la flexibilité et a
I’élasticité des fibres du bois, qui cédent plus facilement que
les molécules métalliques a Vinfluence d’une pression un peu
prolongée. Cette influence serait encore plus saillante si les
enduits avaient pu étre expulsés ou altérés d’une maniere
gquelconque; elle est évidemment du méme ordre que la dif-
férence entre le frottement aa départ et le frotiement pendant
le mouvement.

3o Enfin on a annoncé, contrairement aux lois de Coulomb,
que le frottement diminue quand la vitesse augmente. 1l est
facile d’avoir Pexplication des faits observés, qui, d'ailleurs,
se rappertent tous au cas ot il ¥y a un enduit interposé.

Effets des enduits. — Le frottement qui s’exerce par Uinter-
médiaire d’un enduit dépend de la vitesse des corps en con-
tact et aussi de U'étendue des surfaces; mais Ueffet de ces
deux ¢éléments est indirect, en ce sens qu'ils influent princi-
palement sur le mode d’action de Penduit, et par conséquent
sur la grandeur du coefficient de frottement.

Dans toutes les expériences relatives au frotteraent des
corps graissés, il faut avoeir soin de s’assurer que les enduits
ne sontni altérés ni expulsés. Si Pon veut, par exemple, conx
parer les divers enduits au point de vue de atténuation du
frottement, il faut se garder de faire cette comparaison foutes
choses égales d’ ailleurs. On doitaun contraire se préoceuper de
mettre chaijue substance dans les conditions qui tui sontle
plus favorables, ct ne I'employer dans la pratique que fors-



CHAPITRE IT. — DES RESISTANCES PASSIVES. 1
qu'il sera possible de réaliser ces conditions, au moins dans
une certaine mesure.

On peut poser comme principe général que le medleur
enduit est le plus fluide, Cest-a-dire qu’il ¥ a avantage, quand
on le peut, a remplacer la graisse par Uhuile, Vhuile par
I'eau, enfin Ueau par Pair, ce qui revient a supprinmer tout en-
duit. Mais ceci suppose ¢videmment la condition que la vitesse
soit assez grande dans chaque cas pour ne pas expulser I'en-
duit expérimenté. Or, il faut une vitesse assez considérable
pour que les picces gardent un enduit fluide comme 'eau, ou
meme laissenientre elles une gaine d’air; dans ces conditions,
M. Hirn a vu avee étonnement le frottement presque complé-
tement supprimé entre deux piéces frottant sans enduit avec
une vitesse énorme. Cette suppression était due a 'action du
coussinet air interposé, matiére parfaitement élastique.

Les expériences récentes faites sur le chemin de fer glis-
sant de M. Girvard confirment ces indications relatives a la
proportion considérable dans laquelle le frottement s¢ trouve
réduit par I'interposition de I'eau.

Les voitures de M. Girard reposent sur des rails en fonte au
moyen de § patins de o™,26 de largeur sur o™,80 de longueur.
Dans ces conditions, le coefficient de frottement est

f=o0,52.

Au moyen d’une pression suffisante, on force de l'eau a
s’interposer entre les deux surfaces glissantes; alors le cocffi-
cient est réduit a

S =o0,004.

On obtiendrait une atténuation encore plus grande si on
substituait Vaiv o Pean, en s’arrangeant toujours de manitre Q
forcer lair a s’interposer entre les surfaces en contact.

\insi, malgeé les avantages de la fluidité, on devra employer
un enduit d’autant plus consistant que les surfaces seront sou-
mises i des pressions plus considérables. Et le progres con-
sistera daus chaque cas a chercher des dispositions qui per-
metient augmenter la {luidité de Penduit sans tomber dans
des inconvénients d’un autre genre.

Ces détails de graissage sont au nombre des (uestions dont
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Pimportance pratique est le plus considérable. La substitution
de 'haile a Ja graisse et du graissage continu au graissage in-
termittent constitue un véritable progrés, soit dans les ma-

chines f{ixes, soit dans les Jocomotives.

Le tableau suivant est destiné a donner une idée de la gran-
deur du coefficient fdans les conditions qui se présentent le

plus habituellement dans les machines.

I. COEFFICIENTS DU FROTTEMENT DEN SUGFACES PLANES LORSQUELLES ONT ET¢

QUELQUE TEMP3 EN CONTACT.

* Surfaces sans enduit,

Fibres paralleles .. ... . . Surfaces frottées de
SAVON SCC. .. ... ..
Chéne sur chéne. . .. . Surfaces sans enduit.

Fibres pevpendiculaires... . Surfaces  mouillées
deau.. ..o

\ Bois debout sur bois a plat.  Surfaces sans enduit,
[ Surtaces sans enduit.

. . { Fibres paralléles aumouve- ) Surfaces mouillces
Fer sur chéne ..., ., ,
foment....o.oao L dean.. ool ..

Surfuces graissées., .
T . Surlaces un peu onc-
Fonte sur fonte . .. { !

T tueuses. .ol

. . Surlaces un peu one-
Fersur fonte... .. ... .. ... . . . . ... ... { 1
fuenses . oo

II. COEFFICIENTS DU FROTTEMENT DES SURFACES PLANES EN MOUVEMENT.

Surlaces sans enduit.

\Fibres paralleles ..., .. s Surlaces rottées de

SAVON S0C. L ...

Chéne sur chéne ... .- ‘ Surtaces sans enduit.
Fibres perpendiculaires... o Surfaces  mouillées
f deaun. oo

Bois debout sur bois & plat.  Surfaces sans enduit.
Frene, sapin, hétve, -
.. - i Surfaces sans  en-
poirier sauvage, sor- « Fibres paralléles. . .. eans X ap
; N o duit..., 0,30 &
bier : sur chéne.. ..
" Surfaces sans enduit,

- . Swrlaces  mouillces
{ Fibres paralléles en mou-

Fev ou chéne. ..o, ., )
! ~vement, . ....... .....

dleat. ..o
Surfaces frottées de
SAVON SCC. oo vues
Fer sur fonte et sury { Surfaces un peu one-
bronze............ [ T tucuses

0,04

0,16

0,16

TR
(U]

0,16
0,3

0,20
0,10
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Surfuaces un peu onc-
{ tueuses. . ...... .0,10
" Enduit ordinTe, suif,
) s saindoux. 0,07 a 0,08

Chéne, orme, charme, |
\ L'un sur Fautre, ou sur | Enduit sans cesse re-

fonte, fer, acier, . X { 1o P
CUX-MEINCS, .o vy, nouvelé.. 0,04 i :
bronmze............ { ’ o1 0,09

Surfaces ldégérement
onctueuses. .. ... 0,13

III. COEFFICIENTS DU FROTTEMENT DES TOURILLONS SUR LEURS COUSSINETS.

GRAISSAGE
e e—
. ) . ordinaire. continy.
Fer sur fonte ou sur bronze, graissage d’huile
d’olive, de saindoux ou desuif........... ... 0,07 & 0,08 0,0} & 0,05
Fonte sur fonte ou sur bronze, surfaces onc-
LUEUSES « v it it i ettt iniaine e e 0,1} & 0,16 Iz ”
Fer sur bronze, surfaces trés-peu onctucuses et
commencant & seroder....... ..o oL o 0.25 ; 7

Travail du frottement.

Dans I’équation des forces vives, nous avons a considérer le
travail du frottement qui devra entrer dans les équations
comme s’ajoutant au travail résistant utile pour reproduire
Iéquivalent du travail moteur dépensé.

Pour un espace ds parcouru par un corps mobile glissant
sur un solide fixe dans le sens du plan de contact, le travail
élémentaire du frottement est fNds.

Si les deux corps sont mobiles, il y aura & considérer les
deux forces de frottement qui ont pour valeur commune fN
et qui agissent sur chaque corps en sens inverse de son mou-
vement relativement & l'autre, chacune d’elle produisant du
travail { fig. 57 ).

Supposons que les mouvements des deux corps s’effectuent
dans le sens des {léches 1, ds et ds’ étant les chemins respec-
tivement parcourus dans ccite direction, qui sera celle du
mouvement relatif du corps A si ds est > ds'.

Sinous considérons le mouvement du corps A, le frottement
produira un travail égal & fNds, qui devra éwre alfecté du
signe — puisque la direction de f'N est inverse de celle de ds;
ce sera done un travail résistant. Au contraire, le froitement
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de B sur A produira sur ce premicr corps un travail positif
FNds gui se retranchera du travail résistant fNds, de sorte
guw'en somme le travail résistant produit par te frottement serg

en valeur absolue
IN(ds—ds"),

ds — ds' ¢tant positif d’apres 'hypothese que nous avons faite,
Si ds — ds' devient négatif, I'équation ’a plus lieu. H faudra
changerle sens du frottement, ctau lieu d’avoir f'N (ds — ds')

on a
SN (ds" —ds),

de sorte que le travail du frottement est encore négatif.

Remarquons icl que le travail développé par le froUtement
sur 'un des deux corps est positify le fretiement joue done
relativement & ce corps le role de force metrice. Les transmis-
sions de mouvement par exvlindres, ¢ones ou plateaux de frie-
tion sont fonddées sar cetle propridtd,

§ V1. — EQUILIBRE DES MACHINES SINPLES EN AVANT EGARD
AU FROTTEMENT.

La connaissance des lois qui précedent nous permet d'in-
troduire la considération du frotteruent dans 'étade de Véqui-
libre des principales machines et de leur mouvementuniforie.

Quand vous nous accuperons de Péquilibre, il faudra tou-
jours supposer que Péquilibre est sur Ie point d’éire rompu
dans le sens de la puissanee, car autrement le probléme ne
serait pas déterminé.

Connaissant toutes les forces qui agissent sur nm solic
donné, décomposons toutes ces furces normalement et paral-
Telement &l face par lagaelle le corps dont on cherche les
conditions d’¢quilibre est en contact avee un aulre corps sur
Teguel il est suseeptible de glisser.

Soit M Ia somme des composantes normales, N représentera
précisément la réaction normale de Pappui; e sy avait pes
de frottevient, il faudrait powr Péquilibre que la somme des
composantes tangentielles it rigoureusement ¢gale @ zéro.

Nous cavons maintenant aue cette condition n’est pas indis-
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pensable (7). Du moment que appui est soumis & une pres-
sion N, il est susceptible de développer une réaction tangen-
ticlle dont la limite est représentée par fN. Il suffira done
pour I'équilibre que la somme T des composantes tangentielles
soit plus petite que cette limite N, et en posant I'¢quation

T=1N,
nous aurons I'équation de Uc¢quilibre surle point d’étre rompu
dans la direction de la force T.

Alors la réaction R de Pappui est la résultante de-la réaction
normale N et de la réaction tangentielle £N, dont la direction
est opposée & celle du mouvement sur le point de naitre. Cette
réaction, pour U'équilibre prés d’étre rompu, fait done avec la
normale un angle ¢ déterminé par P'équation

N
tange = - ="f.
g - N I

Quant a sa grandeur, on I'obtient par les formules ordinaires

d'ou

: i
N=-_ ,{7):1{ c0s0,
vi— [

el par suite _
F=- fR - :f; R = Rsin <,

Y+ f-

70 On voit que [a considération du frottenment wintroduit avcine nouvelle
condition d'éqailitsie, puisque, sl Pegquilinee o deficHew sens Te frotiement, ¢fest
gue la composante tangenticlie des forees est nulle. Aw contraire, Te {rottement
pourra ¢tablir an cquilibre gui sans Jui wexisterait pas, puisqu’il suflit que Ja
force tangeniiclle soit inferieure @ une certaine limite powr que Ie frottement
empéche tout deplacement de se produire. Clest adisi quiun syzicme peat cire
en cuilibiee sans que Tes conditions frouvees en statique soien{vigoureusenent
satisfuites, riguenr qu'il serait powr ainsi dire impassible d'obteniv. Pourva gque
ces conditions soicnt i peu pres remplies, et que la somme des travaux virtuels
des forces soit peu diffdrente de zéro, Uintroduction des iravaux virtuel - des

forees de trottement saflira pour rendre cette somme nulle,
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en désignant par f; le sinus de Vangle o dont f représente la
tangente.

fi est généralement peu différent de f, car angle o est tou-
jours assez petit.

Quoi qu’il en soit, on peut donner de la force du frottement
les deux expressions suivantes :

F=fN, F=/fR,

suivaut que l'on connait la pression normale N ou la réaction
totale R.

Application au plan incliné.

Supposons un corps A posé sur un plan incliné et soumis a
Paction de son poids et d’'une force Q qui s’oppose a sa des-
cente ( fig. 53). Quelles sont les conditions d’é«quilibre? Ces
conditions sont au nombre de trois.

1° Il ne faut pas qu’il y ait écrasement du corps; nous avons
dit précédemment tout ce que nous pouvons dire sur cette
question, nous n’y reviendrons pas.

2° I ne faut pas qu'il ¥ ait renversement ou rotation du
corps autour de U'une des ardtes du polygone d’appui sur ce
plan, ce qui exige, comme nous avons déji eu occasion de le
dire, que la résultante des forces qui agissent sur lui vienne
rencontrer le plan incliné dans Tintérieur du polygone des
points d’appui.

3° Enfin le glissement du corps le long du plan doit &tre
impossible; de la une dernicre condition sur laquelle nous
n'avons pas insisté : nous v revenons. Celle condition serait,
sans Vexistence du frottement, que la résultante de toutes les
forces qui s’exercent en dehors du plan [ttt normale & ce plan
et qu’elle tendita appuyer le corps sur le plan.

Si 'on tient compte du frottement il n’y a plus, a propre-
ment parler, de condition de nature a s’exprimer par des équa-
tions entre les forces extérieurcs indépendamment des réac-
tions; il faut, pour préciser la question, demander que le
mouvement soit sur le point de naitre dans un sens déicrminé.

Supposons, par exemple, que le mouvement soit sur le point
de naitre dans le sens descendant, ¢’est-a-dire que la force Q
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soit tout juste suffisante pour retenir le corps sur le plan
(fig- 59)-

La réaction totale est, dans ces conditions, une force R fai-
sant avec la normale AN un angle ¢ dans le sens ascendant. il
faut que les forces P, Q, R se fassent équilibre, ¢’est-a-dire que
chacune d’elles soit égale et directement opposée a la résul-
tante des deux autres. Donc, étant donné l'angle ¢, P'inclinai-
son du plan, le poids P, on peul trouver quelle est Ia force qu’il
faut appliquer dans une certaine direction pour retenir le corps
sur le plan. Il suffit de décomposer P en deux forces dirigées
Tune suivant la direction donnée pour lIa force Q, l'autre sui-
vant la ligne faisant avec la normale au plan incliné l'angle
dans le sens convenable. On voit que la force Q est représentée
par une ligne partant du point P et terminée & la ligne AR’;
elle a sa plus petite valeur possible lorsque sa direction est
perpendiculaire a celle de la réaction R, c’est-a-dire lorsqu’elle
fait avec le plan incliné et dans I'intéricur de ce plan un angle
égal & o. Si V'on veut que ce minimum soit égal a zéro, il faut
que 'inclinaison du plan sur I'horizon soit égale a ¢; alors le
corps ne tend pas a glisser.

Si Pinclinaison descendait au-dessous de zéro, c’est-a-dire
de ce que l'on appelle 'angle de frottement, il faudrait appli-
quer au corps une force descendante indépendamment de son
poids pour le faire descendre le long du plan.

Si le corps tend a monter (fig. 60}, c’est-a-dire si la force Q
est telle, quune force un peu plus grande fasse monter le
corps, il faudra placer la réaction R a gauche de la normale :
les conditions d’équilibre sont d'ailleurs fes mémes; le mini-
mum est dilférent.

En résumé, les conditions auxquelles doivent satisfaire pour
I'équilibre les forces appliquées 4 un corps pressé¢ contre un
plan fixe se réduisent aux deux suivantes :

1° La résultante de ces forces doit passer assez loin de toutes
les ardtes de contact pour que I'écrasement ne soit pas a
craindre, cu égard a la nature des matériaux.

2° Elle doit faire, avec la normale au plan d’appui, un angle
infériear a 'angle de frottement.

11. 12
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Application auw treuil.

Considérons un corps solide assujetti & tourner autour d’un
axe fixe. Sous l'influence des forces directement appliquées
au corps tournant et des réactions de ses appuis, le systéme
est en ¢quilibre, mais le mouvement est sur le point de naitre
dans un certain sens. Cherchons les conditions qui doivent
étre remplies pour cet équilibre particulier en tenant compte
des frottements de toute espéce qui se manifestent aux points
de contact des parties mobiles avec les différents appuis fixes.

Si Pon se reporte aux lecons consacrées a la description des
organes de machines, on sait qu'on assure linvariabilité des
axes de rotation de la maniére suivante : on tourne exactement
deux parties spéciales de Varbre que l'on appelle des tou-
rillons; ces tourillons frottent sur des coussinets bien graissés
contenus dans des espéces de boites { paliers ou colliers) qui
sont elles-mémes solidement fixées au bati général de la
machine, et qui s’opposent a tout déplacerent transversal de
Paxe.

It faut encorerendre le déplacement longitudinal impossible.
il y a plusieurs procédés que nous avons aussi décrits précé-
demment. C'estau moyen d’un pivot portant sur une crapaudine
que l'on produit cet effet dans le cas d'un arbre vertical, et au
moyen d’un épaulemnent convenablement placé dans le cas
d’un arbre horizontal { fig. 64 et 65).

Enfin certains arbres, comme les arbres de tour en fer,
tournent sur pointes, ¢’est-d-dirc que les tourillons sont rem-
placés par des pointes coniques tournant dans des trous prati-
qués dans des plaques d’acier qui s‘opposent en méme temps
aux déplacements longitudinaux et transversaux.

Frottement des tourtllons. — Occupons-nous d’ahord du
frottement des tourillons sur leurs coussinets, ct supposons
que les deux forces P et Q, qui agissent sur la machine, soient
situées dans des plans perpendiculairesal’axe, ce qui supprime
toute tendance au mouvement longitudinal ( fig. 61).

Je puis remplacer les deux forces P el Q chacune par une
force et un couple, c’cst-a-dire que je puis les supposer appli-
quées toutes deux a l'axe, en introduisant deux couples dont
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les moments seront Pp et Qg, et qui ne presseront pas Parbre
sur ces supports. Cela fait, je décompose la force Q en deux
autres mQ, m'Q, appliquées aux deux tourillons. Jopére de

méme pour la force P, et soient nP, #'I* ses composantes. On
a évidemment
: m4m=1, n—+n—r1.

Considérons 1'un des tourillons, celui, par exemple, auquel
sont appliquées les forces nP et mQ ( fig. 62) (*). Ce tourillon
repose dans T'eeil du coussinet qu’il touche en un certain
point. Il faut évidemment, pour qu’il y ait équilibre, que la
résultante des forces qui lui sont appliquées passe par le point
de contact du tourillon sur le coussinet, sans quoi il y aurait
roulenient et déplacement du point de contact. Il faut en outre
que cette résultante soit telle, que sion la décompose en deux,
dirigées 'une suivant la normale, Vautre suivant 1a tangente,
cette derniére soit égale & la force normale multipliée par le
coefficient de frottement f, ce qu’on peut énoncer encore en
disant que Ia résultante fait avec la normale 'angle de frotte-
ment. '

Or, si R désigne cette résultante appliquée au point de con-
tact du tourillon, on a

Ree= m2Q:+ n2P2 - amQ.nPcosmQ.nP.

Le frottement est égal & fiR, de sorie que, pour un tour com-
plet du tourillon, il y aura un travail résistant représenté par
e produit

271 Ry,

o étant le rayon du tourillon. On aura a P'autre tourillon un
travail analogue dont V'expression sera

27 fiR's,
en supposant, ce qui a toujours lieu, que les rayons des deux

tourillons soient égaux, R’ étant donnée par une équation de
méme forme que celle qui détermine R,

Rz mQt 4 0P o/ Q.n' P cosm’ Q n'P.

2* La fig. 62 montre seulement la résultante R et ses deux composantes,
Pune tangentielle au tourillon, Pautre normale.

12,
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Done, enfin, I'équation du travail deviendra, en introduisant
ce travail du frottement comme s’ajoutant au travail résistant

utile,
Pp—Qq—fi(R+R)s=o0(".

On voit que le travail du frottement diminue quand on diminue
le rayon o des tourillons. Donc, quand on le peut, il ¥ a avan-
tage a avoir des arbres tournant sur pointes. Cependant la
diminution du rayon doit avoir une limite pour deux causes :
d’abord, parce que les tourillons doivent pouvoir porter
Varbre, et ensuite parce que, & partir d’'une certaine limite,
quand on diminue o, on augmente en méme temps beaucoup
le facteur f; par suite de Vexpulsion des enduits; de sorte qu’on
perd plutdt qu’on ne gagne. C’est a la pratique de reconnaitre
quelle est, dans chaque cas, la solution la plus avantageuse.

L’équation dutravail écrite précédemment permet de trouver
ia puissance P nécessaire pour tenir en équilibre une résis-
tance donnée Q. Il fawi, dans ceute équation, remplacer R
et R’ par leurs valeurs. Or, R ct R’ sont deux radicaux sous
lesquels P entre au carré. Donc, si 'on voulait faire dispa-
raitre les radicaux pour trouver P, on arriverait & une équation
du quatriéme degré impossible a résoudre par les méthodes
élémentaires.

Ce n’est pas la méthode employée habituellement; on peut
opérer de deux maniéres :

1° Par approximations successives, ¢u prenant pour valeur
approchée de P celle qu’on obtient en négligeant le frottement.
c’est-a-dire en posant

Pp=20Qq.

On se servira ensuite de cette premiére valeur pour caleuler
la correciion qui représente le travail du frottement et en
déduire une seconde valeur plus approchée de P, et ainsi de
suite. '

2° Par une autre méthode indiquée par le Genéral Poncelet

* 5 Pour appliquer ceei & la poulie, il faut, dans le iravail du {rottement,
prendre le rayon de I'axe de la poulie si cel axe est mobile, et le rayou de Vel
de la poulie si I'axe est fixe.
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et qui peut servir dans beaucoup de cas analogues. Elle con-
siste a trouver une fonction rationnelle équivalente & une
fonction radicale. D’abord, tout radical de la forme

Vi 43— 2x) cosf
peut se mettre sous la forme

Var b,
En effet, on a

x4 32— 22y 089 = V(x — ycoshH ) - y?sin®s,

Si I'on cherche ensuite a égaler le radical V& + b* a une
expression de la forme e« + b(3, on arrive a une équation a
laquelle il n’est pas possible de satisfaire en laissant a et b
quelconques; mais on peut trouver les valeurs les plus con-
venables des coefficients « et 8, de maniére que 'équation
soit vérifiée avec la plus grande approximation possible.

On trouve ainsi :

1° ¢ et b étant quelconques,

I o,
Va+b=0,83(a+b) A G brés;
2° Si Yon sait que ¢>>0b, on a

Va4 b=o 90(1—+—0,40ba—5pres,

3¢ Si enfin @ est > 1b, on peut poser

ya+ br=o0,99b a + 0,123b 2 — (p13

Frottement des é])aulements. — Il nous reste, pour avoir
étudié complétement la question des arbres, & examiner le
frottement sur les épaulements. Supposons qu’il y ait dans
I'axe une force T dirigée dans le sens de la longueur et qui
tende a appuyer le corps contre un épaulement ( fig. 63).

L’aire d'un élément de la surface frottante est

rd0dr.

Soit S la surface totale, et supposons rque la pression T se
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répartisse également sur la surface; la pression sur Pélément
considéré sera

g rdf dr,

et le frottement particulier correspondant a cet élément sera
T
S—fr(]@ dr.
Le moment de ce frottement autour de P'axe de I'arbre sera
évidemment
T
5 fradidr,
d’ol, pour le moment total, on a la somme des moments élé-

mentaires
f—STffﬂ(lﬁ dr.

Intégrant d’une partde o & 27, de lautre entre les limites r
et r, il vient
T Pt ]3
2T sl 5w — = )
’fs<s 3

S==(rr—ri

Or,

donc le moment est
2T F(r* =+ rr,+ 1}
3(r—+r)

En faisant r,—=c, on aurait la formule du frottement des
pivots {*).

%) Warrive quelquéfois quen vue de diminuer le travail du frottement, on
termine lextrémité infévieure du pivot par une surface convexe, ainsi que le
fond de la crapaudine ( fig. G5); il faut alors mettre pour r le rayon du petit
cercle de contact, qui a toujowrs une certaine ¢tendue a cause de la compres-
sion et de Vusuare.

On diminue ainsi, non e frottemenr lui-méme, qui est indépendant de
Pétendue des surlaces, mais son eravail, qui dépend du bras de levier moyen,
Tequel est proportionnel a ».
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Effet d’une force parallele & ’axe et en dehors de cet axe.
— On peut encore avoir une force ¥ agissant parallélement a
I’axe, mais hors de cel axe ( fig. 66). On la remplacera par une
force I, agissant dans I'axe et un couple (F,, F.) paraliéle a cet
axe. On pourra tourner ce couple comme on voudra dans sou
plan, et faire en sorte que ses deux forces passcent respective-
ment par les points d’appui des deux tourillons.
Une pareille force augmentera donc a la fois le frottement
sur les tourillons, et le frottement sur les épaulements.

Frottement des excentriques et des boutons de manivelle.

Un bouton de manivelle est un tourillon qui se meut dans
un coussinet mobile. Le travail du frottement qui se développe
dans son mouvement se délermine, comme pour un tourillon,
en considérant le mouvenient relatif du bouton dans le cous-
sinet mobile.

L’excentrique n’étant qu'une manivelle dont le bouton a été
agrandi de maniére que sa surface enveloppe I'axe de rotation
de l'arbre, le travail du {rottement se détermine pour un excen-
trique comme pour une manivelle. Il est évident que le travail
du frottement dans la manivelle est de beaucoup moins consi-
dérable que dans Vexcentrique, a cause du facteur qui repré-
sente le chemin parcouru; aussi n’emploiera-t-on ce dernier
organe que lorsqu’il ne devra étre soumis qu'a de petites
pressions. Dans le cas d’efforts considérables, on se servira
plutot d’une manivelle.

§ VII. — D& L’ARC-BOUTEMENT.

L’introduction du frottement dans la théorie de 1'équilibre
et du mouvement uniforme d’'une machine quelconque se fait
en suivant la marche dont nous venons de donner deux
exemples. Je veux seulement insister sur les cas ou le {rotte-
ment empéche, d'une maniére absolue, certains mouvements
géométriques, ce que le calcul nous apprend en nous disant
qu’il faudrait, pour les produire, une force infinie. On dit alors
qu’il ¥ a arc-boutement.
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Equilibre du coin.

La presse 4 coin consiste en un prisme triangulaire, quon
enfonce entre deux piéces qu’il s’agit d’écarter en exercant
une forte pression sur les matiéres qui s’opposent a cet écar-
tement ( fig. 67).

Soit P Peffort exercé sur la téte du coin, ¢’est-a-dire sur la
face horizontale supérieure, on demande quels sont les efforts
qui en résultent sur les faces latérales, efforts qui sont égaux
et directement opposés aux réactions des corps pressés sur le
coin.

Si I'on néglige le frottement, ces réactions sont normales
aux faces correspondantes, et il faut pour I'équilibre que les
trois forces P, N, N', auxquelles est soumis le coin, se rencon-
trent en un méme point A, et que, de plus, chacune d’elles
soit égale et dircctement opposée a la résultante des deux
autres. De sorte que, si on décompose la force P en deux
autres AD, AC dirigées suivant les normales aux faces laté-
rales, les longueurs AD, AC représentent les réactions exercées
sur ces faces. Or, le triangle ABC est semblable au triangle
section droite du coin; donc on peut énoncer le théoréme en
disant que les pressions sont entre elles comme les cotés du
triangle section droite dw coin.

Quand on veut tenir compte du frottement, i} faut considérer
les réactions comme inclinées sur les plans de contact. A
I'instant ou le coin estsur le point de descendre, ces réactions
font avec la normale un angle égal a ¢, du c6té du haut.

Supposons le coin isocéle ( fig. 68), et soit 2« langle au
sommet. Le coin est serré entre deux corps soumis chacun
a une force horizontale. Dans I'état d’équilibre, les deux
forces latérales ont une valeur commune (), sans quoi tout le
systéme se déplacerait dans le sens de la plus grande. Cette
condition est la seule qui soit fournie par I'équilibre de I'en-
semble.

Cela posé, 'équilibre du coin donne 'équation

sin ©
P—o>sN sin(« +9)
c0s G
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a laquelle il faut ajouter, pour’équilibre de chacun des solides
latéraux,
_cos{ o+ o)
Q=N—n—n—:
cos v
on a donc
—a2Qtang (o + o).

Cette relation donne P = pour x=go° — «. Le coin est
alors trés-obtus et incapable de s’enfoncer ( fig. 6g) (*).

Supposons maintenant le mouvement sur le point de naitre
dans lautre sens, c¢’est-a-dire le coin prés de remonter sous
I'influence des efforts latéraux. Pour avoir les formules qui
conviennent a ce cas, il faut changer les signes des forces tan-
gentielles, ou celui de 'angle © dans le résultat final. On a

P—=2Qtang(ax— ).

Pour o = ¢, on a P — o. Si donc Vangle au sommet est plus
petit que le double de I'angle de frottement { fig. 0}, il »y
aura pas besoin de force pour maintenir le¢ coin enfoncé,
quels que soient les efforts latéraux. Tel est {e principe de
la presse & coin.

Equilibre de la vis.

Considérons { fig. 71) une vis a filets carrés, chargée d’'un
poids Q, et sur la téte de laquelle est appliqué un couple ho-
rizontal, dont le moment est Pp. L’écrou est maintenu fixe,
et on suppose que la vis soit sur le point de monter sous l'ef-
fort du couple Pp, malgré la résistance Q.

Dans ces conditions, 1"équilibre a lieu entre les forces direc-
tement appliquées a la vis, et les réactions qu’elle recoit de
I'écrou. Soit r le rayon de I'hélice moyenne, ¢ son inclinaison
a I’horizon; nous admettrons ¢ue les actions mutuelles R qui
s’exercent aux divers points de contact de la vis et de I'écrou
sont toutes égales, et disposées symétriquement dans des plans

(™) On tuit abstraction jci du frottement entre les bloes A et B et leurs sup-
ports.
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tangents au cylindre sur lequel est tracée Uhélice moyenne,
Ces réactions ( fig. 72) font un angle ¢ avec la normale aux
surfaces en contact, par suite, un angle égal a { + ¢ avec la
génératrice du cylindre; et Uon a pour Péquilibre de Ia vis les
équations

Q:ERcos(i+p), Pp‘:ZRrsin(i—a— o)
d’ou, en éliminant z R,

Pp—=Qrtang(i + ¢).
Pour
i+ 0 =go°,

le moment Pp est infini, ce qui montre qu’il n’est pas possible
de vaincre le frottement qu’'une charge, aussi faible qu’on le
voudra, détermine sur une vis a pas trés-allongé.

On passe au cas du mouvement descendant en changeant le
signe de o dans les équations précédentes. Sil’on résout I'équa-
tion ainsi obtenue par rapporta Q, qui joue dans le cas actuel
le role de puissance, on trouve

Q= ~P—r3 cot(i—cfz;

Q estinfini pour i == o. Donc, pour une vis a filets peu inclinés,
ce qui est le cas des vis de pression, aucune force dirigée
dans le sens de I'axe ne pourrait desserrer la vis. Pour i <9,
la pression Q étant donnée, on trouve pour P p une valeur né-
gative, ce qui indique que, pour desserrer la vis, il faut lui
appliquer un couple agissant dans le méme sens que la force Q.
seulement l'effort a exercer est assez faible.

On trouverait des résultats du méme genre en supposant
la vis fixe et I’écrou mobile. Dans les cas ordinaires, il est tout
a fait impossible de desserrer un écrou par un effort de trac-
tion, tandis qu’'un couple assez petit est suftisant.

Quand on craint que des vibrations répéiées n’amenent ce
résultat a la longue, on emploie un contre-écrou, dont Ieffet
est d’empécher I'écrou proprement dit de tourner, ce qui ne
pourrait se faire sans soulever le contre-écrou.
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Prisons des bocards.

Soit AB ( fig. 53) une tige de pilon dirigée dans son mouve-
ment par quatre guides. Cette tige est armée d’'un mentonnet
sur lequel s’exerce I'action de la came. Soit N la pression de la
came perpendiculaire au mentonnet, Q le poids du bocard et
delatige. Cherchons les conditions d’équilibre qui conviennent
au cas ou le mouvement est sur Je point de naitre dans le sens
de la puissance de P (*).

Etudions géométriquement le phénomeéne. Leffet de Ia
force P sera d’abord d’appuyer la tige aux points a et a’ et de
lui faire quitter les deux autres guides, au contact desquels il
n’y aura aucune pression, partant aucun frottement. Donc
Péquilibre a lieu sous Uinfluence des forces P, Q, des réactions
normales et des réactions tangentielles des points a et &, ces
derniéres étant dirigées vers le bas de la figure.

Projetons sur la verticale, nous aurons

P=2fN+Q;

prenons les moments par rapport au point O pris sur l'axe de
la tige, nous trouverons
Pb=NI;

en éliminant N entre ces équations, nous aurons
Pb
P= Q -+ 2f T 3
d’ou
QL 2fbQ
P =0

Le second terme mesure I'influence du frottement; il peut de-
venir infini si 'on a

{=2fb;

alors le glissement est impossible, et I'équilibre a lieu entre
la puissance et la résistance par Uintermédiaire de réactions

(*) On fait cucore abstraction ici du tfrottement de la came sur le men-
tonnet.
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qui font avec les normales aux surfaces pressées des angles
plus petits que 'angle du frottement. Ce genre d’équilibre
particulier s’appelle arc-boutement.

PrEMiEr ExEMPLE. — Falet de menuisier, — On connait cet
instrument en fer qui sert au menuisier pour fixer sur son
établi le bois qu’il travaille ( fig. 74).

L’établi est percé d’un trou dans lequel on introduit la piéce
en fer V, qu’on enfonce d’un coup de maillet. Le morceau de
bois mn se trouve alors trés-solidement assujetti; ¢’est-a-dire
que, quelque grand que soit 'effort P qu’il exerce pour sou-
lever le valet, tout mouvement de ce genre est impossible. Au
contraire, on desserre facilement le tout par un coup frappé
en K ou en L dans la direction de la fléeche. Cherchons les
conditions pour que le mouvement soit sur le point de naitre
dans le sens ascendant, sous l'influence de la force P et du
poids Q appliqué en G.

Nous aurons deux forces extérieures, 'une Q, le poids du
valet, l'autre P, la réaction de la piece de bois pressée. Les
forces P et Q ont pour résultante une force S qui leur est pa-
ralléle et située du co1é de la plus grande P. 11 faut pour I'équi-
libre que les réactions R et R’ se coupent sur la direction de
cette force, chose qui n’est pas possible avec les dimensions
ordinaires.

Donc le mouvement dans le sens ascendant n’est pas pos-
sible. Alors, dans 'équilibre comme il est établi, les réactions
ne font plus avec la normale un angle ». Elles font un angle
plus petit et se disposent de maniére que leurs directions vont
précisément se couper sur la direction de S, et que la résul-
tante de ces réactions est égale et directement opposée a 5.
Si I'on exerce au point K une force ascendante détruisant leffet
de la force Q@ et remplacant cette force par une aulre en sens
contraire, on déplacera la résuliante S et on l'aménera au
point H, ol se croisent les réactions dont U'inclinaison sur la
normale est celle qui convienta la rupture de I'équilibre. Ainsi
se trouve desserré le valet.

Deuxikve exemeLe. — Encliquetage & frottement. — Les
mémes principes nous expliqueront comment on exécute;
ainsi que nous l'avons dit en Cinématique, des encliquetages
fondés sur la propriété de l'arc-boutement.
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Soit AB ( fig. 75) une tige qui ne peut que glisser suivant sa
longueur. Une came C, mobile autour du point O, est constam-
ment pressée contre AB par U'action d’un ressort DE dont I'ex-
trémité E est fixe. Si Uon cherche a faire glisser AB dans le
sens de la fleche, la came ne s’y opposera pas ou da moins ne
fera que développer en F un frottement qu’il sera facile de
vaincre. Mais si I'on veut donner 4 AB un mouvement en sens
contraire, la came empéchera ce mouvement de’ se produire.
§’il y avait glissement de AB sur la came dans ce nouveau sens,
la came éprouverail en F une action totale dirigée suivant une
ligne FH faisant avec la normale FG un angle égal a 'angle de
frottement. Mais le point O est choisi de maniére a se trouver
a Pintérieur de l'angle GFH : la came ne pourrait donc pas
rester immobile sous 'action de la force dirigée suivant FH,
puisque cette force et le ressort DE tendraient 'un et lautre
a la faire tourner dans le méme sens autour du point O.

Cet encliquetage peut étre appliqué a un mouvement de ro-
tation. AB est remplacé par un anneau circulaire a Uintérieur
duquel agissent plusieurs cames telles que C, disposées régu-
liérement au ceatre de cet anneau. C'est 'encliquetage Dobo
(voir Cinématique, p. 292 et fig. 228 bis).

§ VIII. — RESISTANCE AU ROULEMENT.

Lorsqu'un cylindre pesant roule uniformément sur une sur-
face plane et horizontale, les deux corps éprouvent, dans le
voisinage du point de contact, des déformations plus ou moins
permanentes. De la un travail résistant dd aux actions molé-
culaires qui se développent entre les deax corps, et par con-
séquent il faut une force exercanl un cerlain travail moteur
pour cntretenir le mouvement uniforme du rouleau. De méme,
pour rompre Véquilibre supposé ¢tabli, il faut une force dont
le moment, par rapport a I'aréte de contact, axe instantané de
la rotation qui doit se produire, soit précisément égal au mo-
ment des actions mutuelles dont le siége est, eu égard a la dé-
formation, en dehors de cetle aréte geométrique. Ces actions
porient le nom de résistance aw roulement. Celle résistance
est généralement trés-faible; cependant il est utile de con-
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naitre les lois qui la régissent, pour savoir quelle est son in-
fluence dans chacun des cas ot elle se trouve mise en jeu (*),
et de s’assurer si cette influence est négligeable. Coulomb a e
premier déterminé expérimentalement les lois de la résistance
au roulement.

Considérons ( fig. 76) deux madriers horizontaux séparés par
un intervalle vide. Sur ces madriers se trouve posé un rouleau
en bois de gaiac de rayon CA = r. Pour produire sur ce rou-
leau une pression variable, on faisait passer sur lui une ficelle
aux deux extrémités de laquelle étaient suspendus deux poids
égaux a la moitié de la charge Q qu’on voulait donner au rou-
leau. Cela fait, pour déterminer le mouvement dans un certain
sens, on ajoutait d’un c61¢ une surcharge ¢, et 'on observait
quelle était dans chaque cas la force ¢ ou plutdt le moment ¢r
nécessaire pour que le mouvement {it sur le point de se pro-
duire, ou pour qu'un mouvement trés-lent persistit uniformé-
nment une fois imprimé.

Considérons I'équilibre sur le point d’étre rompu : il est
clair que la réaction totale de 'appui est une force verticale et
égale a4 Q + ¢. Donc le mouvement qui tend a se produire ne
saurait étre un glissement, quelle que soit Uintensité de la
force ¢, bien que rien, dans les conditions géoméiriques de la
question, ne s’oppose a ce que le mouvement soit plutot un
glissement yu’un roulement. Mais nous savons que le premier
n'existe que si la réaction de 'appui est inclinée d’un certain
angle o sur la normale. Ici, au contraire, la réaction Q - ¢ de
I'appui est verticale; seulement, comme cette réaction doit
avoir pour I'équilibre un moment égal ¢t de signe contraire au

(*; Toutes les fois que I'on aura dans une machine deux surfaces (dont 'une
au moins doit étre mebile) assujetties & otre constamment en contact Yone avee
Yautre, el en outre & remplir certaines conditions qui résultent de leur liaison
géométrique avee d’autres picees fixes ou mobiles, il faudra commencer par ¢tu-
dier géométriquement la nature du mouvement relatif de 1'un des denx corps
par vapport i Pautre. La premidére question qui se trouve posce est done toujours
une question de Cinématique @ ¢’est cette seience qui nous apprendra si Ie mou-
vement relatif est un roulement, un glissement, un mouvement mixte eomposé
des deux. Quelquefois il arrivera que 'un ou Pautre effet sera possible indiffé-
remment au point de vue géométrique; alors la Pynamique fera connaitre quel
est le mouvement effeetif.
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momeni gr de la force additionnelle, elle doit s’écarter du
point de contact A, dans le sens du mouvement, d’unc dis-
tance ¢ déterminée par I'équation

gr=c¢(Q+gq)

Coulomb a constaté que le rapport 1 qu poids addi-

Q—+gq
tionnel & la réaction normale ou pression est constant pour un
méme rayon r et pour les mémes substances en contact.
Il a cru reconnaitre en outre que quand le rayon r varie, le

q

rapport ~——— varie en raison inverse de ce ravon r, de sorte
Q-+y¢ 7

que le rapport du moment moteur a la pression, 7 c’est~

Q
a-dire la distance 9, est, d’aprés I’équation precedente, une
longueur constante, quel que soit le rayon r.

Cette loi, comme celles du frottement, a été trouvée par
Coulomb dans les limites de la pratique; il serait absurde de
vouloir 'appliquer en dehors de ces Ilimites, carla longueur AA’
ou ¢ doit toujours étre beaucoup plus petite que r. M. Morin,
par de nouvelles expériences, a vérifié que cette loi est trés-
suffisamment approchée dans les cas ordinaires.

La longueur d, dans les expériences de Coulomb relatives a
un cylindre de b01> de gaiac de o™, 162 de diaméire roulant sur
des régles en chéne, a été trouvée égale a 0™,00048.

Cas d’une réaction inclinée. — On peut encore produire le
roulement d’une autre maniére. Le cylindre supportant tou-
jours une force Q, on peut lui appliquer une force horizon-
tale ¢ ( fig. 77)- Voyons quelles sont les conditions pour que
le roulement soit sur le point de naitre.

La réaction du corps, R, qui doit toujours étre égale et op-
posée a la résultante de Q et de ¢, doit étre ici oblique; elle
passe par un point A’ situé en avant de A et se décompose en
deux,V’une verticale et égale 4 Q,Pautre horizoniale, égaled ¢ et
dirigée en sens inverse du mouvement. L’expemence a prouvé
que !e moment gh de la force parallcle au plan par rapport
aAouaA ala méme valeur que le moment gr dans le cas
précédent, les pressions, dans les deux cas, étant, bien en-
tendu, supposées égales.
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Or, si nous remplacons la réaction R par ses composantes,
il faudra pour I'équilibre que le moment Q6 soitégal a ¢/; de
sorte que la distance ¢ du point A’ au point A est la méme que
dans le cas déja éiudié. Celte quantité ¢ ¢étant connue, nous
aurons pour I'équation de I'équilibre

Qo = gh,
d’ou
o
q4=Q7-

Mais, dans le cas actuel, il peut y avoir glissement ou roule-
ment, puisque la réaction de 'appui est inclinée sur la nor-
male; le premier cas se produira quand cette inclinaison sera
égale a I'angle de frottement.

~

. . . 9 .
Il v aurait donc glissement si la force ¢ = Q 7> nécessaire

au roulement, était plus forte que la force FQ, ¢’est-a-dire si
I'on avait

S . 9

En résumé, toutes les fois qu’un corps roule sur un autre,
la réaction totale de I'appui passe un peu en avant de 'aréte
de contact géométrique, toujours dans le sens da mouvement.

La distance ¢ du point d’application de cette réaction au
point de contact ne dépend nullement de la direction de cette
réaction qui peut étre normale ou inclinée.

Dans ce dernier cas, I'appui exerce une réaction tangentielle
qui peut étre quelconque, pourvu qu’elle soit inférieure a
celle qui correspond au glissement sur le point de naitre.

Usage des rouleanx pour le transport horizontal des
Jardeaus.

Quand on veut transporter horizontalement wun madricr
trés-lourd, ou une pierre de taille, il est presque impossibie
de les faire glisser sur un sol rugueux dont le coefficient de
frottement est considérable. On remplace le glissement par le
rculement, le frottement par la résistance au roulement, qui
est beaucoup plus faible.
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Pour cela, on dispose parallelement sur le sol deux rou-
leaux de méme rayon r( fig. 78), et V'on place dessus le ma-
drier qu’il faut transporter; puis on applique a ce madrier une
force de traction Q pour le faire avancer. On demande quelle
doit étre la valeur de cette force pour que le mouvement soit
sur le point de naltre, connaissant le poids P du madrier.

Comme dans toutes les questions de ce genre, il faut d’abord
étudier comment se fera le mouvement au point de vue géo-
métrique.

Les rouleaux auront un mouvement instantané de rotation
autour de leur aréte de contact, A pour l'un, A, pour autre.
Le madrier a son tour roulera sur ces rouleaux dont le mou-
vement relatif par rapport au madrier sera également une
rotation instantanée autour du point B dans le sens de la
fleche b (*).

Cherchons maintenant les conditions d’équilibre sur le
point d’étre rompu. Prenons 'un des rouleaux. Il roule a la
fois sur le plan et sur le madrier; et, si nous négligeons son
poids, les seules forces qui lui sont appliquées sont les réac-
tions des corps en contact.

D’aprés la théorie du roulement des solides naturels, la
réaction totale du point d’appui passe en un point A’ situé en
avant du point A, et elle se compose en général d'une réac-
tion normale N et d’une réaction tangentielle F (**) dirigée en
sens inverse du mouvement.

(*) D’aprés cela, on reconnait d’abord que la vitesse du madrier sera double
de celle des centres des rouleaux. En cffet, puisque le mouvement du premier
rouleau est un mouvement instantané de rotation autour du point 4, les vitesses
de ses différents points sont entre elles comme leurs distances au point A ; done,
la vitesse du point B est double de la vitesse du point O, et, d’un autre cots,
la vitesse du point B est la méme que celie du point du madrier qui coincide
avec lui pour qu'il n’y ait pas glissement.

Il résulte de 1a que le corps P, savangant deux fois plus vite que les rou-
leaux, finira par les quitter, de sorte qu’il en faut un troisiéme qu’on apporte
A la partie antéricure du corps P, un peu avant que cclui de derriére se
trouve dégagé.

(**) On sait que cette dernicre réaction est nulle dans certains cas; son exis-
tence n’est done point une conséquence nécessaire du roulement. Dans tous les
cas, il est bien évident qu'on sera toujours averti de son absence, parce qu’on
trouvera sa valeur égale & zéro.

1I. 13
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A la partie supéricure, il ¥y a mouvement relatif du rouleay
sur le madrier, et il est bien clair que ce mouvement a lien
en sens inverse du premier. Done, la réaction sera inclinée,
passera par un second point B’ situé & une certaine distance o'
en arriére de B, et elle pourra se décomposer en deux, 'une
normale, 'autre tangentielle. La quantité ¢' sera généralement
différente de ¢ parce que les substances en contact ne sont
pas les mémes dans les deux cas.

Cela posé, pour V'équilibre de cerouleau, il faut d’abord que
les réactions normales soient égales en bas et en haut; il doit
en étre de méme des réactions tangentieiles. Prenons de plus
les moments des quatre forces autour du point B, et nous

aurons
Fi<ar=N(5+d),

et, pour l'autre rouleau,
Fi><2r=N,{0+ o).
Ecrivons maintenant les équations qui résultent de I'équi-
libre du madrier.
Il cst soumis & des forces égales et opposées aux réac-
tions N, N, et F, F,, qu’il exerce sur les rouleaux; on aura
done, pour I’équilibre de ce corps solide,

F+F=Q, N+N=P

En ajoutant les premiéres équations membre a membre, et
ayanl égard a ces derniéres, nous aurons

Q<2r={(04+9)P,
d’ou

Comime application numérique, faisons

N S S
g—=o0™,01, 0 =—=0,00i, I—0,I.

on aura
Q =o,055P.

Ainsi, la résistance est considérablement réduite.
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On emploie toujours ces rouleaux pour transporter horizon-
talement une picrre de taille arrivée au sommet du fas, c¢’est-
a-dire & la partie supéricure d’'un mur en construction. On a
des appareils fixes qui servent a 'élever sur le tas en un point
donné, puis, par des rouleaux, on la conduit a la place gqu’elle
doit occuper. Ces rouleaux n'ont pas la forme cylindrique; ils
sont généralement fusoides ou renflés au milieu { fig. 9), afin
qu’on puisse facilement changer quelque peu leur direction,
soit que leur axe 'ait pas été a 'origine exactement perpen-
diculaire aux faces du mur, soit que celui-ci se compose de
parties faisant un angle trés-obtus.

Galets.

Les galets ne rendent pas le méme service que les rou-
leaux; ils n’ont pas pour effet de supprimer complétement le
frottement; seulement ils diminuent le travail inutilement
consomme,

Considérons, par evemple, le tourillon a roulettes comme
celui qui est employé dans la machine d’Atwood; ce tourillon
porte sur les jantes croisées de deux galets, mobiles eux-
mémes sur leurs propres tourillons ( fig. 8o).

Le frottement est complétement remplacé sur le tourillon
principal par un roulement dont I'effet nuisible est négli-
geable. Mais il y a ailleurs des parties fixes dans le sys-
teme; le frottement n’est donc pas détruit; il ne fait que
changer de place, car il se produit maintenant entre les tou-
rillons des galets et leurs coussinets. L’avantage qu'on trouve
dans cette position, ¢’est que le travail du frottement est con-
sidérablement réduit.

En effet, si le tourillon avait porté sur un coussinet fixe, le
travail pour un tour de la roue aurait é1é égal au frottement
multiplié par la circonférence de ce tourillon, tandis qu’avec
cetle disposition, pendant que le tourillon fait un tour, le
galet ne fait quune fraction de tour, de sorte que le travail
du frottement, qui est égal au produit de ce frotltement par
une fraction égale de la circonférence du tourillon des galets,
est beaucoup plus petit que dans le premier cas.

Mais, a ¢0té de cet avanlage, nous pourrions signaler dans

13.
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certains cas un grand nombre d’inconvénients pratiques dony
nous avons déja dit quelques mots ailleurs. Par exemple,
quand on se sert de galels pour guider une tige en ligne droite
{ fig. 81), il arrive de deux chosesl'une : ou bien la tige tend &
dévier dans le sens A, ou bien dans le sens B. Dans le premier
cas, le mouvement ayant lieu dans le sens de la fleche F, le
galet tournera dans le sens de la fleche «; dans le second, le
galet tourncra dans le sens de la fleche b. Il y a un moment
d’arrét quand le sens du mouvement change; un glissement
se produit alors, d’olt il résulte qu’il se forme dans le galeg
des méplats qui empéchent bientdt le galet de rouler. On
retombe ainsi dans Uinconvénient qu’on avait voulu éviter.

§ IX. — FROTTEMENT MIXTE DES ENGRENAGES.

Nous avons encore a étudier le cas mixte ou deux corps
roulent et glissent en méme temps l'un sur 'autre, comme
cela se prése::te pour les engrenages (*).

(*} Rappelons-rous d’abord la question cinématique de la transmission du
mouvement. Nous avons trouvé gqu’au meven des engrenages le mouvement de
Pune des roue: se transmet uniformément i Yautre. Or, cela a été démontre
giometriquement, indépendamment de la nature desroues, des frottements, cie.
Done cela aura toujours licu, quels que soient les frottements qui se mani-
festent ¢t la grandeur des cfforts mis en jeu; les résistances passives n’ont donc
aucun effet sur la transmission du mouvement proprement dit; clles ne font
aw’augmenter le travadl qu’il faut dépenser pour entretenir le mouvement uni-
forme de la roue motrice. Je signale en passant ce nouvel exemple de Uindé-
pendance parfaite des deux points de vue ditférents auxquels on peut se placer
pour étudier les machines :

10 Considérdées comme organes de transmission Je mouvement, elles se com-
portent comme des figures géométriques et sont uniquement soumises aux lois
de la Géométrie, Cette premiére partie détermine les vitesses de tous les divers
points en fonction de celle d’un seul pris a volounté,

20 Considérées comme transmettant Paction des forees d’un point et d'une
divection & un autre point et i une autre direction, les machines sout régies
pur le théoréme du travail : ce théoréme, comme nous Vavons vu, donne et
tonetio 1 du treavail disponible & ehaque instant les lois de la vitesse du point
régulateur, ct par conséquent celles de tous les autres.

Accii'entellement, toutes ces vitesses peuvent étre nulles, ¢’est-a-dire Je mou-
vement impossible, ce qui n’est nullement en contradiction avee les lois pri-
wword ‘ales de la Cinématique,
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Dans ce cas, on néglige généralement la résistance due au
roulement, parce que les dents sont assez dures et assez bien
polies par le frottement méme, pour que cette résistance soit
tout a fait négligeable, surtout en présence du frottement, qui
est beaucoup plus considérable.

Nous supposerons que le contacl commence un pas avant la
ligne des centres, et finisse un pas aprés, ce qui conduit 3
avoir constamment deux paires de dents en contact. Scit T
(fig. 82) le point de contact de deux dents sur la ligne des
centres : quand les roues auront tourné chacune de Vangle
correspondant & un pas, le point de contact T aura parcouru
sur chaque circonférence primitive des espaces TM' et TM.
L’arc de glissement est égal 3 MM'. Le mouvement relatif de
la roue C’ par rapport 3 C comprend un glissement MM’ et un
roulement de M’ en T’; nous négligerons le travail nuisible
résultant de ce roulement.

Supposons le pas a trés-petit; alors M’M sera sensiblement
égal a sa projection sur la ligne des centres, ¢’est-a-dire a LL’.
Or

2 2 2/
LL’—‘:TL-<}—TI_/:i + ¢ :ft_ Kl.{_;)

ar 2r’ 2 \r r

Si 'on désigne par N la valeur moyenne (), pendant le par-

{*) La pression N n’est pas constante en général; elle ne le serait rigoureu-
sement que dans le cas de engrenage 2 développantes, et encore si 'on négli-
geait le {rottement.

Supposons en effet un engrenage quelconque ( fig. 83 ). Soit P la puissanee
appliquée a I'une des roues, Q la résistance appliquée a I'autre, et soit AB la
ligne suivant laquelle s’exerce la pression N i un certain moment, c’est-a-dire
Ia normale aux surfaces de deux dents en contact, normale qui passe toujours
au point de contact T des circonférences primitives sur la ligne des centres.

Pour que la roue C soit en équilibre, en negligeant le frottement, il faut

.
qu’on ait , R

PR :,\I‘, d’'oat N :—77
R et ~ designant les bras du levier des forces P et N par rapport au centre C;
or, il 'y a que dans Vengrenage a développantes que 7 soit constant; done il
n’y a que dans cet engrenage que la pression normale N soit constante, du moins
quand on néglige le frottement.

Pour les autres, elle est variable; ¢’est la valeur moyenne de cette quantité
quwon fait entrer dans Vexpression du travail du frottement.
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cours d’un pas, de la somme des composantes normales des
actions mutuclles des deux paires de dents en contact, le
frottement sera égal a f'N, et le travail du frottement pendant
ce parcours sera égal au produit de f'N par Varc de glissement;
done le travail du frottement pour le parcours d’un pas esg

égal a
a 1 1 _
- (7, -+ 7) JN.

2

Admettant cette valeur approximative, représentons par T Je
travail moteur, par T’ le travail résistant utile, ces quantités
de travail ¢tant prises pour un parcours de K fois le pas, on
aura

() T:T'+§fNa2(§+}‘-,>.

Pour éliminer N, .l faut considérer 'une des roues seule;
on remarquera que, le pas étant toujours supposé assez petit,
on peut remplacer, avec une approximation suffisante, I'équa-
tion de I'équilibre de la roue menée, par la formule

T =KNg«,

formule qui serait rigoureusement exacte si la normale con-
munpe aux profils des dents en prises était constamment nor-
male a la ligne des centres. On le peut d’autant plus que la
quantité KN se trouve dans 'équation (1) multipliée par f, qui
est trés-petit; on ne commettra donc qu’une erreur trés-faible
en remplacant KN« par T'; donc nous pourrons écrire avec
une exactitude suffisante cette formule donnée pour la pre-
micre fois par le Général Poncelet:

; . . I /1 I

On voit, par cette formule, qu'on a intérét a diminuer le pas
autant que possible; mais cette diminution a nécessairement
une limite, parce qu’on arrive bientdt a des dents trop minces
pour résister aux efforts qu’elles ont a subir.

Si engrenage est cylindrique, on peut introduire dans la

-
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formule précédente les nombres de dents des roues. En effet,
ona

na—=o%r,

na—=arr';
donc

(3) T:"[I+fﬁ<l—’l+_)‘?>].

Exemple :
JS=o0,10, n=20, n =jo,

1 1Y , I
e — — ] = 0 24 == 5—
fr n,+n’) A S

Dans le cas des engrenages coniques ( fig. 84), la formule (2)
peurra servir, pourvu qu’on ait soin d’y remplacer r et »’ par
les longueurs TO, TO’ des génératrices des deux cOnes qu’on
développe, afin d’avoir les circonférences primitives qui ser-
vent au tracé des profils. Cela résulte immédiatement de ce que
nous avons dit sur ces engrenages. En effet, les courbes des
dents se touchent pendant une courte durée, comme si clles
restaient dans le plan OO’ perpendiculaire a AT. Ces engre-
nages sont plus doux que les engrenages cylindriques d’un
méme nombre de dents.

Ces formules ont été établies en supposant arc d’approche
et 'arc de retraite égaux tous deux a un pas. Il n’y aurait rien
a changer si le contact n’avait lieu que d’un coté de la ligne
des centres, dans 'étendue d’un pas, soit avant, soit apres le
passage au point T. En effet, il n’y a plus alors a la fois que
deux dents en prise; la pression N s’cxerce entre les deux
dents, au lieu de se partager entre les deux paires de dents,
comme dans le cas que nous venons d’étudier, de sorte que
le frottement n’est pas changé (*).

Au contraire, s’il n’était pas indispensable de proscrire d’une
maniére absolue la transmission opérée par le simple contact
(’une paire de dents, on pourrait diminuer de moitié le travail

(™) Nous avons dit gque la derniére disposition serait extrémement défectuense
en pratique, pavee qu'elle exposerait & des choes par suite des moindres irvégu-
larités dans la figure des dents,
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du frottement en faisant commencer, par exemple, le contact

1 L1 . .
~pas avant et finir = pas aprés la ligne des centres.
2 2 °

Dans les formules que nous avons établies jusqu’ici, I'in-
fluence du frottement est la méme avant la ligne des centres
et apres. Ce résultat est contraire & toutes les indications de la
pratique, qui montrent que le frottement avant le passage a la
ligne des centres est beaucoup plus nuisible que le frotte-
ment apres, et qu'il peut méme produire des arcs-boutements
et empécher toute espéce de mouvement.

Mais il ne faut pas oublier que nous avons supposé le pas
trés-petit, et alors nos résultats peuvent étre considérés comme
suffisamment exacts. Il n’en serait plus de méme si le contact
avait lieu a une assez grande distance de la ligne des centres,
en un point tel que M, par exemple ( fig. 85). (La figure est
faite dans le cas particulier d’un engrenage a flancs et épicy-
cloides.)

Soient C et C' les centres des deux circonférences primi-
tives qui tournent dans le sens indiqué par les fléches. Soient
Q et P les forces qui agissent sur ces roues, Q étant la puis-
sance et P la résistance. Avec ces hypotheses, le contact a
lieu aprés la ligne des centres.

Cherchons les conditions de 'équilibre. La roue C' esten

" équilibre sous I'influence de la force P, de la réaction nor-
male N’ et d’une réaction tangentielle fN’ dirigée de M en A,
dans le sens du mouvement relatif. L’équation d’équilibre
sera, en prenant les moments par rapport au point C’,

Pr — ”.Z‘,,

' désignant le bras de levier de la réaction N et r’le rayon
de la roue C'; Ie bras de levier du frottement est nul.

Ecrivons maintenant les conditions d’équilibre de la roue C.
Elle est en équilibre sous Vinfluence de la force Q, et des
réactions N et N égales et directement opposées aux réac-
tions N et fN’. Soit z le bras du levier de la force N, y le bras
de levier de fN; nous aurons, en prenant les moments par
rapport au point C,

Qr—Nzx —fNjy=o.
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Eliminons N entre ces deux équations, et nous aurons

P
Q):(x+f))—;~

Or, on a, en vertu des triangles semblables CTE, C'TM,

done

ou

On peut encore donner une autre forme a cette expression
en introduisant la longueur CD — z de la perpendiculaire a Ia
ligne des centres comprise entre ie point C et la ligne C'M
prolongée. En effet, les triangles CDA, CTE sont semblables
et donnent

~

v
x

donc enfin

Q_, _rz

P r

de sorte que la fraction du travail moteur absorbée par le
frottement est
1z

r

Faisons maintenant la supposition inverse. Si P est la puis-
sance et Q la résistance, le mouvement est sur le point de
naitre dans le sens opposé au précédent, et le contact a lieu
avant la ligne des centres. Dans ce nouveau cas, les formules
se déduisent des précédentes en changeant simplement le signe
de f. On aura donc
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et si 'on veut avoir le rapport de la puissance a la résistance,

Cette quantité, de méme que la précédente, esi plus grande
que Y'unité; mais elle peut devenir heaucoup plus grande si
la quantité z augmente suffisamment. En effet, on voit que si
fz
r
mouvement n’est pas possible (*) : c’est un nouvel exemple
de ce que l'on appelle arc-boutement.

Cette condition conduita I'arc-boutement, lors méme que les
dents sont parfaitement exécutées. Il y a d’autres cas d’are-
boutement qui doivent contribuer encore a faire proscrire de
pius en plus les contacls commencant & une trop grande distance
en arriére de la ligne des centres. Ils tiennent a certains dé-
fauts de construction des engrenages, lorsque, par exemple,
dansun flanc dela roue menante se présentent de petites cavités
ou peut s’engager Pextrémité de la dent de Ia roue conduite
{fig- 86). Ces irrégularités ne génent pas le mouvement dans
un sens; elles Pempéchent dans le sens inverse.

Pon a*— =1, la puissance P est infinie, ¢’est-a-dire que le

§ N.— FROTTEMENT DANS LA VIS SANS FIN.

Avant d’étudier cetie question, qui vient naturellement
aprés la recherche du frottement dans les engrenages. com-

(% 11 est facile de démontrer que la condition précédente répond au cas o
la réaction résultante des forces N et fN { cette derniére avant maintenant une
direction opposée a celle que sappose Ta figure passerait par le contre. En effe,
cette condition doune

tangy = -/: = tang CDT.

Or, los triangles CEN, CDT sont semblables; donc Pangle
CNT=CDT =ys.

Done la réaction motrice pour la roue C passe par le centre de cette roue,
et ne peut par conséguent déterminer ancun mouvement.,
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mencons par rappeler quelques notions sur lesquelles nous
avons déja beaucoup insisté en Cinématique.

Prenons trois axes rectangulaires (fig. 87), et faisant deux
projections rectangulaires, supposons que Oy soit I'axe de la
vis sans fin, et que l'axe de la roue soit situé au-dessus paral-
lélementa O x. Soit Oy le sens dans lequel on doit porter I'axe
de la vis dont la rotation, par conséquent, a lieu dans le sens
de la fléche {a) de 5 vers x. Cherchons dans quel sens nous
devons porter I'axe de rotation de la roue. Il y a deux cas a
distinguer, selon que le sens de la vis est dexirorsum ou
sinistrorsum. Supposons le premier cas, ¢’est--dire supposons
que I'hélice de la vis soit tracée comme le montre la figure, la
dent de la roue en contact avec cetie hélice vient en avant du
plan zO0x ; donc, la rotation de la roue se fait dans le sens de
la fleche (b) de y vers z; laxe de la rotation doit donc étre
compté dans le sens CA.

Si la vis était sinistrorsum, ce serait 'inverse qui aurait lieu.

Désignons par r le nombre des dents de la roue, et par o sa
vitesse angulaire ; n» sera la vitesse angulaire de la vis sans
tin. Appelons « la distance CO.

Pour avoir le frottement de la roue sur la vis, il faut cher-
cher son mouvement relatif. Pour cela, d'aprés les régles
établies, il faut composer le mouvement de la roue avec un
mouvement égal et contraire a celui de la vis, ¢’est-a-dire une
rotation dirigée suivant Cx, (fig. 88) avec une rotalion neo,
dirigée suivant OA, en sens inverse de Oy. Pour cela, nous
appliquons au point C deux rotations CA,, CA’, de sens con-
traires et égales toutes deux a nn. Nous avons alors au point G
trois rotations; mais 'une d’elles forme avec celle qui est sur
le prolongement de Oy un couple de rotation équivalent &
une translation OC < nw ou naw perpendiculaire au plan du
couple, ¢’est-a-dire paralléle & O« et dirigée en sens contraire,
le moment du couple ¢tant négatif. Soit CB la vitesse de ce
mouvement de translation. Les deux autres rotations appli-
quées au point C se composent en une seule égale &

w VRt 41,

Nous avons maintenant une rotation autour de CD et une
iranslation dont la vitesse est CB. Nous pouvons décomposer
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cette translation en deux dirigées, 'une suivant CF, prolonge-
ment de CD, I'autre suivant une perpendiculaire CE a CD. On
a, d’apreés les triangles semblables,
ndam
—_
V14 n?

n‘am

CF

CE= ——r.-
yI1-+nt

Or on peut, en transportant I'axe CD parallelement a lui-
méme en C, D, faire naitre un couple de rotations (CD,C,D,) qui
détruise précisément cette translation CE.

On aura ainsi 'axe de rotation glissant qui représentera a la
fois une rotation w /1 + #?, et une translation inverse

naw

\/1—+—n2

On sait que la position du point C, est déterminée par les
équations suivantes que ’on retrouve aisément ici :

99. — n?
oc,—
d’ou
0C, — a L, 0C = wa_
1+ n L+ n?

Si Pon prenait OC, pour rayon de la circonférence primitive,
la direction de C,D, serait précisément celle de la tangente a
I’hélice de la vis sans fin, car on a

2R
n

h =

?

R étant le rayon de la roue, d'ou, si R = n'r,

% = n=tangDCa’.

De lasorte, le mouvement relatif se composerait simplement
d'un glissement (mouvement de rosion ) de la dent de la roue
sur le plan incliné de la vis, et d’un roulement autour d’un
axe situé dans le plan tangent aux surfaces en contact, roule-
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ment dont Yinfluence nuisible serait négligeable. Quant a la
translation, elle aurait en ce pointsa grandeur minima, comme
on I'a vu en Cinématique.

Malheureusement, cette disposition est peu pratique, car
si n =20, par exemple, le rayon de la vis se trouve réduit

\

1 .
a7 de la distance des deux axes. Il faut augmenter ce
4

rayon. Alors, si nous transportons I'axe C,D, au point de con-
tact des cylindres primitifs, cet axe se irouve oblique par
rapport au plan tangent commun, et donne lieu a deux
rotations, 'une qui se réduit & un simple roulement autour
d’un axe situé dans le plan tangent, 'autre qui a lieu autour
d’un axe perpendiculaire et qui produit un frottement ana-
logue a celui d’'un pivot sur sa crapaudine.

Nous négligerons le frottement qui résulte de cette rotation
et nous assimilerons le mouvement a une translation sur un
plan incliné, dont V'inclinaison 7 est celle de I'hélice moyenne.

Cela posé, remplacons les couples qui sollicitent les deux
arbres par des couples équivalents dont les bras de levier
respectifs soient les rayons R et r des circonférences primi-
tives. Soit Pr le couple appliqué & la vis, QR celui qui agit
sur la roue; nous pouvons supposer que 'une des forces de
chaque couple rencontre I'axe correspondant, les deux autres
étant appliquées au point de contact des deux corps. La vis
é¢iant conductrice, P est la puissance, Q la résistance; 1e
probléme est le méme que celui de I'équilibre du plan
incliné, bien qu’ici les deux corps considérés soient tous les
deux mobiles (fig. 89). Au moment ol la roue est sur le
point de céder a la pression de la vis, la réaction K de
celle-ci est inclinée a gauche de la mormale, et on a pour
Péquilibre de la roue

Q=Kcos{i-+v).

Pour J'équilibre de la vis, il faut considérer la réaction ki,
égale et opposée a K, et l'on a

P=Ksin{i+z¢),

d’ol
P=Qtang(i{ + <.
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Si la roue conduisait la vis, on devrait changer le signe de
l'angle v, et Pon aurait pour la puissance Q { P étant maintenant
la résistance)

Q="Pcot(i—q).

Pour que I'engrenage soit réciproque, il faul qu'on ait & la

fois

i <Lgo°
[ >0,

2

ou
tangi < %’
tang? > f.

Les équations précédentes conviennent également au cas
du mouvement uniforme.

Imprimons un déplacement virtuel infiniment petit a la vis,
et soit ds I'arc dont la dent de la vis glisse sur la dent de la
roue; cet are, projeté sur les directions des forces P et Q,
aura pour composantes ds cosi, dssinZ, et par suite les pro-
duits Pds cosi, Pdssini, représentent les travaux élémen-
taires de la force mouvante P et de la force résistante Q.

Multipliant I'équation

P=Qang(i+ 9]
par ds cosi, il vient
Pdscosi—=Qds cositang(i + o)
— Qdssini < tang (7 + o) coty,

ou bien .
T,=T. tang {7 + ¢) coty,

équation qui convient au cas ou la vis conduit la roue.
Si c’est la roue qui conduit la vis, on partira de 1'équation
Q=Pcol{i—v),

et on trouvera entre le travail moteur et le travail résistant la
relation

T,=T.cot(i — o) lang?,
qui n’est autre chose que la précédente, dans laquelle on aurait
changé 7 en go* — 1,
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Le travail du frottement, dans la vis sans fin, est toujours
considérable (*); aussi cet organe est-il surtout employé pour
transmettre de faibles quantités de travail, ou bien lorsque,
dans une opération accidentelle, il n’importe pas de perdre
du travail.

Remarquons enfin que Uobliquité de Paction mutuelle donne
naissance sur chacun des deux arbres:

1° A une force longitudinale qui détermine des frottements
sur les épaulements ou les pivots;

2° A un couple appliqué sur Yaxe, ¢’est-a-dire a des efforts
latéraux sur les coussinets, produisant a la fois une augmen-
tation du frottement des tourilions et une tendance a larra-
chement ou au desserrage des boulons de scellement.

{*) Les formules préeédentes ne rendent peut-etre pas parlaitement compte
des frottements énormes que la pratique signale dans la vis sans fin. Le pivo-
tement, que nous avons négligé, a certainement aussi sa part d’influence sur ce
phénoméne, ce qu’indique la grande douceur de l'engrenage hyperboloide,
tequel ne différe de ceiui-ci que par la suppression du pivolement.

Dans Vengrenage de White, c’est au contraire le {rottement de rosion qui est
supprimé, et le mouvement est encore beaucoup plus doux. Les conséquences
relatives & Pobliquite de Paction mutuelle se retrouvent tout entiéres dans ce
dernier systéme.
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CHAPITRE IIL

DES CORDES ET COURROIES.

Au point de vue qui nous occupe actuellement, il n’est
plus possible de considérer les cordes et courroies comme
absolument flexibles et inextensibles. Il importe aussi de se
rendre compte du frottement qui se développe entre ces corps
et les solides sur lesquels ils s’enroulent.

§ XI. — ROIDECR DES CORDES.

Les cordes employées a transmettre des efforts un peu con-
sidérables présentent toujours une grande résistance a la
flexion. Il suit de la que, sil’on considére une corde passant
sur une poulie fixe, et le mouvement uniforme acquis ou sur
le point de naitre dans le sens de la puissance, la roideur de
la corde est une nouvelle résistance passive, qui s’ajoute au
frottement de Uessieu de la poulie sur sesappuis, une portion
du travail de la puissance étant inutilement employéc a pro-
duire la déformation de la corde.

Ii résulte encore de la roideur du edble que celui-ci ne
passe pas brusquement de la forme rectiligne a une forme cir-
culaire modelée sur la poulie ( fig. go), de sorte que le bras
de levier de la résistance Q est un peu plus grand que f
somme du rayon de la poulie et de la demi-épaisseur du cable.

D’aprés Coulomb, en faisant abstraction du froitement de
I’essieu, 'excés de la puissance sur la résistance, qui repré-
sente la roideur de la corde, est une fonction linéaire de¢ la
résistance Q et peut se metire sous la forme

A +BO

PoQ=on,
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D étant le diamétre de la poulie, augmenté de celui de la
corde.

Dans cette formule, A et B sont deux coefficients, indépen-
dants des quantiiés Q et D, ainsi que de la vitesse du mouve-
ment de la poulie, au moins quand les tensions sont un peu
fortes. Ces coefficients varient avec la grosseur et la nature de
la corde, blanche ou goudronnée, sa sécheresse ou son humi-
dité, son état de vétusté.

Le tableau suivant, calculé par Navier, donne, pour certaines
cordes expérimentées par Coulomb, les valeurs de A et de B
qui conviennent quand on prend le kilogramme pour unité de
force, et le métre pour unité linéaire. Les cordes étaient for-
mées de trois forons ou cordes moins grosses, et les torons
composés d'un certain nombre de brins nommés fils de caret.

Tableau pour calculer la roideur de différentes cordes autour
d'une poulie de 1 métre de diamétre.

VALEUR
POIDS VALECR do B.
) . de A, —
INDICATION DES CORDES. DIAMETRE, | PAr meéire — Roideur
de Roideur par
longuenr. | copsiante, | kilogramme
de résistance
m kil kil kil
Cordes blanches de 5o fils ...} 0,020 0,283 0,222 0,0097
» de 15 fils ...} 0,01} 0,145 0,08] 0,0033
» de 6 fils....} 0,009 0,032 0,011 0,002}
Cordes goudronndées de 3o fils.}  0,02] 0,333 0,350 0,0120
» de 13 fils.} 0,017 0,163 0,100 0,000t
» de 6 fils.} 0,010 0,069 | 0,021 0,0020
P

Les expériences de Coulomb ne permettent pas de tenir
compte de la diminution considérable qui se produit dans la
roideur d’'une corde, au bout d'un certain temps d'usage. La
roidear constante doit éire doublée, quand il ¢’agit d’une
corde blanche imbibée d’eau. Cette méme roideur augmente
sensiblement, pour les cordes goudronnées, quand la tempe-
rature descend au-dessous de zéro.

IL 1



210  DEUXIEME SECTION. — DES MACHINES EN MOUVEMENT,

Nous n’insisierons pas davantage sur ce sujet, qui appelic
de nouvelles expériences, surtout au point de vue des cibles
en fer.

Les seuls conseils pratiques qu’on puisse donner consistent
a recommander d’employer des poulies de grand diamétre, des
cibles aussi minces qu’il est possible, eu égard a leur
résistance ; et enfin, au point de vue de la durée de la corde,
d’éviter de la soumettre a des flexions successives .en sens
opposé.

§ X1I. — FROTTEMENT DES CORDES ET COURROIES.

Nous avons dit que les transmissions de mouvement par
courroies sans fin étaient fondées sur l'intensité considérable
du frottement qui se développe quand une courroie glisse ou
est sur le point de glisser sur un cylindre qu’elie enveloppe
en partie ( fig. ot).

Bien que les phénomenes du frottement des courroies dif-
férent essentiellement de lous ceux que nous avons rencon-
trés jusqu’ici, nous allons voir qu’ils sont des conséquences
mathématiques des lois de Coulomb. N’oublions pas toutefois
que les déductions d’une loi approximative sont d’autant moins
certaines qu’elles sont plus éloignées.

Seoit Q la force résistante, P la force mouvante, et supposons
le mouvement sur le point de naitre dans le sens de cette
force.

Faisant abstraction de laroideur, considérons la corde commnie
composée d’éléments solides articulés glissant sur le cylindre.

Soit T la tension d'un des éléments de la courroie, cette
tension, pour I’élément suivant, est devenue

T+ dT;

dT est Veffort tangentiel qui détermine le glissement de la
portion infiniment petite de courroie que nous considérons,
malgré le frottement déterminé par la pression normale.

Or cette pression est la somme des composantes normales
des tensions T et T -+ T qui comprennent un angle égal a d=,
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angle de contingence du cylindre. En négligeant les infiniment
petits du second ordre, on a pour la pression

T sin — d= = Td-,
2
et pour le frottement (*}
fld-.
Done, enfin, I'éguation d’équilibre est
dT =fTd-,
d’ot, en intégrant,
lognép. T =fr +(,

en appelant = la somme des angles de coniingence, somme
qui est égale al'angle o, formé par les prolongements des deuz
cordons ou par les perpendiculaires a ces cordons.
L’intégrale générale peut s’écrire
T=A 6/1,
ou, en intégrant depuis la tension Q jusqu’a la tension P,
P—Qe’=
Si Venroulement a lieu sur un cylindre, on pourra rempla~-
S . .
cer T par le rapport — de Parc embrassé au rayon du cylindre,
,

et 'on aura

S
P—=Qe ".

(*) Voici, d’aprés M. Morin, les valeurs du coeflicient de {rottement des cour-
roies, lequel est indépendant de la largear:

Courroies ordinaires sur tambours en bois......... . 047
COUrPoies MOUVES. vt vt s cainaanns oanae eeels 0,00
Courroies ordinaives sur poulies en fonte........... 0,28
Courroies humides. .... it .. 0,38
Cordes de ehanvre sur poulies en bois... ... .. ... 0,50

Suivant le meme auteur, on peut faire supporter sans inconvénient &4 uns
courroic une tension de ohl 23 par millimétre carré de section.

1.
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Cette formule présente ceci de remarquable, c’est que le
rapport de la puissance & la résistance, représenté par une
fonction exponentielle de I'arc embrassé, augmente avee une
trés-grande rapidité pour de faibles variations de cet arc. On
coneclut de la qu’il faut une force énorme pour faire glisser
une courroie sur un cy¥lindre, pour peu qu’on fasse faire a la
courroie deux ou Lrois tours sur le cylindre. Les applications
de cette propriété des courroies sont nombreuses et impor-
tantes.

Des freins.

Quand on veut arréter ou ralentir brusquement une ma-
chine, pour un motif de sécurité par exemple, on emploie des
appareils nommés freins, qui développent d’énergiques résis-
tances passives et produisent I'effet voulu au prix d’une cer-
taine perte de travail.

Le sabot des rouliers servait a retenir une voiture sur une
pente trop rapide en substituant le glissement au roulement.
Le méme principe se retrouve dans le frein de Laignel appli-
qué aux chemins de fer. Mais le frein le plus habituel des
wagons, ainsi que celui des voitures, se compose simplement
d’un corps qui vient frotter contre la jante.

Les propri¢tés du frottement des corps flexibles servent de
fondement aux freins les plus énergiques. En volici quelques
exemples :

Un homme peut descendre sans danger d’une assez grande
hauteur, par exemple en cas d'incendie, en se suspendant a
une corde qu'il {ait passer sur un cylindre de bois fixe et dont
il tient a la main Yautre bout. 11 est alors trés-facile de modé-
rer la descente ou de s’arréter cn un point quelconque.

Supposons en effet le mouvement sur le point de naiire daus
te sens descendant; soient T et £ la tension des deux brins de
la corde; comme la corde fait un demi-tour sur le cylindre,
Uarc embrassé est égala metlona

°

T — o=

Le coeffizient du frottement des cordes sur le hois étant
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0,50, on a
T

log nép.—t —1,57,

d’olr
T
7 == 4,80.
Or la somme T + ¢ cst égale au poids P de 'homme sis-
pendu a la cordg; on a done

t=o0,17P, T—0,83P,

L’effort £ suffisant pour arréter la descente est donc environ
12 & 15 kilogrammes seulement. Pour s’élever par le méme
procédé, Peffort devrait étre 0,83 P. En remplacant le cylindre
fixe par une poulic, ces deux efforts seraient sensiblement
égaux 2 0,50P.

En quadruplant 'are embrassé, c¢’est-d-dire en faisant faire

deux tours i Ia corde, le rapport 7 Serait élevé a la quatrieme
puissance, soit a peu pres
T=2530¢.

On utilise cette propriété, ainsi que nous 'avons dit, pour
élever des fardeaux au moyen d'un treuil (fig. 92). Au lieu
d’arréter la corde sur le cylindre du treuil, on obtient plus de
sécurité en faisant simplement faire deux tours a cette corde;
Iextrémité libre aboutit dans la main d’'un enfant, et U'on voit
qu'un eflfort de 2 kilogrammes suffit pour soutenir un poids de
rooo kilogrammes et plus. En mollissant la corde, on arréie
quand on veut l'ascension.

Les mémes principes guident dansl'établissement des appa-
reils destinés a arrdéter un corps en mouvement en détruisant
dans un temps assez court la force vive emmagasinée dans ce
corps. Ce probléme a une trés-grande importance ¢t se trouve
aujourd’hui tout a fait & Vordre du jour, a cause des nombreux
accidents de chemins de fer, qui seraient évités pour la plu-
part si le mécanicien avait la fsculté d’arréter rapidement un
train lancé a grande vitesse.

Mais il ne faut pas se faive d’illusions a cet ¢gard. La force
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vive ne peut étre détruite que par du travail développé, ce qui
¢xige nécessairement un certain espace parcouru, plus ou
moins grand suivant la force vive acquise et la grandeur de la
résistance, espace qui ne pourra jamais étre réduit au-dessous
d’une certaine limite, quel que soit Pappareil employé.

Pour arréter en peu de temps un bateau animé d’une vitesse
assez faible, mais dont la masse, ct par suite la force vive, est
considérable, on emploie une corde attachée par 'une de ses
extrémités au bateau, on fait faire a 'autre *bout deux tours
sur un cylindre de fonte fixé a cet effet sur le quai, et I'on
iient l'autre extrémité a la main. Un petit effort suffira pour
faire équilibre 4 une grande tension exercée par le bateau.
Etant donné cet effort ¢, on a pour la tension & laquelle il fait
equilibre

T=e/*1.

T représente la force appliquée a la partie de la corde qui va
du bateau au cylindre, c’est~-a-dire I'effort résistant appliqué au
bateau. Le travail de cette force pour un déplacement du ha-
teau égal a [ sera TL Or, on connait la force vive du bateau,
donc on n’aura qu’a résoudre I'équation

1
T = — m¢?,
2

et nous saurons quelle distance parcourra le bateau avant de
garréter sous I'influence de la tension T. On calculera d’ail-
feurs la tension que ’homme devra exercer a Pextrémité de la
corde, de maniére que la tension qui en résulte & Vautre extré-
mité ne soit pas assez forte pour la casser.

Freins des arbres tournanis.

(’est encore sur le frottement des courroies et des cordes
qu’est fondé 'usage des freins ordinaires appliqués aux arbres
de rotation.

Un arbre tourne avec une certaine vitesse, trés-grande sou-
yent, et Uon veut arréter cet arbre dans espace de temps le
plus restreint possible. On emploie pour cela des appareils
appelss freins.
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IIs peuvent consister simplement, comme cela a lieu pour
les {reins ordinaires, en une michoire de bois qu’on appuie
contre la roue. 11 se développe un frottement proportionnel a
la pression P qu’on exerce sur cette machoire. Le travail de ce
frottement pour n demi-tours décrits par la roue sera

nf PRz,

R désignant le rayon de P'arbre ou de la roue auquel est appli-
qué le frein. 1l suffira d’égaler ce travail a ia demi-lorce vive
de la machine pour savoir le nombre n de demi-tours que
fera 'arbre avant de s’arréter. Pour peu que la force vive de
la machine soit considérable, ce nombre n sera trés-zrand
parce que le coefficient f est assez petit. 1l a donc fallu trouver
un autre procédé pour produire facilement des efforis éner-
giques.

On fixe sur Varbre tournant une pouiie d'un grand diametre,
afin de produire non-seulement "effort résistant Ie plus grand
possible, mais encore de rendre trés-considérable le travail
de cet effort.

Le frein se compose d’une lame flexible en fer qui embrasse
a peu pres les trois quarts de la circonférence {fig. 93). L'une
des extrémités de cette lame est attachée a un point fixe O;
P'autre s’attache a un levier qui s’appuie au point O. En exer-
cant au point B un effort Q, cet effort se transmet amplifi¢ aa
point D et il presse la lame contre P'arbre tournant. 1 se pro-
duit alors le frottement d’un arbre mobile sur une lame fixe,
frottement qui est évidemment identique avec celui d’une
lame mobile sur un cylindre fixe.

Supposons que l'arbre tourne dans le sens de la fléche;
soit T la tension motrice, ¢ la tension résistante; I'équilibre
du levier BOD va nous permettre de calculer ¢. En effet, on g,
en appelant @ et b les bras de levier des forces Q et ¢,

aQ = bt,
d’ou

__aQ
===

Pun autre c6té, on a
T = e-/“/,
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la force T — ¢ agit comme force résistante pour s'opposer au
mouvement de I'arbre {*). Si donc R désigne le bras de levier
de cette force, son trmall pour un nombre x de tours sera
représenté par

o (T —t) Rx_(ef’—x\aQ

<amRag

en égalant cette quantité a la demi-force vive de arbre tour-
nant, on déterminera le nombre x de tours que fera Uarbre
jusqu’a son arrét.

Prenons f— o,20 (fer sur fonte sans enduit)

e/* — 2,56,
e/ —1=1,50.

Sil'arbre tournait en sensinverse, il faudrait permuter T et ¢;

(*) Dans ce cas, nous regardons la fovee T — ¢ comme f{orce résistante, tandis
que dans le cas du frein appliqué aux bateaux, la lorce T tout enticre était
regardée comme résistante. 1 est fucile de s’expliquer cette dificrence. En cffet,
Veffort qui s’oppose au mouvement de Varbre est Uetfort total développé par le
frottement. Or, le frottement sur une surface d« est égal a fTd«, et

dT = fTdx.

Domne, Ia force que produit le frottement & chaque point est dT; le moment de
cette force est RdT; done, Ie moment total du {rottement sera

fl‘ldT:R(ng).

Dans le cas du bateau, si nous le considérons seul, il est bien ¢évident que la
résistance qui lui est appliquée est T, et que le travail de cette force est T/,

Si nous voulons au contraire considérer U'ensemble du bateau et du cordon,
T devient une force intérieure dont le travail est nul si la corde ne sallonge
pas, et Ja somme des travaux résistants appliqués auw systeme est @

1° D’'une part, le travail total du {rottement

(T —e3 L
20 De plus, le travail TZ développé par Thomme qui tire Uextrémité de la
corde, ce qui fait en tout, pour le travail résistant,

el

Clest ce qu’on avait trouvé immédiatement en considérant le baleau seul, cten
lui appliquant le théordéme du travail,
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ce serait la plus petite tension qui passerait au point fixe; on
aurait
. aQ ,
T= 2 = ef/'f,

et le coefficient numérique

e/ —1=1,56

serait remplacé par

La premiére disposition est done préférable; mais le plus sou-
vent les freins doivent servir a arréter le mouvement commu-
niqué a un arbre, tantdt dans un sens, tantdt dans l'autre, en
sorte que le plus avantageux est d’employer un frein dont les
deux extrémités soient fixées a l'extrémité de deux leviers
égaux; il faut alors faire en sorte de donner a ces bras de
levier la plus petite longueur possible.

Ces freins, employés comme nous venons de le dire, sont
trés-mauvais, surtout lorsqu’on s’en sert pour donner a une
machine toute la sécurité possible. Quand la vie des hommes
se trouve mise en jeu, comme dans les roues a chevilles ou
a marches, on a besoin de freins trés-sirs et trés-puissants.
On peut dire Ia méme chose des machines qui servent pour
I’extraction des minerais ou de la houille. Les cuveaux char-
gés, mus par une machine a vapeur, montent avec une trés-
grande rapidité, et il faut les arréter trés-rapidement aussitot
qu’ils sont arrivés a Yorifice supérieur du puits, sans quoi le
cuveau monterait jusqu'aux molettes, briserait les poulies et
tous les appareils qu’il rencontrerait sur son chemin, se bri-
serait lui-méme, et son chargement retombant dans le puits
pourrait occasionner de tres-graves accidents. Il faut aussi
pouvoir arréter le cuveau & un moment quelconque de la
course dans un cas d’accident. Pour cela, il ne faut pas comp-
ter sur la présence d’esprit ou sur le déploiement de la force
musculaire d’'un homme dans un moment critique. Aussi,
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c’est un agent inanimé qui doit éwre chargé de la manceuvre
de force, le rdle de Vagent intelligent étant borné au soin de
lacher une détente pour mettre en jeu Peffort principal. On a
pour cela un cylindre & vapeur spécial dans lequel se trouve
un piston dont la tige est chargée de produire Peffort Q quand
le cylindre recoit de la vapeur, et il suffit pour cela d’ouvrir
a un moment donné le robinet qui laisse arriver la vapeur. Ce
robinet peut ¢&tre facilement ouvert par le mécanicien au
moyen d’un certain systéme de leviers qui se trouve a sa por-
tée. Si le mécanicien, ne faisant pas assez attention, oubliait
d’ouvrir le robinet, le receveur placé a I'entrée du puits, assez
loin de la machine, Uouvrirait lui-ménie au moyen d’une trans-
mission convenable.

Enfin, Ic cas ol tous les deux seraient inattentifs a en-
core éié prévu : le cuveau, en montant, rencontrerait un ob-
stacle sur lequel il presserait, et cette pression méme, trans-
mise par un systéme particulier, ferait ouvrir le robinet par
lequel s’introduit la vapeur.

Tout cela est évidemment fondé sur ce que Veffort déve-
loppé est indépendant de celui qwon demande du moteur. Ce
dernier peut étre trés-petit, puisqu’il se borne a lacher une
détente, a ouvrir un robinet.

C’est a un role analogue que se bornent jusqu’a présent les
applications de I'électricité dans l'industrie. 11 serait absurde,
dans P'état actuel de la science, d’employer cet agent a déve-
lopper directement de la force; on peut, au contraire, s’en
servir avec une grande précision pour mettre en jeu, au mo-
ment voulu, la force d’un poids ou d’un ressort.

Des courroies sans fin.

Deux arbres tournant autour des axes A et A’ ( fig. ) por-
tent des poulies sur lesquelles s’enroule une corde ou courroie
sans fin convenablement tendue. Les forces P et Q étant appli-
quées respectivement i deux poulies ou roues montées sur
les mémes arbres, on demande les conditions d’équilibre a
Pinstant ol le mouvement est sur le point de naitre dans le
sens de la force mouvante P, eu égard aux frotiements des
tourillons A et A’, et faisant abstraction de la roideur de la
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courroie, laquelle cst ordinairement peu sensible. Pour plus
de simplicité, on suppose les forces I’ et Q verticales et la
courroie sensiblement horizontale entre les deux poulies.

Si la courroie est suffisamment tendue pour ne glisser sur
aucune des poulies, en nommant T et ¢ les tensions des deux
portions de la courroie, R et R’ les rayons des poulies, o et o’
tes rayons des tourillons, p et ¢ le bras de levier des forces P
et Q, on aura, pour I’équilibre de la poulie A,

(1) Pp—(T— )R — fio Y P+ (T + 1} =o0;
pour la poulie A/,
t2) U T—0)R—Qq—fid V@ + (T ) =o.

Pour que la courroie ne glisse sur aucune des deux poulies,
. ) T . . .
il faut que le rapport — soit plus petit que la valeur calculée

pour le cas ou le glissement est sur le point de naitre. Ainsi,
on devra avoir en méme lemps

}/( f/ s

T ® T R

— < et et --<e R y

t ¢
s et s’ étant les arcs embrassés par la courroie sur les poulies
A et A’. Dans I’hypothése de 'énoncé, on a

i A
mais le coefficient f peut n’étre pas le méme pour les deux
poulies.

Soit m le plus petit des seconds membres des inégalités preé-
cédentes; on devra poser

3) —r‘;—‘<m, ou bien T=Km¢,

K élant un nombre moindre que Vunité et d’autant plus petit
que Pappareil sera exposé a plus de secousses. Si cette cir-
constance n’existe pas, on fera K =o,9 environ.

Les équations (1), (2), {3) fournissent Ia solution du pro-
bléme en permeitant de calealer les inconnues P, T, ¢.
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Connaissant ainsi les tensions T et ¢ que les deux brins
de la courroie prendront dans le mouvement uniforme, on
aura la tension que 'on devra donner a la courroie dans 1'état
d’équilibre, en admettant que la somme T + ¢ reste a trés-peu
prés constante. Soit done T, la tension commune des deux
brins quand Yappareil est en équilibre, on aura

2T0:T—r't,

ce qui détermine la valeur minima de T,.

En général, on doit éviter de tendre la courroie beaucoup
plus qu’il ne faut, parce que la résultante des deux tensions
produit une pression sur chacun des axes et donne par consé-
quent licu & un aceroissement de frottement. :

Indépendamment des variations de tensions qui sont dues
au mouvement, la courroie en subit encore d’autres qui d¢é-
pendent de I'état hygrométrique de I'atmosphére. Pour y re-
médier, on emploie une poulie de tension appelée aussi
tendeur.

Une courroie sans fin étant en mouvement sur une poulic
motrice et sur une poulie folle, & I'instant ot on la fait passer
sur une poulie résistante, commence pary glisser; car la par-
tie immobile ne saurait prendre instantanément la vitesse de
la courroie. On évilte ainsi les chocs, le mouvement de la pou-
lic résistante s’accélérant peu a peu sous leffort tangenticl
T— ¢t

Tant que le glissement dure, on a

T=te/>.
Mais nous avons admis
T+ t=2T,,
d'ou
fo

e’ — 1
T—1= e T,

e’ ” 1

R a——



CHAP. IY. — APPAREILS MESURANT LE TRAVAIL DES FORCES. 221

CHAPITRE 1V.

APPAREILS SERVANT A MESURER LE TRAVAIL DES FORCES.

L’expression générale du travail d’une force F, correspon-
dant & un certain espace parcouru par son point d’application,
étant

53
TF = f FdscosF, ds,

les formules de quadrature rigoureuse ou approximative
nous permettront de calculer cette quantité toutes les fois que

nous connaitrons la loi qui lie la force tangenticlle a Pespace
parcouru.

Dans le cas ou cette loi n’est pas susceptible d’'une expres-
sion mathématique, on a des appareils qui donnentla force en
chaque point et qui enregistrent leurs indications sous forme
graphique. On s’arrange ordinairement de maniere a faire dé-
crire a ces instruments une courbe dont les abscisses soient
proportionnelles aux chemins parcourus et les ordonnées
aux efforts tangentiels; l'aire de cette courbe représente le
travail. Enfin, ces mémes appareils calculent cetie aire soit en
ménie temps que la courbe se décrit, soit postérieurement.

Nous allons en donner quelques exemples.

§ XIII. — TravAIL DE LA YAPEUR SCR UN PISTON.

On sait que la partie cssentielle de la machine a vapeur est
un cylindre daps lequel se meut un piston. La force élastique
de la vapeur s’exerce a la fois sur les parois fixes du cylindre
et sur le piston mobile; elle développe donc un certain tra-
vail tant que le piston peut marcher dans le sens de la pres-
sion qu’il supporte.
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Cherchons d’abord a calculer d’'unc maniére générale le tra-
vail developpé par la force élastique d’un gaz renfermé dans
une enveloppe quelconque, quand cette enveloppe éprouve
un changement de forme quelconque.

Désignons par p la pression de la vapeur, c’est-a-dire le
nombre de kilogrammes qui ferait équilibre a la force ¢las-
tique de cette vapeur s’exercant sur un meire carré de surface :
chaque élément o de la surface interne de I'enveloppe sup-
porte une charge pw, et 'on obtient le travail élémentaire de
cette force en multipliant pw par la projection sur la normale
du chemin parcouru.

Donc le travail ¢lémentaire de cette force est T, = pho,
h étant la portion de la normale interceptée entre les deux
positions de Penveloppe. Or, la quantité Ao peut étre repré-
sentée par le volume du tronc de prisme ayant » pour base,
et terminé aux deux surfaces. Donc le travail élémentaire pour

tout le gaz est .
Z T, oy pd('.

Pour pouvoir intégrer, il faut connaitre la loi qui lie p a v,
Considérons seulement deux cas :

1° L’enveloppe est en communication avec un réservoir a
pression constante. Alors on a

T=p fdw:p (v, — vo ).

2° L’enveloppe estisolée. On ne sait pas alors la loi qui lie
p a ¢, amoins que la tiempérature ne soit constante. Alors,
d’apreés la loi de Mariotte, on a

pv = const. = C;

G:IC—(Q:Clogv—i—K.

donc

[Y

Appliquons ceci au cas le plus ordinaire d’une machine o
vapeur a détente.

Pendant que le piston parcourt un chemin ¢, { fig. 55}, le
cylindre communique avec la chaudiére, de sorte que le gaz
est a une pression constante p,; le travail du piston pour c¢
parcours est égal a p,v,.
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Ensuite la communication est interrompue, et le volume ¢,
de vapeur se dilate. Donc le travail est

"1
[ pdv;
v "0

or,.en supposant la 1empémture constiante, on a

Pe Vo= pv,
d’ou
Po Y
) — —
I o

donc le travail est

v, , v, 1)°
Do - =P v lognép. — =p,v,lognép. IT:
1

. ¢
LA °

donc le travail pour toute la course du piston est égal a

\
Po v (1 —'rlognél).&) ()
Pl

I faut retrancher de cette expression, pour avoir le travail
réel du piston, le travail résistant qui résulte de la présence
du gaz ou de la vapeur derriére lui, car le corps de pompe
communique avec un condenseur ou avec Yatmosphére. Dans
tes deux cas, la pression est constante et égale & p.. Le travail
produit est donc

lez——— ‘p—lpz'

(*) Sije suppose que p, tende vers zéro, ¢’est-a-dire que le volume du corps
de pompe augmente indéfiniment, le travail correspondant est infini. 1 semble
ainsi qu'une méme quantité de vapeur puisse fournir un travail infini. Clest 1a
une de ces absurdités qui montrent combien de précautions sont nécessaires
pour 'emploi des formules ¢tablies dans certaines hypothéses qu’on est porté a
oublier une fois qu'on est en possession du résultat. fei, nous avons établi la
{ormule en supposant la température constante, Or, si la vapeur se dilate, il y
a abaissement de température, & moins qu’on ne restitue de la chaleur au corps
de pompe au moven d'une double enveloppe de vapeur par exemple; de sorte
que le travail pourra devenir infini, mais il est clair qu’on devra compter pour
quelque chose la chaleur qu’on est obligé de fournir pour maintenir le gaz &
une température constante. Cest ainsi que le poids d’une horloge peut servir
indéfiniment et développe dans un espace limité unec quantité de travail indé-
finie, & la condition qu’on le remonte & des intervalles de temps convenables.
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Donc enfin, le travail disponible sur le piston est

¢, Po <1+IO“& ~&> (*})
pPo Py

Etant donnée une machine a vapeur en marche, il est tros-
intéressant de mesurer directement le travail réellement
développé sur Ie piston, afin de voir dans quelle mesure les
formules précédentes peuvent représenter le phénomeéne. Ce
travail sera loin d’étre entiérement utilisé par la machine, a
cause des frottements qui existent dans les piéces qui trans-
mettent le mouvement du piston a 'outil.

Voici la description de 'appareil qui donne la solution de
cette question.

Indicateur de Walt.

Un petit cylindre AB { fig. 100) est disposé de maniére a se
visser sur P'un des fonds du C}llndre de la machine, et com-
munique avec Uintérieur par son extrémité A. Un piston C
recoit l'action de la vapeur, et monte plus ou moins dans le
cylindre AB, en comprimant un ressort en hélice qui le sur-
monte. Un crayon, fixé a la tige du piston, vient s’appuyer
par sa pointe sur un cylindre latéral D qui est recouvert d'une
bande de papier, et qui recoit autour de son axe EF un mouve-
ment de rotation alternatif proportionnel au mouvement du
piston de la machine a vapeur. Le crayon t-ace une courbe
fermée sur le papier qui enveloppe le cylindre D; Paire de
celte courbe sert de mesure au travail moteur développe par
la vapeur pendant que le piston de la machine cede a son
action, diminué du travail résistant qu’elle occasionne lorsque
ce piston marche en sens contraire.

La forme théorique de la courbe est celle de la fig. 101,
dans laquelle AR représente la ligne atmosphérique, c’cst-
a-dire la ligne que décrirait le crayon si la vapeur dans le

*) Si N désigne le nombre de simples courses du piston par minute, la force
de Ia machine ¢n chevaux est

A N
=ty P, |+ log Lo = ¢ PoNCELET ).
60 >< 750 T O
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cylindre conservait la pression atmosphérique. Je suppose
qu’au départ du piston le crayon soit en C; il décrira d’abord
une ligne horizontale CD, parce que pendant un certain temps
le corps de pompe communique avec la chaudiére et que par
suite la vapeur y garde une pression constante. Ensuite, la
pression diminue, le crayon décrit la courbe DE. Puis le corps
de pompe communique avec le condenseur, la pression
descend rapidement, ce qui donne une droite EF, le point F
correspendant & la pression du condenseur; puis, quand le
piston revient & sa premiere position, Ia pression ne changeant
pas, le crayon décrit 'horizontale FG. Enfin on fait arriver la
vapeur, la pression augmente presque instantanément, ce qui
donne une verticale GC.

En pratique, on n’obtient que des courbes approchées de
celles-la et qui oscillent de part et d’autre d’une certaine posi-
tion moyenne. Cest Paire de ceite courbe moyenne qu’on
prend pour la mesure du travail.

On peut graduer Vindicateur de Watt et chercher a quelle
hauteur doit monter le crayon pour une pression déterminée,
et par suite, inversement, étant donuée la position du crayon,
déterminer la pression. 11 suffit de retourner l'indicateur et
d’y suspendre successivement des poids qui produiront sur le
ressort des charges correspondant aux pressions de 1 atmo-
sphére, 2, 3, etc. Il est facile de déterminer le poids qui cor-
respond 4 1 atmosphére quand on connait la section du
cylindre AB. En effet, la pression atmosphérique équivaut a
un poids de 10330 kilogrammes par meétre carré; donc, si A
est la section du cylindre rapportée au métre carré,

A <10330

est le poids qui correspond a la pression de 1 atmosphere sur
le piston C.

L’indicateur de Watt donnerait exactement a chaque instant
la pression de la vapeur dans l'intérieur du cylindre, s’il y avait
équilibre entre la force résultant de cette pression et la tension
du ressort. Or, il n’en est point ainsi pendant que la pression de
la vapeur diminue par Veffet de la détente, et surtout pendant
que cette méme pression augmente rapidement au commen-~

1I. 15
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cement de la course du piston, lorsqu’on vient d’ouvrir brus-
quement la communication du cylindre avec la chaudieére.

Aussi le sommet G du diagramme présente-t-il toujours
une pointe plus ou moins haute, provenant de ce que le
piston est violemment lancé vers le haut, dépasse la position
qui conviendrait & 'équilibre, et ne se fixe dans cette position
quaprés un certain nombre d’oscillations dont la trace est
visible sur la courbe. On atténue cet effet en diminuant la
masse du piston, résultat qui a été obtenu par M. Clair en
construisant en aluminium le piston ainsi que sa tige.

M. Clair avait aussi imaginé, par une combinaison cinéma-
tique extrémement ingénieuse fondée sur les propriétés de
I'encliquetage Dobo, de remplacer le mouvement alternatif du
cylindre sur lequel se trouve le papier par un mouvement
continu, de maniére que les courbes tracées par le crayon pour
un certain nombre de coups de piston successifs se placent a
la suite les unes des autres au lieu de se superposer. La dispo-
sition ancienne est peut-étre préférable, en ce sens qu’elle fait
mieux ressortir la courbe moyenne au milieu des irrégularités
accidentelles qui affectent chaque coup de piston.

§ XIV. — DYNAMOMETRES A BANDE ET A COMPTEUR.

Pour mesurer facilement une force considérable, on fait
usage de dynamometres fondés sur les propriéiés des lames
élastiques fléchies par un effort transversal { fig. g5). Deux
lames de ressort paralléles sont réunies par leurs extrémités;
et s'il s’agit, par exemple, de mesurer I'effort d’un cheval attelé
& une voiture, on attachera le milien de Vune des lames a Ia
voiture, et on fera tirer le cheval sur l'autre lame. L’expérience
prouve que I'écartement des points € et D est proportionnel a
Ieffort exercé, etil est facile de déterminer expérimentalement
I’écart correspondant & un effort connu.

Dynamomeétre de traction 1t bande.

On peut enregistrer d’'une maniére continue les indications
fournies par cet appareil, en le combinant avec un systéme de
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bobines & bandes de papier, analogue a celui que représente
la fig. g9 bis.

La force de traction est appliquée suivant la direction AB
et détermine un accroissement de la distance des milieux C, D
des deux lames. La bande de papier se meut au-dessous du
dynamomeétre suivant une direction perpendiculaire 4 AB. Un
crayon fixé au point D trace une ligne courbe sur la bande de
papier ; un autre crayon porté par une piéce qui est fixée au
point C trace en méme temps la ligne que tracerait le premier
crayon, sile point D ne s’était pas écarté du point C par 'action
de la force. La distance mn de ces deux lignes ( fig. g6), prise
perpendiculairement & la longueur de la bande de papier, sert
de mesure a la force qui agit sur le dynamomeétre, au moment
ou le crayon fixé en D marque le point m. Si la bande de
papier est animée d’'un mouvement uniforme transmis par un
mécanisme d’horlogerie, la courbe obtenue fait connaitre la
loi de la force par rapport au temps; si le mouvement de la
bande est proportionnel a celui du corps auquel est appliquée
la force de traction, la courbe tracée sur la bande par le
crayon D fait connaitre la loi de cette force par rapport au
chemin parcouru. Dans ce dernier cas, 'aire mapq fournit la
valeur du travail de la force correspondant au temps pendant
lequel la bande a marché de la quantité ng.

Dynamomeétre de traction i compteur.

Un plateau circulaire AB ( fig. 97) recoit un mouvement de
rotation autour de son axe CD; ce mouvement est proportion-
nel a celui du corps auquel la force est appliquée. Une boite E,
fixée au milieu de la lame antérieure d'un dynamomeétre, porte
une roulette qui est trés-mobile autour d’un axe paralléle a la
direction de la force, et qui s'appuie en G sur le plateau; cette
roulette touche le plateau en Clorsque aucune force n’écarte
les lames du dynamométre. La force de traction ayant trans-
porté la roulette de C en G, et le plateau ayant un mouvement
proportionnel & celui du point d’application de la force, on
reconnait aisément que la quantité dont tourne la roulette par
suite de son adhérence avee le plateau est proportionnelle au
travail de la force. Le mouvement de la rouletie se transmet

15,
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par un mécanisme d’horlogerie & un cadran divisé dont leg
diverses parties passent ainsi sous un point de repére fixe,
L’observation des positions initiale et finale de ce cadran fait
connatire le nombre de tours dont la roulette a tourné pen-
dant la durée de I'expérience, et, par suiie, le travail produit
par la force pendant ce temps. On détermine la quantité de
travail qui correspond & chaque division du cadran mobile,
par une expérience préalable.

Les dynamomeétres de traction a bande et a compteur peu-
vent étre employés, par exemple, pour meswrer le travail
développé dans le tirage des voitures. Dans ce cas, on transmet
a la bande de papier, ou au plateau, un mouvement propor-
tionnel a celui de la voiture, au moyen d'une corde sans fin
que Ton fait passer dans la gorge d'une poulie adaptée au
moyeu de l'une des roues de la voiture.

Les appareils a bande ont 'avantage de donner la loi de va-
riation de I'effort avec toutes les circonstances.

Manivelle dynamométrique.

Cette manivelle se substitue a une manivelle ordinaire,
lorsque I'on veut mesurer le travail nécessaire pour entretenir
le mouvement de rotation de Varbre auquel elle est adaptée.
Une lame de ressort A ( fig. 8), fixée par une de ses exiré-
mités dans la piéce B qui fait corps avec l'arbre, vient passer
a son autre extrémité enwre deux couteaux d’acier portés par
le bras CD de la manivelle. Ce bras CD est évidé de maniere a
laisser toute liberté au ressort A qui passe a son intérieur; il
peut d’ailleurs tourner librement autour du petit cylindre E
fixé a la piéce B dans le prolongement de 'axe de rotation de
Parbre. Lorsqu’on agit sur la poignée D pour faire tourner
I'arbre, cette action se transmet tout enticre a arbre par I'in-
termédiaire du ressort qui fléchit en conséquence. La piece B
porte un appareil & bande de papier disposé en arriere du res-
sori; la bande se meut proportionnellement au mouvement de
rotation de l'arbre et dans la direction do ressort A, lorsqu’il
n'est pas tendu. Un crayon porié par le bras CD de la mani-
velle trace une courbe sur la bande de papier; un second
crayon, porté par le support de la bande, trace en méme temps
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la ligne que le premier crayon tracerait si le ressort A n’était
pas tendu pendant le mouvement. Ces deux lignes servent a
déterminer le travail développé par la force qui agit sur la
manivelle, comme dans le cas du dynamométre de traction a
bande.

Dynamometre de rotation.

Pour mesurer le travail que développe une machine en pro-
duisant le mouvement de rotation d’un arbre soumis a I'action
de diverses résistances, on se sert de dynamométres qui ont
une grande analogie avec Jamanivelle dynamométrique. Trois
poulies A, B, C, destinées & recevoir des courroies, sont mon-
tées sur un arbre DE { fig. 99). La premiére A est folle sur I'ar-
bre, et peut tourner seule, tandis que le reste de Vappareil est
enrepos. La seconde poulie B est fixée invariablement 4 I'arbre
DE. La troisiéme poulie C est folle sur 'arbre, comme la pre-
miere ; mais elle ne peut pas tourner indépendamment de lui,
parce qu’elle lui est reliée par des ressorts. Ces ressorts, ana-
logues a celui de la manivelle dynamométrique, sont implantés
dans l'arbre DE, et dirigés suivant des rayons de la poulie C;
il y en a ordinairement deux, opposés 'un a l'autre. Les extré-
mités de ces ressorts sont engagées entre des couteaux d’acier
que porte la poulie C prés de sa circonférence (fig. 99, dé-
tail ¢’}. Lorsque la poulie B tourne, elle entraine 'arbre DE
qui fait corps avec elle; cet arbre entraine a son tour la pou-
lie C par Vintermédiaire des ressorts qui fléchissent plus ou
moins, suivant que la poulie C éprouve une résistance plus ou
moins grande. Pour se servir de cet appareil, on I'emploie
comme intermédiaire pour la transmission du mouvement a
l'arbre auquel sont appliquées les résistances a vaincre. On
enléve, par exemple, un manchon, qui sert a relier ensemble
deux portions de cet arbre; puis on adapte a chacune de ces
deux portions ainsi rendues indépendantes I'une de Vautre,
deux tambours M, N, destinés a recevoir des courroies qui
passent en méme temps sur les poulies B, C de I'appareil. La
poulie folle A sert & interrompre et a rétablir & volonté la
transmission du mouvement, par un transport latéral de Ia
courroie du tambour M. Un appareil & bande de papier ou a
compteur est installé a coté de la poulie C (fig. 99 bis); le
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mouvement de la bande de papier ou du plateau est propor-
tionnel au mouvement de rotation de arbre, et le travail
développé pour entretenir ce mouvement est donné absolu-
ment de Ja méme maniére que dans les dynamométres de
traction,

§ XV. — FRreEIN DyNAMOMETRIQUE DE PRoxy.

Depuis longtemps les mécaniciens ont cherché a mesurer
par des moyens directs, non pas le travail développé par le
moteur, mais bien la quantité de travail transmise aux arbres
tournants pendant le travail régulier des machines, parce que
c’est 1a ce qui intéresse surtout 'industriel. Dans le cas d'une
machine a vapeur, par exemple, on peut mesurer le travail
de la vapeur dans le cylindre au moyen de lindicateur de
Watt. Mais il est possible qu’il y ait dans P'intérieur du cy-
lindre un travail considérable produit, et que, par suite de
mauvaises dispositions de la machine, le travail transmis a
I'arbre soit de beaucoup diminué et rendu trop faible pour les
machines que l'arbre tournant devra mettre en mouvement.
On emploie pour mesurer le Zravail disponible le frein de
Prony. Jentends par travail disponible sur un arbre donné le
travail transmis par le moteur a la machine, diminué de celui
qui est absorbé par les résistances passives des pieces inter-
médiaires comprises entre le récepteur et 'arbre que l'on
considere.

Le principe de cette machine est trés-simple; il consiste a
supprimer les résistances ordinaires et & employer tout le tra-
vail transmis a arbre tournant pour vaincre un travail résis-
tant facile a évaluer. Et comme, dans le mouvement régulier
de la machine, le travail moteur est égal au travail résistant,
nous aurons ainsi ce que nous cherchions, le travail moteur
transmis a larbre a la condition que celui-ci se irouve dans
I'expérience ahsolument dans les mémes conditions de vitesse
et autres que dans le travail régulier.

Il faut que Varbre ait en un point de sa longueur une partic
tournée, ou bien que Yon fixe dessus une poulie en fonte 2
gorge plate, également tournée.
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Le frein dynamométrique tel qu'il a é1é proposé et décrit
par M. de Prony consiste en un levier ab garni d’'un coussi-
net e qui repose sur 'arbre tournant ¢, auquel la direction du
levier est perpendiculaire { fig. 102). Une autre piece «' b’ placée
sur I'arbre est réunie a la premiére ab par deux boulons d, ',
au moyen desquels on peut serrer & volonté l'arbre entre les
piéces ab, a'b’, qui portent le nom de mdchoires du frein. De
la compression de l'arbre ¢ entre les machoires résulte a sa
circonférence un frottement qui, pendant le mouvement, tend
a entrainer le levier ab et a le faire participer a la rotation de
I'arbre; mais un poids P, placé dans un plateau fixé au bout du
levier s’oppose a son mouvement ei fait constamment équi-
libre au frottement qui se développe sur la circonférence de
I'arbre.

Pour faire un essai, on commence par supprimer 'action
de toutes les résistances qui agissent sur la machine fonction-
nant réguliérement; puis, en augmentant ou diminuant le
serrage des écrous, on améne la machine a sa vitesse de ré-
gime; en méme temps on maintient le levier immobile en
placant un poids convenable dans le plateau.

Si cette derniére condition est satisfaite et qu’on arréte
Pexpérience a un instant ou la vitesse de la machine soit
exactement ce qu'elle était a I'instant initial, il est ciair que
le travail moteur transmis 4 V'arbre pendant toute la durée de
Pessai est exactement égal au travail résistant développé par
le frottement des méchoires sur la jante de la poulie.

Or, ce dernicr travail est facile a obtenir. En effet, soit F
une des forces tangentielles provenant de l'action des ma-
choires sur la circonférence de la poulie; si nous disignons
par rle rayon de cette poulie et par o la vitesse angulaire de
l'arbre, nous aurons pour le travail de la force I' cu une

seconde
For,

et pour le travail moteur dépensé pendant le méme temps,
T =wr Z F.

D’un autre cdté, le levier est en équilibre sous l'action du
poids P, dont le moment, par rapport a I'axe, est PR, R étant
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la distance du poids P a I'axe de rotation, et des forces du
frottement dont les moments sont représentés d’une maniére
générale par Fr; donc on a

PR:rZF;
T = PRo.

On voit qu'on n’a besoin de counaitre ni la pression exer-
cée par les machoires du frein sur 'arbre, ni le rapport de
cette pression au frottement F, et qu’il suffit de la faire varier
en serrant ou desserrant les boulons d, d’ et augmentant ou
diminuant en méme temps le poids P jusqu'a ce que Parbre
ait pris la vitesse sur laquelle on veut opérer (*).

La formule précédente a é1é établie dans I'hypothése que la
vitesse de la machine était exactement la méme a la fin de
I'essai qu’au commencement, et que, de plus, pendant toute
la durée de P'essai le levier du frein reste immobile.

La premiére condition oblige a donner a I'essai une durée
assez longue, dix a quinze minutes au moins, pendant les-
quelles on mesurera plusieurs fois la vitesse au moyen d’une
montre a secondes. 8i la vitesse a diminué, c'est que le poids
‘mis dans le platcau est trop fort, et il faut recommencer I’essai
aprés avoir déchargé le plateau. Suivant le plus ou moins
d’habileté de Popérateur, ces corrections pourront entrainer
des tatonnements pénibles; mais il faut remarquer qu’un trés-
faible changement de vitesse peut correspondre a une assez
grande variation de force vive et, par suite, & unc dépense
notable de travail, si la machine posséde plusieurs pieces fai-
sant fonction de volants. L’erreur provenant de cette source
aura d’ailleurs une importance relative d’autant plus faible que
I'essai aura duré plus longtemps.

Quant a la deuxieme condition, il n’est pas possible de
maintenir le levier dans une position invariable pendant la
durée que nous avons assignée. Le coefficient du frottement

(*} En mesurant le travail transmis par le moteur pour différentes vitesses
de la machine, on déterminera la vitesse qui correspond au maximum d’effet
utile, vitesse qui, ainsi que nous 'avons dit, est sans aucun rapport avec la
vitesse qu’on veut faire prendre & 'outil.
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du frein sur la poulie, malgré toutes les précautions qu'on
peut prendre (*), ne reste pas constant, de sorte que I'équi-
libre se trouve fréquemment rompu; le levier s’éléve ou
s’abaisse, et, pour le ramener a {'horizontalité, on est obligé
de diminuer ou d’augmenter le serrage, en agissant avec une
clef sur les écrous.

Il est évident que si, par suite des oscillations du levier, le
moment du poids P (ainsi que le moment du poids du frein
lui-méme, dont il faut tenir compte toutes les fois que l'arbre
n’'est pas vertical) subit des variations, les résultats obte-
nus seront nécessairement incertains et conduiront a des
quantités de travail différentes, suivant que le levier sera
resté plus ou moins longtemps dans telle ou telle position. Il
est donc indispensable que ces moments soient bien constants
pour toutes les ohliquités que le levier a la faculté de prendre.

On obtient la constance du moment de la charge du frein en
attachant le plateau au levier a l'aide d’'une courroie fixée a
Pextrémité supérieure d’un arc en fer centré exactement sur
Varbre (fig. 103).

Quant au moment du poids des freins, 11 ne peut étre rigou-
reusement constant que si U'appareil est équilibré autour de
Paxe de rotation, ce qui n’est pas le cas habituel. C’est 1a une
cause d’erreur qui n’a été complétement évilée que dans le
frein circulaire de M. Kretz ( fig. 104), que nous décrirons
dans un instant.

Lorsque ces deux conditions sont remplies, les oscillations
inévitables du frein ne troublent cn rien I'exactitude des ré-
sultats obtenus dans I'essai (**).

Le moment du poids, pour les freins ordinaires, doit étre

,

(*3; 1l faut, pour l'uniformité du frottement, que la jante de la poulie soit
tournée et parfaitement centrée sur Paxe de rotation, que les surfaces [rottantes
soient, pendant toute la durée de 'essai, 4 la méme {empérature et dans le méme
état de lubrifaction. Iy aurait avantage, pour que effort nécessaire au serrage
fiit réduit au minimum, & ce que le coeflicient de frottement fut trés-grand, en
méme temps que régulier.

Ou obtient la régularité et on évite Véchauflfement en arrosant la ponlie et
les machoires d’eau pure. 1l est inutile et méme mauvais d’employer de I'cau
de savon.

(**) Ces indieations sont extraites du Mémoire sur les conditions & remplir dans
Lemploi du frein dynamométrique, par M. Kretz (Comptes rendus, 7 mavs 1864).
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déterminé par une expérience préalable dans laquelle on fait
reposer la midchoire supéricure du frein sur un couteau A
(fig.105). Le frein tend & tomber du ¢dté du plateau; on le
maintient horizontal a 'aide de cales. Un peu au-dessus du
frein est disposé un {léau de balance BD dont 'une des extré-
mités B est précisément sur la direction de la verticale pas-
sant par le centre de gravité du poids placé dans le plateau.
On attache une courroie, d’une part a cette extrémité, d’autre
part a la partie inférieure de V'arc; on enléve les cales et on
détermine le poids Il qu’il faut suspendre en D a 'autre bout
du fléau pour maintenir le levier horizontal.

Le poids I, qui, ainsi appliqué a la distance R=AE, a
précisément le méme moment que le poids de Vappareil, se
nomme tare du frein.

L’inconvénient de cette maniére d’opérer est que le levier
ainsi placé constitue une espece de balance, mais une balance
paresseuse, de sorte qu’il régne une assez grande incertitude
sur le poids qu’on doit mettre pour obtenir 'équilibre. 11 est
cependant bien important d’avoir ce poids avec une grande
exactitude, vu que pour des vitesses assez fortes il faut trés-
peu de chose pour représenter un cheval de force. Une autre
cause d’erreur trés-grave provient de ce que, pendant la tare,
la rotation ne se fait pas autour du méme axe que pendant
Pessai, et en vertu de ce que le frein formé de voussoirs se
déforme, ce qui modifie la position de son centre de gravité.
M. Demondésir a supprimé cet inconvénient en opérant de la
maniere suivante.

On construit un disque en bois ayant exactement le méme
diametre que la poulie et traversé perpendiculairement a son
plan par un couteau dont I'aréte passe parle centre { fig. 106).
On monte le frein sur ce disque comme il doit I'étre sur la
poulie pendant I'expérience; on fait reposer tout le systéme
par le tranchant du couteau sur un appui horizontal. La tare
s’obtient alors par rapport au centre de la rotation pendant
Vessai, et le degré de sensibilité de la balance ainsi consti-
tué donne la mesure de approximation que I'on peut obtenir
avec le systéme da frein employé.

En général, il sera bon de refaire la tare immdédiatement
aprés le dernier essai, car le frein est toujours fortement
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mouillé dans I'expérience, et I'eau absorbée par les michoires
et le levier peut apporter a la tare des modifications notables.

Du serrage. — Ces précautions étant prises, il faut rendre
la manceuvre des écrous aussi facile que possible, et s’arran-
ger de manierc que les efforts exercés pour cela aient un mo-
ment nul par rapport & l'axe, car le contraire fausserait évi-
demment les résultats de I'essai. Enfin il importe d’arréter les
oscillations le plus vite possible, sans quoi le levier pourrait
&tre emporté dans un sens ou dans un autre avant que le ser-
rage convenable ait pu éwre établi.

Pour éviter ces accidents, il est indispensable de limiter les
excursions que peut faire le frein de part et d’autre de 'hori-
zontale. On arrive a ce résultat en installant deux arréis solides
Gel H ( fig. 105 et fig. 102), tels que de fortes traverses en
charpente, contre lesquelles le levier vient buter a la hau-
teur des plus grandes oscillations qu’on veut lui permettre.
Seulement, dés que, dans un essai normal, le levier a touché
I'un ou Yautre de ces arréts, 'opération a manqué, car le
choc a perdu une certaine quantité de travail.

Le serrage est rendu facile et les efforts a exercer sont trans-
mis dans Paplomb de 'axe en faisant agir une clef double sur
le systéme de roues et de pignons indiqué dans la fig. 103 (*);
mais, quelque facile que soit cette manceuvre, elle exige tou-
jours un certain temps, et il convient, afin de ralentir les
oscillations, de donner une valeur suffisamment grande au
moment d’inertie de Pappareil, ¢’est-a-dire d’avoir une poulie
de trés-grand diameétre, et d’éloigner le plateau de V'axe le plus
possible.

Stabilité du frein.— On peut s’arranger de maniere que, s’il
y a augmentation ou diminution du moment des frottements,
les variations du momentde la charge et des poids rétablissent
I'équilibre; c’est ce qui arrive quand le levier est placé au-
dessous sans arc de cercle. On ohtient ainsi une grande sta-
bilité, mais, par cela méme, on s’expose a des erreurs, car le
levier peut prendre une nouvelle position d’équilibre sans que
Popérateur soit obligé de manceuvrer les écrous et, par suite,

(*) Lidée de cette disposition est de M. de Saint-Léger.
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de remettre le systeme dans sa position normale. Avec I'autre
disposition, I'opérateur est obligé de corriger immédiatement
les moindres variations, sous peine de laisser manquer I'essai.

Diverses dispositions données au frein.

La disposition la plus habituelle est celle de la fig. 102, dans
Jaquelle la michoire inférieure est souvent remplacée par une
série de voussoirs maintenus par une bande en fer ( fig. 106).

La fig. 103 représente le frein employé par M. Rolland et
construit par M. Farcot (*) pour l'essai des machines de la
manufacture des tabacs de Strasbourg.

Le frein est monté sur une poulie en fonte tournée sur sa
gorge et composée de deux parties qui se rapprochent pour
embrasser I'arbre, et qui se réunissent au moyen de boulons.
La poulie est creuse, et ses joues sont percées de trous par
lesquels on peut introduire dans 'intérieur de la couronne
un courant d’eau dans le but de prévenir 'échauffement de la
jante et d'uniformiser le froitement. Un deuxiéme courant
arrose, dans le méme but, la partie extérieure de la couronne;
P'eau est amenée au moyen de deux tuyaux en plomb qui com-
muniquent avec un réservoir supérieur dont le niveau est
maintenu constant au moyen d’une pompe élevant 'eau d’un
puits. On voit que de cette sorte les surfaces frottantes sont
maintenues a une température constante et toujours dans le
méme degré d’humidité, et que, par suite, les conditions né-
cessaires a l'uniformité du frottement se trouvent remplies.
On emploie quelquefois 'eau de savon; mais, si le frottement
devient un peu plus régulier, il devient aussi beaucoup plus
doux, ce qui a U'inconvénient d’exiger un trop grand eflort
pour le serrage.

La machoire supérieure du frein est une pi¢ce de bois en-
taillée circulairement. La mdéchoire inférieure se compose
d’une série de voussoirs en bois juxtaposés et retenus par une
bande de fer plat qui les maintient appuyés contre la gorge.

(™) Les dispositions principales de ce frein avaient été indiquées antéricuve-

ment par M. de Saint-Léger. (Annales des Mines, t. X1, 1837.)
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Cette bande de fer se termine par deux tiges rondes filetées &
leur extrémité pour recevoir un écrou au moyen duquel on
produit le serrage.

Frein circulaire. — Enfin la disposition circulaire (fig. 104)
imaginée par M. Kretz et employée pour la premiére fois par
cet ingénieur en 1862 permet d’équilibrer parfaitement tout
Pappareil et parait réaliser de la maniére la plus satisfaisante
les conditions d’exactitude et de facilité dans la manceuvre.

Le frein est monté sur le volant ou sur une roue de grand
diameétre. 1l se compose d’une série de voussoirs en bois fixés
sur une bande de fer et symétriquement disposés par rapport
a l'arbre. Aux deux extrémités de la bande sont deux vis de
sens inverse qui s’engagent dans un écrou double A, La faci-
lité avec lagquelle cet écrou se manceuvre au moyen de quatre
bras de levier est un premier avantage de la disposition que
nous étudions; le froitement des écrous contre les embases
fixes est entierement supprimé; de plus, le moment des efforts
qu’il fautl exercer est toujours nul par rapport a I'axe. La cour-
roie est fixée 4 un secteur centré sur 'arbre, ct on s’arrange
de maniére que le centre de gravité de 'ensemble du frein,
moins la courroie et le plateau, soit exactement sur 'axe, ce
qui donne une grande sensibilité 4 Vappareil et enléve les in-
certitudes provenant des variations du moment du poids pen-
dant D'essai. S'il éiait au-dessus, la balance serait folle; au-
dessous, elle serait paresscuse.

-1l v’y a donc pas a s’occuper de la tare du frein, ou plutdt
cette opération consiste simplement a faire coincider Ie centre
de gravité avec le centre de rotation, résultat auquel on arrive
facilement par P'addition de lames de plomb sur les parties
trop légéres.

La tare de ce frein reste trés-sensiblement constante pen-
dant 'essai, parce que l'eau qui vient imprégner les voussoirs
se répartil réguliérement autour de I'axe; on peut du reste la
rendre invariable en saturant tous les voussoirs d’eau avant
Pexpérience.

FIN DU DEUXIEME FASCICULE.



