COURS
MECANIQUE ET MACHINES

PROFESSE

A LECOLE POLYTECHNIQUE,

Pir »;\I. Epu. BOUR,

INGENIEUR DES MINES.

Publié par M. Pmrips, Professeur de Mccanique a IEcole Polytechnique,
avec la collaboration de MM. CorLieyox et RrETz,

Iil* ET DERNIER FASCICULE.

DYNAMIQUE ET HYDRAULIQUE,

AvEC 123 FIGUCRES DANS LE TEXTE.

k.

-
e
At

P S

I

G-t
el A g

PARIS,
GAUTHIER-VILLARS, IMPRIMEUR-LIBRAIRE

DU BUREAU DES LONGITUDES, DE L'ECOLE POLYTECHNIQUE,

SUCCESSEUR DE MALLET-BACHELIER,
Quai des Augustins, 3J.

‘lgi
{ 'Tous droils réseryes.)
Ecole Centrale de Lyon
BIBLIOTHEQUE

36, avenue Guy de Collongue
F-69134 ECULLY CEDEX

ACS ES

.






TABLE DES MATIERES.

Pages.
AVERTISSEMENT + « ¢ v et e eeee et et et e e s Vil
PREMIERE SECTION.
DYNAMIQUE.
CHAPITRE PREMIER. — Mouvement d’un point matériel..... ... 3

CHAPITRE II. — Mouvement des svstémes matériels quelconques. 62
CHAPITRE III. — Applications de la théorie & quelques questions
de Mécanique pratique.. ..oov vttt 96
CHAPITRE 1V. — Dynamique spéciale des solides invariables.,... 113
CHAPITRE V. — Applications diverses relatives & la dvnamique des
corpssolides. ..o 195

CHAPITRE VI. — Du mouvement varié des machines............ 231

SECONDE SECTION.

HYDRAULIQUE.
CHAPITRE PREMIER. — Hydrostatique............. . 277
CHAPITRE 1I. — Hydrodynamicue.............oveeerneennenn.. 301

CHAPITRE UII. — Du frottement et de la viscosité des liquides... 350
CHAPITRE IV. — De I'équilibre et du mouvement des fluides élas-
LAT0 T e 382






Vi1

AVERTISSEMENT.

Ce troisieme fascicule du Cours de Jecamque et Ma-
chines, de Bour, estle dernier que nous ferons paraitre.

Il est conforme a la rédaction laissée par ce savant.

~ Quant ala derniere partie du Cours, Moteurs et Recep-
teurs, que Bour professait & 'Ecole Polytechnique, les
Editeurs ont dd renoncer & la publier, ' Auteur n’ayant
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DYNAMIQUE ET HYDRAULIQUE.

Ce volume comprend deux Sections:

La premiére a pour objet la Dynamigue, ou science des
forces et des mouvements qu’elles produisent;

La seconde contient, sous le titre général Hydrauiique, la
Mécanique spéciale des fluides, avec ses divisions principales:

L'Hydrostatigue et U Hydrodynamique, sciences de I’équi-
libre et du mouvement des liquides et des gaz;

EtVHydraulique proprementdite, application de cessciences
a Pindustrie et a lart de U'ingénieur.
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PREMIERE SECTION.
DYNAMIQUE.

et N
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CHAPITRE -PREMIER.

MOUVEMENT D’UN POINT MATERIEL.

§ I. — EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU MOUVEMENT,

« La Dynamique est la science des forces accélératrices et
retardatrices, et des mouvements variés qu’elles doivent pro-
duire. Cette science est due éntiérement aux modernes, et
Galilée est celui qui en a jeté les premiers fondements. Avant
lui, on n’avait considéré les forces que dans 'état d’équilibre,
et quoiquon ne put attribuer U'accélération des corps pesants
et le mouvement curviligne des projectiles qu'a l'action con-
stante de la gravité, personne n’avait encore réussi a détermi-
ner les lois de ces phénoménes journaliers, d’aprés une cause
si simple. Galilée a fait, le premier, ce pas important, et a
ouvert par 11 une carriére nouvelle et immense a 'avancement
de la Mécanique (*). Cette découverte ne procura pas & Ga-
lilée, de son vivant, aulant de célébrité que celles qu’il avait
faites dans le ciel, mais elle fait aujourd’hui la partie la plus
solide de la gloire de ce grand homme.

» Huygens, qui parait avoir été destiné a perfectionner et a
compléter la plupart des découvertes de Galilée, ajouta ala
théorie de 'accélération des graves celle du mouvement des

(*) Discorsi e demostrazioni matematiche intorno a due nuove scienze, 1638.
I.



4 DYNAMIQUE.
pendulcs et des forces centrifuges {*), et prépara ainsi la
route & la grande découverte de la gravilation universelle. La
Mécanique devint une science nouvelle entre les mains de
)ewlon, et ses Principes mathématiques, qui parurent pour
la premiére fois en 1687, furent 'époque de cette révolution,
» Enfin, Vinvention du calcul infinitésimal mit les géo-
meétres en état de réduire a des équations analyvtiques les lois
du mouvement des corps (**). » Mais, si la Mécanique recut
ainsi de la science du Caleul un sccours considérable ¢t une
impulsion inattendue, -on peut dire que, réciproquement,
I"Analyse dnit ses découvertes les plus originales aux cllorts
consacrés a la solution des problémes de Mécanique.

C’est au moyen du principe de la composition des mouve-
ments produits par les forces que Galilée a résolu les pre-
miéres questions qui se rapportent & la Dynamique.

Dans le premier Chapitre de la Statique, nous avons donné
un apercu des nombreux cerollaires du principe de Galilée,
de cette grande loi qui explique et compléte la loi primordiale
de Pinertie de la matiére (***). Ce principe nous a servi de
point de départ dans notre exposition de la Statique, bien
qu’il fat peuat-étre plus naturel, et surtout plus conforme a
Pordre historigue, de suivre une marche toute différente.
Nous allons actuellement développer la maniére dont notre
principe fournit la solution du probléme général de la Djna-
mique du point matériel.

Il nous suffira pour cela de rappeler quelques-uns des ré-
sultats précédemment élablis, résualtats auxquels nous n’avons
rien A ajouter de nouveau.

I. Quelles que soient les conditions dans lesquelles un point

matériel se trouve placé, on peut toujours considérer ce point

*) Horologium oscillatorium, 1633,

(**) Lacraxcr, Mécanique analytique, 3¢ édition, t. 1, p. 207,

(***) La matiére est inerte, ¢’est-a-dire indifférente & toute cause de mouve-
ment, & toute force. Quand plusieurs forces agissent simultanément sur un
méme point matériel, celui-ci céde a la fois, et sans élection aucune, 4 toutes
ces forees, sans qu’aucune d’elles géne en rien le mouvement que les autres
tendent 2 produire. Les étres animés présentent des phénoménes d'un ordre
tout a fait opposé.



CHAPITRE I, — MOUYEMENT D'EN POINT MATERIEL. 5

comme soumis & Uaction d’une force unique, laquelle est la
résultante des efforts de loute espéce qui s’exercent surlul,

ReunarQue. — Si notre point n’est pas absolument libre,
¢'est-a-dire s'il fait partie d’an corps, ou d’un systéme de corps
liés entre eux, ou bien encore s’il se trouve géné dans son
mouvement par des obstacles, il faudra avoir soin, dans 'éva-
luation de la résultante ou force motrice, de tenir compte des
forces qui proviennent des fiaisons du systéme, ainsi que des
réactions des chstacles ou appuis.

Ces forces particulieres, qui agissent au méme litre que
toutes les autres forces pour délerminer les diverses circon-
stances du mouvement du point mobile, ne sont pas immé-
diatement connues : elles dépendent du mouvement inconnu,
lequel en dépend a son tour. On est donc obligé de les intro-
duire dans les constructions et les caleuls comme des incon-
nues, doint on caleule plus tard les valeurs par Vune des mé-
thodes que nous exposerons en temps utile.

Il. Quand un point matériel animé d’une vilesse quel-
conque, résultat d’efforts antérieurs & Uinstant considéré, est
aciuellement soumis ¢ Uaction d’une force, Uaccélération (o-
tale du mouvement de ce point a pour direction la direciion
de la force, et pour valeur le quotient de la force motrice
par la masse du peint matériel en mouvement,

C'est ce que nous avons exprimé par Péquation

dans Jaquelle J est exprimé en meatres, et F en kilogrammes;
quant 2 la masse m, clle ne peut éire rapportée & une unité

B , . P . .
particuliere. C’est le quotient — du poids en kilogrammes par
o

e nombre ¢,8088 qui mesure dans notre systéme d'unités
Faceélération due a la pesanteur. Si Yon remplace m par sa

. p
valeur —, on a
8



[§) DYNAMIQUE.

équation qui esthomogeéne et ne dépend plus des unités qu’on
voudra adopter.

IIL. L’accélération de la projection d’un point sur un axe
fizxe est la projection sur le méme axe de Uaccélération toiale
du point.

On a, en supposant les projections orthogonales,
— ¥ —
J. =Jcosd, x = - €0s F, z,
12

parce que la direction de Paccélération totale est laméme que
celle de la force.

On aurait trouvé la méme valeur pour J,, en considérant,
par une double abstraction, la projection géométrique du
point mobile comme un point matériel de masse m, soumis a
I'action d’une force

T cosF, z,

projection de la force F sur l'axe des z.

Ce résultat conslitue un théoréme dont I'importance est
égale a la simplicité, c’est le véritable et unique principe de la
Dynamique, dit Euler dans les Mémoires de I'Académie de
Berlin pour Fannée 1750.

Voici I'énoncé de ce théoréme, qui permet d’écrire immé-
diatement les équations différentielles du mouvement d’un
point matériel libre, soumis a l'action de forces données quel-
conques :

TatorkME FONDANENTAL. — La projection d’un point matériel
sur un axe fixe se meut comme un point matériel de méme
masse que le point donné, animé d’une vitesse égale & la pro-
Jection de la vitesse de ce point, et sollicité par la projection
de la force motrice effective.

Ce théoréme est vrai, de quelque maniére que s’effectue la
projection du mouvement sur la droite fixe (*}.

Projection du mouvement sur la tangente et sur la nor-
male. — L’application du théoréme fondamental suppose les

{*) La projection, rectangulaire ou oblique, du mouvement sur un plan
fixe donne lieu & un théoréme analogue.
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axes de projection fixes. Aussi, quand on parle de projeter le
mouvement d’un point sur la tangente et la normale princi-
pale de sa trajectoire, faut-il comprendre qu’il s’agit, non pas
de lignes assujelties a coincider constamment avec la tangente
et la normale a la courbe décrite, mais bien d'une tangente
fixe, d’'une normale fixe, sur lesquelles on étudie les projec~
tions des positions du mobile infiniment voisines du point
de contact.

Observons qu’on se fait une idée parfaitement claire du
mouvement rectiligne produit par une force dont la direction
ne différe pas de celle de la vitesse actuelle du mobile. Il est,
en effet, évident que, dans ce cas, la force qui sollicite le mo-
bile ne peut avoir pour effet que d’en augmenter ou d’en di-
minuer la vitesse. Au contraire, on voit beaucoup moins bien
comment, dans le mouvement curviligne, la force influe ala
fois sur les éléments géométriques de la trajectoire du mobile
et sur les variations de la vitesse de ce mobile.

Pour arriver a se faire une idée parfaitement nette de ce
double mode d’action, il faut se transporter dans le voisinage
de T'arc décrit par le mobile pendant un temps infiniment
petit, et projeter cet arc sur la tangente a I'une de ses extré-
mités, sur la normale principale au méme point, enfin sur la
perpendiculaire au plan osculateur.

On sait que, relativement aux axes ainsi définis, les irois com-
posantes de I'accélération totale se réduisent a deux, qui sont :
dv
dt
gente a la trajectoire, dans le sens du mouvement ou en sens

1° Laccélération tangentielle, —-» dirigée suivant la tan-

. ‘ . . v

inverse, suivant le signe de PIL

2° L'accélération centripéte, dirigée vers le centre de cour-
v'z

bure et égale & —-
7]

Cela posé, les forces étant proportionnelles aux accéléra-
lions, nous pouvons de méme décomposer la force qui agit
sur le point en deux autres :

1° La force tangentielle, égale &

- ra— ([U
Fceosk,ds = m—;
dt
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2o La force centripéte, égale &

. T o

Feosk,p=—=m—-

I

o

Ces formules mettent bien nettement en évidence la ma-
niere dont une force, agissant sur un mobile donné, produit
a la fois ¢t d’'une maniére indépendante la variation de vitesse
du mobile et la courbure de sa trajectoire. Ainsi : _

1° Le changement de grandeur que la vitesse du mobhile
éprouve avec le temps est uniquement dd a la foree tangen-
tielles en sorte que, si cette force tangentielle était constam-
ment nulle, ¢’est-a-dire sila force F était toujours normale a
la trajectoire, la vitesse ne varierait pas et'le mouvement seraii
uniforme.

A T, .
2° De méme, la courbure — dépend uniquement de la force
7]

centripite. Si cette force était constamment nulle, la courbure
de Ia trajectoire le serait aussi et le mouvement serail recti-
ligne.

On s’cst servi trés-longtemps de ces formules relatives aux
forces tangentielles et centripétes pour résoudre les pro-
blémes de mouvement. Cest ainsi que procédait Newton, en
employant exclusivement les considérations géométriques;
car, 8’1l s’est servi quelqueiois du calcul analytique, ¢’est uni-
quement la méthode des séries qu’il a employée, méthode qui
doit éire distinguée de la méthode différentielle, quoiqu’il
soit facile de les rapprocher et de les rapporter a un méme
principe.

Le traité de Mécanique d'Euler, qui a paru en 1736 et qu'on
doit regarder comme lc premier grand ouvrage ou I"Analyse
ait ét2 appliquée a la science du mouvement, est encore tout
forsdé sur ces formules; mais on les a presque abandonnées
depuis, parce qu'on a trouvé une maniére plus simple d’ex-
primer Veffet des forces accélératrices sur le mouvement des
corps.

Elle consiste & rapporter le mouvement du corps et les
forces qui le sollicitent 4 des directions fixes dans I'espace.
Alors, en employant, pour déterminer le lieu des corps dans
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I’espace, trois coordonnées rectangulaires qui aient ces
mémes directions, la variation de ces coordonnées représente
évidemment U'espace parcouru par le point dans la direclion
de chacun des axes fixes.

Mouvement d’un point matériel libre.

En adoptant ce systéme, il faut également décomposer la
force donnée en trois autres, X, Y, Z, paralléeles respective-
ment aux trois axes coordonnés. D'aprés notre théoréme fon-

. damental, chacune de ces composantes détermine, d'une ma-
niere indépendante, toutes les circonstances du mouvement
rectiligne de la projection correspondante. On obtient ainsi
trois équations différentielles (*) :

I

[ N

m g T

‘1) < om il =%,
de?

drz

l)l‘(lT A,

v

qui déterminent en fonction du temps les trois coordonnées
inconnues z, 1, s.

Les quantités X, Y, Z étant des fonctions connues des coor~
données x, 3, =, du temps ¢, et quelquelois méme des vi-

~

dr dy dsz
tesses ——, ——. —
di dt” dt
simultanées du deuxiéme ordre, dont intégration est du do~
maine de I’Analyse pure.
Rappelons seulement que les intégrales des équations (1),

c’est-a dire les équations finies du mouvement, doivent con-

» les équations (1) sont trois équations

(*) Cette maniére d’établir les ¢quations différentielles du mouvement d’un
€orps soumis a 'action de forees quelconques, en le réduisant & des mouvements
rectilignes, est, par sa simplicité, préférable a toutes les autres; elle aurait da
se présenter d’abord, mais il parait que Maclaurin est le premier qui Pait
emplovée dans son Traité des flurions, qui a paru, en anglais, en 1542 : elle
est maintenant universellement adoptée.
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tenir six constantes arbitraires distinctes. Le probléme est
pourtant bien déterminé (*); et la présence des arbitraires
tientd ce que nous n'avons pas tenu compte, en écrivant les
équations différentielles, des conditions dans lesquelles le
point matériel se trouve placé, au moment ou nous I'aban-
donnons a Paction des forces X, Y, Z. L’Algébre nous avertit
ainsi que notre méthode nous donne, du méme coup, la solu-
tion de tous les problémes qui différent du probléme proposé
par la position initiale du point mobile, ainsi que par la gran-
deur et la direction de la vitesse qui‘anime ce point, & U'instant
pris pour origine du temps.

L’intégration générale des équations (1) constitue donc seu-
lement la premiére partie de la solution de la question pro-
posée, et I'on doit achever cette solution de la maniére sui-
vante.

Soient
(‘T-f?‘(l,7ujv b
(2\/ ; ): ’f?(t7 Xy rCJ' )’
Z ;Qs<t7 %, ;3’ )

les intégrales générales trouvées; différentions ces équations
par rapport au temps : pour avoirles composantes de la vitesse
mobile, il vient

i dx d .
\ G @i
, dy
3) J g = llcgz([,:(,f). ),
dz d - .
W:(_L‘?d\t’y"dy

Cela posé, ainsi que nous I'avons dit, pour que le probleme
soit complétement défini, il faut qu'on nous dise, a I'instant

(*) Il est de l'essence des problémes de Mécanique de n’admettre jamais
qu'une seule solution. A une question du domaine de Ia Géométrie, on peut
souvent répondre de deux maniéres également admissibles. C’est ce qui n’a
jamais licu en Mécanique : un corps étant placé dans des conditions données,
Ie mouvement qu’il va prendre est unique et bien déterminé.
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ol nous commencons & étudicr le mouvement, ol se trouve
placé le point mobile, ainsi que la vitesse dont il est animé.
On connait ainsi, pour £ — o, la valeur des coordonnées x,,

. dx dy dz
Ju %0, €1 des composantes des vitesses <—d—t>o’ <—d_t>u’ <~d—t>0
En mettant ces valeurs dans les équations (2) et {3), nous au~
rons six équations qui serviront a déterminer les arbitraires.

Les six constantes devant essentiellement étre distinctes,
les équations qui doivent en donner les valeurs ne sauraient
étre ni incompatibles ni indéterminées. Si Pun de ces cas se
présentait, c’est qu’on n'aurait pas les intégrales générales des
équations différentielles (1).

Mouvement dans un plan. — Lorsque la force qui sollicite
un point matériel se trouve constamment contenue dans un
plan, lequel renferme aussi la vitesse initiale, le mobile ne
sort pas de ce plan. Sil'on fait choix de deux axes coordon-
nés, situés dans ce méme plan, Ox, Oy, les équations diffé-
rentielles du mouvement se trouvent réduites a deux :

0 | =
4
( mﬂ =:Y,
dt:

et leurs intégrales générales contiennent quatre constantes ar-
bitraires.

Réciproque du probléme de la Dynamique.

Quand on connaitla loi du mouvement d’un point, on con-
nait les expressions de ses trois coordonnées en fonction du
temps, dans un systéme d’axes rectangulaires ou obliques
(uelconques. Alors les dérivées secondes des trois coordon-
nées, par rapport au temps, multipliées par la masse du mo-
bile, donnent les expressions des composantes de la force mo-
trice, dans le systéme de projection adopté.
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A pplication au mouvement des corps pesanis & la surface
de la terre.

Considérons un corps souniis a la seule action de la pesan-
teur, que nous regarderons comme une force d’intensité con-

Fig. 1.
|
-
B
008 A
// \\ )
/

ral

stante P == mg, parallele a Paxe des z (fig. 1}. Les ¢équations
différenticlles du mouvement sont

. .. —p—
|
!

v o= oot 5,
(6) > o=yt 5,
=gt + L — Lo

Prenons pour origine le point de départ, les trois con-
stantes 3, 4, Z sont nulles. Choisissons le plan des zx de ma-
niére qu’il renferme la vitesse initiale OT. Enfin, soit v, cette
vitesse initiale, et 8 langle qu’elle fait avee te plan horizontal.

On a pour les trois projections de celte vitesse

Voo = % = ¢, €085,
(7,’ ? Vo,_v:’/ —= o,
U ves — & == oepsin b
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d’od
[ &= v,cos8.1,

(8) |z

cepsinf. — tgtt

Amplitude du jet :

§ I1. — MOUVEMENT D'UN POINT MATERIEL QUL N'EST PAS LIBRE.

Nous avons montré par un grand nombre d’exemples, dans
les applications de la Cinématique, comment, par des combi-
naisons qui ne sont que de la Géoméirie pure, on fait en
sorte que les mouvements de certaines piéces de mécanisme
satisfassent nécessairement a des conditions imposées.

Ces combinaisons sont absolument indépendantes des forces
qui peuvent agir sur le sysiéme ainsi constitué, pourvu, bien
entendu, que ces forces ne soient pas assez grandes pour bri-
ser les liens du systéeme.

Un wagon, monté sur des roues coniques et placé sur une
voie de fer, se mouvra toujours le long de cette voie, dans un
sens ou dans lautre, quelles que soient les grandeurs et les
directions des forces qu'on lui appliquera, pourvu qu’on ne
dépasse pas certaines limites; une balle de plomb, suspendue
a Pextrémité d’un fil inextensible dont 'autre exirémité est
fixe, se mouvra toujours de telle maniére que son centre de
figure reste sur la surface d’une sphére ayant le point d’attache
du fil pour centre, quelles que soient les forces qui agiront
sur ¢elle, pourvu que ces farces ne tendent pas a la rapprocher
de ce point d’attache du fil. Dans le premier de cesdeux exem-
ples, le mouvement du wagon est produit a la fois par les
forces qui lui sont directement appliquées dans les différentes
directions, et par les réactions qu’il éprouve de la part des
rails dans les divers points, ol il les touche; si I'on réduit le
wagon, par la pensée, a un simple point matériel sur lequel
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agiraient ces diverses forces, on trouvera son mouvement en
appliquant les théories exposées dans le paragraphe précé-
dent : seulement, il arrivera que, quelles que scient les forces
directement appliquées a ce point matériel, c’est-a-dire autres
que les réactions des rails, la trajectoire qu’il décrira sera tou-
jours la méme, parce que ces réaclions prendront a chaque
instant des grandeurs et des direclions telles qu’il en soit
ainsi. Dans le second exemple, la balle de plomb se meut sous
les actions simultanées des forces qui lui sont directement
appliquces et de Ia réaction qu’elle éprouve de la part du fil ;
cetie balle, supposée réduite a un point matériel sur lequel
agiraient toutes les forces que nous venons d’indiquer, se
mouvra conformément a la théorie générale; mais il arrivera
que, gquelle que soit la résultante des forces directement ap-
pliquées a la balle, c’est-a-dire autres que la réaction qu’elle
éprouve de la part du fil, celte réaction prendra toujours une
intensité telle que la baile ne quitte pas la surface sphérique
dont nous avons parlé.

Pour préciser ces notions, nous dirons, comme nous 'avons
fait en Statique, qu’'un point matériel qui n’est pas libre est
un point dont les coordonnées ne peuvent pas prendre toutes
les valeurs imaginables. Si, par exemple, on se donne les
coordonnées x et 3 du pointa un cerlain instant, la troisiéme
coordonnée, z, n’est point tout a fait arbitraire : elle a une ou
plusieurs valeurs qui sont déterminées quand on connait
celles de z et y; c’est ce qu’on exprime en disant que z est
une fonction de x et de », ou en écrivant qu’il existe entre les
trois variables z, 3, z une équation de la forme

(1) F(z,y,3)=o.

Mouvement sur une surfuce fixe donnée.

L’équation (1) veut dire que le point dont les coordonnées
sont x, y, 2 ne peut pas sortir, dans son mouvement, d’une
certaine surface représentée par cette équation. Quelles que
soient les combinaisons mécaniques employées pour obtenir
ce résultat, nous supposerons, pour plus de simplicité, que la
surface constlitue un obstacle matériel sur lequel notre mobile
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se trouve appuyé. Nous continuerons d’appeler réaction de la
surface la force, dirigée suivant la normale, capable de tenir
lieu de la présence de la surface.

Soient X, Y, Z les composantes de la force qui agit directe-
ment sur le point mobile, abstraction fajte de P'action de la
surface. ID’aprés ce que nous avons vu, nous pouvons regarder
le point comme libre, a la condition d’adjoindre & la force
donnée cette réaction inconnue N. Les équations différen-
tielles du mouvement prendront alors la forme suivante :

fodra ; . —_—

{ me—- = X -+~ NcosN, x,

Ay - . N

(2) { mﬁ::&—i—xcosh,‘r,
m—p = +—NcosN, z,

les trois cosinus qui entrent dans ces équations étant donnés
en fonection de x, y, z par I’équation de la surface, puisque la
direction de la réaction N est celle de la normale extérieure
a cette surface (nous négligeons le frottement). En éliminant
N entre ces équations, on aura deux équations qui, jointes a
I'équation (1), permettront de déterminer &, y et z en fonction
de t. Ensuite, au moyen de l'une quelconque des équa-
tions (2), on trouvera la valeur de la réaction N.

Assez souvent on prolite de I'équation de la surface pour
exprimer les trois ccordonnées du point mobile en fonction
de deux variables indépendantes.

Ainsi I'on pose

‘ x = o (u, ),
(3) Y= o(u,v),
z = o,(U, v);

et il est clair que ces trois équations peuvent représenter une
surface quelconque, puisque les fonctions ¢, 9., ©; sont com-
plétement arbitraires.

Exprimons les dérivées secondes de = et de y par rapport
a ¢ en fonction des dérivées de u et de ¢ par rapport a la
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N . . . d'x
méme variable : en remplacant, dans les équations (2}, ok
v [4
dy d*z . . -
Tz o par leurs valeurs, on aura trois équations qui, ré-
at- at:

duites a deux par Vélimination de N, donnent les équations du
mouvement en fonction de « et de ¢. Lagrange a fait connaitre
un procédé général qui permet d’écrire immédiatement les
équations différentielles auxquelles doivent satisfaire u et o.

Nous verrons comment, au moyen de certains théorémes
généraux qui feront Vobjet du paragraphe suivant, on peut
résoudre, d’une maniére a la fois simple et directe, la plupart
des questions qui offrent un intérét pratique.

Le mouvement du point étant connu, on trouve trés-facile-
ment la pression qui s’exerce sur la surface directrice : soii
analytiquement, au moyen d’une des relations (2); soit géo-
métriquement, en introduisant la considération de la force
centripéte et de la force tangenticlle.

Soient M la position du mobile sur sa trajectoire { fig. 2), M

Fig. 2.

la normale a la surface, sur laquelle nous portons une longueur
représeniant la réaction inconnue N qu’on veut déterminer.
Décomposons la force qui agit sur le point M en deux:
I'une P, tangente a la trajectoire ; 'autre Q, située dans le plan
normal a cetle trajectoire. Le mobile peut étre regardé comme
libre sous Paction des trois forces N, P, Q. Or, dans le mou-
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vement d’un point libre, a force tangentielle est due a la pro-
jection rectangulaire sur l‘a tangente des f.orces qui agissent
sur le point, c’est-d-dire a la force P, puisque N et Q sont
normales 4 cette tangente. On a donc, en premier lieu,

dv

Y e
P = oy

De plus, en composant les forces N et Q, on doit obtenir la
force centripéte MC (*). On pourra donc inversement, quand

n et

on connaitra MC, qui est égale a

s trouver par la construc-

)
tion d’un parallélogramime la grandeur de la réaction N.

La force MN,, égale et directement opposée a MN, estla
pression exercée par le mobile sur la surface. Cest la résul-
tante de la force MQ et d’une force MC,, égale et opposée ala
force centripéte. Ce résultat s’énonce ainsi :

Tutorkng. — La pression exercée par un corps mobile sur

une surface fize est la résultante de la force normale et de la
force centrifuge.

C'est la présence de cette force centrifuge qui distingue la
réaction dynamique de la réaction statique.

Etudions spécialement le cas ol aucune force nagit sur le
point. La construction giéométrique précédente permet de
voir toul de suite les principales propriétés du mouvement.

La force P étant nuile, on a

dv o
di
Done :

1° Le mouvement est uniforme.

Dans le parallélogramme MOQCN, MQ est nul; done les

z*\) On conclut de i que la normale principale MR est situce dans le
plan XMQ.

II1.
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cOtés MC et MN coincident. Ainsi la normale principale de Ia
trajectoire se confond avec la normale a la surface.

2° La trajectoire est une ligne géodésique de la surface (*).

Mouvement sur une coul'beﬁxe.

Supposons maintenant qu’on assujettisse les coordonnées
d’un point mobile & vérifier simultanément deux équations
telles que
(4)

o{x, 3, z)="o0,

Ul ae e
YL,y 5 )7 0.

Le point esi ainsi astreint a rester sur la courbe que repré-
sente le sysieme de ces deux équations; sa trajectoire est im-
médiatement connue, et il 1’y a plus qu’a trouver la loi des
espaces parcourus sur cette trajectoire.

Décomposons, comme précédemment, la force donnée tan-
gentiellement et normalement a la trajectoire ( fig. 3).

L’accéléraiion tangentielle est uniquement due a la force P,
puisque la réaction est normale a la trajectoire ; donc

dv d*s P
(5) a @

L’intégration de cette équation fera connaitre la loi du

mouvement.
Cela posé, pour avoir la réaction MN, nous remarquerons,
comme dans le cas précédent, que la résultante des forces N

(*) Les lignes géodésiques, définies par la condition d’avoir en chaque point
leur plan osculateur normal a la surface sur laquelle on les suppose tracées,
jouissent ainsi des trois propriétés suivantes :

10 Propriété géométrique : la ligne géodésique est la plus courte qu'on puisse
tracer entre deux points donnés sur la surface;

2° Propriété statique : c’est la forme d’équilibre que prend un cordon tendu
sur la meme surface;

30 Propriété dynamique : c'est le chemin que suit un mobile abandonné stir
la surface i sa propre vitesse.
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et Q doit donner la force centripete MC(*). Nous trouverons
donc encore la pression MN; en composant MQ avec la force
cenirifuge MC,,

Fig. 3.

TutorkME. — La pression exercée par un poinl forcé de se
mouvoir sur une courbe fixe est la résultante de la force cen-
trifuge et de la composante normale de la force qui agit sur
le point.

Mouvement d’un point pesant. — Comme exemple simple
de ce genre de mouvement, considérons la fronde (fig. 4).
Une pierre, attachée a 'extrémité d’'une corde dont on tient
I'autre bout a la main, tourne rapidement, de maniére a dé-
crire un cercle vertical, ayant pour centre la main supposée
fixe,

Soit M la position la plus basse de la pierre. La tension de la
corde dans la position OM serait égale a mg, poids du corps
suspendu, si celui-ci était immobile. Mais, dans le cas du mou-
vement, il faut ajouter a ce poids, pour avoir la tension, la

. my? . .
force centrifuge ——, dont la direction se confond avec celle
2

¥

(*) Dans le cas actuel, la direction de MC est immédiatement connue,
puisque la trajectoire est donnée. Quant a la réaction N,, on sait seulement
quelle est contenue dans le plan normal zn. Le contraire avait lieu dans le
cas du mouvement d’un point sur une surface fixe.

2.
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du poids. La tension est donc égale a

s

m(—* /

o °

Dans la position opposée de la pierre, la tension est

parce qu’alors le poids agit en sens inverse de la force centri-
fuge. Celte derniére valeur peut étre positive ou négative,

Fig. 4.
’
31 /\:ip
i
,J/'J
d
4
7
4
N F
i !-Af
‘,,‘,/ L7 udy

selon que la vitesse v est plus ou moins grande. Si elle est po-
sitive, la corde reste tendue et la pierre déerit un cercle. 5i,
au coniraire, elle est négative, la corde n'est plus tendue et la
pierre retombe. Ce que nous disons pour ces positions par-
ticulieres de la pierre s’applique évidemment & unc position
quelconque, en considérant toujours la composante du poids
suivant le prolongement de la corde et I'ajoutant ou le re-
tranchant suivant les cas. La tension sera d’ailleurs toujours
. v? v?
comprise entre m| — +g\ et m(— — o
S Lo °
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§ 1. — Force b'INERTIE.

Considérons maintenant un corps obligé de suivre une tra-
jectoire donnée avec des circonstances de mouvement com-
plétement déterminées, par exemple un corps qu’on tient
A la main et auquel on communique, sans le lacher, un mou-
vement arbitraire.

La main, ou Vobstacle qui agit sur le corps, développe &
chaque instant sur lui une certaine force; d'aprés la loi de
Newton, le corps oppose une réaction égale et contraire : ¢’est
cette réaction qu’on appelle la force d’inertie.

Pourtrouver, a un instant donné, la valeur de cette réaction,
nous nous rappellerons que la force qui agit sur le corps est
dirigée suivant la méme droite gue I'accélération totale J du
mouvement, et qu’elle est égale a mJ. Cette force représente
précisément I’action du corps qui donne le mouvement obliga-
toire. Donc la force d’inertie est dirigée en sens inverse de I'ac-
célération totale du mouvement, et elle a la méme valeur mJ.

La définition précédente indique le véritable sens qu’on doit
altacher a I'expression force d’inertie. Ce terme est d’ailleurs
heureusement choisi, car la réaction a laquelle nous donnons
ce nom est bien la force qu’un corps exerce sur nous, en veriu
de son inertie, quand nous cherchons a le faire sortir des lois
naturelles qui régissent la matiére, ¢’est-a-dire quand nous
le forcons & suivre une trajectoire courbe, ou bien que nous
accelérons ou retardons son mouvement rectiligne.

Ce sontles réactions de ce genre qui constatent pour nous
Iinertie de la matiére en mouvement (c’est-a-dire sa tendance
au mouvement rectiligne et uniforme), de méme que Veffet
exercé sur nos organes par un corps que nous empéchons de
tomber nous donne la notion de la pesanteur de la matiére.

En considérant les deux composantes de l'accélération
totale suivant la tangente a la trajectoire et la normale prin-
cipale, nous pouvons de méme décomposer la force d’inertie
en deux:

L . de ..
1* La force d’inertie tangentielle, m ik dirigée en sens
¢
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do

inverse du mouvement ou dans le méme sens, selon que 7i

est posilil ou négaiif;
2° La force d’inertie centrifuge, ainsi nommée parce qu’elle
esttoujours dirigée en sens inverse de 'accélération centripéte.
Si 'on décompose la force d’inertie suivant trois axes rec-
tangulaires, les composantes (qui ont un signe) seront

d*x >y . d z
—m — My — P
dr’ di’ dt

Il peut arriver qu’un corps soit en mouvement sous Paction
de deux ou plusieurs autres. Si I'on cousideére, par exemple,
une bille retenue par deux tiges rigides, la bille réagit a la
fois sur 'une et l'autre de ces tiges. La force d’inertie est la
résultante fictive (*) de ces deux réactions.

Il est un point important auquel il faut faire atiention a
propos de la force d’inertie, parce que une fois ce point bien
compris, on est en garde contre une foule d’erreurs qui ont
é1é commises et se commettent tous les jours a ce sujet. La
force d’inertie d’'un point en mouvement émane du point
matériel lui-méme et s’exerce sur V'obstacle qui géne son
mouvement rectiligne et uniforme. Elie ne peut communi-
quer aucun mouvement au point matériel considéré { d’apreés
la loi de Uinertie ) et ne contribue en rien aux diverses modi-
fications de son mouvement.

Quand on descend d’une voiture emportée rapidement, dés
que les picds se sont fixés au sol immobile, on sent le haut
du corps porté en avant; on dit qu’on est poussé par la force
d’inertie. C’est la une erreur grave : en effet, s’il faut une force
pour donner du mouvement a un corps en repos, il n’est pas
besoin de force pour obliger un corps a conserver un mouve-
ment déjaacquis. Au contraire, il en faut une pour détruire ce
mouvement, etsi quelqu'un veutnous arréter, dans Pexemple

(*) Je dis la résultante fictive + en cffet, deux forces appliquées en deux
points différents ne peuvent pas avoir de résultante, si Pon entend par ce mot
une force capable de remplacer deus ou plusicnrs forces {chose que 'on sous-
entend toujours plus ou moins sans s’'en rendre compte}; au contraire, ces
forces, si leurs directions conecourent en un certain point, ont une résultante
dans le sens géométrique du mot,
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¢ité, il est obligé d’exercer un certain efforts il vecoit alors
un cffort opposé: cet effort est la force d’inertie.

Dans les cours de Physique, pour mettre en évidence la
farce centrifuge, on fait une expérience qui consiste a faire
tourner un fil de fer tendu horizontalement et traversant, a
frottement doux, un trou percé dans une bille { fig. 5). Aussi-
6t qu’on met 'appareil cn mouvement, la bille s’¢carte rapi-
dement du centre et va frapper fortement contre un arréiplacé

Tig. 5.

au bout de Ja tige: on dit qu’elle est Iancée par la force cen-
trifuge. Cette explication est fausse de tout point. La force
centrifuge, dans cette expérience, n’a rien 4 déméler avec le
mouvenment de Ia bille; si celle-ci s’éloigne du centre, c’est
sous la seule action de la pression exercée sur elle parle fil;
c’est ce qu’il est facile de démontrer analytiquement, bien
qu’il répugne au premier abord de voir un effert normal a la
tige produire un mouvement de glissement le long dec cette
tige.

Au contraire, dés que la bille se trouve arrétée par un
obstacle qui la force & décrire un cercle d’'un mouvement
plus ou moins uniforme, dés qu’elle cesse de s'éloigner du
centre, la force centrifuge apparait et s’exerce contre ob-
stacle qui s’oppose au mouvement naturel que la bille ten-
drait & prendre sous I'effort normal de la tige.
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Dansle mouvementde la fronde, la force centrifuge s’exerce
sur la corde et tend 4 la rompre; mais, une fois cet effet
produit, le mobile, qui ne se trouve plus soumis & aucune
force, s ’échappe par la tangente, et continue son mouvement
rectiligne et uniforme.

DYNAMIQUE.

§ IV. — TntorkMES GENERAUX RELATIFS AU MOUVEMENT
D’UN POINT MATERIEL.

Nous avons ramené les questions de mouvement a des pro-
blemes de Calcul intégral et nous avons fait tout ce qu’on
¢tlait en droit d’exiger de nous; mais les équations différen-
tielles des problémes de Mécanique, par cela méme qu’elles
ont une signification particuliére, qu’elles sont de la Méca-
nique el nonde la Géométrie et de la Physique, se distinguent
de toutes les autres dans un grand nombre de cas (d’ailleurs
les plus importants), et présentent des propriétés spéciales.
Ces propriétés se formulent en un petit nombre de théorémes
généranx, au moyen desquels on peut écrire immédiatement
certaines intégrales ou, du moins, étre en mesure de trouver
certaines relations rigoureuses ou approximatives.

Des intégrales. — Définissons d’abord ce que c’est qu’une
intégrale d'un probléme de Mécanique.

Nous avons mis la solution la plus générale des équations
différentielles du mouvement d’un point sous la forme de six
équations donnant les coordonnées et les vitesses en fonction
du temps et de six arbitraires :

Sx:’w(t,a, IR
(1) r=ult, oz 5,..),
(5:%(1’ %y 3yt

ide d > . .

_— = O [ ] s

s dt ~ de T T ’
dy d .

{2) 7127/‘ (¢, o, 5yuie )

dz d .

d T a e B
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Les six constanies arbitraires doivent étre distinctes; cela veut
dire qu'il est possible de résoudre les équations précédentes
par rapport a a, B, ¥5.... On met ainsi les équations finies du
nmiouventent sous la forme de six nouvelles équations, telles
que celles-ci : -

. t, x, ) '(lx ([:’1 <
2=\ I, u”"’dt’a’t’dt)7

=\ BB G gr )

\

.

Ces équations sont ce qu’on appelle proprement les inté-
grales du mouvement.

Une fois qu'on connait un systéme de six intégrales dis-
tinctes, on est sir que toute autre intégrale rentrerait dans
celles-la; ce qui veul dire que si une fonction

4

| dx |
o s )

reste constante en vertu des équations du mouvement, on
peut la ramener & ne contenir que les six quantités o, B, v,...;
et dés lors, une fois que I'on a écrit que toules ces quantités
%, 3, 7,... restent constantes pendant le mouvement, on n’ap-
prend rien en disant qu'une fonction de ces quantités reste
¢galement constante.

C’est en cherchant des intégrales qu’on procéde ordinaire-
ment a I'intégration de la Dynamique. Alors méme qu’on ne
pourra arriver & la connaissance compléte du mouvement,
chaque intégrale qu'on trouvera nous apprendra, indépen-
damment des autres, une propriété de ce mouvement; il arri-
vera méme souvent qu'une seule de ces intégrales offrira de
I'intérét au point de vue auquel on se trouvera placé; c’est ce
qui justifie 'importance de la nouvelle forme sous laquelle
nous mettons la solution d’un probléme de Mécanique ration-
nelle.

Quand on veut rechercher des intégrales, le procédé qui se
presente tout naturellement consiste a combiner les équa-
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tions du mouvement jusqu'a ce qu’on obtienne une combi-
naison intégrable. Certaines de ces combinaisons réussissent
souvent : ce sont celles qui ont une signification concréte, et
auxquelles on est conduit tout naturellement par I’étude du
mouvement en lui-méme, indépendamment des équations dif-
férenticlles. Onarrive ainsi 4 un certain nombre de théorémes
généraux que nous allons établir directement au moyen des
principes fondamentaux, marche bien préférable a celle qui
consisterait a déduire ces vérités caphtales des procédés du
Calcul intégral et de transformations analyliques plus ou moins
détournées.

Théoreme des forces vives.

Nous avons vu que le demi-accroissement de la force vive
d’un point est égal au travail élémentaire des forces qui
agissent sur ce point. Donc

(4) ditme)==Xdr + Ydy 4+ Zda.

On retrouverait cette équation au moyen des équations dif-
férentielles

En effet, muliiplions les premiers membres de ces équations

7 7
«Hy (234 I
——d¢t, — di, et les deuxiémes
di i

membres par dz, dy, dz; puis ajoutons membre & membre,

Nnous aurons,

. dx
respectivement par — dt,

— dt =Xdao +Ydy+ ZLdz,

d*x dx &y dy 'z dz
e
di* di de de dt uat

ou
dizme*)=Xdo +Ydy+ Zds,

Cette équation peut, toutes les fois qu’on le jugera conve-
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nable, étre substituée & 'une quelconque des équations du
mouvenent.

Nous pouvons l'écrire, en employant les signes d’intégra-
tion, sous la forme parfaitement équivalente

U=ime*— [ Ndx + Ydv -+ Zdz)

sl
(5) S met— }muﬁ:] (Xde +Ydy +Zdz.
[J

Cette derniére équation donne lieu aux remarques suivantes:

1o L’intégrale écrite dans le second membre a toujours un
sens bien défini. En effet, x, y, z sont des fonctions du temps ¢,
qui existent nécessairement, puisque nous avons vu que, dans
quelques conditions qu’un point matériel se trouve placé, le
mouvement qu’il doit prendre est parfaitement déterminé.
Done dz, dy, dz sont aussi des fonctions de ¢ multipliées par
dt. On concoit donc que Pintégrale puisse toujours &tre cal-
culée une fois le probléme résolu, et qu'on vérifie ainsi I'é-
quation dite des forces vives. 11 est clair d’ailleurs que cette
équation ne saurait étre, a ce point de vue, d’aucune utilité
pour la connaissance des lois du mouvement.

2° Le seccond membre représente le travail total de laforce F.
Oronavu quele travail total peut se calculer approximativement
soit par les procédés généraux de (uadratures, soit aa moyen
d'appareils spéciaux dans chaque cas. Cette opération étant
supposée effectuée, notre équation permettra de trouver a
chaque instant la valeur de ¢; elle fourniraapproximativement
une intégrale, et pourra offrir de I'intérét dans certaines ques-
tions de Mécanique appliquée.

3° Enfin, dans un grand nombre de cas trés-importants, il
est possible d’intégrer la fonction Xdx + Ydy +— Zdz sans
connatire les valcurs de x, 3, z en fonction de ¢.

Par exemple, il est clair que I'expression xdz + ydy -+ zdz
est toujours la différentielle de 4 (22 + 37+ z?), quelles que
soient les valeurs de @, y et z, qui peuvent étre des fonctions
du temps ou de toute autre variable.

Intégrale des forces vives. — Supposons donc que les com-
posantes X, Y, Z de la force motrice soient des fonctions
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connues des coordonnées x, y, z du mobile, et que la quan.
tité
Xdr +Ydy-+7Zds
soit la différentielle exacte d’une certaine fonction de ces
coordonnées.
Sil'on a
Xdr +Ydy +Zdz—=d.f{x,},

23]
—

I'équation des forces vives prend la forme
(6) tmer—Ltmol = fla, v, 2)—f (20 30 7).

Elle constitue alors une intégrale du mouvement, et nous
dirons que, dans ce cas, l'intégrale des forces vives existe,
I’équation des forces vives ayant toujours lieu sous la forme
différentielle.

Surfaces de niveau. — On voit que, lorsque la fonction
f(x, y, z) reste invariable, la vitesse ne change pas non plus.
Posons

flz,», z)=C.

Cette équation, dans laquelle C est une constante & laquelle
on peut attribuer toutes les valeurs possibles, représente une
famille de surfaces connues sous le nom de surfaces de ni-
vear. On reconnait aisément qu’en chaque point de I'espace
il passe toujours une de ces surfaces, et une seule; et 'équa-
tion (6) montre que, toutes les [ois que le mobile traversera
Pune de ces surfaces, sa vitesse se retrouvera la méme, puis-
que, pour tous les points d’une pareille surface, f(z, 3, 3) a
la méme valeur. Ce résultat est indépendant du chemin que
le mobile aura suivi pour arriver a la surface, et du nombre
de fois qu’il aura traversée entre les deux époques considé-
rées. Nous ne nous arréterons pas a discuter les cas singuliers
ol les surfaces de niveau se coupent mutuellement; d’ol il
suit que les propriétés précédentes cessent en partie d’avoir
lieu (7).

Ces surfaces jouissent d’une autre propriété: c’est que, dans
chacune des positions qu’occupe successivement Ie point mo-

(*) Consulter un Mémoire de M. J. Bertrand, inséré dans le XXVIII® Cahicr
du Journal de I’Ecole Polytechnique:



CHAPITRE I. — MOUVEMENT D'UN POINT MATERIEL. 29
hile, la force F, a laquelle il ezt soumis, est dirigée normale-
ment A la surface de niveau qui passe en ce point. En effet,
Péquation différentielle commune & toutes ces surfaces est

Xdx + Ydy -+7Zdz —=o.

Or dx, dy, dz sont proportionnels aux cosinus des angles
qu'un élément rectiligne quelconque tracé sur la surface a
partir de ce point fait avec les trpis axes coordonnés, et
X, Y, Z sont proportionnels aux cosinus des angles que la
force T fait avec ces mémes axes. L’équation précédente ex-
prime la perpendicularité de ces deux directions.

1l suit de la qu’on peut définir les surfaces de niveau par
celle propriété, qu'un point matériel posé sur une pareille sur-
face, sans en pouvoir sortir, y reste en équilibre sous I'action
de la force donnée.

Remarque. — 8il'intégrale des forces vives sapplique & un
probléme de mouvement, elle s’appliquera encore si, pour
changer Ie mouvement, on ne fait qu’obliger le mobile & rester
sur une surface fixe ou sur une courbe fixe, sans rien changer
aux forces dont les composantes ont été désignées par X, Y, Z.
Car alors on introduit bien une nouvelle force, la réaction de
la courbe ou la surface; mais, comme cetie réaction est nor-
male, elle ne produit pas de travail et n'altére pas la différen-
tielle Xdw + Ydy + Zdz. Par exemple, dans le mouvement
d'un corps pesant assujetti & se mouvoir sur une surface quel-
condque, il v a une intégrale qui nc dépend pas de la nature
de la surface : c’est celle des forces vives, qui garde la méme
forme, quetle que soit la courbe ou la surface directrice.

Cas dans lesquels lintégrale des forces vives existe. — Cher-
chons maintenant quelles sont les conditions nécessaires pour
quel'intégrale des forces vives existe.

1° Il faut d’'abord que les composantes de la force ne con-
tiennent pas d’autres quantités variables avec ¢ que 2, y et 3.
En effet, si ces quantités renfermaient une autre variable,
celle-ci se retrouverait dans U'intégrale, et Pon aurait, pour ia
différenticile totale de f

. i s 7 (']f
df =Xdz + Ydy + Zdz - it di;


file://-/-Zdz
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les trois premiers termes ne formeraient donc pas la différen-
tielle compléte de cette fonction.
2° Si 'on tient compte du frottement, I'intégrale des forces
vives ne subsistera pas. En effet, le frotltement est dirigé en
sens inverse de la vitesse, et par suite ses composantes dépen-
dent des dr dy dz
ent des composantes g0 dL dr
uniquement de x, 17, z.
3¢ Il en de méme si le mobile se trouve dans un milieu dont
la résistance doive entrer en ligne de compte, parce que Uex-
périence prouve que cetterésistance dépend aussi de la vitesse
du mobile.
Nous allons citer les cas les plus importants dans lesquels
Pintégrale des forces vives existe :
r° Quand la force qui agit surle mobile est constamment
dirigée vers un point fixe O, et que sa grandeur dépend uni-
quement de la distance r du mobile a ce point fixe, en sorte
qu'on a

de la vitesse, et non pas

F—=Ff{m.
En effei, le travail élémentaire de la force F, pendant que le

Fig. 6. -

mobile va de M en M' (fig. 6), est égal a F > MN, ou, ce qui
est la méme chose,
frydr,

expression qui est une différentielle exacte.

Mais si le centre d’attraction est mobile, I'intégrale n’exis-
tera plus, parce que le travail dépendra des coordonnées de ce
centre, dont la position varie avec le temps.

20 L’intégrale des forces vives existe encore si la force est
dirigée perpendiculairement a un plan fixe zo)* et que sa gran-
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deur f (z) ne dépende que de Ia distance 5 du mobile & ce

plan (fig. 7)-

Fig. 7.

Car alors le travail élémentaire de la force, en appelant z'la
distance du mobile au plan, est égale a f(z)dz, expression
évidemment intégrable.

Ce dernier cas est celui qui se rencontre dans le mouvement
d’un corps soumis a la seule action de la pesanteur, lorsque
le mouvement s’effectue dans un espace assez restreint pour
que cette action puisse étre regardée comme ayant pariout la
méme direction et une intensité constante. Dans ce cas, il ar-
rive de plus que la fonction f(z) est constante.

L’intégrale des forces vives prend alors la forme suivante,
Paxe des z étant dirigé de bas en haut :

fm(o*— v j=mg(s,—z)
ou
o) =gla— ) = gh

h étant la hauteur de la chute.

Les surfaces de niveau sont des plans horizontaux, donc :
quelle que soit la trajectoire qu’un point matériel pesant soit
assujetti & parcourir, le carré de la vitesse de ce point, et par
suite la grandeur de cette vitesse elle-méme, ne dépend a
chaque instant que du niveau d’ou il est tombé, et de celui o
il est quand on cherche sa vitesse. Léquation ne donnant que
le carré de la vitesse, son sens n’est pas déterminé.

8i Pon fait ¢, = o, on a I’éguation bien connue

gt—=agh,

qui donne la vitesse acquise par un mobile tombé d’une hau-
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teur 1, soit librement, soit en suivantune courbe quelconque:
¢’est ce qu'on appelle la vitesse due & la hauteur h. Les obsta-
cles n'ont pour effet que de changer la direction de la vitesse
sans influer sur sa grandeur.

Si, au licu de laisser tomber le corps, on le lance verticale-
ment, ou sur une surface fixe avec une vitesse ¢, il remonte a

une hauteur
[
h—= —:
24

c’est 1a hauteur due a lavitesse v (™).

Théorémes relatifs avx quantités de mouvement.

Reprenons notre équation fondamentale, relative & Ia pro-
iection du mouvement sur un axe fixe quelconque,

Multiplions par df et intégrons, il vient

4
(7) M, — M, , = ,r X dt.

vt
9

Définitions. — 1° Le produit mv de la masse d'un point
matériel par la vitesse dont il est anim¢ s’appelle la quantité
de mouvement de ce point; mv, est la quantité de mouvement
dela projection du point surl’axedes x, ou la projectinn sur le
méme axe de la quantité de mouvement my, m étant un simple
coefficient numérique dont la grandeur géométrique ¢ cst af-
fectée.

20 Le produit Fdt est Vimpulsion élémentaire de 1a force ¥

(*) Lorsqu’un corps est lancé obliquement avee une vitesse ¢, et abandonné
cusuite librement & Paction de la pesanteur qui lui fait décrire une parabole,
il ne remonte pus & la hauteur due & cette vitesse. Cela tient & ce qu’an point
fe plus haut de la trajectoire la vitesse est horizontale, mais clle n'est pas
nulle, non plus que la force vive. Si le corps était assujetti & suivre une courbe
ou une surface, il pourrait remonter jusqu’a cc que sa vitesse fut nulle, et

. . 130
atteindrait alors la hauteur —.
Py

8
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¢
pendant le temps dt, ct intégrale déﬁnief Fdt est Vimpul-
[0
sion totale pendant le temps fini £ — f,. Xdt est I'impulsion
de la projection de la force T ou la projection de Uimpulsion
de cette méme force ¥, le temps devant étre également con-
sidéré comme une quantité purement numérique.
Traitons d’une maniere analogue 'équation de la projection

du mouvement sur la tangente

dv
nt - == .
@l

Multiplions par di et intégrons, il vient

at
8) mo— me,— | Dt

-
‘o

Les ¢qgnations (7) et (8) s'énoncent de la maniére suivante
en langage ordinaire :

Tatontue 1. — L’accroissement de la projection sur un axe

fixe de la quantité de mouvement d’un point matériel, pen-
3 , P 2 - >

dant un temps quelconque, es[. égal & Uimpulsion totale, pen-

dant le méme temps, de la projection de la force qui agi¢ sur

ce point matériel.

Tutorntus II. — L'accroissement de la quantité de mouve-
ment est égal & U'impulsion totule de la force langentielle,

Tout ce que nous avons eu occasion de dire relativement a
Pintégrale qui représente le travail s’applique identiguement
acelles qui représentent les impalisions totales.

Ces quantités, qui ont dans toute hypothése un sens bien
défini, peuvent, dans certains cas, s'évaluer soit rigoureuse-
ment, soit approximativement. On aura alors une intégrale du
mouvement; mais, dans tous les cas, I'équation est vraie sous
sa forme différentielle, puisquelle n’est autre chose qu'une
combinaison des équations fondamentales du mouvement.

On peut arriver 2 un autre théoreme également trés-impor-
tant, en considérant, au lieu des projections des quantités de
mouvement et des impulsions, les moments de ces diverses

lignes par rapport 2 un axe quclconque.
111 3
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Nous avons vu, en Cinématique, que la vitesse ¢’ a I'époque
{ — dt est la résultante de la vitesse ¢ au temps ¢ et de Jdr.
Multiplions par m les trois cOtés du triangle ABB’ (fig. 8)

Fig. 8.

formé par ces trois lignes, nous obtiendrens un triangle sem-
bisble, dontles cOtés seront les quantités de mouvement ini-
tial et final, et Vimpulsion de la force Fd¢; alors cn appli-
guant e théoréme de Varignon, on peut éerire que le moment
de la résultante par rapport a un axe quelconque est égal 4 la
somme des moments des composanies. Nous aurons ainsi

Neme — Smezz N EFdE

ou
{a; AN me == NLE L,
Pone :
Tuzortme I, — L'accroissement élémeniaire du moment

de lo quantité de mouvement, pris par rapport & un axe quel-
congque, est égal au moment de impulsion élémentaire de la
force autour duméme axe.

Quand Ie second membre de I'équation (g) est une diffé-
rentielle exacte, on obtient une intégrale du mouvement;
dans le cas contraire, on n’a qu'une équation différentielle
pouvant tenir lieu d’une des équations ordinaires.

Parmi les cas ol I'intégration est possible, il faut distinguer
celai ot le moment de la force par rapport a 1'axe est con-
stamment nul : on conclut alors de I'équation (g) que Mme
est constant. Donc:

Tatorine IV. — Quand la force qui sollicite un point mo-
bile rencontre constamment une droite fixe, le moment de la

quantité de mouvement du point par rapport & celle droite
est constant.
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Ce résultat s’énonce ordinairement d’une autre maniére, en
ayant égard aux considérations géométriques suivantes.

Expressions diverses du momen! de la quantité de mouve-

ment d’un point. — Prenons un plan de projection perpendi-

culaire 3 laxe des moments {fig. 9), et soit Ole point qui

. . o az
projette cet axe tout entier. Désignons par ar
&
de la vitesse v, et par p la perpendiculaire abaissée du point O
sur la direction de cette vitesse, on a

a projection

do

Mme==mp Th

Or pdsreprésente le double de l'aire d# décrite par le rayon

vecteur OM pendant le temps df; done
NMme=-2m (~Zi
dt

Les diverses expressions analytiques de 'aire d7. donnent
autant d’expressions du moment dela quantiié de mouvement.
Si I'on rapporte le mouvement a 'axe O pris pour axe des z, et
a deux autres axes rectangulaires compris dans le plan de notre
figure, on a
dy .- dz .

< dt )

/

tmo— (o @
{10) Mmy \x 7

En coordonnées polaires, 6 désignant I'angle du rayon vec-
teur ravec I'axe O, et & 'azimut de ce rayon vecteur par rap-
port a un plan fixe quelconque, on a

(11 ; dy
) I me — mrisinf —d—‘t
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Théoréme des aires. — Cela posé, quand le moment de la
force par rapport a 'axe O est constamment nul, ¢’est-a-dire
quand la projection de la force passe toujours par le point
fixe O, le moment de !a quantité de mouvement reste inva-
riable; on peut donc écrire dans ce cas

d)

P
ou

p— Ct,

et énoncer le théoréeme IV sous la forme suivante :

Tutorkne V. — Quand la projection sur un certain plan de
la force qui sollicite un point mobile passe par un péle fixe,
Uaire décrite sur le méme plan par le rayon vecteur issu de ce
pole croit proportionnellement au temps.

Réciproquement : Toutes les fois que les aires sor! propor-
tionnelles au temps, lu force est constamment dirigée vers
Porigine Sfize par des ragons vectewrs.

Cest ainsi que Newton a conciu de la deuxiéme loi de Ke-
pler que la force qui sollicite les planétes passe constamment
par le centre du Soleil.

Quandla force,au lieu de rencontrer simplement une droite
fixe, passe par un point fixe, Ic théoréme des aires alieu pour
un plan de projection quelconque, axe des moments passant
toujours par la projection dun point fixe. Dans ce cas, la tra-
jectoire est une courbe plane, le mobile ne sortant pas du
plan dsterminé par le point fixe et par lIa direction de fa vi-
tesse initiale.

Uiilité des théorémes généranzx de la Dynamique.

Nous avons dit que les théoremes qui précedent, quand ils
ne donnent pas d’intégrales, fournissent des équations diffé-
reatielles qu’on peut substitner & un nombre égal des équa-
tions ordinaires de la Dynamiqgue. On fait un fréquent usage
de ces théorémes dans les applications, pour éliminer, sans
transformations algébriques, certaines forces connues ou in-
connues.
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(’est ainsi que les forces dont le travail est nul disparais-
sent de I'équation des forces vives; celles quirencontrent une
droite fixe, de I’équation des moments pris par rapport a cette
droite, etc. Ces méthodes, spéciales a chaque probléme, ser-
vent également quand le point mobile est assujetti a certaines
conditions, qui restreignent le nombre de variables indépen-
dantes : on est ainsi dispensé de recourir aux méthodes géné-
rales de Lagrange, dont jai parlé.

Mouvement d’un point sur une sphére fixe. -~ Le systéme
de coordonnées naturellement indiqué ici est le systéme po-
laire. En effet, il suffira de considérer dans les calculs la coor-
donnée r comme une constante, pour tenir compte de Ia con-
dition imposée au mobile. Il ne restera plus ainsi dans les
équations que deux variables: la longitude U, et la colati-
tude §; ces deux variables sont tout a fait indépendantes, et
nous allons chercher, pour déterminer ces inconnues, deux
équations ot n’entre pas la réaction de la surface fixe.

Les formules qui servent 4 passer du systéme rectiligne au
systeme actuel sont les suivantes:

z = rsinf cosd,
¥y =rsinbsind,

= rcosi.

z

Différentions ces équations en considérant r comme une
constante, ct faisons la scmme des carrés de dz, dy, dz, on
trouve

15t == 1* d6* — r* sin* 0 d'?,

d’ot, en divisant par dz,

T/ d9N\ 2 i fddN\ 27
= () - Smﬁé\/fl -
di \al /|

Cela posé, la réaction de la sphére étant normale a la tra-
jectoire du point mobile, le principe des forces vives fournit
une premiere équation indépendante de cette réaction :

T/ A9y di:
L 2 E i_ sinG | =T —- X - 7 Tas -7 .
(r) dim: L(‘”) Smé(dt) 1 Xde +Ydy + Zdz

De méme, la réaction inconnue, passant nécessairement au

*
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centre de la sphére, 2 un moment nul par rapport 2 un axe
quelconque conduit par ce point. Onaura donc une deuxicme
équation qui ne contiendra pas cette réaction, en appliquant
» le principe des aires sur un plan quelconque, par exemple
sur le plan 20y, perpendiculaire a Vaxe de notre systeme
polaire. Cette équation est, en se reportant & I'expression
trouvée plus haut pour le moment de la quantité de mouve-

ment,
2 ain? G’,L.’ _ T ~
(2) dmr*sin®G g (Yo — Xy)dt.
Mouvement du pendule simple. — Dans le probleme du

pendule simple, les forces agissant sur le point mobile se

réduisent a la pesanteur seule et I'on a, en supposant que
I'axe des z ait été pris vertical et dirigé vers le zénith,

X=o0, Y=o, Z=—mg.

Les équations précédentes s’intégrent une premiére fois, et

donnent, en désignant par / la longueur du pendule, égale au
rayon r de la sphére,

- dg\z: ! \'J\ 3 N AN

(3) }ﬁ) +sin?b \T/ G2 -sin? Gyl ~—(COSO —cosb),
. dy .

(4) sin®g 7[; = sin?4,Y

WO dd
11 suftit d’éliminer g entre ces deux équations pour déter-

miner § en fonction de ¢ par une quadrature. Il vient

(5) Sinﬁzlg:: )Tg’couu—ws/ 1— 0S5 - sin f, 4 e0st g, — cost 4y = /2 (1— c0s”
La quantité soumise au radical est un polyndme du troisicme
degré en cos § dont les trois racines sont toujours réelies. En
effet, le polyndome est positif pour 5= 4,, il est négatif pour
cos§ —==r1; enfinil se retrouve positif pour cos§ = «. Oncon-
clut de la P'existence de deux racines comprises entre — 1 et

<+ 1, racines que je représenterai par cos 6, et cos §,; quant a
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la troisiéme racine h, elle est positive et plas grande que 1,
clle ne saurait représenier un cosinus. On peut donc écrire

I'équation (5)

0
753} N R
&) sind—:= Tz
e (i

11 suit de la gque Yangle 0 reste compris entre les deux
angles 9, et Ox3 Pextrémité du pendule ne sort pas de la zone ho-
rizontale limitée par les deux petits cercles gui répondent aux
deux limites de angle §. La vitesse angulairc du pendule en
projection horizontale est variable, conformément alarelation

db  sin'G, ,,
(7) AN
elle est comprise entre deux limites, comme l'angle 4, dont
elle suit les variations.

Quant 3 la relation entre Vangle 9 etle temps ¢, elle dépend
des fonctions elliptiques de premiere espéce.

Un cas remarquable est celui dans lequel deux des racines
de notre polyndme sont égales; c’est ce qui peut arriver de
deux maniéres :

1° §, peut devenir égal & 6., et, dans ce cas, la valeur com-
mune de ces deux quantités ne peut étre que §,; on a alors

o) Y
§ =20, = zonst.,

et le polyndme doit admettre en facteur le carré de
{cesh — cosfy);

ce qui exige qu’on ait a P'origine
5 -~qa ¢t 8‘7—‘_-"311'\-59
Jo T H [ o Yy LU Qe

Alors le pendule décrit un cercle horizontal avec une vitesse
angulaire constante et égale 3 la vitesse angulaire initiale /.

2° La plus grande des trois racines et la racine cos 8, peuvent
toutes deux devenir égales & lunité; ce qui exige les deux
conditions
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On obtient ainsi

tang 19 - - tang + G ¢ \/7.

Pendule ordinaire. — 1l résulte de 'équation (7) que, sila
dy
di
nulle pendant tout e mouvement, lequel s’effectue alors dans
un plan vertical. C’est le cas des expériences ordinaires sur le
pendule. Les lois qui répondent & ce cas particulier sont bien
connues, ainsi que la formule qui donne la durée des petites
oscillations, formule que nous retrouverons pour exprimer
rigoureusement ou approximativement les lois d'un grand
nombre de phénomeéenes de Mécanique physique.

vitesse horizontale est nulle & Vinstant initial, clle reste

Des forces dites instantanées.

Nous avons, pour simpiifier le langagt, désigné sous le
nom d'impulsion dune force ¥, agissant pendant un temps 7,
Vintégrale définie

laquelle est réduite a Ff si la force est constante ou sup-
posée telle. En divisant Uintcégrale qui donne I'impuision par
¢ tewaps ¢, on a Veffort moyen, correspondant a I'espace de
temps considéré.

L’imipulsion d’une force st une quantité composée de la
force et du temps de son action, comme le travail est une
quantité composée de la grandeur de la force el du déplace-
ment du pointauquel elle estappliquée.

Cette impulsion est mesurée par laccroissement de la quan-
tité de mouvement du mobile pendant le temps considérd,
ou par la quantité de mouvement finie commuuiquée a un
corps cn repos par une force agissant sur ce corps peudant
uil certain temps.

Si I'on mesure la masse et la vitesse d’un projectile 4 la
sortic d’un canon, on a, par le produit me, la valeur de Vim-
pulsion de la force produite par la déflagration de la poudre.
Quant & la force elle-méme, on ne peut pas la mesurer ainsi
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directement, 3 moins qu’on ne connaisse les lois de son action.
On obtiendra sa valeur moyenne, si 'on connait seulement la
durée de cette aciion.

Il est bien essentiel seulement de remarquer qu’aucune
force ne peut imprimer une vitesse finie a une masse, quelque
faible qu’elle soit, sans y metire un ceriain temps et sans faire
parcourir un certain espace a son point d’application sous son
action continue. It 1’y a donc pas, & proprement parler, de
ferce instantanée. Néanmoins, si Ueffet est produit dans un
temps si court que rien n’ait pu changer sensiblement dans la
position du point, on pourra, dans la plupart des cas, faire
abstraction de ce temps et supposer a 'action la durée quc
I'on voudra, pourvu que cctte durée soit tres-petite et que
I'intégrale definie

/'OFdz
[%0]

ait la valeur qu’on peut évaluer en mesurani Paccroissement
de la quantité de mouvement du corps qui recoit I'action de la
force I,

Aulieu de 'expression malheureuse de « force instantanée»,
nous emploierons le mot de percussion pour désigner par
exemple un coup de marteau, un coup de queue au jeu de
billard, ete. La direction de la percussion sera celle de Ia
force F, qui est censée ne pas changer sensiblement pendant
la courte durée de son action; et ce qu'on peut appeler I'in-
tensité de la percussion, ce qui en fait la mesure, c’est P'im-

pulsion totale
5
p- [ Far.
v )

Les percussions se composent comme des forces. En effet,
dans toutes les équations qui expriment des relations entre des
forces équivalentes, équations qui sont linéaires par rapport
aux forces, il n’y a qu’a multiplier par d¢ et 4 intégrer pour
avoir des relations entre des percussions, les facteurs qui
multiplient les forces étant supposés constants pendant le
lemps qui sépare les deux limites de I'intégrale.

Toutefois il faut bien se garder de confondre une percussion
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avec une force. 1l n’y a méme pas homogénéité entre ces deuy
sories de quantités, puisque la percussion se mesure par 'im.
pulsion de la force inconnue qui produit les effets observés,
¢’est-d-dire par le produit de laforce parle temps de son action.
Quand nous emploicrons le mot force, ce sera toujours pour
désigner un nombre de kilogrammes, mesurable au moyen
de la balance ordinaire ou de tout autre procédé équivalent,

Le mot de force est pris assez fréquemment dans un grand
nombre d’acceptions d’autant plus vicieuses qu’elles sont plus
vagues et qu’on peut, de prémisses mal définies, tirer d’une
maniére également Iégitime les conséquences les plus dirce-
tement opposées.

Descartes ¢erivait & Mersenne : « J'ai parlé de la force qui
sert pour lever un poids, laquelle a deux dimensions, non de
celle qui sert en chaque point pour le soutenir, laquelle n’a
qu’une dimension (*). »

Celaveut dire : Quand il s’agit de soutenir un poids, la force
seule est en jeu, tandis que pour lui communiquer une
vitesse finie il fant avoir ¢gard au produit de la force par le
temps de son action.

Un peu plus tard, et jusqu'au milieu du siécle dernicr, les
géometres ont été trés-longtemps partagés sur la question de
savoir quelle doit étre la mesure de la force des corps en
mouvement ; c’est-a-dire de décider si cette force est propor-
tionnelle au produit de la masse par le carré de la vitesse : par
exemple, si un corps double d'un autre, et qui a 3 fois au-
tant de vitesse, a 18 fois autant de force, ou 6 fois autant seu-
lement.

« Or, dit &’ Alembert, quand on parle de la force des corps en
mouvement, on 'on naitache point d’idée nette au mot gu’on
prononce, ou 'on ne peut entendre par la en général que la
propriété qu’ont les corps qui se meuvent de vaincre les ob-
stacles qu’ils rencontrent ou de leur résister. Ce n’est donc ni
par I'espace qu’un corps parcourt uniformément, ni par le
temps qu’il emploie a parcourir cet espace, ni enfin par |
considération simple, unique et abstraite de sa masse ¢t de sa

=)

{*} Edition de M. Cousin, t. VI, p. 329.
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vitesse, qu'on doit estimer immédiatement la force - ¢’est uni-
quement par les obstacles que le corps rencontre et par la
résistance que lui font ces obslacles. Plus V'obstacte qu’un
corps peut vaincre et auquel il peut résister est considérable,
plus on peut dire que sa force est grande, pourvu que, sans
vouloir représenter par ce mot un prétendu étre qui réside
dansle corps, on ne s’en serve que comnie une maniére abré-
gée d’exprimer un fait.

» Ceci bien entendu, il est clair qu’on peut opposer au mou-
vement d'un corps trois sortes d’obstacles : ou des obstacles
invincibles qui anéantissent tout a fait son mouvement, quel
quil puisse étre; ou des obstacles qui n’aient précisément
que la résistance nécessaire pour andantir le mouvement du
corps et qui anéantissent dans un instant : c’est le cas de
I'équilibre; ou enfin des obsiacles qui anéantissent le mouve-
ment peu a peu: c’est le cas da mouvement retardé. Comme
les obstacles insurmontables anéantissent également loutes
sortes dc mouvement, ils ne peuvent servir a faire connaitre
la force; ce n’est donc que dans U'équilibre, ou dans le mou-
vement retardé, qu’on doit en chercher la mesure. Or tout le
monde convient qu’il y a équilibre entre deux corps quand
les produits de leurs masses par leurs vitesses sont égaux de
part et d’autre. Done, dans P'équilibre, le produit de la masse
par la vitesse, ou, ce qui est la méme chose, la quantité de
mouvemcnt, peut représenter la force. Tout le monde con-
vient aussi que, dans le mouvement retardé, le nombre des
obstacles vaincus est comme le carré de la vitesse; en sorte
quun corps qui a fermé un ressort, par exemple, avec une
certaine vitesse, pourra, avec une vitesse double, fermer, ou
tout a la fois, ou successivement, non pas deux, mais quatre
ressorts semhlables au premier, neuf avec une vitesse triple,
<tainsi du reste. Dol les partisans des f{orces vives concluent
que faforce des corps qui se meuvent actuellement est, en gé-
néral, commne le produit de lamasse parle carré de la vitesse.

» 8oit qu’un corps ait une simple tendance a se mouvoir
avec une certaine vitesse, tendance arrétée par quelque ob-
stacle, soit qu’il se meuve réellement et uniformément avec
Cette vitesse; soit enfin qu'il commence 4 se mouvoir avec
cette méme vitesse, laquelle se consume et s’anéantisse peu
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i peu par quelque cause que ce puisse étre: dans tous ces cas,
I'effet produit par le corps est différent, mais le corps consi.
déré en lui-méme n'a rien de plus dans un cas que dans uy
autre ; seulement, P'action de la cause qui produit I'effet eg
différemment appliquée. Il n’y a done rien d’étonnant a ce que
cet effet soit ditférent suivant les conditions dans lesquelles
on place le corps et qu’il soit tanidt proportionnel a la simpk
vitesse, tantdt comme le carré de ceite vitesse. »

Pour en revenir aux forces instantanées, quand nous ver-
rons une masse /m se metire en mouvementavec une vitesse o,
sous l'action d’une force agissant pendant un temps inappré-
ciable, mais néanmoins fini, nous dirons que le produit my
mesure Uimpulsion de cetle force, la quantité mo? ou L mo? Ie
travail développé par celle force. Quant a la force elle-méme,
tout ce qu'on peut espérer déterminer, c'est sa valew
moyenne, quand on connait le temps qu'a duré son action.

.§ V. — THEORIE DES MOUVEMENTS RELATIFS.

Quand on connait la force qui sollicite un mobile, on sait
poser les équations différentielles du mouvement absolu de
ce mobile; et, ce mouvement étant une fois déterminé, on
trouvera, par une simple transformation de coordonnées, It
mouvement du méme point relativement 2 tout systéme
mobile suivant une loi donnée.

Mais on peut aussi déterminer directement le mouvement
relatif, lequel n’est autre chose, comme on le sait, que e
mouvement absolu d’un certain point ficlif dont les coordon-
nées, par rapport a un systéme d’axes immobiles, sont les
mémes que les coordonnées relatives du point dont on s’o¢
cupe. En cffet, nous connaissons par la Cinématique la gran-
deur et la direction de 'accélération totale relative J,; or il esl
bien évident que les choses se passent comme si le point fictik
supposé doué d’'une masse m, était sollicité par une force ml;:
c’est la force relative, ou la force apparente, la force capable
de produire toutes les circonstances du mouvement relatif. Oy
peut donc poser immédiatement les équations différenticlles
du mouvement relatif; quant a la détermination des arbitraires
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elle se fera ensuite sans difficulté, au moyen des coordonnées
et des vilesses relatives initiales.

Cela posé, I'accélération J, est la résultante :

10 De Uaccélération J, due a la force réelle F;

20 D'une accélération j', égale et opposée a accélération
d’entrainement;

30 De laccélération centrifuge composée j”, perpendicu-
laire & la vitesse relative et a Paxe instantané de la rotation
d’entrainement, et dirigée versla gauche de la vitesse relative.

Appelons force d’entrainement la force my’ qu’il faudrait
appliquer a un point coincidant avec notre point mobile et
supposé doué d’une masse m pour lui communiquer le mou-
vement du point correspondant du systéme de comparaison :
la deuxiéme composante I’ de la force apparente est égale et
opposée a cette force d’entrainement. Cest la force d’inertie
du point donné, considéré comme lié aux axes mohiles. Donc :

Tutoriug. — On peut lowjours traiter le mouvement relatif
d’un point matériel comme un mouvement absolu, pourvi
gu’aprés avoir ailribué au pointune vitesse initiale convenable
on adjoigne, a la force qui le sollicite réellement, la force
’inertie du point du systéme des axes qui coincide avec le
point étudié, et la force centrifuge composée.

Tel est le théoréme de Coriolis.

Je rappelle que la force centrifuge composde a pour expres-
sion

T - amwe.sine, ¢ (),

v, étant la vitesse relative et m la vitesse d’entrainement. Les
composantes de cette force suivant les axes mobiles sont, en
désignant par p, ¢, r les projections de w sur ces m2mes axes,

dy (135
di T Ta)

/

X" zz2m (r

\

oy dz dx
Y _,.2)71(1:)E~1 m),

—_— dx dy
Z ,_zm<q;l—[—p m\

* N h o . .y .
(*) Poir 1a premiére Partic de cet Quvrage; Cinématique, p.1750.
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Cas particuliers du théoréme de Coriolis.

1° La force cenirifuge composée est nulle dans les trois cas
suivants : quand la vitesse relative est nulle, parce que l'on a
v.=o0, c'est le cas de I'équilibre relatif; quand la direction
de U'axeinstantané se confond avec celle de la vitesse relative,
parce qu'on a sinw, ¢, = o; enfin quand le mouvement des azes
est une simple translation, parce qu’'on a w == o.

Dans ces irois hypothéses, il suffit de joindre, a la force
réelle agissani sur le point donné, la force d’inertie de ce
point, considéré comme 1ié aux axes mobiles.

2° Quand le mouvement du systéme d’entrainement est
une pure translation, et que, de plus, cetie translation est
rectiligne et uniforme, il n’y a plus aucune force a joindre
a laforce I. Les équations différentielles du mouvement rela-
tif sont identiques a celles da mouvement ahsolu, et les inté-
grales des deux problémes ont la méme forme.

Seulement, nous savons que tout n’est pas dit quand on a
intégré les équations différentielles d’un probléme de Méca~
nique, il faut encore, au moyen des données du mouvement
initial, déterminer les constantes que 'intégraiion laisse arbi-
traires. Or les grandeurs et les directions des vitesses initiales
ne sont pas les mémes dans le mouvement relatif et dans le
mouvement absolu, et cetie circonstance, en changeant les
constantes arbitraires introduites par les intégrations, fait
seale quele mouvement relatif différe du mouvement absolu.

3° 8i le mouvement d’entrainement se compose de deux
rotations, la force centrifuge composée totale est la résultante
des deux forces analogues qui seraient intrcduites par les
deux rotations composantes. En etfet, posons

P =P = P
g=q+q.

e N

et remplacons p, ¢, r, par ces valeurs dans les expressions des
composantes de la force centrifuge composée : on obtient évi-
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demment pour chacune d’efles la somme de celles qui résul-
teraient de chacun des mouvements de rotation.

4o En général, si le mouvement des axes mobiles est un
mouvement composé de deux autres mouvements quel-
conques, la force centrifuge composée est la résultante des
forces apparentes analogues résultant de chacun des mouve-
ments composants en particulier. On pourra donc déterminer
isolément Peffet produit par chacun de ces mouvements, ou
bien calculer d’un scul coup l'influence du mouvement com-
posé, selon les cas.

Application de la théorie des forces apparentes. — Repre-
nons le probléme déja étudié d'une bille M (que nous assimi-
lerons & un simple point matériel), mobile le long d’une tige
qui tourne uniformément avec une vitesse o ( fig. 10).

Fig. 10.

La seule force récllement agissante est la réaction normale
de la tige N; la théorie ordinaire donne les lois du mouvement
du point M, sous I'influence d’une pareille force; et il résulte
de ces lois que le mobile §’éloigne de l'axe ou du centre de
rotation, sans qu’il soit besoin de faire intervenir pour cela
une force particuliére tirant directement la bille dans le sens
de la fléche.

On peut aussi, par un artifice commode, appliquer & ce pro-
bléme la théorie des mouvements relatifs, en rapportant le
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mouvement & trois axes oz, oy, 0z, mobiles avec la vitesse
angulaire o, de telle sorte que le point M, dans son mouve-
ment relatif, reste constamment sur 'axe des . Pour trouver
la loi de son mouvement sur ceite droite, il faudra joindre a la
force N les deux forces fictives que Von connailt.

Or la force N, ainsi que la force centrifuge composée,
étant constamment normale & Ia trajectoire oblique, ces deux
forces ne peuvent produire que des pressions sur la tige; et
laccélération du mobile se présente comme produite unique-
ment par la force centrifuge, de sorte que 'on a

d'z ,

;Z?z - x,
équation facile & intégrer. On ne saurait donc trop répéter que
c’est uniquement en vue d'un artifice commode ¢t par une
fiction, trés-licite du moment qu’elle west pas déguisée,
qwon peut ainsi considérer ia {orvce centriluge comme contri-
buant au mouvement du point et non pas seulement comme
une réaction de ce point matéricl contre les obstacles génant
son mouvement.

LExtension des théorémes généraux de la Dynamigue
au cas des mouvements relatifs.

Il est parfaitement évident qu'on peut appliquer aux mou-
vements relatifs tous les théorémes généraux de la Dynamique,
pourvu qu’on ait soin de tenir compte des forces fictives qui
permetient d’assimiler un meouvement relatif & un mouvement
absolu.

Nous ferons seulement ici la remarque que, pour établir
Péquation-des forces vives, il 0’y a pas a ¢'inquiéter de la
force centrifuge composée, dont le travail est nul, puisque
cette force est constamment normale & la trajectoire relative.

Mouvement des corps pres de la surfuce de la Terre.

Ainsi que nous Vavons fait en Cinématique, prenons pour
axe des z la verticale du lieu dirigée de basen haut; pour axe
des z, la partie nord de la tangente & la méridienne, enfin
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pour axe des », la partie est de la perpendiculaire. Désignons
par 7 la colatitude du lieu, par n la rotation de la Terre, prise

positivement, soit
I == 0,000072G.

Force centrifuge composée. — Nous avons obtenu pour les
composantes de la force centrifuge composée

. . dy
N 2mn cosrt =
dt
) dx a2
. xr JIRN . y
1 J X ———aomn (Cobl‘.—*—Sln/.f‘ s
(r) x " e i)

77— amnsind o
dt
Force d’inertie. — 8i nous négligeons pour le moment Ia
translation de la Terre autour du Soleil, la force opposée a la
force d’entrainement se réduit a Ia force centrifuge égale &
mn®p, en désignant par o la distance du point mobile a I'axe
du monde. Les composantes de cette force seront

X' = — mn*s cos?,
1"’ = G,
Z' = mn*p sind,

ou, ensupposant la Terre sphérique, désignant par R le rayon
de I'équateur et négligeant les variations de distance du point
mobile-au centre de la Terre,

X' = — mn2Rsink cos},
(2} © Y —=o,
( Z = mnRsin?d,

Le maximum de cette force correspond a I'équateur, ou
elle a pour valeur mn*R; (n?R = 0®,033852).

Equilibre des corps & la surface de la Terre. — Les corps
que nous sommes accoutumés a regarder comme étant en
équilibre participent en réalité au mouvement de la Terre, et
il faudra, pour tenir compie de cette circonslance, introduire
la force centrifuge dans les équations ordinaires de I'équilibre,

111. 4
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en méme temps que toutes les forces réelles. Quant a la foree
centrifuge composée, elle ne joue aucun rdle, ainsi que nous
Vavons dit, dans le cas de 'équilibre relatif.

Or, parmi les forces réelles figure toujours celle qui, sous
te nom de pesanteur ou gravité, sollicite tous les corps qui
wous environnent. Cherchons d’abord & nous faire une idée
nette de ceite force, dont le role est si important.

Définition de la pesanteur. — On se rappelle que, dans les
applications de la Statique, nous avons appelé pesanieur ou
gracité la force, dont les effets nous sont hien familiers, en
vertu de laguelle les corps tendent & tomber a la surface de la
Terre : de sorte que le poids d’un corps est, par définition,
une force égale et opposée & la réaction du fil ou de Fappui
qui Vempéche de tomber.

En faisant alors une étude expérimentale assez grossicre de
cette force, c’est-a-dire en observant ses effets les plus mar-
qués, sans nous préoccuper des causes de ces phénomeénes,
nous avons annoncé une théorie ultérieure plus minuticuse .
le moment est venu de tenir notre promesse.

Considérons d’abord un corps en équilibre relatif, reposant
sur un support ou sur le sol, et réduit par la pensée & un
simple point matériel. Les forces qui agissent réellement sur
lui sont :

1° L’attraction qu’il éprouve de la part de la Terre, cn vertu
du principe de la gravitation universelle, cause principale des
phénomenes que présentent les corps pesants;

2° La pression qui est exercée sur lui de bas en haut par le
support.

Ces deux forces réelles et la force centrifuge se faisant équi-
libre, la réaction du support est égale et direciement opposée
a la résultante de la force centrifuge et de 'attraction terrestre.
Cette résultante n’est donc autre chose que ce que nous nom-
mons le poids du corps.

Ainsi on ne doit pas confondre le poids d’un corps avec
lattraction que ce corps éprouve de la part de la Terre; le
poids s’obtient en composant cette atiraction avec la force
centrifuge due a la rotation de la Terre.

De la verticale. — Les mémes considérations s’appliquent
a I'équilibre d’un corps suspendu a Uextrémité inférieure
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d’un fil dont Pextrémité supérieure est fixe. La direction du /7
@ plomb, c¢’est-a-dire ce qu’on nomme la verticale, est préci-
sément la direction de cette résultante de Pattraction de la
Terre et de la force centrifuge.

La force centrifuge est dirigée suivant le prolongement MC,
du rayon du cercle que le corps décrit autour de Paxe du
monde, en vertu de la rotation de la Terre (fig- 11;; clle fait

donc en général un angle G, M A plus ou moins grand avec
I'attraction de la Terre sur le corps. Par suite, la résultante a
généralement une direction MP différente de celle des com-
posantes, variable d’ailleurs suivant le lieu.

La composante Z' étant toujours positive, le poids est tou-
jours plus petit que ce qu’il serait sans 'intervention de la
force centrifuge. Or cette force, dans le cas d’un point situé a
Péquateur, atteint sa valeur maxima; elle se retranche direc-
tement de Pattraction terrestre. Nous avons trouvé

T 1

n"R—o ,033652 = QSQD (17 )2 8-

La force centrifuge n’est qu'une assez petite fraction du
poids du corps; mais, si la Terre tournait seulement dix-sept
fois plus vite, son attraction serait complétement équilibrée
-par la force centrifuge, et la pesanteur serait nulle a I'équateur.

La force centrifuge décroit proportionnellement au cosinus
de la latitude, et cet effet se combine avee celui de l'aplatisse-
ment de la Terre, pour produire la variation de la pesanteur
observée vers la fin du siécle dernier.

4.
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Galilée avait certainement I'idée de la force centrifuge, et,
dans un de ses dialogues ("), il explique clairement que la
rotation de la Terre ferait prendre aux corps une viiesse ver-
ticale apparente dirigée de bas en haut, §’ils n’¢taient retenus
par la pesanteur. Mais il se trompe en ajoutant que la pesan-
teur, quelque petite qu’on la supposat, sulfirait pour empécher
un pareil mouvement.

Tout ce que nous avons dit jusqu’ici en introduisant la con-

sidération des forces fictives pouvait s’¢tablir également bien
‘par les procédés ordinaires de la Dynamique. Considérons en
effet un corps en repos relatif, sur un appui fixe. Ce corps
nest soumis qu'a deux forces : Vautraction de la Terre et la
réaction de l'appui; seulement, bien qu’il nous paraisse en
vopos, il déerit en réalité ’'un mouvement uniforme un cercle
de rayon 53 done, les forces qui le sollicitent, ¢’est-a-dire at-
vaction de ia Terre et Ia réaction de lappui, doivent se ré-
duire & une force centripéte égale d mn’o. Done, le poids, qui
ext directement opposé a la réaction de Vappui, est la résul<
tante de Paction de la Terre et d’une force fictive égale et op-
posce & la force centripéte : ¢’est la force centrifuge. Nous
arrivons donc au méme résultat, et nous justifions ainsi 'em-
ploi de cette fiction, qui d'ailleurs, aprés les explications qui
ont ¢1é données, ne peut pas induire en erreur.

il résulte de la que, dans les applications, nous n’avons pas
a nous inguidter de tenir compte séparément de altraction
terrestre ¢t de la force centrifuge. La pesantewr, telle que
nous l'avons définie et telle quon la délinit ordinairement,
comprend ces deux forces ensemble, de sorte gquwon doit
poser, dans les questions d’équilibre et de mouvement des
corps pesants,

Cr

(X+X': 0,
(}‘, Y + Y = 0,
Z + 4 = —mg.

11 est bien essentiel de remarquer qu'au point de vuc auquel

{*> Yovyez Dialogo sopra le due massimi sistemi del mundo, p. 185 et suiv.
de V'édiiion de Florence, 13710.
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nous sommes actuellement, quand on se déplace a4 la sur-
face de la Terre ou qu'on s’éléve au-dessus, la direction de
la verticale et la grandeur de la pesanteur varient en raison
de la variation de D'attraction et de celle de la force centri-
fuge. Quand on suppose, pour un point situé a une distance cp
de la Terre, que la pesanteur est constante, on néglige le pro-
duit de n*do.
La quantité »* ayant d’aillears la valeur fort petite

"

n* = 0,0000000053,

le produit de »* par une quantité de 'ordre de celles qu'on
rencontre dans les problémes terrestres est une quantité tou-
jours assez petite; j'ai fait cette remarque afin qu’on soit bien
convaincu qu’il serait oiseux de vouloir conserver dans les
calculs les termes affectés du facteur »?, au moins toutes les
fois qu’on regarde la pesanteur comme constante.

Effets de la force centrifuge composée. — 8i nous considé-
rons maintenant un corps en mouvement a la surface de la
Terre, il faudra joindre a la force complexe que nous nom-
mons pesanteur une nouvelle force dite centrifuge composée,
dont l'importance croit en raison de la vitesse relative du
corps.

Chuie des corps dans le vide. — Examinons ce qui va ré-
sulter de Paction apparente de cetie nouvelle force, sur un
corps qu’on laisse tomber a la surface de la Terre, sans lui
donncr de vitesse initiale. La grandeur de la force centrifuge
composée étant proportionnelle a la vitesse relative du mo-
bile, on voit guwelle est nulle au départ de ce mobile et
qu'elle prend ensuite une valeur de plus en plus grande, 2
mesure que la vitesse relative croilt. Au commencement, le
mouvement semble done produit par Ia résultante de I'attrac-
tion de la Terre sur le corps et de ia force centrifuge due a la
rotation du globe : c’est la force que nous désignons sous
Ie nom de poids du corps, et dont la direction est indiguée
par le fil & plomb, qui se manifeste scule dans les circon-
stances que présente le moavement & son origine. D’aprés
cela, le corps commence & tormber suivant la verticale de son
point de départ, et Paccllération g qu’il regoit tout d'abord

dans sa chute apnarente est celle qu’une force dgale & son
Pi i 5
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peids lui communiquerait. Ainsi, Ie poids P est lié a I'accéié-
ration g de son mouvement apparent, par la relation

D
£ = !ﬂg.

Cette relation avait é1é établie tout d’abord dans 'hypothése de
Pimmobhilité de la Terre. Il était néeessaire de montrer qu’elle
est encore vraie lorsqu’on rentre dans la réalité, quoique P
ne soit pas la force qui agit réellement sur le corps, et que g
ne soit pas Uaccélération de son mouvement absolu. 3Mais il
faut observer que, pour quwil en soit ainsi, on doit prendre
pour g Paccélération qui se présente dans les premiers in-
stants de la chute apparente du corps.

Lorsque le corps qui tombe est déja en mouvement, la force
centrifuge composée nest plus nulle : elle dérange le corps
de la verticale suivant laquelle il a commencé a sc mouvoir.
Pour nous rendre conipte de Peflet qu’elle produit et que I'on
a pu conslater par 'expérience, malgré sa petitesse, nous dé-
terminerons la grandeur et la direction de cette force centri-
fuge composée, comme si le mouvement apparent du corps
était rigoureusement un mouvement rectiligne et uniformé-
nment accéléré s'effectuant suivant la verticale mende par son
point de départ.

On devra alors, dans les expressions de X7, Y7, Z7, suppri-

'3

: . dx /
mer les termes qui contiennent en facteur - - et ——» el rem-

(74 di
dz )
placer approximativement o bar — gt Y” prend ainsi la va-
x4

leur positive
Y’ =: 2mnsint. gt,

ce qui indique une déviation de la méridienne, dans la direc-
tion de 'orient.

Pour calculer cette déviation, il n'y a qu’a intégrer deux
fois Péquation de la projection du mouvement sur laxe
des »:

d2an

= ansint.ot
ull: o
ce gui donne, en déterminant convenablement les arbitraires,

(4! »o== pneinlogd.
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Cette équation, réunie a I'équation
(5) s gl
fournit une deuxiéme approximation des lois de la chute des

graves.
En désignant par & la hauteur de chute, on &

il:

8

[SIEN

tirant la valeur de ¢ pour la substituer dans I'équation (4), on
trouve I'expression de la déviation orientale en fonction de la
hauteur de chute

(6) 7‘:%~/—ilﬁln//\/l

) Vs

Appliquons cette formule & une expérience faite par M. Reich
dans I'un des puits des mines de Freyberg. L’ohscrvation a
donné une déviation de o™,0283, pour une hautcur de chute
de 1568™,50, a la latitude de 39 degrés. La formule précédente
donnerait

¥ = o™, 0270,

La vérification est donc aussi satisfaisante qu’on peut le dé-
sirer.
On peut pousser plus loin approximation, en remplagant,

dy
dans Vexpressionde X7, 77 parsa valeur approchée nsinz.ge.
On a ainsi la troisieme équation du mouvement :

dx T <
T 21*SINACOSL. T,

qui devient, par une double intégration,

A ) L nisinzcosi .
(7) 2 = — 4in*sinkcosi.gti = — ——(~—/

Le calcul indique donc une déviation vers le sud. Seule-
ment cette nouvelle déviation est trop petite pour qu’il soit
possible de la constater expérimentalement. Avecles données
de I'expérience citée plus haut, on trouverait environ un deux-
centieme de millimeétre.
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Mouvement des projectiles dans le vide. — 8i I'on consi-
dére, au contraire, un projectile lancé avec une certaine vi-
tesse initiale, la force centrifuge composée a tout de suite une
valeur notable, et les effets ont une importance bien autre-
ment grande, au moins au point de vue théorique.

Ainsi Laplace, dans sa Mécanique céleste, donne le résultat
suivant, Si I'on suppose une bombe, dirigée verticalement de
bas en haut, avec une vitesse de 500 métres par scconde, en
négligeant toutes les influences periurbatrices autres que
celles de la rotation de la Terre, il y aura une déviation occi-
dentale de 128™,g.

Mouvement du pendule simple. — Un des effets les plus
curicux de la force centrifuge composée est celui qu’elle pro-
duit sur les oscillations d’un pendule simple, effet qui a ét¢é
mis en évidence par les expériences de M. Foucault.

Poisson avait annoncé, dans son Mémoire de 1826, que «les
oscillations du pendule sont indépendantes de Ia rotation
diurne de la Terre, et les mémes dans tous les azimuts autour
de la verticale, ce qu’il était bon de faire voir, ajoute-t-il, va le
degré de précision que Pon apporte maintenant dans les me-
sures du pendule & secondes en différents lieux de ta Terre. »
(Journal de I’Ecole Polytechnique, Cahier XVII.)

M. Toucault a démontré, par des expcériences faciles, fré-
guemment renouvelées depuis, gue les oscillations du pen-
dule qu’on écarte de sa position d’équilibre, et qu'on aban-
donne ensuite a lui-méme sans vilesse initiale, ne s’exécutent
pas dans un plan fixe par rapport a la Terre.

La question générale du mouvement du pendule est trés-
difficile & traiter. Pour essayer de nous en faire une idée, dé-

omposons la rotaticn de laTerre en deux, dont Vune ait pour
axe la verticale dulieu, Pautre une perpendiculaire, et propo—
sons-nous de déterminer séparément Uetfer de ces deux rote
tions. Or, relativement & la premicére, le pendule se trouve
situé au podle; il est & Véquateur pour la deuxiéme.

Uccu pons-nous seulement du premier cas, ¢’est-a-dive con-
sidérons le pendule au pdle. Il est facile de voir que, méme
dans ce cas simple, et contrairement & une opinion répandae,
on ne peut pas toujours considérer les oscillations comme s’of-
fectuant dans un plan tournant cn seas inverse de la Terre
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Désignons toujours par 6 'angle d’écart du pendule, et par L
.

Fig. 12.

la longitude comptée a partir d'un plan fixe arbitraire { fig. iz}
On a
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Gl
7
dx
Y s amn
dt

Z7 2 o,

Supposons d’abord qu’aprés avoir écarté le pendule de la
verticale on I'abandonne a Iui-méme sans vitesse initiale ap-
parente.

Supposons la pesanteur constante; désignons par 7 la lon-
gueur du pendule, et conduisons les opérations comme dans
le calcul de la page 35, en ayant égard a la force centrifuge
composée. Nous ferons seulement, au lieu de z: -/ cos ¥,

5 == — {cosh,

afin que P'angle § désigne, selon 'usage, I’écartement du pen-
dule de la verticale.

Cela posé, Vintégrale des forces vives n’éprouve aucune
modification par I'introduction de la force centrifuge compo
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sée, et nous écrivons 'intégrale

, fdg 2 di\* 2g

. Z0) esintg (ST} o= 28 (c0s9-—cos5,)
(1) ((lt) <dt> i ( ”

/

. ‘ . 1 » »
puisque 4 et ¢' sont pris nuls a Porigine du mouvement.
Quant a I'équation des moments des quantités de mouve-
ment et des forces autour dela verticale

. dd .
d.mlsin?f-—= —= 2% — X,
dt

elle devient, eu égard aux valeurs de X” et \”,

o dY .
d.mlsin'5 dr d.mn{z-+;5*) -~ d.mnl*sin?f,
¢ .
ou
/411’! N
(2) d.sincs {27 =0,
\ e ,

Intégrant entre les limites, il vient

/
g (4
(3) sin j\dt

7! .
—n)oc — peintb.

Les équations (1) et (3) résolvent le probléme que nous
nous €étions proposé de traiter.
On tire de la derniére de ces équations

dl ( sin® 5, \l
—- = nl{l———1s
dt . sin®g !

et Uon voit qu’il n’est pas exaci de dire que le plan vertical
qui contient le pendule soil animé d’un mouvement égal et
contraire au mouvement de rotation de la Terre, du moins
quand il s’agit d’un pendule abandonné a lui-méme sans vi-
dl

',
= dépend de l'angle 4'é-

tesse initiale. La rotation effectlive 77

cart variable 9.
On peut d’ailleurs remarquer que lintégrale générale de

Péquation (2) est
. /(.‘7'\9
sin'f (T

7 1:1) = C.
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Si donc on a, a I'instant initial,

’

ei, par conséquent,
C=—o,
notre intégrale deviendra
dd
—- — n =0,
22

et, par suite, les oscillations du pendule s’accompliront hien
dans un plan animé d’une vitesse positive égale en valeur
absolue & la rotation de la Terre si 'expérience a lieu au
pole, ou au produit de cette rotation par le sinus de la lati-
tude si I'on se trouve en un point quelconque du globe ter-
restre {*).

Quant aux circonstances du mouvement, elles ne seront pas
les mémes que celles. du mouvement ordinaire, parce qu’il

AN

faudra, dans 1'équation (1), remplacer %;— par n et avoir égard
a ce quon ne suppose plus nulle la vitesse initiale ; on trouve
ainsi

Jd5 eg . .
(f =2 (cosf — cosb) -+ 1t cos*H — €085,
\ i L ‘/‘ !
. {20 -
=z /c0s5 — cosl,) - n*(cosf -~ cos5, |-

i

Le temps d’une petite oscillation n’est pas altéré d’une
maniére sensible, comme il est facile de s’en assurer par le
calcul.

Il faudrait encore, pour compléter la théorie du pendule,
examiner 'effet de la deuxiéme composante de la rotation ter-
restre, relativement & laquelle le pendule doit étre considéré
comme situé a I'équateur. Nous ferons seulement remarquer
que linfluence de Ia force centrifuge composée doit nécessai-

{*) Ce caleul trés-simple, qui suffit pour U'objet de cet Quvrage, est tiré d'un
Mémoire lu parle géndéral Poncelet a ’Académie des Sciences en septembre 1860.
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rement se borner a la production de perturbations périodiques
dans le mouvement de rotation dit a la composante verticale.
En effet, la force centrifuge composée agit dans un sens diffé-
rent, selon que le mobile se trouve d’un coté ou de Pautre de
I’équateur : les termes qu’elle introduit changent donc pério-
diquement de signe a la fin de chaque demi-oscillation simple.

Influence de la translation de la Terre. — Dans tout ce que
nous venons de dire, nous avons négligé le mouvement de la
translation de la Terre autour du Soleil. 11 résulte de ce mou-
vement une nouvelle force fictive, égale et contraire & la force
d’entrainement, c’est-a-dire une force égale et contraire 2
celle qui donnerait au mobile supposé libre un mouvement
précisément ¢gal a celui du centre de la Terre. Mais, en méme
temps qu’on tient compte du mouvement de la Terre autour
du Soleil, on doit se préoccuper également de Pattraction que
le Soleil exerce sur le corps dont on veut ¢étudier le mouve-
ment par rapport a la Terre,

Ces deux nouvelles forces sont & peu pres égales et con-
traires 'une a l'autre, & cause de la petitesse du rayon de la
Terre relativement a 1a distance de la Terre au Soleil ; leur ré-
sultante, qui est cxtrémement petite, change de grandeur et
de direction d’une heure a 'autre dans la journée, par suile du
changement de position du corps par rapport au Soleil. Elle
doit done étre rcgardée comme une force perturbatrice qui dé-
termine une variation périodique, tant dans la grandeur du
poids du corps que dans la direction du fil & plomb ou de la
verticale. Ce changement périodique de la position du fil a
plomb pourra difficilement s’observer directement, parce qu’il
est trop faible, mais il devient sensible par les oscillations de
la surface de Ia mer, qui en sont la conséquence naturelle.

Enfin la Lune concourt aussi pour sa part a prodaire les
effets de la force complexe de Ia pesanteur (*).

La résultante de 'attraction de la Lune sur un corps terrestre
et Qune force capable de communiquer & ce corps une accé-
Iération égale et contraire a celle quela Lunc donne au centre

(*) Cette analyse, aussi elaire que compléte, des forces qui influent & des
degres divers sur les mouvements des corps a la surface de la Terre, est extraite
du Traité de Mécanique rationnelle de M. Delaunay.
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de la Terre constituc une nouvelle force perturbatrice qui se
combine avec la précédente pour produire le changement pé-
riodique de direction de la verticale, auquel est di le phéno-
méne des marées. Cette derniére force perturbatrice est méme
plus grande que la premiére, parce que la Lune est beaucoup
plus rapprochée de la Terre que le Soleil, et c’est pour cela
que lc phénomene des marées se regle surtout sur le mouve-
ment spparent de la Lune, et non sur celui du Soleil.
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CHAPITRE IL

MOUVEMENT DES SYSTEMES MATERIELS QUELCONQUES.

§ VI. — PRINCIPE OC THEOREME DE D’ ALEMBERT.

Par les régles expliquées dans le Chapitre qui précéde, on
peut déterminer les lois du mouvement d’un corps sollicité
par des forces quelconques, libre ou géné par des obstacles
fixes, pourvu que ce corps puisse étre géométriquement re-
gardé comme un point, ¢’est-a-dire pourvu qu'il n’y aitpasa se
préoccuper des mouvements relatifs de ses diverses parties.

Mais lorsqu’un certain nombre de corps pareils (points ma-
tériels) sont joints et liés ensemble de maniere qu’ils ne puis-
sent obéir librement aux forces qui les sollicitent directement,
ces corps exercent nécessairement les uns sur les autres des
efforts inconnus, tensions ou pressions, que nous confondons
sous le nom de forces intérieures. Or, ces forces influent sur
le mouvement produit, au méme titre et suivant les mémes lois
que les forces extérieures, et réciproquement elles dépendent
du mouvement qu’elles modifient.

La détermination du mouvement d’un corps de dimensions
finies, méme quand on peut assimiler ce corps & un solide in-
variable, est donc d’un ordre tout différent que celle du mou-
vement d’un point soumis a des forces connues; et il y avait
la pour la Mécanique, aprés la découverte de Galilée, un pas
nouveau a faire, un important desideratum & combler.

Le premier probléme de ce genre dont il soit fait mention
est celui du centre d’oscillation. D’aprés les letires de Des-
cartes, le P. Mersenne avait proposé aux géometres de déter-
miner la grandeur que doit avoir un corps de figure quelconque,
pour qu’élant suspendu par un point il fasse ses oscillations
dans le méme temps qu’un fil de longueur donnée, chargé d'un
seul poids a son extrémité ( pendule simple).
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Nous ne nous arréterons pas a parler des autres problémes
de Dynamique, qui ont exercé, aprés celui du centre d’oscil-
lation, la sagacité des géométires des deux derniers si¢cles,
avant que P'art de traiter ces problemes fut réduit a des régles
fixes.

Pour résoudre ces questions, que Bernoulli, Clairaut, Eu-
ler se proposaient entre eux, on faisail usage de divers prin-
cipes, parmi lesquels se distingue surtout celui des forces
vives, di a Huygens. Ce principe si simple et si général a en

“méme temps un caractere d'individualité séduisant, car ila é18
trouvé dés le début par son inventeur, et nous 'avons exposé
dans cet Ouvrage avant d’avoir fait la Dynamique proprement
dite; mais il a I'inconvénient de ne donner qu’une seule équa-
tion. I suffit, nous Pavons vu, pour la sclution des questions
de mouvement dans le cas des systemes a liaison compléte,
c'est-a~dire dela presque totalité desmachines. Dans le cas gé-
néral, son utilité est beaucoup restreinte. Nous avons vu d’ail-
leurs que I'équation unique fournie par le principe des forces
vives a une grande importance au point de vue pratique, puis-
qu’elle fait connaitre le travail développé par les forces, indé-
pendamment des circonstances accessoires du mouvement.

Le Zraiié de Dynamique de d’Alembert, qui parut en 1743,
mit fin & ces espéces de défis, en offrant une méthode directe
et générale pour résoudre, ou du moins pour metlre en équa-
tion tous les problémes de Dynamique que 'on peut imaginer.
Cette méthode réduit toutes les lois du mouvement des corps
a celles de leur équilibre, et raméne ainsi la Dynamique a la
Statique. Le principe de d’Alembert (*) ne fournit pas immé-
diatement les équations nécessaires pour la solution des pro-
hlémes de Dynamique, mais il apprend a les déduire des con-
ditions de 1'équilibre.

Or Lagrange a réduit toute la Statique a une formule géné-
rale qui donne les lois de I'équilibre de tous les systemes de

(*) 11 est inutile de répéter que nous n’avons pas ici de nouveau principe
proprement dit. Le principe de d’Alembert est pour nous un théoréme comme
celui des vitesses virtuelles; cependant on applique malgré soi le nom de prin-
cipes A ces propositiots si capitales, qu’on ne peut se résoudre a les confondre
sous une appellation unique avec tous les théorémes particuliers,

.
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corps tirés par tant de forces qu’on voudra. On pourra donc
aussi réduire a une formule générale toute la Dynamique,
ainsi que nous allons le voir.

Considérons chagque point m de notre systéme matériel
comme souniis & l'action de la force extéricure, qui lui est
directement appliquée, et de la force intérieure, qui résulte
des actions exercées sur lui par les autres poeints du systéme;
on pourra regarder ce point comme isolé et lui appliquer la
théorie du mouvement d'un point libre. L’accélération totale
du mouvement du point m a la méme direction que la résul-
tante des forces qui agissent sur lui, et la grandeur de cette
accélération est telle, qu’en lamultipliant par la masse dupoint,
on obtient un produit égal a la résultante dont il vient d’étre
question.

Or, si on se reporte a la définition de laforce d’inertie d’un
point, on voit que, si I'on ajoutait la force d’inertie du point m
aux forces de toute nature qui lui sont appliquées, ce point se
trouverail en équilibre, puisque la force d’inertie, que Pon
joint aux forces réelies, est égale ct directement opposée a la
résultante de ces forces réelles.

Ce premier point étant bien établi, faisons pour chaque point
matériel du systéme ce que nous venons de faire pour l'un
d’eux, c¢’est-a-dire introduisons la force d’inertie de chaque
point, et considérons toutes ces forces fictives comme appli-
quées chacune au point correspondant, en méme temps que
la force extérieure F, et la force intéricure provenant des
liaisons mutuelles de nos divers points; il est clair que nous
aurons constitué ainsi un ensemble de forces en équilibre.

Cet équilibre a d’ailleurs lieu, quelle que soit la nature du
svstéme matériel dont nous nous occupons, puisque loutes
nos forces sont distribuées par groupe de trois, lesquelles se
font séparément équilibre el sont appliquées & un méme point
matériel. Ainsi:

Tutorine. — Il y a équilibre & chaque instant entre les
Jorces extérieures directement appliquées aux divers poinis
d’un systtme quelconque en mouvement, les forces d’inertie
de ces points et les forces intérieures résultant des liaisons
du systéme matériel.
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Ce qu'on peut énoncer aussi :

Etant donné un systéme quelconque en mouvement, il v a
équilibre, en vertu de la constitution du systéme, entre les
forces réellement agissantes ( forces extérieures) et les forces
d’inertie des divers points.

Cet énoncé cesserait d’étre exact, si 'on supprimait les
mots : en vertu de la constitution du sysiéme.

L’éqailibre de nos trois espéces de forces s'exprime par
I’équation des vitesses virtuelles, qui prend la forme

’ 73 o 2000
gj\ (X;-:-,xl m,( ,x\ox, -+ ‘x —*—s‘ m; t-i)o\}'i
)\‘_d \ dt- ] de )
1) ¢

-/
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\ a’z B

Cette équation a lieu, quels que soient les déplacements re-
présentés par ox;, 0y:, 0%;; puisqu’il résulte de notre analyse
que les coefficients de ces quantités sont tous séparément
nuls.

Mais nous avons vu en Statique que, toutes les {ois qu’on
assignait, aux divers points d'un systéme quelconque, des
déplacements virtuels compatibles avec les lizisons de ce
systéme, la somme des travaux virtuels de toutes les forces
introduites pour tenir compte de ces liaisons était identique-
ment nulle, comme composée d’une série de quantités égales
deux a deux et de signes contraires. Nous pouvens done
écrire

{3 (v AN . 2
\?['\\_’5[--—7112[ -QZ-—/JOJC[—%&‘E,‘—I?L'T*

a la condition de ne pas oublier que, dans cette nouvelle forme
de I'équation, les déplacements dz;, dy:, 0z, ne sont plus
quelconcues, mais essentiellement compatibles avec les liai-
sons du systéme.

Tel est le fameux théoréme de d’Alembert, au moyen duquel
toute question de mouvement se raméne immédiatement a
une question d’équilibre.

1. 5
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Quand i1 s’agit d"un point maidriel libre ocu d'un systéme de
points maidricts isolés pouvant se mouvoir les uns par rapport
aux sutres d'une maniere quelconue sous I'action des forces
qui leur sont directement appliqudes, fe théoréme de d’Alem-
hert nest daucune utilité, En cftet, que Pon veuille appli-
quer ce théoréme ou poser & la manicre ovdinaire les équa-
tions du mouvement, ¢’est absotument Ia méme chose. Soitm;
la masse d'un des points; les déplacements oz, 91y, 05 é¢rant
tous arbitraires, 1’équnti0n {2)ne peutavoir lieu qu’avtant que
les coefficients des indéterminées sont tous nuls séparément.
On deit done avoir dans cc cas

?

N m;glg' ),
[f¥
v

M e
oz

Z,— nig- L. 505

or ces dquaiions sont précisément les équations ordinaires
du mouvement.

Mais quand on imagine des linisons quelconques, un certain
nombre de coordonnées des points du systéme ne sont plus
arbitraires, et nous allons voir que e théoréme de d” Alembert
donne toujours juste autant d’équations qu’il en faut pour dé-
terminer celles qui restent, différant par 1a du principe des
forces vives, qui ne donne jamais quune seule équation, quel
que soit le systeme aaquel on Papplique.

Supposons qu'il y ait » points dans le systeme, et £ équa-
tions de condition entre les coordonnées de ces points. 1l n’y
aura que 3n — /v coordonnées arbitraires, et, par suite, il fau-
dra trouver 3n — k équations. Soient

S AP - A
T Xy jn <Py t)i()

les dquations de condition, Pour que le déplacement du sys-
téme soit compatible avec les liaisons existantes au moment
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soient teiles
iy i —+ (J?‘{, Z;~+ (33[,
et iaiva t ¢ constant dans les dquations },iccem iites, ces ¢ (jua-

tions soient encore vérifides. Or ceci exige quon ait

cgnsidéré, il faut que les variations oxy, iy, 0z 8

quen remplacant i, 14, zl- nar &, -- ¢

’

le signe T s’éiendant 4 tous les points matériels du svstéme.

On a ainsi /v équations, desquelles on peut tirer les valeurs
de I variations en fonction des autres. En substituant ces va-
leurs dansl’ equat;on géndrale, il nereste plus que 5n— /& coe
ficients 4 annuler, ce qui donne préeisément fes 3n — 1 dqun
tions donton a hesmn

Lagrange a présentd cette ¢ijm! |
fait générale ct extrémement ¢légante, dont e
pléte est cn dehors du plan de ced

Xp
i cuvrage. SL”}U~0115 que
Pon ait profité des équations de liaison pour exprimer les
3n coordonnées inconnucs en fonction de 3n — L variables
quelconques

Les quantités ¢ sont dés lors absolument indépendantes,
comme les coordonnées d'un systéme de points libres, et ies
formules de Lagrange donnent immédiatement les équations
différentielles auxquelles ces nouvelles variables doivent satis-
faire.

Les équations de Lagrange, transformées par Poisson ct par
M. Hamilton, ont fourni & un grand nombre de géomeétres la
matiere de travaux fort intéressants, parmi lesqucels je me
bornerai @ mentionner les nombreuses publications de Jacobi,
Ces travaux doivent étre considérés comme purement analy-
tiques; ils ont présenté sous un jour tout a fait nouveau la
théorie des équations aux différences partielles du premier
ordre: nouvel exemple des liens d’utilité réciproque qui exis-
tent entre la Mécanique et la haute Analyse.

5.
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Application du principe de d’dlembert & la détermination
des clharges dynamiques des appuis et supports.

Nous avons appris, en Statique, & déterminer les efforts qui
s'exercent sur les appuis d’'une machine en équilibre, ainsi
que sur les diverses piéces de la machine clle-méme. Ces
efforts éprouvent des modifications considérables quand on
considére la machine dans I'état de mouvement, surtout dans
le cas de vitesses un peu notables; etla détermination de leurs
valeurs constitue aujourd’hui une des partics les pius impor-
tantes de la Mécanique appliquée.

Or le principe de &’Alembert nous donne le droit de consi-
dérer un systeme quelconque en mouvement comme s'il était
en équilibre, pourvu gu’on ajoute aux forces données et aux
réactions inconnues les forces d’inertie des divers points.
Les équations de la Statique subsisteront done, a la condition
d’y faire figurer les {orces d’inertie. Ce sont les termes dépen-
dant de ces forces qui font la différence des tensions et réac-
tions statiques aux tensions et réactions dynamiques.

Supposons, par exemple, une corde soutenant un poids P.
Dans le cas de 'équilibre, on a, pour déterminer la tension T
de la corde, I'équation

mouvemeni vers le haut,

Cos
£
=

3Mais si le poids est anim

. Pz o ,
dont accélération soit —— dp’ » I'équation préeédente ne subsisie

plus : elle est remplacée por la relation

La tension cst done plus grandz que dans I'équilibre.

2!7

Si au contraire est négatif, la tension devient inférieurc

de:

. d*z L. A
au polds P; elle scrait nulle si 7 83 ce qui doit étre en
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effet, parce que le corps suspendu prend alors son mouve-
ment naturel. La tension deviendrait méme négative si le
corps descendait plus vite que sous la seule action de la
pesantcur.

Nous verrons plus tard d’importantes applications de ces
considérations, quand nous étudierons la dynamique spéciale
des corps solides. Mais, auparavant, nous devons continuer
I'exposition des propriétés plus générales qui s’appliquent au
mouvement d'un systéme quelconaque.

Nous arriverons a des théorémes d’une haute importance,
relatifs au mouvement d’un systeme matériel quelconque, en
combinant les théorémes généraux trouvés dans la dynamique
du point avec le principe de I'action ct de la réaction.

§ VII. — MOUVEMENT DU CENTRE DL GRAVITE D'UN SYSTEME
QUELCONQUE.

Dans ce que nousappelons un systéme matériel quelconque,
c’est-d-dire dans un ensemble de points matériels indépendants
ou liés entre eux, immobiles ou animés de mouvements arbi-
traires, il existe a chaque instant un point géométrique, qui
jouit de propriétés toutes particuliéres.

Les coordonnées z,, yi, z, de ce point, quEuler appelle
centre d’inertie, et qui est plus généralement connu sous la
dénomination fort impropre de centre de gravité (*), sont dé-
terminées par les relations suivantes, qui constituent la véri-
table définition du centre de gravité :

Mz, =2 maz,
(1) ¢ My, == Sy,

( Mz, ==3Zms,

M désignant la masse totale du systéme, ou lasomme Sm des
masses partielles. )

{*) Poir la deaxitme Partie de cet Quvrage, Statique, p. 100.
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Différentions ces équations par rapport au temps, il vient

dr, o dx

M—- E2m—=—Sme,

di dt

) dy dy
{2) CA =l S-S,

di i

. dz, . dz .

M Xm— = Nl

[ at

Ces relations définissent la vilesse du centre de gravité. Une
deuxieme diff$rentiation nous fera connaitre Yaccélération de
ce méme point{*;:

Ny P < d*x
N —— =L —>

dl: dit*

A ' (2": (:’2)‘
(3/‘ ‘ }‘{ —%f j—— Zl.’] —y
; d1: ot

d*z d:z
f M— =Zm —.

\ il dl‘

Remplacons les quantités qui figurent sous le signe X par
leurs valeurs tirées des équations du mouvement

dz o .
n—-— =X —-x,
ot
d*s
m——- ==Yy,
de
dz
m———==17Z-1;
i

fes termes qui représentent les projections des forces inté-
rieures disparaissent dans la sommation, et les équations (3)

(*) Nous emploicrons les expressions de 2itesse et d'accélération aussi bien
quand le centre de gravité est une pure fiction géomeélrique que lorsque,
comme dans un solide invariable, les équations (1} définissent un point bien
déterminé du covrps, point dont la position dans Uintérieur de celui-ci reste
Ia méme, quel que soit le mouvement du corps tout entier.
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deviennent

o, .
\ MR,

d*s
; Ca T xy
4 ) 12 ’
Mi Y /
v dat )

Les équations (4) sont celles du mouvement d’un point de
masse M, sollicité par une force dont les projections sur trois
axes rcctangulaires sont respectivenient égales aux sommes
des projections de toutes les forces du systéme. Or cette force
n’est autre chose que celle & laquelle nous avons donné le
nom de résultante de translation des forces dont les compo-
santes sont réunies sous le signe X. Donc :

Tutorkxe. — Le centre de gravité d’un systeme de corps
quelconque se meut comme un poinl matériel dont la masse
serait égale & la masse totale des corps considérés, et auquel
serait appliquée la résultante de translation des forces don-
nées ).

11 ne faut pas s’exagérer Pimportance de ce théoréme dans le
cas général. En effet, il arrivera bien rarement u’on puisse
déterminer directement par les équations (4) le mouvement
du centre de gravité, indépendamment des mouvements indi-
viducls des points matériels du systéme. Il faudrait, pour cela,
que les projections de la résultante de translation dépendis-
sent uniquement du temps ¢ ¢t des coordonnées «,, 3, 5,5 oOr
il est évident qu’en général les quantités X, XY, XZ seront
des fonctions des coordonnées de tous les points donnés, et
I'intégration isolée du groupe (]} ne sera pas possible.

Mais une conséquence bien importante de notre théoréme

(*) On voit que la notion du point matériel n'est pas une pure abstraction,
utile seulement dans les raisonnements destinés a établir les théorémes qui
sappliquent aunx corps de la nature. En effet, un corps de dimensions quelcon-
ques peut toujours étre assimilé {au moins théoriquement) 2 un point maté-
riel dont les coordonnces seraient celles de son centre de gravité; et tous les
théorémes relatifs au mouvement d’un point s’appliquent au corps ainsi con-
deusé autour de ce centre de gravité.
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est la suivante : il est évident que les forces intérieures, qui
sont deux a deux égales et directement opposcées, se détrui-
sent dés qu’on les transporte en un méme point d’application.
Il suit de la que le mouvement du centre de gravité ne dé-
pend nullement des forces intérieures, et, par conséquent,
qu’il n’est influencé en rien par les changements qui peuvent
se produire dans la constitution physique du systéme, des
choes, des explosions, des ruptures de liens, etc., tant que ces
phénomeénes se passent exclusivement entre des corps que
P'on considére comme faisant partie du systéme étudié.

Principe de la conservation du mouvement du cenire
de gravité.

Cette proposition importante est connue dans la scicnce
sous le nom de principe de la consercation du mouvement du
centre de gravité. En effet, le centre de gravité conserve son
mouvement, quelles que soient les perturbations qui affectent
les mouvements individuels des diverses parties du systéme,
par suite de modifications survenues dans les forces inté-
ricures, et cela jusqu’a ce quw'une nouvelle force extéricure
intervienne. ’

En particulier, si on considére un systéme qui n’est sou-
mis a Paction d’aucune force extérieure, le centre de gravité
de ce systeme sera forcément en repos, ou animé d’un mou-
vement rectiligne et uniforme {*}. Ce point jouit done de la
propriété de Uzneriie, c’est-d-dire qu'il ne peut étre tiré du
repos que par PVaction d’une cause exiérieure. Quant aux di-
verses parties d'un corps en repos, elles peuvent se mettre en
mouvement sans l'intervention d’aucune cause situce cn de-
hors du corps; seulement on remarquera toujours ces deux
choses : 1° le mouvement de chaque partie individuellement
sera dit & une cause extérieure a cette partie; 2° tous les mou-

{*) Notre systéme planétaire, par cxemple, é¢tant extrémement cloigné des
autres corps cclestes, on peut r(‘gal‘der les actions que ses diverses parties
¢prouvent de la part des étoiles comme insensibles. Dés lors ee systéme n'est
soumis qu’a des forces intéricures, et par conséquent son centre de gravité
doit étre immobile ou animé d'un wouvement rectiligne et uniforme.
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vements des divers fragments seront nécessairement combinés
de telle sorte que le centre de gravité de ’ensemble ne sorte
pas de sa position primitive.

Il n’est pas nécessaire, pour que le mouvement du centre
de gravité soit nul ou rectiligne uniforme, que les forces ex~
térieures soient nulles: il suffit que larésultante de translation
soit nulle, c’est-a~dire que toutes ces forces soient équiva-
lentes & un couple situé dans un plan quelconque.

Réciproquement, considérons un corps soumis a des.efforts
trés-variés, et dont les diverses parties soient animées de mou-
vements quelconques, par exemple un navire, une locomotive,
une charrue, etc.; du moment que le centre de gravité de ce
corps se meut uniformément en ligne droite, nous pouvons
affirmer que la résultante de translation de toutes les forces
appliquées 2 ce corps est nulle, ou, si I'on veut, que toutes’
les résistances, transportées au centre de gravité, ont une ré-
sultante égale ct contraire a celle des efforts moteurs.

Le principe de la conservation du mouvement du centre
de gravité nous donne la clef d’un grand nombre de phéno-
ménes de 'ordre le plus varié. Nous allons en citer quelques
exemples.

Recul des bouches & few. — Un canon avec son projectile et
sa charge de poudre constitue un systéme immobile. Or, I'ex~
plosion de la poudre développant sculement des forces inté-
rieares, il résulte de ce qui précéde que le canon et le boulet
prennent simultanément des mouvements dirigés en sens
contraires 'un de autre, afin que le centre de gravité de I'en-
semble reste & laplace qu’il occupait avant 'inflammation. $il
élait permis de négliger la masse de la poudre, ou des ma-
lieres dans lesquelles elle se transforme, on pourrait dire que
le canon ct le boulet prennent, au moment de Vexplosion,
des vitesses inversement proportionnelles a leurs masses.
Mais les choses ne se passent pas tout a fait ainsi, & cause de
la masse de la poudre, qui n’est pas négligeable par rapport a
celle du boulet: en réalité, le recul de la piéce s'effectue avec
une vitesse un peu plus grande que celle qu’on trouverait par
la régle précédente.

Ascension des fusées. — L’ascension des fusces est un phé-
noméne de recul tout a fait analogue a celui qui vient de nous
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occuper. L’inflammation progressive de la poudre qui entre
dans la composition d’une fusée projette en dchors des quan-
tités de matiéres de plus en plus grandes, par un orifice prati-
qué a la partie inférieure du corps de la fusée; celui-ci doit
donc reculer, c’est-d-dire se metire en mouvement de bas en
haut. L'action de la pesanteur est, a dire vrai, une cause externe
qui doit influer surJe phénomeéne; mais elle ne fait que di-
minuer lavitesse de la fusée, en faisant équilibre a une partie
de la force verticale qui produit e mouvement de bas en haut.

Quand une bombe fait explosion avant d’étre tombée sur le
sol, le centre de gravité des divers éclats continue & parcourir
la parabole suivant laquelle se mouvaitle centre de gravité de
la bombe entiére. Ce n’est que lorsqu’un des fragments vient a
rencontrer un corps ¢étranger que le mouvement du centre de
gravité de I'ensemble se modifie, parce que la réaction éprou-
vée par ce fragment est une nouvelle force extérieure qui
vient contribuer avec la pesanteur & la production de ce mou-
vement. Il est clair que ceci n’est vrai quwapproximativement,
quand la bombe se meut dans I'air atmosphérique, en raison
de la résistance que lair oppose au mouvement, tant de la
bombe que de ses éclats : en effet, cette résistance est une
{orce extérieure, elle influe, par conséquent, sur le mouve-
ment du centre de gravité.

Des phénoménes analogues ont di se passer lorsque, sui-
vant une hypothese assez généralement admise, la planéte si-
tuée entre Mars ct Jupiter s’est brisée, pour nous laisser & sa
place les nombreux astéroides qui peuplent cetle région de
notre systéme solaire. Le centre de gravité de tous les éclats
a d conserver son mouvement elliptique. Seulement, tous
les débris subissant I'influence des planétes voisines, le mou-
venienl du centre de gravité n’a pas tardé a se trouver plus ou
moins altéré.

Marche de Uhomme et des animaux. — Les étres animés
eux-mémes sont soumis, quant a Jeur partie matérielle, aux
lois qui régissent tout ce qui est matiere, et en particulier a
la loi de la conservation du mouvenient du centre de gravité.

Considérons un homme isolé au milicu de I'espace : il peut
faire exécuter un grand nombre de mouvements aux diverses
parties de son corps, et nous ne savons absolument rien du
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mécanisme mystérieux par lequel la volonté, principe imma-
tériel, arrive a metire en mouvement les divers organes du
corps auquel elle est lide. Mais ce que nous savons, ¢’est que
tous ces organes consliluent un sysieme maiériel et que, s'il
'y a pas de forces exiérieures, le centre de gravité de ce
systéme doit étre 4 I'état de repos ou a celui de mouvement
rectiligne et uniforme. Cest la un point sur lequel la volonté
n’a aucune prise, une régle alaquelle se soumettent nécessai-
rement les mouvements de chacun des organes. La présence
de Pair atmosphérique modifie d’ailleurs ces résultats, car la
résistance de ce fluide pourrail, a la rigueur, étre mise en jeu
par des mouvements analogues a ceux de la natation, de ma-
niére a déplacer le centre de gravité.

Etudions maintenant ce qui se passe (*) « quand un homme,
debout sur le sol el primitivement immobile, commence a
marcher devant lui, et fait ainsi passer son centre de gravité de
I'état de repos a I’état de mouvement. Pendant que cet homme
est en repos, il est soumis 4 des forces extérieures qui sont,
d’une part, les actions de la pesanteur sur toutes les molécules
de son corps, et, d’autre part, les pressions qu’il éprouve de
la part du sol, aux différents points par lesquels il le touche :
ces forces extérieures se font équilibre. Lorsque I'homme
veut commencer 4 marcher et qu’il porte une jambe en avant,
ilne développe que des forces intérieyres qui ne peuvent pas
déplacer son centre de gravité; aussi 'autre jambe tend-elle &
reculer, ce qu’elle ferait si rien ne s’y opposait, de sorte que
le centre de gravité du corps tout entier n’avancerait pas. Mais
la seconde jambe ne peut reculer qu’en glissant sur la surface
dusol, et sa tendance au glissement développe un frottement
qui s’y oppose, au moins jusqu’a une certaine limite : c’est ce
frottement, cetie composante horizontale de la réactlion du
sol, qui détermine le mouvement du centre de gravité. Tout
le monde sait que, lorsqu’on est sur un sol glissant, c’est-a-
dire sur un sol pour lequel le coefficient du frottement est
faible, sur de la glace par exemple, et qu’on porte une jambe
en avant pour commencer a marcher, Pautre jambe glisse en
arriére, de sorte qu’on court le risque de tomber si on n'y

(%) DeLarsay, Trwité de Mécanique rationnelle. Citation libre.



76 DYNAMIQUE.

prend garde. Cet effet hien connu confirme Iexplication que
nous venons de donner. »

§ VIII. — THEOREMES RELATIFS AUX QUANTITES DE MOUVEMENT.

Etant donné un systéme matériel quelconque en mouve-
ment, le principe de d’Alembert nous apprend que les forces
réelles qui sollicitent les divers points matériels considérés,
jointes aux forces fictives que nous avons appelées forces
d’inertie, constituent un ensemble en équilibre sur le systéme
qu'on étudie; et nous avons démontré que les équations qui
expriment cet équilibre fictif sont toujours en nombre rigou-
reusement suffisant pour déterminer toutes les circonstances
du mouvement. .

Parmi ces équations, dont le nombre et la forme varient &
Pinfini, suivant la constitution physique du systéme et les
liaisons qui existent entre ses diverses parties, nous savons
qu’il y en a toujours six, et pas plus, qui sont générales, c’est-
a-dire qui s’appliquent & tous les systémes matériels imagina-
bles, parce qu’elles sont indépendantes des tensions ou forces
intérieures, variables avec les conditions imposées au corps
dont on étudie le mouvement.

On obtient ces six équations générales en écrivant gue la
somme dcs projections gur un axe quelconque des forces au-
tres que les forces intérieures est nulle, et que la somme des
moments de ces mémes forces autour d’un axe quelconque
est également nulle.

Nous prendrons pour type des équations de projections celle
qui se rapporte a I'axe Oz :

ST iz
(1) =F, Zm i == 03}

et pour type des équations de moments, celle qui est relative
alaxeOsz:

.

(2) .\ZSRZF—ynz(mﬂ‘— ‘(lzx):: o.

e e J e

En multipliant par df les deux membres de chacune des
é¢quations (1) et (2), et indiquant I'intégration entre deux li-
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mites quelconques &, et £, nous aurons des relations entre les
projections et les moments des impulsions des forces exté-
rieures, d’'une part, et des quantités de mouvement des divers
points du systéme, d’autre part.

On tire de I'équation (1)

.
‘3] Sme.— Emumz.\:f F.di;
Is

quant & "équaiion (2), si 'on remarque qu'on a

[’_ [ ARy (Px\ I [ v dx | = o
| m (xz,r — dt = m ( T Q= L, mo,

s

elle fournira

¢
(4 Somye — 2. my, == X f M.Fdi.
% [\_‘
Les relations (3) et (1) sont indépendantes des forces inté-
rieures : énoncées en langage ordinaire, elles nous donneront
deux théorémes qui seront I'extension aux systénies quelcon-
ques des théorémes analogues relatifs a la dynamique du point
matériel, et il est clair gu’on les aurait obtenues en ajoutant,
membre & membre, les ¢quations qui résultent de Papplication
de ces théorémes a chacun des points matériels du systéme,
et remarquant que les forces intéricures disparaissent dans la
somme. La méthode précédente a Pavantage de montrer que
les six ¢quations fournies par ces deux théorémes sont les
seules qui solent toujours indépendantes des forces inté-
rieures, quels que soient les systémes auxquels on en fasse
Vapplication.
es quantités de mouvement et les impulsions élémentaires
sont des grandeurs géométriques, comme les vitesses et les
forces auxquelles elles sont respectivement proportionnelles:
or les propriéiés établics en Statique, relativement aux forces
appliquées & un solide invariable, se rapportent en réalité a
des droites disposées d’une manicre quelconque dans I'espace,
pourvu que, sur chacune de ces droites, on ait porié une cer-
taine longueur, a laquelle soit affecté un sens parfaitement dé-
lerming.
Cela posé, si I'on considére une origine fixe quelconque, et
gu’on construise, relativement A cette origine ( fig. 13):
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r° La résultante de translaiion OF, et Vaxe OK du couple
résultant des forces extéricures ;
20 Les droites analogues OR et OG, qui correspondent aux
quantités de mouvement des divers points du systéme, traitées
absolument comme les lignes qui représentent les forces (™.,

“

Fig. 13,

On pourra donner un énoncé géométrique ¢légantdes ¢oua-
tions telles gue '3 et (1),

Soient X, Y, Z; L, M, N les projections sur les 1rois axes
de la résultante OF et de Uaxe OK :les sommes Zme, Sme,
ne sont autre chose que Ies projections de la ligne OR, résul-
tante de translation des quantités de mouvement. Si done on
applique les équations telles que (3) & un élément de temps
infiniment petit, ct qu’on divise les deux membres par cet ¢lé-
ment de, on aura

A _

§ o

Loy d R, :
[e]  —-

\ } ‘ (/[ b
PR

dt Z.

(*Y Quand les divers points d’un systéme au repos sont soumis brusquement
a des forees trés-grandes, qui leur communiquent en un temps trés-court des
quantit¢s de mouvement finies, on voit, en faisant v = o dans les équaticus /3
et (4, que:

TiEoREME. — Les quantités de mouvement finies acquises par tous les points
du systéme, pendant un temps trés-court, forment un systéme de droites éyuz’-
valent aux percussions subies par les points {m).
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Ces ¢quations veulent dirve que la vitesse du point It est re-
présentée en grandeur et en direction par la foree OF. Comme
OR représente précisément la quamiié de mouvement de la
masse enticre, concentrée au centre de gravitd (7, 1o résultat
qui préccde est une conséquence évidente du Lh'- réme en
vertu duquel OF cstle produit de la masse M par Paccéléra-
tion totale du centre de gravité et de la définition donmée en
Cinématique de Paccélération totale. Le théoréme de la con-
servation du mouvement du centre de gravité esi dO“ }’o‘i—
pression la plus simple des équations relatives aux projections
des quantités de mouvement et des impulsions.

Théoremes relalifs auxr moments des quantités de moucement
el des impulsions.

Praprés les régles de la composition des couples, la somme
des moments des quantités de mouvement des points 'm); par
rapport 4 un axe quelconque, est la projection, sur cet axe,
de la droite OG; ona donc

L SO me s - Gy,
. [
(6] SX e Gy,
‘f N - G.

En introduisant ces valeurs dans les équations teiles que ()
et différentiant par rapport au temps, il vient

AG, .
\ w o ET ks
i d G, )
(7> ‘ »(L‘[ :}I’ ~I(',-,
dG. .
5 N: K

(*; On conclut de cette remarque évidente que :

TutoniME, — La vitesse du centre de gravité d’un systéme quelconque est
paralléle & la resultante de translation des quantités de mouvement des divers
Points du systéme.
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ce qui signifie que la droite OK représente en grandeur et cn
direction la vitesse dont est animé le point G. Donc :

Treorine 1. — 80 lon considere, pour un point fixe quel-
conque, Uaxe du couple résuliant des quantitésde mouvement
des divers points d’un systéme matériel donné, et Uaxe du
couple résultantdes forces qui agissent sur le systéme, ce der-
nierreprésente en grandeur el en direction la vitesse de I'ex~
trémité dw premier.

Comme les forces extérieures sont équivalentes aux forces
d’inertic prises en sens contraire, on peut énoncer ce résultat
sous la forme suivante :

Trtorius 1. — L’axe du couple résuitant des forces d’iner-
tie d’un systéme matériel, transportées en un point fize
quelconque, est égal et directement opposé & lu vitesse de
Uexirémité de Uaxe du couple résultant des quantités de
mouvement, transportées aie ménme point.

Ainsi que nous l'avons fait dans l¢ cas d’un point libre,
cherchons les cas qui présentent un intérét spécial, par suite
de certaines conditions auxquelles satisfont les forces du
systeme.

Tliéoreme de la conservatlion des aires.

Le premier cas que nous ¢tudierons est celui o la somme
des moments des forces extéricures autour d’un certain axe
est constamment nulle. Alors, sil'on prend cet axe pour axe
des z (fig. 14), la ligne OK ne sortira pas du plan des zy (%), 1e

oint & sc mouvra parallélement a ce plan, et la projection
¢ OG sur I'axe des sz restera constante. Donc:

[e—

)
d
Tugorine . — Quand le plan du couple résuliant des
forces extérieures, considéré par rapport & un certain point O
el pour une é[)oque 4 quelcom]ue, ren_ferme constanmment une
droite fixe Oz, la somme des moments des quantités de
mouvement par rapport & celle droite reste constante.

(*) Ou bien, ce qui revient au méme, le couple résultant des forces exté-
ricures passe constamment par la droite Oz,
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Cest le théoréme de la conservation des moments.
On peut introduire dans cet énoncé la notion des aires dé-
crites par les projections des points () sur le plan des xy.

Fig. 1.

En effet, nous avons vu que le moment de la quantité de mou-
vement d'un point par rapport & un axe n’est autre chose que
le double produit de la masse du point par la vitesse aréolaire
de la projection u de ce point sur un pian perpendiculaire &
I'axe. Le théoreme IiI nous apprend que, dans le cas qui
nous occupe, la somme des produits de ce genre, étendue i
tous les points du systéme matériel considéré, reste constante
pendant toute la durée du mouvement.

Si nous désignons par 2 Paire qui correspond au point dont

. (. dX
lamasse est m, la vitesse aréolaire correspondante est s on
ai

a done

ou en faisant, pour abréger, A = Zm#,

dt

(8)

L’intégrale de cette équation est
(9) ‘A=C Z

et ’'on peut énoncer le théoréme de la conservation des mo-
ments de la maniére suivante :

Tutorive, — Quand la somme des moments des forces
1L 6
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agissant sur un sysizme de corps quelconques est nulle par
rapport & un certain axe flxe, la somme des produils des
différents points du systéme ])ar les aires que décrivent, pen-
dant un temps quelcongue 1, les rayons vecleurs menés & ces
poinis et projetés sur un plan perpendiculaire & Uaze, croit
proportionnellement au temps &,

Tel est le théeréme de la conservation des aires.

Dans le cas plus particatier ot la somme des moments des
forces extérieures est nulle, pour tous Ies axes passant par un
point fixe O de Pespace, c’est-a-dire dans le cas ol toutes les
forces extéricures du systeme regardé comme invariahle ont
une résaltante qui passe par un point fixe, le théoréme existe
pour tous tes aves passant par le point, ct en particulier pour
trois axes rectanguiaires fixes Oz, Oy, Oz. On a ainsi trois

équations
‘ A =—=Ci,
(10) CA SO,

Far o,

Enfin, si les [orces extérieures ont une résultante nulle, les
équations donndes par le principe des aires auront lieu pour
tous les points de Pespace (*).

done qu'un systéme de ou de corps, libres ou lics entre eus,

est sollicité par des forees qui se Jdétruivaiont si le systéme était rigide (ou du

moins qui n'suraicnt dautre efic ¢ de développer des tensions ow pressions
dans Jes lens réels ou fictils des diverses pavties de ce systéme), ces forees
produiront certains mouvements intéricurs; mais on a toujours les proprictés

suivantes

ts de mousrement, estimées sulvant une direction fixre,

1° La somme des quanti
est constante;

20 Le centre de gravité du systeme ve meut uniformément dans la direction de
la résultante de translation des quantités de mouvement ;

3¢ Enfin la somme des moments de ces quantités de mouvement par rapport é

une dro'te fixe quelcongue est constante.
Ce qu’on peut aussi énoncer :

La somme des aires décrites par les différents points du systéme, multiplides
respm.‘tivcment par les masses des points correspondants, prise & un instant quel-
congue et pendant un temps infiniment petit, est constante.
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Application du théoréme de la conservalion des aires.

Le théoréme de la conservation des aires, joint & cclui qui
est relatif i la conservation du centre de gravité, nous apprend
quels sont les phénoménes qui, dans le mouvement d'un
systéme quelcongue, sont uniquement dépendants des forces
extérieures, On peut tirer de notre nouveau théorcme des
conséquences du méme genre que celles que nous avons dé-
veloppées dans le paragraphe précédent.

Ainsi, Vexplosion qui brise un corps, non-sculement n'a
aucune action sur le mouvement du centre de gravité, mais,
de plus, si ce corps cst animé d'un mouvement de rotation,
ce ui a lieu pour toutes les planétes connues, la somme des
aires décrites par tous les éelats, multiplides par leurs masses
et projetdes sur un plan perpendiculaire a Paxe, conserve la
ménie valeur qu’avant le cataclysme.

La Terre est animée d’un mouvement de rotation, ¢n vertu
daqucl fa somme que nous avons désignée par A acquiert une
certaine valeur, pendant un temps déterminé. Sila température
moyenue du globe vient a baisser, il éprouve une diminution
de volume et chacune des aires qui figurent dans la somine A
saccroltrait dans un temps donné d’une quantité meindre, si
la vitesse angulaire du mouvement de la Terre restait con-
stante. Cetle remarque établit une relation curieuse entre Ia
température de la Terre et la durée du jour sidéral.

Enfin les éires animés doivent également se soumelttre aux
régles qu'on déduit du principe des aires, dans les mouve-
ments qu'ifs veulent imprimer aux diverses partics de leurs
corps (). « Un homme isolé dans 'espace, soustrait & I'action
de toute furce extéricure et supposé en repos, cet homme,
dis-je, non-seulement ne pourra pas déplacer son cenire de
gravit¢, mais encore il ne lui sera pas possible de donnera son
corps un mouvement de rotation autour de ce point. En effet,
de quelque maniére quil fasse jouer ses muscies, il ne peut
développer que des forces intéricures; et Pabsence de toute
force extérieure entraine, comme conséquence, que la somme

(™, DrLAvsAY, Traité de Mécanique rationnelle. Citation libre.

6.
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des aires décrites, en projection sur un plan quelconque pas-
sant par son centre de gravits, par les rayons vecteurs émands
de ce point, conserve constamment la méme valeur. Donc
celte somme d’aires doit rester constamment nulle, puisqu’elle
I'était tout d’abord en vertu de hypothése que nous faisons,
que I'étre animé dont il s’agit était primitivement immobile.
Aipsi, lorsqu’il fait mouvoir certaines parties de son corps de
telle maniére que la somme des aires qui leur correspondent,
en projection sur un certain plan, ait une valeur positive, il y
anécessairement d’autres parties du corps qui se meavent en
méme temps dans un auire sens, de manicére a fournir une
somme d'aires négative sur le méme plan, la somme totale
des aires relative a toutes les parties du corps restant égale
a zéro.

» Lorsqu’un danseur, s’appuyant sur le sol par la pointe d'un
seu!l pied, veut se donmer un mouvenment de rotation autour
de la verticale passant par son centre de gravité, il ne peut pas
produire ec mouvement par laseule action de ses forces mus-
culaires, parce que ces forces, qui sont intérieures, ne peavent
pas faire que la somme des aires déerites autour de laverticale
du centre de gravité passe d’une valeur nulle & une valeur
différente de zéro. Sile danseur veut pirouetter vers la gauche,
la partie inférieure tend & tcurner vers la droite; mais ce
dernier mouvement nc pouvant se faire que par un glissement
des diverses parties du pied sur le sol, il en résulte qu'il se
développe un frottement en chacun des points d’appui. Or
ces frottements sont des forces extérieures pour lesquelles Ia
somme des moments par rapport a la verticale menée par le
cenire de gravité n’est pas nulle; de sorte que, par suite de
Paction de ces forces extérieures, le corps du danseur peut
prendre un mouvement de rotation autour de la verticale.
Lorsquil a tourné un peu de cette maniére, sans que son
pied cesse de toucher le sol, il se souleve brusquement pour
faire disparaitre latorsion de son corps, et, en répétant plusieurs
fois de suite la méme manceuvre, il parvient a se donner un
mouvement de rotation assez rapide. Si le danseur était sur
un sol trés-glissant, ou bien s’il ne s’appuyait sur le sol que
par un seul point, il lui serait impossible de tourner sur
lui-méme, comme nous venons de le dire. »
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Plan du maximum des aires.

L.es quantités
dA dN dN

dt’ de’ de

sont proportionnelles aux sommes des moments des guantités
de mouvement de tous les points du sysiéme, pris 4 un in-
stant donné par rapport & trois axes rectangulairves fixes; oy,
si 'on veut, proportionnelles aux projections de la ligne OG
sur ces mémes axes ( fig. 13 et 14).

Yerire que cos trois projections sont constantes, c’est dire
gue la grandeur de Vaxe du couple résultant des quantiics de
mouvement, ainsi que la direction du plan du couple, sont
invariables pendant toute la durée du mouvement.

Ce plan du couple résultant jouit de cette propriété, que la
sonume des moments des quantités de mouvement est un
maximum auteur de la perpendiculaire & ce plan; ou, ce qui
revient au méme, c’est sur ce plan que la somme des produits
des wmasses par les projections des aires est un maximum.
Cest le plan du maximum des aires.

On peut toujours déterminer, & un instant donné, les coor-
données de ce plan d’aprés la définition précédente, indépen-
damment de toute hypothése faite sur les forces extéricures,

Pour cela, considérons 'une de nos aires élémentaires, dé-
crite par le rayon vecteur allant de Vorigine au point dont la
masse est my; désignons par d2, d1, di” les projeciions de cetle
aire sur les trois plans coordonnés, par da la projection de la
méme aire sur un plan P, faisant respectivement ies angles
z, &, 7 avee les trois plans coordonnés.

Les formules connues donnent

da = ddcosa -+ d3 cos’ —+ di” cosy;

maliiplions par m, et faisons la somme des quantités analogues
pour tous fes points du systéme, il vient

(11) Smda="A cosz -+ d\ cos3 + dA" cosy.

Soit d A une aire planc dont les projections sur les trois pians
coordonnés alent pour valeurs respectives dA, dA’, dA”. 8i
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nous désignons par p, ¢, r les angles que le plan de cette aire

fait avee les trois plans coordonnds, nous aurons

\' dA —:dA cosp,

(12) CdA = d N cosyg,
f\ dA = d\ cosr;

et par suite, la somme des projections des aires ¢lémentaires
répondant aux points matéricls que nous considérons sur le
plan P sera

(13) Zmda—d\ (cosacosp < cosB3cosqg —+ cosy cosr).

La quantité entre parenthcéses n’est autre chose que le cosi-
nus de angle compris entre le plan P et le plan de l'aire dA.
Il suit de la que la somme des produits des aires projetées par
les masses correspondantes est un maximum quand on prend
le plan de l'aire dA pour plan de projection, ¢’est-a-dire quand
on a

Z D,

M

Or les équations (12} donnent

dA = A -- A (l’_\""',
par suite

’-7,‘\
COSPr — =y
V‘/ dA — N - N

TAY
(14) feosg— i
VAN = AN d N

A

CcoOsr:- o

VAN - d A A
Ces cosinus délinissent la direction du plan du maximum
des aires. Si le théoréme a lieu, ¢’est-a-dire si 'on a
dy -=Cdt,
dA -0 de,
dA -0 dt,
il arrive que ¢ disparait des cxpressions (g); les cosinus sont
des constantes, et le plan da maximum des aires conserve une
direction invariable pendant le mouvenent.
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§ iX. — THEOREME DES FORCES ViVES,

>
Nous avons démontré, dans la quatriéme section de cet ou-
vrage, que lc demi-accroissement de force vive d’un systene
matéricel queleconque, pendant un temps arbitraire, est égal &
la somme des travaux, pendant Ie méme temps, de toutes les
forces qui agissent sur les divers points de ce systéme.
On a ainsi 'équation

Ztmer—X L

\serxr 7

} *E [N ¥ g (2 ) de
) [P

dans laquelle on voit quc figurent en général les forces inté-
b=l ]
rieures {*).
Tntégrale des forces vives. — (Guand la somme des travaux
élémentaires des forces, tant ilérieures qu'exiérieures, est fa

(*) Nous avons va que la somme des travaux des forces intéricures d'un
svstéme guelconque est une somme d’intégrales de la forme ffal, f étant
Vintensite d'une des forees intéricures, et di la variation de distance dus points
dont Vaction mutaetle est £

I1 suit de I que les forces intérieures ne disparaissent de Véquation des
forces vives que dans des eas Grés-particuliers, parmi Jesquels nous avons dis-
tingué (11¢ Partie, Statique, p. 166} trois cas qui correspoudent & un solide
invariable, a un fluide incompressible et i un corps dowé d'une élasticité par-
faite. i1t

.

supposer, pour les corps de cette dernlére catégorie, qu'on applique
le théoréme A un intervalle de temps tel que le corps, & Vinstant final, soit
revenu exactement & son état initial. Alevs, en vertu méme de la définition
de Vélasticite pavlaite, les forces intéricures, qui avaient développé un certain

travail pendant que le corps subissait une déformation, dévelopypent un travail

preécisément éal et de signe contraite, tandis que le corps revient & sa forme

primitive, de sorte que chaque intégrale de la forme

Sfe
west plus nulle ¢lément par élément comme dans les cas précédents, mais se
trouve ¢gale a zéro, grace aux limites choisies.

It ne sera peut-étre pas inutile, & ce propoes, de signaler Perreur suivante,
qui peut embarrasser quelques instants quand on ne fait pas bien attention &
ta yéritable signification des symboles analytiques.

Dans le cas particulicr ol 'on donue aux différents points matériels d'un
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différentielle exacte d’une fonction V des coordonnées des
divers points mobiles, I'équation (1) peut s’écrire

() Sime— Simel =V V.,

svsttme des mouvements compatibles avee les liaisons du systéme, le théoréme
de d’Alembert fournit Véquation

. dra\ . d?r . d*z 1
2[(&——m dti)oxf (\—m mi>a)-r<2~— m W)co]—o,

ott les forces intérieures n’entrent pas. Mais, parmi tous les déplacements com-

patibles avec les liaisons du svstéme, il semble qu'on puisse choisir en pre-
miére ligne celui qu’il prend réellement, ¢’est-a-dire qu’on puisse remplacer,
daps Péquation préeédente, ., &y, ¢ respectivement par du, dy, dz. L'équa-
tion prend ainsi la forme

S(Xde—+Ydy +2Zds)y=d.Z [ mv*

et on voit qu’elle ne contient pas de trace des [orces intérieures.

Voici quel est le vice du raisonnement précédent, Dive qu'un ensemble donnd
de déplacements virtuels, représenté d'une maniére générale par oz, 4y, ¢z,
est compatible avec les liaisons du systéme, c’est dire que la différenticlle de
chacune des équations de condition

- N
L5t =0

est nulle quand on donne aux coordonnées v, ¥, ¢ les aceroissements dx, &7,
7z, el qu'on laisse ¢ constant. En ecffet, on éerit en définitive des équations
&équilibre, et, pour cet équilibre, les liaisons doivent étre considérées telles
qu’elles sout a Vinstant que 'on considere; on doit donc avoir

Vc’:):.o.

Or les déplacements dx, dr, dz ne satisfont pas en général a cette équation,
parce que la relation

n’est satisfaite par les valeurs = —dx, » +d», s+ dz qu’i la condition d’y

faire aussi varier ¢ de son acecroissement o, et alors on doit avoir

({?5 13 (27:,:1 To dfz 7. .
Z(F{ ax — (Zj‘ ay = I U-) -

s
4) ne sont compatibles que si —[[": 0, cest-a-
[

de

e

Les denx équations (37 et

dire si le temps n’entre pas explicitement dans les équations de liaison. Cest
le senl cas ou les forces extéricures disparaissent de I'équation des forces vives
(cette équation étant considérée d’une maniére générale, et non plus comme
dans les cas des corps élastiques, appliquée entre deux limites choisies parti-
calicrement).
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Sous celte forme, elle constitue une intégrale du pro-
bleme.

L’intégrale des forces vives a une importance toule particu-
liere qui la distingue de toutes les autres intégrales, aussi bien
dans la méeanique rationnelle que dans la mécanique appli-
quée. Les problémes pour lesquels Uintégrale des forces vives
alieu sont les sculs dont s’cccupe la mécanique analytique:
ils comprennent tous ceux qui sont relatifs au systéme du
mondc. En effet, quand la force gqui s’exerce entre deux points,
fixes ou mobiles, dépend uniquement de la distance r de ces
deux points, la somme des travaux de Paction ct de la réaction
pour des déplacements élémentaires quelconques des points
considérés a pour expression f(r)dr, quantité qui est la diffé~
renticlle exacte d'une certaine fonction ¢(r).

Principe de la conservation des forces vives. — Quand la
somme des travaux de toutes les forces agissant sur le systéme
est constamment nulle, la force vive reste’invariable pendant
le mouvement; le systéme conserve sa force vive.

Stabilité de Uéquilibre des systémes pesants.

Le théoréme des forces vives peut nous rendre compte des
conditions de la stabilité de Péquilibre d’un systéme pesant a
liaisons. Nous avons vu qu'un sysiéme de ce genre esten
équilibre lorsque son centre de gravité ne sort pas du plan
horizontal quile contenait tout d’abord, quel que soit le dépla-
cement infiniment petit, ¢t compatible avec les liaisons, que
Ion attribue au systéme. Admettons maintenant que lon
donne au systtme un déplacement fini, mais trés-petit, et
toujours compatible avec les liaisons, et que, quel que soit ce
déplacement fini, le centre de gravité du systeme s’éléve tou-
Jjours au-dessus de sa position d’équilibre; je dis que, dans ce
cas, I'équilibre du systéme est siable. Nous allons voir, en
effet, 4 'aide du théoréme des forces vives, que, si Pon aban-
donne & lui-méme le systéme trés-peu dérangé de sa position
@’équilibre, I'action de la pesanteur tendra toujours a le rap-
procher de cette position.

Pour établir cette proposition, nous remarquerons d’abord
que le systeme matériel dont il s’agit ne peut pas rester immo-
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bile dans la nouvelle position qu'on lui a donnée, pourvy
toutefois que le déplacement attribué a ce systéme soit suffi~
samment petit. Car le centre de gravité du systeme, qui s’est
élevé par hypothése dans ce déplacement fini, continuerait
encore a s’élever infiniment peu, si Pon donnait au systéme
un nouvean déplacement infiniment petit dans Je ménie sens
que le précédent; et par eonséquent la condition d'¢quilibre
n’est plusremplie pour la position quw’occupe le systéme apres
qu’il a subi le déplacement fini dont il est question. Le sys-
téme matériel, ne pouvant pas étre en équilibre dans fa nou-
velle position qu’on Iui adonnée, se mettra nécessairement en
mouvenient sous Paction de la pesanteur, et par conséquent
acquerra une certaine force vive. Or sa force vive ne peut
g’accroltre qu'autant que la somme des travaux des forces qui
fui sont appliquées est positive; d'un autre cOté, les forces
capables de remplacer les liaisons ne fournissent aucun terme
dans cette somme e travaux; il en résulte que, dans le mou-
vement que prend le systéme matériel abandonné & lui-méme
aprés avoir été dérangé de sa position d’équilibre, le travail
dd a la pesanteur doit €tre positif. Mais nous savons que ce
travail est le méme que si la masse entiére du sysieme élait
concentrée en son cenire de gravité; donc, dans le mouve-
ment dont il s’agit, ce centre de gravité ne peut que des-
cendre, c’est-a-dire qu’il se rapproche nécessairement de la
position qu’il ocenpait lorsque le systéme était en équilibre.

Un reisonnement analogue ferait voir qu’au contraire, dans
le cas ou le centre de gravité du systéme pourrait sabaisser
par suite du déplacement fini, mais trés-petit, attribué au sys-
téme, I'équilibre serait instable; c’est-a-dire que le svsteme,
abandonné alui-méme aprés avoir subi un pareil déplacement,
non-seulement ne reviendrait pas vers la position d’équilibre
qu’il avait d’abord, mais encore continuerait a s’en éloigner.

Enfin, P'équilibre est indifférent quand, par suite d'un dé-
placement fini, mais trés-petit, attribué au systeme, le centre
de gravité ne sort pas d’un plan horizontal.

Le résultat précédent est exact; mais notre démonstration
n’est pas suffisante, En effet, nous avons hien démontr¢ que
si, en écartant le corps de la position d’équilibre, le centre de
gravité monte, il tend & revenir a sa position premiere, mais
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pous ne savons pas s'il restera dans le voisinage de cette po-
sition, comme la stabilit¢ I'exige, ou ¢’il ne la dépasscra pas
pour s’en écarter ensuite d’'une maniére notable, en vertu de sa
forceviveacquise. Prouver quel’équilibre eststable, ¢’est éLablir
gu'on peut toujours Cearler assez peu le systéme de sa position
d’équilibre, dans le sens que 'on voudra, pour que la foree
vive du systetme abandonné & lui-méme reste constamment
trés-petite. Pour le développement de cette question intéres-
sante, je renverrai a un beau Mémoire de M. Dirichlet (Jour-
nal de Crelle, t. 32, p. 85 .

§ X. — EXTENSION AU CAS DES MOUVEMENTS RELATIFS DES THEOREMES
GENERAUX SUR LE MOUVEMENT DES SYSTEMES MATERIELS.

Les théorémes généraux que nous venons de démontrer,
ainsi que toutes les conséquences que nous en avons dé-
duites, sont applicables au mouvement d’un systéme matériel
par rapport a des axes coordonnés mobiles, pourvu qu’on
n’oublie pas de joindre aux forces réelles les forces apparentes
qui permettent de traiter le moeuvement relatif de chacun
des points du systéme comme un mouvement absolu. Ces
forces apparentes sont, comme on sait, au nombre de deux
pour chaque point: Pune est la force d’inertie correspondante
au mouvement d’entrainement, I'autre est la force centrifuge
composée (™.

Dans le cas ol les axes mobiles, auxquels on rapporte le
mouvement du systéme matériel, se meuvent parallelement
a eux-mémes, les forces centrifuges composées sont toutes
nulles; les forces apparentes se réduisent done aux forces
Tinertie, qui correspondent au mouvement d’entralnement.
Si, en outre, le mouvement de translation des axes est recti-
ligne et uniforme, ces forces d’inertie sont également nulles;
les théorémes généraux s’appliquent donc au mouvement re-

(*) Nous avons déja fait observer que, dans I'application du théoréme des
forces vives aux mouvements relatils, les forces eentrifuges composées dispa~
raissent d’elles-mémes, clincune d’elles étant dirigée perpendiculairement 2 la
vitesse relative du point auquel elle est appliquée.
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latif, dans ce cas, exactement de la méme maniére qu’ils s'ap-
pliquent au mouvement absolu, sans quon ait besoin de
joindre aucune force apparente aux forces qui agissent réelle-
ment sur le systéme,

Vouv 7 iy sriel - "+ oad .
Mouvement d’un systéme matériel par rapport & des axes
de direction constante passant par le centre de gravité.

I 8

Voici maintenant comment on applique les théories précé-
dentes a I'étude du mouvement d’un systéme quelconque de
points matériels : on commence par étadier le mouvement du
centre de gravité, mouvement qui est délerminé quand on
connait les forces extérieures qui agissent surlesystéme; puis
on applique a ce point des axes de direction constante, ctfon
cherche quel est le mouvement du systéme par rapport & ces
axes, liés au centre de gravité.

Remarquons d’abord que, géoméiriquement, toutes les for-
ces d'inertie se réduisent a une seule gui passe & 'origine. En
effet, ces forces sont paralléles et de sens contraire a laccé-
iération totale du mouvement absolu du centre de gravité du
systeme, et la grandeur de chacune d’elles s’obtient en multi-
pliant la masse du point auquel on la suppose appliquée par
cette accélération totale du centre de gravité. Donc ces forces,
qui sont paralléles et proporiionnelles aux masses, sc compo-
sent comme des poids, et, géoméiriquement, elics ontune
résultante qui leur est paralléle, égale a leur somme, ct qui
passe par le centre de gravité des divers points d'application.

Si ces points formaient un solide invariable, on pourrait
remplacer toutes les forces d'inertie par leur résultante, sup-
primer cette derniére, qui se trouve appliquée a un point fixe,
dans le mouvement relatif. Pour un systéme quelconque, on
ne peut remplacer les forces d’inertie par leur résultante,
parce que chacune d’elles a une action spéciale au point au-
quel elle est appliquée, mais il est évident que la somme des
moments de ces forces par rapport a un axe quclcongque
passant par 'origine est toujours nulle, puisque ces sommes
de moments sont des quantités géométriques, dans le calcul
desqueiles 1a constitution du corps n’intervient pas. On con-
clut de la que, dans le cas particulier ol les forces réelles,
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composées comme si elles agissaient sur un solide invariable,
ont une résullante nulle ou passant par le centre de gravité(*),
le théoréme des aires a licu dans le mouvement relaiif dont
nous nous occupons, malgré la mobilité du point pris pour
origine des rayons vecleurs mends aux divers points maiériels
du systéme. Le plan du maximum des aires conserve une di-
rection constante dans Pespace, et la somme des eires proje-
tées sur ce plan, a partir d’'une époque fixe quelconque, aug-
mente proportionnellement au temps.

(’est en appliquant ce qui précede an mouvement de notre
systeme planétaire que Laplace a €16 conduit & considérer le
plan du maximum des aires correspondant au centre de gra-
vité, dans le mouvement de ce sysiéme, par rapport & des
axes de direction constante menés par ce point, plan auquel
il a donné le nom de plan invariable, et qu’il a proposé de
prendre pour plan fixe dans Vétude du mouavement dos divers
astres. On obtient ainsi un plan qui reste constamment paral-
léle alui-méme, bien qu’on ne connaisse aucun point fixe.

Hy aplus, sile systéme sclaire tout enticr était soumis &
Paction d’un point assez ¢loigné de ce systéme pour que les
différents corps qui en font partic puissent étre regard¢s comme
situés & la méme distance de ce point, les actions exercées sur
ces corps auraient une résultante géométrique passant au centro
de gravite, et, par suite, le plan invariable subsisterait encore.

Théoréeme des forces vices. — Le théoréeme des forces vives
s'applique également au mouvement d’un systeme matériel par
rapport ades axes de direction constante menés parson centre
de gravité, sans qu’il soit besoin de joindre aucune force ap-
parente aux forces qui agissent réellement sur le systéme.

(*) Dans le cas oit les forces extéricures satisfont aux conditions de 'équi-
libre, le théoréme des aires a lien indifféremment quand on prend pour origine
soit un point fixe quelconque, soit le centre de gravité ou tout autre point
animé ’vn mouvement rectiligne et uniforme.

Quand les forces ont une résultante qui passe au centre de gravité, le théo-
réme est vrai seulement pour le centre de pravité ou pour un point qu’on
assujcttirait a se trouver constamment sur la divection de la résultante des
forees ou de I'accélération totale du centre de gravité, Cette condition est in-
dispensable pour que la somme des moments des forces extérieures et celle des
moments des forces d'inertie soient nulles.
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En effet, la somme des travaux des forces d’inertie peut éure
remplacée par le travail d'une force unique appliquée au
centre de graviié; par conséquent, cette somme de travaux
est nulle dans le mouvement relatifl que nous considérons,
puisque Ie déplacement refatif du centre de gravité est con-
stamment nul,

Cela ne serait plus vrai si I'on prenait pour origine des axes
un point mobile quelconque, & moins toutefois que ce point
ne soit animé d’'un mouvement rectiligne et uniforme.

Relation entre la force vive réelle et la force vive rapportée
aw centre de gracité. — En supposant toujours que Povigine
mobite soit le centre de gravité du systeme, il existe une rela-
tion tres-simple entre fa force vive absolue et laforce vive rela-
tive. Cousidérons un point quelconque M (fig. 15). La vitesse

Fig. 15,
g

absolue MA ==V de ce point est la résultanie de la vitesse du
centre de gravité MB == v,, constante pour tous les points du
systéme en grandeur et en direction, et de la vitesse relative
BA = ¢, et I'on a Péquation

(3, e R 20, 00 COS (g,

Multiplions les deux membres de celte équation par m, el
faisons la somme de toutes les équations analogues, il vient,
en n’oubliant pas que v, est une constante pour tous les points
du systeme,

Smer=-Me, - Smoet =- 20, Xme, cose,, ¢r.

Remarquons que la somme qui multiplie 2¢,, dans le der-
nier lerme de cette équation, est identiquement nulle; en
effet, c’est la somme des produits qu’on obtient en multipliant
la masse de chaque point matériel par la projection de sa vi-
tesse relative sur la direction MB; or cette somme est égale a
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la masse M, multipliée par la projection sur la méme direction
de la vitesse relative du centre de gravité, laquelle viiesse est
nulie.

On a ainsi le résuliat suivant :

Tutorine. — La force vive absolue d’un systeme quelcongue
est égale & la force vive duw méme systéme dans un mouce~
menl relatif @ trois axes animés de la vitesse du centre de
gra(vi[é, plus la force vive qu’aurait la masse tolale, sz(pposéé
concentrée au centre de graviz‘é.

Ou caiculerait, au moyen de ce théoréme, la force vive dela
Terre, cnn tenant compie de son double mouvement de rota-
tion sur clle-méme et de transiation autlour du Soleil.

Un corps, tel qu’un bateaw ou une voiture, étant animé
d’un mouvement lent de translation, on calcule le travail qu'il
faut pour Uarréter, en faisantl le produit de sa masse par le
carr¢ de sa vitesse. Considérons au contraire un boulel arri-
vant avee uwie vitesse apparente trés-faible, mais animé en
réalit¢ d’un mouvement de rotation tres-rapide, qui échappe
4 nos veux en vertu de sa rapidité méme : sa force vive réclie
est bien supéricure a celle gqu’en lui attribue, en ne tenant
compte que de son mouvement de translation, ct I'on peut re-
cevoir un choc violent en essayant imprudemment de lui op-
poscr un obstacle.

Cestla méme raison quifait quel’on voitsouvent une billede
billap, arrivant presque morte a toucher une hande, retrouver
apris le choe une vitesse notable, par suite d'une autre distri-
bution de la force vive qui correspondait & son mouvement
de rotation.
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CHAPITRE IIL

APPLICATIONS DE LA THEORIE A QUELQUES QUESTIONS
DE MECANIQUE PRATIQUE.

§ XI. — TatormE »pu cnoc.

La premiére application que nous ferons se rapporte o 'une
des théories les plus importantes de la Méecanique : celle du
choc des solides naturels.

Définissons d’abord ce quel’on doit entendre parlechoc. Deux
corps sont en mouvement, et il résulte des lois individuclles
de leurs mouvements que ces corps devraient venir cccuper
au méme instant une méme portion de PVespace. Cest ce qui
n’est pas possible, en verti de ce quon appelle limpénétra-
bilité de la matiére. Aussi observe-t-on, dans le cas que nous
avons supposé, des phénomenes particuliers, qui s'accompiis-
sent dans un temps trés-court (non infiniment court), temps
pendant lequel les mouvements des deux solides éprouvent
des modifications finies.

Ces phénomeénes sont connus sous le nom de choc.

Pour se rendre un compte exact de ce qui se passe pendant
le choc, il n’est pas nécessaire de doter la mati¢re d’une pro~
priété nouvelle et plus ou moins mystérieuse, qui, sous le
nom d’impénétrabilité, empéche d’une maniére absolue deux
corps différents d’occuper simultanément une méme portion
de lespace. 1l suffit, pour faire rentrer le choc dans la classe
des phénoménes dont I'étude fait I'objet de la Dynamique, de
supposer gu’au moment ot les deux corps considérés arrivent
au contact géométrique, probablement méme un peu avant, il
se développe, entre celles de leurs molécules qui sont suftisam-
ment voisines, des forces qui tendent a modifier les vitesses
des deux corps, de maniére a les empécher d’atteindre au
méme instant un méme point de l'espace.
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C'est a ces forces moléculaires, dont I'intensité est considé-
rable, et dont en méme temps la sphére d’action est extréme-
ment petite, qu’on doit rattacher les phénomeénes de la cohésion
des corps solides, de la viscosité des corps liquides, ete.

Ces forces étant des forces intérieures, par rapport au sys-
teme des deux corps, il en résulte que tous les théorémes de
Dynamique dans lesquels ces forces intérieures n’entrent pas
sappliqueront sans altération aux deux corps avant comme
aprés le choc. Quant aux forces extérieures qui agissent sur
e systéme, leur effet pendant le choc peut étre négligd, a
cause du peu de durée du phénoméne, dans les équations ot
ces forces entrent, soit par leurs impulsions, soit par les mo-
ments de ces impulsions.

En effet, considérons des intégrales telles que

SFdt ou [Fpde,

dans lesquelles entrent les forces extérieures ¥ et leurs bras
de levier p, et concevons u’on remplace I' et p par leurs va-
leurs maxima respectives I, et p,, pendant ie temps § que
dure le choce, il est évident qu’on exagére ainsi les valeurs de
res intégrales. Or les quantités qu’on obtient ainsi,

F.4, F.p4,

sont tout a fait négligeables, parce que § est trés-petit et que
Iiet p ont des valeurs moyennes qui ne dépassent jamais
certaines limites trés-restreintes.

i résulte de la que Ia vitesse du centre de gravité des deux
corps sera taméme aprés le choe quwavant le choe, et que les
sopmmes des projections et des moments des quantités de
mouvement conserveront aussi les mémes valeurs pour un sys-
teme d’axes coordonnés quelconques.

Considérons, au contraire, le théoreme des forces vives;
nous pouvoens encore ne pas tenir compte de leffet des forees
extérieures, qui consiste a introduire dans I'équation des

termes de la forme
SFEds;

car, en raisonnant comme précédemment, nous voyons que
cette expression est plus petite que ¥, 7, en appelant 7 le dépla-

cement trés-petit du point d’application pendant le temps 6,
HI. 7
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et o la valeur maxima de la composante tangentielle F. Mais i}
faut se préoccuper du travail des forces intérieures, lequel esi
représenté par des intégrales de la forme

Jfdt:

dans le cas qui nous occupe, la force du choc fa une valeur
trés-grande, d’autant plus grande que d/ est plus petit, et, par
suite, il y a compensation enire les deux facteurs : leur pro-
duit ne peut pas étre négligé. Done, dans le choc, il y a tou-
jours altération de la foree vive totale, cu égard au iravail des
déformations moléculaires.

e plan de cet Ouvrage ne comporte pas Pexposition de lu
théorie du choe dans toute sa généralité. Voulant seulement
donner unc idée de la maniére dont on doit traiter les ques-
tions de ce genre, nous nous bornerons & étadier le cas le plus
simple, celui du choc direct, et nous supposerons qu’il s’agisse
de deux corps sphériques homogeénes dontles dimensions im-
portent peu, animés de mouvements de translation rectilignes
et uniformes suivant la ligne qui joint leurs centres de figure

{ fig. 16). . .

Tout étant symétrique par rapport a cette ligne, il est évi-
dent que les mouvements apres le choc seront encore des
iranslations dont la direction n’aura pas changé, et iln’y a qu'a
déterminer les nouvelles vitesses des deux corps.

Soient m et m' les masses de nos deux sphéres, v, ¢, leurs
vitesses respectives, que nous supposerons dirigées dans le
méme sens. Alors, pour qu’il y ait choc, on devra nécessaire-

ment avoir
~— !
Vo = Vo

Cela posé, les forces moléculaires dont nous avons parlé
tendent évidemment a diminuer la vitesse du corps (m), a
augmenter la vitesse du corps (m'), et cela, tant que les vi-



CBAPITRE III. — APPLICATIONS A LA XNECANIQUE PRATIQUE. ¢

jigis

e« )S deux corps ne EC O‘}E pas ngoul‘e

ee
}ours trés-couri, les deux corps se trguvent
méme vitesse V. )

Pour diterminer cette vitesse commune, nous apdlic
rons le théoréme des quantités de mouvement, projetdes
Ia droite suivant laquelle se meuvent les cenires des deuxw
corps.

Draprés les Dhypoihéses que nous avons faltes, le sys
des deux corps nest soumis & aucune force extérieure; :
avons d’ailteursremarqgué que Pimapulsion de nareilles fo
supposani qu ‘elles existassent, povrx’alt tou vou"S dtrey g
pendant ia courte durée du choc. Comme, de plus, 13 orces
intérieures n’entrent pas dans'équation des quantités de mou-
vement, nous concluons de la que la somme algébrique des
quantités de mouvement des deux solides conserve conslani-
ment la méme valeur.

En égalant cette somme de quamités de mouvemom, prise
avant ie choe, a ce qu’elle devient a Pinstant ol les deux so-
~ lides ont une méme vitesse ¥V, on obtient la relation

(1) mo, - m' v, == (mo- )V,
d’ot 'on déduit .
r !
Loy ol
(‘2 ) ‘ = —— ,_9_ .
‘ m--m

A partir de Vinstant ol les deux solides ont acquis la vitesse
commune V, les choses se passent de diverses manicres, sui-
vant la nature des solides. Les forces moldculaires, qui ont
amené I'égalité de vitesse, n'ont pu se développer qu’autant
que les solides ont éprouvé une certaine déformation dans ie
voisinage de leur point de contact; ces solides se sont aplatis
vers ce point, et leur aplatissement a augmenté tant que la
vitesse de (m) était encore supérieure a celle de (m'), c’est-a-
dire tant que le centre de gravité du premier corps se rappro-
chait de celui du second.

Or, si les corps {m) et (m') sont des corps parfaitement
mous, qui, une fois qu'on leur a fait subir une déformation,
ne tendent en aucune facon a revenir aux formes qu’ils avaient

7 -
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dabord, il est clair que deux corps de cetie nature cessent de
réagir Pun sur autre, & partir de Uinstant od leurs vitesses
sont devenues égales; ¢t, par conséquent, ils continuent a se
mouvoir ensemble, avec la vitesse commune YV, que nous ve-
nons de calculer.

Les choses ne se passent pas de Ja méme maniére Iorsqu il
s’agit de corps ¢lastigues, ct le choce n’est pas terminé au mo-
ment ou les deux corps possédent une vitesse commune. En
cifet, Paplatissement des deux solides tend & disparaitre, et
ils continuent & réagir 'un sur lautre, en vertu de cette ten-
dance, aprés que leurs vitesses sont devenues égales. La vi-
tesse de (m) est encore diminude, et celle de (') augmentée,
de sorte que, au bout d'un vouvel intervalle de tewps trés-
court, les deux corps se séparent en vertu de Vindgalité de
leurs vitesses finales.

Si les réactions qui se développent pendant ceite seconde
pariie du choc ont les mémes valeurs que celles qui s’étaient
développées pendant la premiére partie, ¢’est-d-dire si le choc
présente une symétrie compléte de part et d’autre de I'instant
qui correspond & la plus grande déformation des deux corps, -
on dit que ces corps sont parfaitement élastiques. Dans ce
ras, la vitesse du corps (m), qui a déja diminué de ¢,—V pen-
dant la premiere partie du choce, diminue encore de la méme
quantité pendant la seconde parile, et, de méme, la vitesse du
corps ('), qui s’est accrue de ¥V — ¢ pendant fa premiére
nartic, s’aceroit encore d’autant pen dant la seconde partie.

On a donc, en ddsignant par v et ¢ les vitesses des deux
corps (m) et (m') au moment ol ils se séparent Vun de
Yautre,

LA 2R - . - ! N7 A PRV A
3 ‘——U—__‘,i)——‘, ¢ v Yy — ;

{*) On tire des équations {3)

! — . — ¢
¢ ey =y [N

équation indépeudante des masses, qui nous apprend que la vitesse relative
v, — ¢ du corps choquant par rapport au corps choque a conserve Ia méme
valeur et change simplement de signe aprés le choe; il ¥ a eu réflexion relaisi
de Pun des corps sur Pautre.,
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&’ol, en substituant la valeur de V,

_e(m—m) - 2m' Y,

¢V — 7
, m—+ m
(4) ‘
’ o (m —m) -+ 2me,
! ne - nm'

Yoyons ce que deviennent ces équations dans quelques cas
particuliers.
Supposons d’abord les deux masses égales, on a

0

\5) ')V/"("'
oy

les deux corps ont échangé leurs vitesses.
Supposons que le corps choqué soit en repos avant le choc,
c’est-a~dire faisons ¢, = o. On aura

‘ ¢z v,

/ m— '
1 =V
] m -
6) ¢
, 21 i
¢ I — 7 e
o —-

La vitesse ¢’ du corps choqué est toujours positive, mais il
n’en est pas de méme de ¢: elle est positive, négative ou nulle,
selon que l'on 2

m>>m, m<_m', ou m=—m.

Dans le premier cas, le corps choguant continue a s¢ mou-
voir dans le méme sens; dans le second cas, il revient surses
pas; enfin, dans le troisicme, il reste en repos en communi-
fluant sa vitesse au corps choqué {ce qui résulte également de
la loi de V'échange des vitesses, dans le cas de I'égalité des
masses ).

Supposons enfin que le corps choqué soit remphce par ui
plan inébranlable en repos, c'est-a-dire faisons ¢, = o, ¢t
m' — », il viendra

(7) * v”::O, Vo= — (g,

Le corps choquant a pris, en sens contraire, la vitesse qu'il
possédait avant le choc; c’est unc conséquence de la loide la
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véflexion relative. T suit de x qu’on corps parfaitement <las-
hauteur sur un plen |
uteur dolt il est tombé.

zue (""-i tombhs ("‘

1

ier resz;‘ at permat Qexpliquer ce qui se pusse dane

hoe oblique

¢, animée
: plan indhran-

Pure ¢, normale au pian,
5, rapportons le mouve-
! tion rectiligne cb uni-
3¢ . Lo mouvomoent relaiif de la biltle s’ef-
vitesse ¢, et, conform é nient & notee théorie,
bz 1o choe, ; rmouvement relatif]
2 o, Pour aveir sa

five avec la vi-
your sa nouvelie vi-
‘-nzie déjd construit.
sont égales et inverse-

‘encns de considérer, et qui se rap-
enticremeni dépourvus d’éjasticité,
tement ¢lastiques, doivent ¢tre con-
5 exbrimes enire lesquelles tous les

e vive dans le clice des solides naiurels.

"~y
(‘3
o~
e
o
a”

Sy
Q

s de deux corps mous. Au moyen
la vitesse finale commune V, il est
¢ force vive qui résulte da travail des
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Pouar simplifier e calcul, nous remarquerons que le travail
dés forces intérieures, telles que celles qui se développent
dans le choc, ne dépend que du mouvement relatif des deux
corps. En effet, Uexpression du travail de deux de ecs forees est
[fdl, et ne dépend, par conséquent, que de la distance { de
feurs points d'application, c’est-d-dire du mouvement relatif
de Pun des corps par rapport & autre. Nous pouvons donc
supposer Pun des corps en repos et Paulre anime d’une vitesse
w, cgale ala vitesse v — ¢ Nous aurons alors, pour la vitesse
commune aprés le choe,

La force vive avant le choc était égale a mw:; apres le choc,
elle est devenue égale a (m — m')W?; donc la perte de force
vive est

. R . , . m'-‘ .
mwy - - m Wz ] — (m ' i > Wy
‘ m - m'
) ( m m’
B e el R L
* ar-—m' m-=m’

Cette quantité élant essenticliement positive, il y a toujours
une perte de force vive, perte qui représente en valeur absolue
le double du travail négatif des forces intérieures. En rempla-
(;ill'l'm % par sa \"JIQLIF, cll a
, - mm u., — (-'n i
(8) — X [l = L
R S m -+ m

Théoreme de Carnot. — On peut donner unc autre expres-
sion de la perte de force vive qui s¢ produit dans le choc des
corps mous. On arrive encore a cette expression en s’ap-
puyant sur ce que la force vive perdue dépend umqvmnom du
mouvement relatif des deux corps, et en rapportant les mou~
vements de ces corps 4 des axes mobiles avec la vitesse
finale V. ,

En effet, par rapport a ces axes, les vitesses initiales sont

ve—V, ¢,— V(")

{

(*) Cette derniéve quantité est pégative.
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etles vitesses finales sont nulles. Toute la force vive est donc
perdue, ce qui représente une quantité égale & )

m(e,—Ve2--m(/,— V)

1l est facile de vérifier que cette expression est équivalente a
Pexpression (8), au moyen de la valeur de V. Done :

Tatorine. — La force vive perdue dans le choc est celle qui
correspond aux vitesses perdues par chacun des deux corps.

Ce théoréme est un cas particulier d'un théoréme céléhre
de Carnot.

La perte de force vive qui accompagne toujours le choc des
corps mous est ficheuse & un double point de vue : d’abord
parce que la force vive est une valeur industrielle qu’on paye:
ensuite parce que cetle force vive non utilisée a pour unique
effet de détériorer les appareils, puisqu’elle représente, dans
Véquation du travail, une quantité équivalente de travail résul-
tant des déformations moléculaires.

On doit donc autant que possible éviter les chocs dans les
machines, ou, quand cela ne se peut, les recevoir sur une sub-
stance élastique, telle que les ressorts de choc des wagons.
Enfin quand le choc est indispensable pour P'effet utile que
Pon veut obtenir, il faut au moins s'arranger de maniére que
la force vive perdue soit une petite fraction de la force vive
totale dépensée.

Supposons qu’il s’agisse d’enfoncer a coups de marteau un
clou dans une piece de bois. Une partie de la force vive dont
estanimé le martean se trouve transmise au clou par effet du
choc; elle est employée a vaincre la résistance du bois, a faire
entrer le clou : c’est la force vive utile. Quant a la force vive
perdue, elle a pour unique effet de déformer le clou et d'en
altérer la structure.

Cependant le travail de la réaction du bois détruit la force
vive utile, et le clou s’arréte. On recommence alors, et tout
se passe de la méme maniére. Si Von prend un trés-long clou
et qu'on le frappe avec un petit marteau, on arrivera difficile-
ment & faire pénétrer le clou, qui se déformera de toutes les
maniéres possibles. 8i, au contraire, on prend un marteau plus
lourd, on fera pénéirer le clou sans difficulté.
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Soit mv; la force vive du marteau avant le choc. La fraction
de cette quantité qui se trouve perdue est, d’apres la formule
précédente,

m’ o

s A4 1
!

Il y a donc avantage & augmenter la masse du corps cho-
gquant, et par suite a diminuer sa vitesse.

Le méme principe s’applique, sur une grande échelle, dans
le battage des pilotis. La planche de bois est remplacée par
un sol pénétrable, le clou par un long pieu et le marteau par
une masse trés-pesante qu’on appelle un mouton.

Cest identiquement la méme opération, et la conclusion
est, comme dans le cas que nous venons d’éiudier, qu’il faut
un mouton trés-lourd par rapport au pieu qu’on veut enfon-
cer. De cette maniere, le travail qu’il faut payer pour élever le
mouton se trouve utilisé d’une facon plus satisfaisante.

Corps élastiques. — Dans le cas du choc de corps élas-
liques, nous avons vu que la premiére période du choc,
correspondant 4 la déformation des deux corps et a la perte
de force vive que nous venons de calculer, est suivie d’une
deuxieme période pendant laquelle les forces moléculaires
développent un travail positif, accompagné par conséquent
d'un gain de force vive. Quand les deux corps sont parfaite-
ment élastiques, la somme des travaux positifs produits pen-
dant la seconde partie du choca la méme valeur absolue que
la somme des travaux négatifs correspondant & la premiére
partie; si donc on considére U'instant ol le choc est compléte-
ment terminé, et ou les deux corps vont se séparer, la somme
des forces vives des deux corps doit aveir précisément la
méme valeur gu’avant le choc. Cest ce. qu’on vérifie au moyen
des équations {4), qui donnent

myt -V = mel - mvy.

Tous les solides naturels étant compris entre les deux li-
mites extrémes d’une élasticité parfaite et d’un défaut com-
plet d’¢lasticité, il s’ensuit que le choc de ces solides doit
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présenter des circonsiances intermédiaires entre celies qui se
l-sxpportnut a ces deux limites. Ainsi, on peut dire que, dans
te choe de deux solides naturels sphidriques et homogcenes, i
¥ atogjours une perte de force vive due & ce que le travaii po-
sitif développé par les forces molécalaires pendant la seconde
ilic dua choe est inférieur & la vileur absolue du wravaii
négatif que ces forces moléeuluires développent pendant la
xrenn‘)re partie. Cette perte de force vive esl plus ou moins
relite, suivant que les deux solides se rapprochent plus ou
nom; de remplir les conditions de Vélasticité parfaite, telle
wue nous avons définie.

La différence entre les valeurs absolues des sommes des
travaux dus aux forces moléculaires pendant les deux parties
du choc tient a deux causes que nous devons indiquer: 1° les
moléeules des deux corps, écarides de leurs positions primi-
tives pendant la premiére partie du hoc. peuvent ne pas
reprendre complétement ces positions | ue le choc estter-
ininé, en sorte que les corps conscrvent une porilon de la
aéformation totale que le choc leur avait fuit éprouver; 2° les
molécules peuvent u’ére pas revenues complétement & leurs
positions définitives & Vinstant et les deux corps se séparent,
de sorte que ces molécules, en continuant & se meuvoir apreés
cette séparation, en vertu de la vitesse qu’elles possédent en-
core, prennent un mouvement vibratoire qui se transmet 2
toutes les molécules voisinies, sans avoir aucune influence
sur le mouvement d’cusemble de chacun des deux solides dans
I'espace.

La différence enire la force vive du systéme avant le choc et

I force vive du méme systéme aprés le choc (cette derniére
force vive élant évaluée absiraction fuite du mouvement vibra-
toire des molécules des deux solides) peut éire regardée
comme une perte de foree vive qui est due a la fols aux dépla-
cements moldéculaires persistants et aux vibrations occcasion-
nées par Ie choc. Une portion de cette différence des forces
vives du sysleme, prises avant et apreés le choce, ¢st bien ab-
sorhée par le travail résistant qui correspond aux déplace-
ments persistants des molécules. Lautre portion, au contraire,
n'est pas réellement perduc par Petfet du choc, puisqu’elle
se retrouve, pour ainsi dire, a I’état latent dans le mouvement
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vibratoire des moléceules, mouvement dont nous ne tenons
pas compte cn évaluant la force vive finale du systéme. Mais,
at pointde vue de Vapplication de la Mécanique aux machines,
on peut regarder cette scconde portion comme tout aussi bien
perdue que la premicre.

Il est aisé de comprendie que les conséquences auxquelies
nou= venons de parvenir, dans le cas simple du choc direct de
deux corps sphériques homogeénes, peuvent éire immdédiate-
ment géncralisées. On peut dire que, toutes les fois qu'il se
produit un choc entre deux solides naturels, ce choc est
accompagné d’une perte de force vive plus ou moins grande,
perte due aux déplacements persistants et aux vibrations des
molécules des deux solides.

La forme des deux corps a une influence sur les effets
secondaires de leur choe. Cest ce qu’on met en évidence en
laissant tomber successivement sar un plan élastique une
sphére de croutchoue et un parallélépipéde de la méme sub-
stance. La sphére remonte presque & la hauteur dont elle est
tombce {théoriquenment, comme nous avons vu, elle devrait
yremonter toutd fait), tandis que le pavallélépipéede ne rebon-
dit que trés-peu. Cela g'explique facilement d’aprés ce que pous
avons dit, en remarjuant que la zone de contact est heaucoup
plus petite pour la sphére que pour le paraliélépipede. Dans
le second cas, il y a done une part plus large faite aux vibra-
tions, et par suitc une diminution apparcute de force vive plus
considérable que dans le premier.

i
i
1
1

§ XII. — VIBrATIONS DES CORPS ELASTIQUES.

Les corps dlastiques, tels que ceux qui sont employés dans
la construciion des édifices et des machines, éprozivent, Sous
Iinfluence des forees auxquelles ils se trouvent soumis, des
déformations que la théorie de la résistance des matériaux
apprend 4 calculer avec une approximation plus ou moins
grande. \ ces déformations correspond la mise en jeu des
forces moléculaires, Ia tension des ressorts intérieurs, tension
qui, pour ia sécurité, ne doit pas dépasser certaines limites
aujourd’hui assez bien connues. Cest encore la théorie de la
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résistance des matériaux qui fournit aux praticiens les formules
qui leur servent a calculer les dimensions des diverses parties
d’une construction destinée a résister a des efforts donnés.

Seulement les formules auxquelles nous faisons allusion
{(nous avons donné dans la troisiéme section celles qui se
rapportent au cas de la traction et de la compression directe )
supposent la construction établie et en équilibre sous 'action
des efforts de toute nature qui s’exercent sur elle; elles se
rapportent, comme on dit, a I'état statique des corps considé-
rés. Les choses se passent d’une maniere toute différente, lors
de la mise en charge, si I'on enléve brusquement les supports
et étais provisoires qui ont servi a établir la construction,
tels que les cintres des vottes, etc. Dans ce cas, en effet, non-
seulement les piéces subissent la déformation qui a é1é cal-
culée eu égard a la charge, mais encore, par 'effet de la force
vive dont ces pieces sont animées, les déformations dépassent
le point ou la réaction élastique fait équilibre 2 la charge, ¢t
elles augmentent jusqu'a ce que la force vive acquise ait été
détruite par 'excés du travail résistant des réactions élastiques
sur le travail moteur développé par la charge. Or, la position
dans laquelle ce fait se produit n’étant pas une position d’équi-
libre, les molécules tendent a revenir 4 cette position, la dé-
passent de nouveau, et il se produit une série de vibrations
qui durent jusqu’a ce que la force vive se soit dissipée en se
communiquant aux supports ou a P'air ambiant.

Un exemple simple fera comprendre combien l'allongement
dynamique différe de P'allongement statique.

Considérons une tige verticale élastique ( fig. 18), encastrée a
son extrémité supérieure et chargée a l'autre d’un corps dont le
poids est P, Nous négligerons la masse de la tige, dont nous dé-
signerons la longueur a I'état naturel, AO, par L. Leslettres £
et E représenteront, comme en Statique, la section de la base
ét le coefficient d’élasticité; et il résulte des f{ormules trou-
vées dans le Chapitre que je rappelle qu’au moment ol la barre
éprouve un allongement OP ==z, la réaction de cette barre es!

Q
F=E+

X,

il

Uela posé, le corps suspendu a Pextrémité de Ia tige est sow-
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mis, d’'unc part & son poids P, dont la direction est celle dans
laiquelle on compte les abscisses positives, d’autre part & la

Fig. 18.

SR

A

réaction F, dont la direction est inverse ; donc I'équation du
mouvement de ce corps est

d*x

m— -—-P—r.
(1

Soit [ I'allongement statique correspondant & la force I,
allongement donné, comme nous le savons, par 'équation

0
PeET
ona
p
Fooo o
l.ﬁl‘

Ln introduisant cette valeur de I' dans I'équation du mouve-
ment et divisant les deux ternies de cette équation par m ou

b

— il vient

8 .
) d'x g

(1) JE 1 ({—=z).

L’'intégration de cette équalion se raméne aisément a des’



110 BYNAMIQUE.
quadratures, comme nous l'avons vuen Cinématique. (‘n Rt
aussi f“r usage du raisonnement tres-simple qua vel

A partir du point O, \lrcmne de fa tige & T'état nater ],
prenons une lonf*u&ur & =, I'équation (1) signific que Par-
célération du point P est a chaque instant proportionnelle aia
distance qui sépare ce point du point fixe S.

Cette loi estidentique avee celle qui régitle mouvemeni o
la projeciion d'un point qui se meut sur un cercle d'un mouy: -
ment uniforme. Il ¥ aura done parité entre les deux mouve-
ments, si I'on se place dans lesmémes conditions initiales,

Or les lois du mouvement oscillatoire auqguel nous faisors
allusion sont fournies par les équations suivantes, qui cil et
établies en Cinématique :

g Xz u\l —- COSml ),
{2) S v s olsined,

( J —wRceosmi= o (B — 2

Si donce le poids P a été abandonné a lui-méme sans vitesso
initiale, les équations de son mouvement auront la mén:.
forme que les équations (2), et on établira 'identité en pe-
sant

;o

Re=!l, w.= \/ ~Z'

On conclut de la les résuliats suivants :

1° L’amplitude de I'excursion de la tige est égale a 27, ¢«
sorte que 'allongement maximum est double de lallongemer:
statique;

2° Le temps d’'une demi-oscillation est celui qu’un mobile.
animé de la vitesse angulaire », met a parcourir une demi-
circonférence; donc

\

( ="
3) T="=x

o | e{[

On reconnait la formule bien connue qui donne la duréc
des petites oscillations du pendule simple. Done:

Tutortne. — Lne tige élastique chargée brusquement d'un
poids que U’on abandonne & lui-méme sans vilesse initiale
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oscille comme un pendule dont li longueur serait égale &
Pallongement statique qui correspond & la charge de la lige.

On évite ces effets facheux en soutenant le poids et en ne
Pabandonnant que petit a petit a lai-méme. On obtient ce ré-
sultat, dans opération importante dudécintrement des voltes,
en faisant reposer les poteaux qui supportent les cintres sur
des sacs ou caisses de sable, u’on vide aussi lentement qu'or
le veut. '

Cas ot la vitesse initiale n'est pas nwlle. — Le danger serait
encore plus zrand si, lors de la mise en charge, on communi-
quaitau poids P une vitesse initiale v, 5 par exemple, si, au liew
de poscr simplement ce corps sur son support, on Uy jetait
brusquement, de maniére & produire un choe. L'équation dif-
férentielle (1) et les intégrales générales conserveraient la
méme forme, seulement le point O ne correspondrait plus a
Vextrémité du diamétre du cercle, mais bien & un point M
déterminé de maniére que la vitesse du point décrivant et
sur la direction AD une projection égale & v,.

Les équations dn mouvement prendraient alors ia forme

"z I~ Recoswtd,
v :oRsinwt,

——
B
—

( .]' sw?Reosmt -¥(l--x),

le temps éiant toujours supposé compté a dater de la fin d’'unc
oscillation.

La valeur de o et Vexpression (3) de T resteraient les
mémes; mais on n'aurait plus R —- 7. Pouy trouver un point du
cercle dont fe centre reste toujours en S, il faut remarquer
que les ordonnées du cercle sont les quotients respectifs par o
des vitesses des pieds de ces ordonnées; par suite, comme
on connait la vitesse ¢;, qui correspond au point O, on a, pour
Pordonnée OM,

LY /"/z
Y »—E)’*"U\/ g’
et pour le rayon SV,
R'w/l‘*‘}o»”l\/

On conclut de 12 Tamplitude de l’oscillation, laquelle est
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maintenant égale a 2R, ou a

. o
2[\/: 4+ =
8t

quant a la durée de l'oscillation, nous avons vu qu’elle n’est pas
changée ct qu’elle dépend uniquement de la charge de la tige.

On voit combien une mise en charge brusque peul amener
aisément la rupture ou laltération d’'une verge sous P'action
d’un poids bien inférieur & celui qui produirait 1a rupture sta-
tique. Les résultats seraient encore bien plus facheux, si I'on
procédait par une série de chocs convenablement réglés (*).
Comme il n’est pas possible d’empécher des effets de ce genre
de se produire dans une construction abandonnée a elle-
méme, il est de la plus stricte prudence de donner a la charge
permanente une valeur inférieure a la charge de rupture. Dans
les machines, les vibrations des diverses piéces nuisent, en
oatre, 4 la précision du jeu de la machine; on atténue cet in-
convénient en employant des piéces massives, et en reliant le
hati de la machine a des fondations résistantes.

Des ressorts de choc. — Quand il n’est pas possible d’éviter
les choes dans une machine ou dans une construction, on les
amortit en les recevant sur un corps élastique, sur un ressort.
Les wagous ont non-seulement des ressorts de suspension
comme les voitures ordinaires, non-seulement des ressorts de
choc pour amortir les chocs accidentels, mais cncore des
ressorts de traction, contre les chocs qui se produisent d’une
maniére réguliére, lors de la mise en marche ou de arrét du
train. Les ressorts affectent différentes formes; mais les lois
précédentes s’appliquenta peu prés aux ressorts de tous genres.

Il est naturel de prendre, pour mesure de I'intensité du choe,
la demi-force vive

Po?

28

T,

(*) Savart ayant fixé dans un étau une verge de laiton de 1™, /0 de longueur
et de 35 millimétres de diamétre, et Payant fait vibrer dans le sens de sa lon-
gueur, s’assura, au moven d’un sphérométre, sur lequel venait frapper Pextré-
mité libre de la barre, que Pamplitude des oscillations était au moins de 12 de
millimétre. T aurait fallu 1700 kilogrammes pour produire un pareil allonge-
ment & 'état statique.
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gui doit étre détruite par les réactions molécalaires sans que
la structure et les propriétés du ressort soient altérées.

Or la tension maxima de la tige, qui correspond au maximum
d'allongement,

el =R (1 -+ g%/ L \,

<
1
=

\ 5

Poncelet (*) appelle résistance viee d’uin prisme le ivavail

/ YTdx

v 0

que I'élasticité d’un prisme selide oppose & Paction d'un choe
dirigé dans le sens de son axe. Il nomme plus spéeialement
résistance vive d’élasticité le travail qui répond a Vintervalic
ou, "élasticité étant parfaite, les allongeinents demeurent pro-
portionnelsaux efforts de réaction correspondants, et yésisiance
vive de rupture celle qui a été développée-par ces efforts au
moment ot ils ont atteint leur plus grande valeur et ol I
prisme se trouve rompu.

On peut avoir expression algébrique de la résistance vive
’¢lasticité, puisqu’on connait, entre les deux limites de Pin-
tégrale, la forme de la fonction I, laquelle est donnde par la
relation

. P
= 7 z,
de laquelie on conelut
Y P 1.
f Fdr=— - [' =-F 2,
Jo 2 2
+, étant Pallongement qui répond a la limite d’élasticité
' Y
F=—".
{

. b
La grandeur de 'intégrale [ F dz, qui permet de compaver
Y0

7 Introduction & la Mccanique industrielle, 3¢ c¢dition, p. 313.

I11. . S
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P'un aVautre deux ressorts de choe, est proportionnelle au pro-
Juit de larésistance parla grandeur de la déformation ; on devra
done préférer les ressorts qui, pour une résistance donnée,
cedent plus que les autres & 'action, les ressoris les moins
roides, en un mot.

Dans le cas qui nous occupe, la tige est alternativement éti-
rée et comprimée; le maximum de compression est
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CHAPITRE 1V.

DYNAMIQUE SPECIALE DES SOLIDES INVARIABLES.

§ XHI. — ApPLICATION DES THEOREMES GENERAUX AT CAS D'UN
CORPS SOLIDE.

On sait qu’on obtient les équations nécessaires et suflfisantes
pour déterminer le mouvement d’un systéme quelconque, en
éerivant que la somme des travaux des forces extérieures et
des forces d’inertie est nulle, pour tous les déplacements vir-
tuels compatibles avec les liaisons du systéme. Dans le cas
d'un corps solide libre, les mouvements possibles sont au
nombre de six, savoir: trois translations s’effectuant paralléle-
ment & trois axes rectangulaires fixes quelconques, et trois
rotations autour des mémes axes. Les équations du mouve-
ment d’'un corps solide libre sont donc également au nombre
de six: trois de ces équations s’obtienunent en égalant & zéro
les sommes des projections des forces extérieures et des forces
d’inertie sur les trois axes, et les trois autres en égalant & zéro
les sommes des moments des forces autour des mémes axes (*}).

(Y 11 résulte de 1a que des forces quelconques, appliquées aux divers points
Q’'un solide invariable, peuvent toujours étre remplacées par un systéme dqui-
calent, aussi bien dans.le cas du mouvement que dans celui de 1'équilibre.

Ce résultat est une conséquence immeédiate de la régle qui réduit la recher-
che des lois du mouvement des corps a celle des lois de leur équilibre. Toute
substitution qui n’altérera pas les sommes de projections et les sommes de
moments des forces extéricures ne produira ancun changement dans les équa-
tions du mouvement d’un solide, pas plus que dans celles de son équilibre.

Sil sagissait d’un systéme non solide, la substitution des deux groupes do
forces Cun i Vautre dans les six équations générales serait encore parfaitement
licite; mais cette opération modifierait Tes autres équations qu’il faut joindre
& celles-1a pour avoir toutes les équations du prolléme. Par suite, elle aurait
généralement pour effet de détruire Péquilibre s’il existait, ou, dans le cas con-
traire, de modifier le mouvement.

8.



116 DYNAMIQUE.

Nous connaissons déji ces six ¢quations, qui s'appliquenta
un systéme quelconque, et qui nous ont fourni des théorémes
intéressants. Dans le cas d’un corps solide, ces équations sont
suffisantes et font connaitre toutes les propriétés du mouve-
ment qu'on se propose d’étudier (*).

Pour déterminer le mouvement d’un solide libre, sou-
mis a des forces données, la méihode ordinaire consiste a dé-
composer ce mouvement en deux, conformément & ce qui a
¢té dit en Cinématique, et a rechercher séparément :

1° Le mouvement du ceutre de gravité du corps;

2° Le mouvement du corps par rapport a trois axes attachés
a son centre de gravité et animés d’un mouvement de transla-
tion dont la vitesse est a chaque instant cclle de ce point.

HMouvement du centre de gravité. — Le mouvement du
centre de gravitd est produit par la résultante de translation
de toutes les forces donndées, supposée appliquée a ce point.
Rien west donc plus facile que de former les équations rui
répondent ala premiére partie de notre probleme.

Sile corps avait un point fixe ou un axe fixe, les équations
du mouvement du centre de gravité contiendraient, outre les
forces données, les réactions inconnues des appuis. Mais, dans
ce cas, la considération du mouvement du centre de gravité
ne présente aucun intérét : le mouvement du solide se réduit
a une pure rotation, gqu'on détermine comme nous le verrons
tout a Pheure.

Mouvement autour du centre de gravité. — Nous avons dit
ue, lorsqu’il s’agit d'un corps solide, toutesles forces fictives
égales et opposéesaux forces d’entrainement des divers points
du systeme peuvent étre remplacées par leur résultante, la-
quelle passe au centre de gravité, ou elle est détruite.

On peut donc étudier le mouvemeni d’unsolide par rapport
a trois axes passant au centre de gravité et se mouvant paral-
lélement & eux-mémes, sans ajouter aux forces réelles aucune
force fictive, absolument comme si lorigine était fixe. Cest
ce qu'on énonce en abrégé de la maniére suivante :

7%} La question se simplifie quand le solide n’est pas libre, le nombre des
mouvements possibles diminue plus ou moins, et eelui des ¢quations du mon-
vement subit une ¢gale réduction.
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Taeorine. — Ln corps solide tourne autour de son centre
de gravité, comme s’1l était fizre.

Ainsi se troave neltement posce la question de la déiermi-
nation du mouvement d’'un corps solide soumis a Paction de
forces données.

Sile corps ne posséde aucun point fixe, nous transporterons
toutes les forces au centre de gravité, el nous les remplace-
rons par le systéme équivalent composé de la résultante de
translation F et du couple K résultant de tous les couples
introduits par le transport des forces au centre de gravité.
Cela fait, et le mouvement du centre de gravité étant déter-
miné comme nous le savons, nous serons ramené a chercher
le mouvement d'un corps solide autour d’un point fixe, sous
I'influence du couple K, la force I' n’ayant aucune action dans
le mouvement relatif.

Quand un des points du corps est fixe, c¢’est relativement &
ce point qu’il faut opérer la réduction des forces données
a une force F et a un couple K’. Puis, négligeant la force ¥,
qui a pour unique effet de charger le point fixe, nous nous
retrouverons, comme précédemment, en présence du pro-
bléme qui consiste a déterminer le mouvement d’un solide
autour d’un point fixe, sous l'influence d'un couple donné.

Rotation autour d’un axe fixe.

Occupons-nous donc de chercher quel est Ueffet preduit
par un couple sur un corps mobile autour d’un point fixe,

Pour cela, nous commencerons par étudier le cas ou le
corps n’a que la faculié de tourner autour d’un axe fixe. Le pro-
bléme est ainsi beaucoup simplifié. En effet, le couple K ne
peat, en aucune fagon, changer la direction de I'axe de la ro-
tation instantanée, et nous savons tout de suite que 'effet de
ce couple sur le corps en mouvement doit se réduire a lui
communiguer une certaine accélération angulaire, positive ou
négative.

Le principe de d’Alembert nous fournit immédiatement
I"équation unique qui fait connaitre cette accélération angu-
laire. En effet, le seu! mouvement virtuel compatible avec
les liaisons est une rotation autour de l'axe {ixe; par suite,
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nous navons quune seule équation d’équilibre & éerire :
celle quon obtient en égalant a zéro la somme des moments
des forces extéricures et des forces d'inertie, pris par rapport
a laxe.

Mais la force d’inertie de chaque point est la résultante de
deux forces, dont une, Ia force centrifuge, est dirigée vers
Paxe et posséde a chaque instant vn momentnul; il 'y a done
a tenir lieu, pour chagque peint, que de la force d’inertie tan-
gentielle, dont expression est

dv o
Mo Ou
et dont la direction estinverse de celle du mouvement.

Or on a. pour le moment de cette force, affecté d’un signe

convenable

— =
¢

Ia somme des moments des forces d’inertie autour de Paxe
de rotation est donc

et siVon désigne par N la somme des moments des forces
exlérieures autour du méme axe, somme qui est la projection
sur cet axe de Paxe du couple K, on a pour Uéquilibre des
forces réelles et fictives Péquation

N ((/—Z—?Emr =0,
de laquelle on tire
oy Ay
) W S
Done :

Tutoniwe. — L'accélération angulaire d’un corps qui tourne
autour d’un axe fixe est égale au quotient de la somme des
moments des forces exiérieures par le moment d’inertie (”).

{*} On trouve de la méme maniére Paceroissement fini de vitesse angulaire
résultant d’une percussion P. En effet, soit F une force quelconque situde a une
,
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(o]

Sionous comparons cette équation a celle du mouvement
rectiligne

. de F
2} ———

i’

—

dans laquelle F représente la somme des projections de toutes
les forces sur la direction du mouvement, nous voyons que
I'équation (1), comme 'équation (2), renferme une accéléra-
tion au premicr membre, et que le second membre est une
fraction qui renferme les forces au numérateur, Eeb masses sy
dénominateur; seulement, dans i ie czs de la rotation, chacuie

des forces telles que ¥ est affeciée d'un facteur qui est sen bias
de Ievier, et ¢h abune des masses m est multipiiée par e carré
de sa distance & Paxe, laquelle est un ¢idment i :
a considérer dans la leone de la rotation des corps: plus Ie

distances r augmenteront, plus le dénominateur 2mr?® scra
grand, et par conséquent plus laccélération angulaire dimi-
nuera.

Fai dit que, I'axe étant supposé fixe d’'une maniére absolue,
Ieffet des forces agissant sur le corps mobile ne pouvait étre
que la production d’une accélération angulaire, que nous ve-
nons d’apprendre a calculer. 3Mais il est évident qu’en outre
ces forces, impuissantes a changer la direction de Vaxe, exer-
cent sur les appuis de cet axe des pressions dont il importe de
calculer la grandeur. Clest ce que nous allons faire aprés une
digression indispensable sur les propriétés des moments d’i-
nertic et de certaines sommes analogues qui doivent dire
“lendues au solide tout entier.

distance 2 de Paxe fixe; ou a

doy Smrt == Y lde.

Intégrant de o &t 4, en supposant que la direction de la force ct sa distance
a I'axe soient constantes entre les limites de Vintégrale, et taisant
29
b [ rer,
o
i} vient
Sirt e = 0 == Pl



120 DYNAMIQUE.

§ ®IV., — TuiorIE DES MOMENTS D'INERTIE.

Les somimes connues sous le nom de moments d’ineriic
jouent un role important dans la th:éoric de la rotation des corps
solides. Elles jouissent d’un grand nombre de propriétés fors
curieuses qu’il est indispensable d’énumérer ici, mais sur les-
quelles je my’étendrai peu, pour ne pas empiéter sur le do-
maine de I’Analyse.

Nous avons vu que la somme des moments des forces d’i-
nertie, par rapport & axe de rotation, est égale en valeur ab-
solue au produit de laceélération angulaire par le moment
d’'inertie. Remarquons encore que :

1° La somme des moments des quantités de mouvement par
rapport a I'axe de rotation est

2mer —Xmert— oXmirt,

Douc: La somme des moments des quantiiés de mouvement
d’un corps lournant, prise autour de ['axe de rotation, est
égale au produit de la vitesse angulaire parle moment d'i-
nertie.

2 En second lieu, Uexpression de la force vive est

Smer=Smerrio= o Xme.

Donc : La force vive &’ un corps qui tourne autour d’un axe
est égale aw produit du moment d’inertie par le carré de lu
vitesse angulaire.

Calcul des moments d’inertie. — La sommation que nous
avons indiquée par le signe X, dans lexpression Zmr?, doit
étre étendue & toutes les molécules qui composent le solide
considéré.

On regarde habituellement ces molécules comme séparées
les unes des autres par des intervalles qui, bien qu'extréme-
ment petits, sont néanmoins trés-grands par rapport aux di-
mensions de ces mémes molécules: on admet ainsi qu’il n'y «
pas continuité dans la matiére qui constitue les corps.

- Cependant, pour appliquer le calcul au mouvement d’un so-
lide, tanl quon ne considére que Uaction des forces exié-
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rieures, on concoit ordinairement une répartition uniforme de
fa matiére dans la totalité du volume occupé par le corps, de
sorte que, dans toute partie {rés-petite de ce volume apparent,
pariie renfcrmant touiefois un grand nombre de molécules, il
» ait la méme quantité de matiére quauparavant. Comme les
forces extérieures ne varient pas sensiblement d'unc molécule
a la molécule voisine, il n’en résultera aucane errcur appré-
ciable dans les actions exercées sur les différentes parties du
corps. ‘

Noublions pas toutefois (ue cette conception cst entachée
d’erreur; en effet, quand on parle d'un volume infiniment
petit, ce volume doit pouvoir déecroitre au-dessous de toute
limite, quelque petite gqu’elle soit, c’est-a-dire au-dessous des
dimensions finies des molécules et de Vintervalle qui les sé-
pare. Peut-éire trouvera-t-on dans cette indication I'explica-
iion de certains phénomenes délicats de la Mécanique molé-
culaire, science qui est encore a créer.

Quoi qu’il en soit, si Pon admet ’hypothése de Ia continuité
de la mati¢re, le moment d’inertie est une intégrale triple de

la forme
S S rrdm,

quon calculera, pour chaque corps ou portion de corps, par
les procédés rigoureux ou approximatifs que I'on connaii. Nous
verrons plus loin comment on détermine expérimentalement
ie moment d’inertie d’un corps qui n’est pas limité par des
surfaces susceptibles d’'une définition géométrique.

Rayon de giration. — Le moment d’inertie Zmr? d'un so-
lide par rapport & une droite Ol étant calculé, déterminons
une longueur R par la condition

MRz = Zmr?,

3 étant la masse totale du solide : la ligne R est ce qu'on
nomme le rayon de giration du solide, par rapport a la
droite OI. Dans le cas d’un solide homogéne, le rayon de gi-
ration est une quantité purement géométrique.

Eiant donné un solide, les moments d’inertie de ce corps
par rapport aux diverses droiles qu’on peut considérer comme
axes de rotation ne sont pas tous indépendants; et nous allons
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voir que trois d’entre eux, convenablement choisis, peuvent
nous faire connaitre tous les autres. C'est ce qui résulte des
deux théoremes suivants:

Turoriue I. — Le moment d’inertie autour d’un axe quel-
conque est égal av moment d’inertie autour d’un axe paralléle
mené par le centie de gr(wilé, plus le moment d’ineriie de la
masse entiére {ransportiée au centre de gravité,

Cette propriéié est une conséquence immédiate de Ia rela-
tion que nous avons donnée (p. 9f) entre la force vive réelle
etla force vive qui correspond au mouvement autour du centre
de gravité sapposé fixe (*). En désignant par il le moment
d’inertic autour d’un axe passait par le centre de
le moment d’inertie autour d’'un axe paralléle,
tance D du premier, on a

aravité, par B
situé & la dis-

) H = H -~ b3,
ou, en employant la notation du rayon de giration,
(2) R

Scolie. — De toutes les droites paralléles & une direction
donnée, ceile par rapport a laquelle le moment d’'inertie est
le plus petit passe au centre de gravité.

Tutorkwe 1. — &7, sur les différents axes qui se croisent en
un méme poini, on porte des longueurs inversement propor-
tionnelles aux racines carrées des moments d’inertie correspon-
dants, le liew des points ainsi déterminés est un, ellipsoide.

Prenons trois axes rectangulaires quelconqgues, et soient
A, um, v les angles qui définissent la direction de Paxe par
rapport auquel on demande le moment d’inertie. Le carré de
la distance & cet axe du point dont les coordonnées sont
Z, ¥, 3 a pour expression

2 2

Po=at =yt 4 — [ cosh 4y cosu - 5 CoSY )

{*) On sait, par la Cinémalique, que, dans les différentes manicres e dé-
eomposer le mouvement d’un solide en une trznslation et une rotation, la
ligne qui représente la rotation reste invariable, en grandeur et en direction.
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done
\ | Smrie= Acosth - Beosty - Ceosty
3 ! —20C0SU.COSY — 25008y COS/ — 2YCOSACOS 1,
en faisant
g AcXmi{yr -2, 2 =Zmyz,
4 < B= Xm{z--2*), I =Imsax,

'C; Em(xf—j—j‘zj, ‘/n,;_\;‘mx]’.

L’équation (3) donne la relation qui existe entre les mo-
ments d’inertie relatifs a tous les axes qui se croisent en un
point quelconque. On exprime cette loi sous une forme géo-
métrique élégante, en portant, sur chaque axe (7, g, v}, une
longueur réciproque de la racine carrée du moment d'inertie
correspondant.

Faisons en effet dans ’équation '3)

< L
Smric——,
o

et désignons par z, », z les coordonnces ucosk, ucosy,
wcosy, dupoint déterminé par la construction indiquée; on
trouve, pour représenter le lieu géométrique de ce point,
Véquation

7

{5) Azt —By? -Cz2—oajpz 2335y -27x) = 1.

Celte équation représente un ellipsoide connu sous le nom
dellipsoide d’inertie, ou dellipsoide central,

La considération de cet ellipsoide permet de donner une
forme trés-remarquable & tous les résultats de la théorie que
nous exposens actuellement.

Axes principaux d’inertie. — Un ellipsoide quelconque a
loujours trois axes principaux rectangulaires par rapport aux-
quels son équation est de la forme

6) i

ou, en coordonnées polaires,

1 cos*l | cosu
woar byt

<r
=
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11 suit de 1a que, A, B, C étant les moment$ particuliers du
solide autour des axes de U'ellipsoide d’inertie, on a, pour le
moment autour d’'un axe passant au méme point, et défini par
les angles 2, », v,

{8 H=Acos*2 + Beos*v = cos’y,

puisque, par définition, les quantités I, A, B, C sont propor-
1 I
@’ b

Les axes dc l'ellipsoide central s’appellent azes principaux
d’inertie du solide, pour le point considéré (*).

Propriétés des axes et des moments principaux. — 1° 8i
x, », z désignent les coordonnées des divers points du corps
par rapport & un systéme d’axes principaux, on a les trois
¢quations

. . LI
tionnelles respectivement a —»
[

Xmys-:o0, Zmsx--o, Smay=—o,

qui peuvent servir a définir les axes principaux.
2° 8i l'on avait seulement

Smyz—o, Xmix::o,

I'axe des 5 serait un axe principal, relativement au point pris
pour origine.

'3 8i 'on demande quelle est la condition nécessaire pour
qu’il existe quelque part sur une droite Oz un point pour le-
quel cette droite soil axe principal, on trouve qu'en prenant
pour plan des zz le plan qui contient la droite donnée et le
centre de gravité, on doit avoir

Smyz=:o0.

Alors celte équation est vraie pour un systeme guelcongue
d’axes parali¢les aux axes coordonnés, ayant pour origine un

(*) L’existence et les propriétés essentielles des axes principaux d'inertie
étaient connus bien avant que Poinsot ait en Iidée si heurease de Pellipsoide
central. La priorité de la découverte de cet ellipsoide est disputée a Poinsot
par Cauchy, qui, d’aprés le témoignage de M. Saint-Guilhem, Venseignait en
1824 a P'Eeole Polytechnique (voir Théorie nouvelle de I'équilibre et du mou-
vement des corps, par M. Saint-Gailhem, 1837, p. 71).
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point de T'axe des z; de plus, si Uon désigne par « la distance
du centre de gravité a cet axe, et sil’on sctransporte au point
dont la distance & la nouvelle origine est

on trouve

Xmzx’ =o,

et I'axe des z se trouve axe principal pour ce point.

4° Si la droite donnée contient le centre de gravité, on a
Z—o, et laformule ne s'applique plus. Les axes principaux re-
latifs au centre de gravité d’un corps jouissent de la propriété
remarquable d’étre des axes principaux relativement & un
quelcongue de leurs points, et d’avoir pour conjugués des
axes paralléles & ceux qui se rapportent au centre de gravitd.

Tout axe paralicle & un de ces axes principaux da centre de
gravité est lui-méme axe principal relativement au point ot ii
perce le plan des deux autres.

5 Soit

A BLC

A est la plus petite valeur que puisse prendre le moment
d’inertie H, C est la plus grande. Ainsi, les trois axes princi-
paux répondent, P'un au moment d’inertie minimum, autre
au moment maximum; le troisiéme n’est pas unique, comme
les deux premiers, et il y a une infinité d’axes du moyen mo-
ment d’incrtie B.

Ces axes forment deux plans conduits par Paxe principal du
moment B. Ce sont les plans des seclions circulaires; leur in-
clinaison sur le plan des zx est donnée par la formule

/B—A
—Vi-x

&EIM

{9)

6° De l'expression (8) de H il résulle que, si deux corps
avaient les mémes moments d’inertie A, B, C, par rapporta
leurs axes principaux, ces deux corps auraient aussi méme
moment d’inertie par rapport a toute auire droite passant au
point de renconire de ces trois axes. Donc, quand on ne con-
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sidére que les moments d’inertie, on peut toujours faire abs-
traction de la figure des corps, ou plutdt les réduire a quelque
autre forme plus simple, ayant les mémes moments princi-
paux.

~o Un ellipsoide quelconque ne peut étre considéré comme
Iellipsoide central d'un corps.

Soient OA et OB (fig. 19; le plus grand axe et 'axe moyen,

Fig. 19
A
L
[N
T AN
| \
| \
o .
. N
.
A
\
R \\
e
G O B

le plus petit est toujours plus grand que la hauteur OC du
triangle rectangle fait sur @ et b comme cétés, ce qu’exprime

’équation

ou

Si Pellipsoide est de révolution autour de son petil axe,
l'aplatissement a pour limite

a a—c .
¢ iy =2 0,203 (7).
a 1293 ()

(*) Moments d’inertie des corps qui se rencontrent le plus fréquemment das
les organes des machines. — Nous ne considérerons que des corps homogeénes,
et nous donnerons, au lieu des moments d’inertie, les ravons de giration.
1° Droite pesante de longueur /, tournant autour d’un ase passant par son
extrémité, et avec lequel elle fait un angle «,
R:=2[%sinu:

Pellipsoide central est un ellipsoide de révolution indéfiniment allongé;
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N V. — PRESSIONS STR LTS APPUIS D'UN CORPS QUI TOURNE AUTOUR

D EXN AXY MAINTENU FIXE.

el

Prenons Vaxe de rotation du corps pour axe des z, placons
Porigine en un point quelcongue O de cet axe (fig. 20), enfin

Fig. 20.
zl
k:
[ -
T
[ '
e
.
ol ° P _
<
e
v
W

laissons les axes des x et des y quelconques, mais perpendi-
culaires entre eux et a l'axe Oz.

a0 Cylindre de rayou g et de longueur /, antour de son axe,

g1z,
RE s T
30 Cylindre de rayon z et de longueur /, autour d’un rayen d'une de ses bases,
RE 2
1® Cylindre creux :
R2o= 1/ 5 Lt
=1 %,

ou, en désignant par ¢ I'épaisseur, par g, le rayon moyen :
R 2 1T,
Rf .= Pr 75

50 Sphere pleine :
Ri=%2%;
650 Paraliclépipéde rectangle autour d'une poralléle i Taréte a, menée pa:

le centre de gravité :
Rl S A3
RE sz 5 (05 " 1
Pour laréte elle-méme, il fandrait ajouter +{6° 4 ¢*), soit
S AN
R == PR b - c S
7° Tore autour de son axe :

8 __ At 327 s :
R = 0%+ }pf (maxima) ;

autour d'une perpendiculaire :

Le volume du tore cst 2 7% p* g
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Proposons-nous d’abord de chercher I'axe du couple résul-
tant des quantités de mouvement, relativement a l'origine 0,

Désignons ce couple par G; nous avons déja trouvé

G, = wXmr? == Co,
en posant, comme dans le paragraphe précédent,
s A= s :Emg'z,

Y - Dy
( C -

Pour avoir les couplﬂs relatiis aux axes Ox et Oy, d¢
posons la vitesse d’un point quelconque M e

- ,
5. -Zmzx,
;

(1)

<
7 ,;Il:x‘_‘,’.

Vol —0Y, I OX;

puis, faisant la somme des moments de ces quantités multi-
plices par la masse m correspondante, par rapport aux axes
des x et des y respeclivement, cn ayant égard aux signes, il
vient
G, — — mlmxz,’ G- —olmyz,
On a donc, en faisant vsage des notations (1},
{2) G.7— 50, G,==—an, G.=Co.

Or, si 'on se reporte 4 Péquation générale de ellipsoide
central {p. 123), on déduit des équations () :

Tatonkye . — L'axe du couple résullant des quantités de
mouvement est dirigé suivant la perpendiculaire aw plan tan-
gent & Uellipsoide central, mené au point o laxe de rotation
perce cet ellipsoide.

Ce qui revient a dire :
Tutorixne L. — Le plan du couple résultant des quantités

de mouvement est le plan conjugué de Uaxe de rotation dans
Uellipsoide central.

Scorte. — Quand Uaxe de rotation est axe principal relati-
vement & lorigine O, cet axe coincide, en direction, avec
Uaxe du couple résultant des quantités de mouvement, ei la
grandeur de ce dernier axe est le produit de la vitesse angu-

5
laire par le moment d’inertie.
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Ces théorémes sont indépendants de la fixité de axe; en
effet, nous savons que les vitesses de tous les points d’un so-
lide dont un point est fixe sont les mémes que si le solide
tournait effectivement autour d’une certaine droite, dite axe
instantané. Donc, pour tous les calculs relatifs aux vitesses,
il n’y a pas lieu de distinguer une rotation inslantanée d’une
rotation persistante.

L’axe de rotation étant supposé fixe, la direction de I'axe du
couple résaltant des quantités de mouvement est une ligne
fixe dans le corps mobile. L’angle de ces deux directions est

(3) cosi = cosG 3 =

Enfin, la longueur & de Paxe du couple résultant a pour ex-

pression
e "

S PR —
* cO0s¢ utcosi

en désignant par # le rayon vecteur de ellipsoide qui répond

4 Paxe de rotation; ct, si I'on appelle 4 la longueur wcosi de

la perpendiculaire abaissée du centre sur le plan tangent, on a
2 COST

4 ——
(4) (I‘" e

quaniité proportionnelle & o.

Réduction des forces d’inertie.

Occupons-nous maintenant des forces d’'inertie. La résul-
tante de translation de ces forces est égale a la force d'inertie
de la masse totale, supposée concentrée au centre de gravité.
En prenant, pour plus de simplicité, le plan des zx passant
par le centre de gravité, et désignant par « la distance de ce
centre a4 I'axe de rotation, on a, pour les comyposantes de la ré-
sultante de translation,

] ; dw
(5) fx/ sk REC\) a, Y, - Ji « _F ZI - 0.

Pour que cette force soit nulle, c’est-a-dire gue les forces
1. 9
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d'incrtie se réduisent & un couple, il faut qu’on ait
a =z 0,

¢’est-a-dire que le corps soit centré.

Quant au couple résultant, nous savons que l'axe de ce
couple est égal et directement opposé a la vitesse du point G.
Ou adonce

dG, d
Lie e —= = = Zmaz
dt dt
dG, a
M- [(’i :—:—]— _I)HZ
3 dG, :
N e D S,
dt dr”

Effectuons les diffirentiations, en remarquant que, pour
chaque point, I'ordonnde z est une constante, ainsi que la d1~
stance r du point a Paxe; tandis que 'ona

dr dr
—— LD — B, — L X
it S de 7
il vient
7
dn _dw
L Smrz—eXmys = 5 — — aw!
I )
\ dt di
7
dn . 8 dm
6 M s —— Xmys - 0 Xmaez o oa— - B0l
’ di ¢ dt
]
B dm o du
Noo=— — —Emr —C .
i dt

Cas d’une résultanie unique. — Nous avons trouvé en Sta-
lique la condition nécessaire ct suffisante pour qu'il existe
une force équivalente a un systéme de forces donné. Cette
condition s’exprime d’une maniére générale par I'équation

L'X+MY +NZ = o,

qui devient, dans le cas des forces d’inertic,

‘. doy \? B
—Maoc[m—r<dt>],#o




CHAPITRE IV. — DYNAMIQUE DES SOLIDES INVARIABLES. 131
On satisfait & cette équation de deux maniéres :
1° En posant
a — 0;
2* En posant
o0,

Mais la premiére solution doit étre rejetée : elle répond aux
cas ou la force unique que nous cherchons est nulle et a son
point d’application situé a I'infini; ce qui revienta dire queles
forces sont équivalentes a un couple. Ce cas a déja é1é exa-
miné. La condition d'unz résultante unique est done

Zmyz o,

équation que nous avons déja rencontrée comme nécessaire

etsuffisante pour que la ligne Oz soit axe principal en I'un de
ses points. Ainsi :

TutoriyMe. — Pour que les forces d’inertie admettent une

résultante unique, il faut que Uaxe de rotation soit principal
en un de ses points.

Transportons l'origine au point O’ { fig. 21), relativement au-
quel 'axe des z esl axe principal, nous avonsalors
Imyz' = o0, Zmzx' — o,
relations d’ou nous concluons
L' =0, M —=o;
donc la résultante cherchée est dans le plan des 2y, c'esi-

9.
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il-'!ire dans le plan principal. Nous connaissons la gran-
deur et la direction de cette résultante égale & Ia force diner-
tic G®, dont les composantes ont les valeurs (5); il suffit
'avoir un point de cette force, par exembple le point C ot elle
rencontre Vaxe O/ 27,

Soit 7 la longueur O’C; le moment de la force R, par rap-
port a I'axe de rotation, est, en s reportant aux valeurs (5)
des composantes X/, Y/,

7')
di

A

T al

L‘N«

B'un autre coté, puisgue cette force est équivalente A toutes
les forces d'inertie, son moment doit éire égal & la somme des
moments de toutes ces forees, soit a

.e point € zinsi déterminé s’appeile centre de percussion.
Mous verrons plus tard la raison de cetie dénomination, que

o

Pintroduis ici afin 4’énoncer tout de suite sous sa forme ordi-

nzire le théoreme suivant :
NEOCR — Buans le cas ol il existe une résuitanle unigue

les forces d’inertie, cetle résuliante passe aw centre de per-

clrssion.
Caleul des réactions des appiis de Uaxe.
Considdrons (fig. 22) un arbre tournant FF,, fixéd & la ma-
nisre ordinaire aux deux points I’ et ¥, par touriilons ¢t cous-
sinets. Les réactions des supperts comprennent une foree T,
appliquée en un poiut quelconyne dans la direction de Yaxe,
pour empécher sou déplacement longitudinal, et des actions
perpendiculaires & Taxe, exeredes par les coussinels sur les
tourilions. i l'on néglige le frottement, ces dernieres peuvent
se décomposer ca“cune en deux rOI’C\b, PetQ,P el pa-
aifeles respectn ement & I'axe des x et a Paxe des y, et appli-

quées en des points définis de I'axe de rotation oz. Appelons 4
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et i, les hauteurs respectives des tourillons au-dessus du plan
des xy, et enfin soit @ V'abscisse du centre de gravité supposs
Gdans le plan des za.

Tig. 22.

Rhrd

Celz posé, les réactions des supports doivent détruire In
force ruiprovient de la translation & Porigine des forces réelles
etdes forces d'ineriie, ainsi que les deux couples correspon-
dants. Eerivons les six équations de Véquilibre entre les forres
appartenant i ces trois catégories :

k P - Meta o,
Y e dn
A S Y ATl W e HY (A s O N
\ it
‘3 7T o
. . oy
(e CLe- QA Q- S - o,
; ;
‘4
ARTEESE U/ N o
f [#51
~- T ([?':) o
A T § B S ¢ Y
di

en posant H = Zmrc,
Consiquences. — 1°

—
o

t‘*

La troisidme équation fait connallre
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pression longitudinale, laquelle est la méme que dans I'état
statique;;

2° La sixiéme donne laloi du mouvement de rotation;

3° Enfin les quatre autres permetiront de calculer P, Py,
Q, Q.

Axes permanents de rotation. — Supposons que le corps
solide, au lieu d’avoir un axe fixe, n'ait qu’'un point maintenu
fixe, et qu’on ait choisi ce point pour origine. Supposons de
plus qu'aucune force extérieure ne sollicite le corps, et cher-
chons les conditions pour gue le mouvement, ayant com-
mencé autour de axe des z, continue comme si cet axe était
fixé invariablement.

Il est évident qu'il suffit pour cela que toutes les forces que
axe fixe devait détruire se trouvent déiruites par le point fixe
seul; or ce point détruit les trois composantes Py, Q,, T, qui
tui sont appliquées et qui peuvent avoir sans inconvénient des
valeurs quelconques; mais on doit avoir

P o, O o.
b N

En faisant, en outre, dans les équations (13, /1, = o, onarrive
aux conséquences suivantes :

1° Les trois premieéres équations donnent la charge du point
fixe;

2° La quatriéme et la cinquicme deviennent

L ‘

P L0 =0,
(l’u P

771? Bl NN

3> La sixiéme nous donne

v
dt

done le mouvement est uniforme; les autres équations nous
montrent qu’il faut avoir & la fois z = o, 2 = o, c’est-a-dire
qu’il faut que l'axe de rotation soit un axe principal d’inertic
par rapport au point fixe. Les axes principaux d'inertie, 4 cause
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de cette propriété, portent aussi le nom d’axes permanents de
rotation (*),

Axes naturels de rotation. — Si de plus I'axe de rotation
contient le centre de gravité (auquel cas il ne peut étre prin-
cipal en 'un de ses points sans I'éire également pour tous les
points de sa direction), on a

P,=o0, Q =o,

c’'est-a-dire que Paxe ne supporte aucun effort en aucun de ses
points, et qu'il reste fixe de lui-méme.

On appelle fréquemment les axes principaux relatifs au
centre de gravité axes naturels de rotation, parce qu'ils sont
les sculs aulour desquels une rotation soit susceptible de se
perpétuer indéfiniment, sans I'intervention d’aucun effet exté-
rieur. Cette rotation peut d’ailleurs se combiner avec un mou-
vement de progression rectiligne et uniforme du centre de
gravité, si ce point est animé d'une vitesse initiale,

Applications de la théorie des axes principaux.

Les supports des arbres tournants ne sauraient étre fixes
d’une maniére absolue. Les efforts latéraux qui s’exercent sur
les tourillons produisent des vibrations qui tendent a arracher
les boulons de scellement, toul en nuisant beaacoup ala pré-
cision du travail de la machine. Des effets de ce genre se pro-
duisent toutes les fois que Paxe d’une roue pesante, tel
qu'un volant de machine & vapeur, n’est pas axe principal
d’inertie : alors laroue ne tourne pas rond, et aulieu de sem-
bler immobile elle parait soumise & des battenients.

Equilibrage des meules de moulin. — Ces hattements sont

“*) Quand Vaxe de rotation n’est pas nun axe principal d’inertie, et qu’on
veut le maintenir dans une direction invariable, les formules (8) montrent
qu'il faut, en Psbsence d’un deuxieme touriilon, exercer sur le corps deux cou-
ples L et M, déterminés par les relations

. de R

=24 —us’=o,
dt

' dey .

M-+ 4+ Baf=0
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surtout visibles sur les corps qui, comme les meules de mou-
lins a blé, n’ont qu'un seul point de leur axe fixe.

Un équipage de meules comprend une meule inférieure
fixe, la meule gisante ( fig. 23 ), au-dessus de {aquelle se trouve
une meule mobile, appelée meule volante; les grains sont

LJ i "

écrasés entre ies deux. La meule volante tourne autour d'un
axe, qui n'est fixé que par un seul point O. {Une cavité est
pratiquée dansle centre de cette meule; au-dessus est placée
une crapaudine qui s'appuie sur un pivot, fix¢é lui-méme a la
meule gisante.

Cherchons la condition nécessaire pour que la meule ne
ballotte pas en tournant, son axe restant parfaitement vertical
pendant le mouvement.

Il faut d’abord que la meulc soit bien centrée, c'est-a-dire
que la distance « du centre de gravité a I'axe soit nulle.

Sous cette condition, la meule se tiendra parfaitement hori-
zontale tant qu’elle restera en repos. Mais du moment qu’on
vient a lui communiquer un mouvement de rotation, la con-
dition de centrage ne suffit plus. Pour que laxe de rotation
conserve sa direction fixe, il faut encore que 'on ait

Smaz—=0, Zmyz-o,

¢’est-&-dire que la répartition des masses autour du centre de
gravité doit étre daps une certaine liaison avee les hauteurs
respectives des masses.

Ordinairement ccla n’a pas lieu, parce que les meules sont
construites par assises de petits matériaux, comme une cen-
structicn en moellons, et sont généralement loin d’¢tre homo-
génes. Pour remédier 4 cet inconvénient, le procédé le plus
simple consisie a creuser dans la meule volante quatre trous
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en croix (fig. 24}, et a placer dans chacun de ces trous une
pelite masse de fonte qu’on peut faire monter ct descendre a

Paide d’une vis. On arrive, aprés quelques titonnements, a
donner a ces masses une position convenable.

On peu taussi placer a extérieur de petils contre-poids ¢, @,
dont on régle également la hauteur par titonnements.

Les locomotives nous offrent des exemples de roues tour-
pant autour d’un axe non principal, dans celles de leurs roues
qui portent des boutons d¢e manivelle servant d'articulations
aux bielles motrices et aux bielles d’accouplement. I résulte
de cette circonstance ct d'autres phénoménes du méme genre
des couples perturbateurs qui sollicitent I'essieu dans une di-
rection variable; Peffet de ces couples est surtout nuisible
quand ils sont situés dans le plan perpendiculzire & la voic,
parce qu'ils tendent alors 4 soulever une des roues, et a lui
faive franchir fe niveau du rail, ce qui peut produire un dérail-
lement {*).

{*y N'oublions pas gue les forces d'inertic croissent comme les carrés des
vitesses angulaives, et gue ces vilesses atteirnent aujourd’hui des grandeurs
considérables, psur les locomotives et certuines machines fixes.
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C’est pour cela qu'on arme les roucs de contre-poids quon
cherche a disposer de manicre & atténuer autant que possible
ces effets désasireux des forces d’inertie; mais ['équilibrage de
ces forces ne parait pas réalisable au moyen d’une disposition
simple.

Expérience de M. Foucault. — Calculons au moyen de nos
formules (8) les pressions qui s’exercent sur les supports
d’une roue pesante, dont 'axe horizontal est un axe principal
d’inertie, qui contient le centre de gravité G. La seule force
extéricure est lapesanteur Mg, que nous prendrons parallile
aVaxe des z ( fig. 25).

Fig. 5.

N

Conservons les mémes notations que dans le cas général,
et désignons par A la hauteur du centre de gravité, an-dessus
de l'origine. L’arbre étant maintenu fixe au moyen de deux
supports quelconques placés en I' et F,, les relations (8) nous
montrent ue les actions de ces supports sont verticales et
déterminées par les équations
(9) P+ Pl,—%_ M g0,

Ph-=Ph --Mglh' -o.

Ces équations sont les mémes que si le corps élait en repos,
et le poids Mg se répartit entre les supports conformément
aux régles de la Statique.
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Pour vérifier ce résultat, faisons reposer Pextrémité E sur
un appui fixe, dont nous indiquerons plus tard la disposition
particulicre {fig. 26), et soutenons Uextrémité F au moyen

Fig. 26.

d’un fil accroché au plateau d’une balanee. On reconnail, d’'une
part, que le fil ne tend nullement & dévier de la verticale;
d’autre part, que le poids qu’il faut mettre dans le deuxiéme
platzau de la halance, pour maintenir I'équilibre, estindépen-
dant de I’é1at de repos ou de mouvement du corps.

Cela posé, M. Foucault a observé que, si I'on hrale e fil de
maniere a rendre brusquement la liberté a Vextrémité F, le
corps ainsi placé en porte a faux ne tombe pas, cseulement le
point F décrit lentement un cercle horizontal autour du point
resté fixe E (*). Nous expliquerons plus tard cette expérience
remarquable; nous nous contenterons, pour le moment, de
faire observer que notre calcul des forces d’'inertie suppose cs-
sentiellement que l'axe reste fixe. Du moment guil n’en est

(*) Pour laisser & ce mouvement la liberté de se produire, le support est
terminé por une sorte de godet, dans lequel repose un crochet fixé & P'axe FE.
Cette disposition permet de donner & l'arbre une inclinaison quelconque, au
moment de Pabandonner & lui-méme; alors Vaxe conserve cette inclinaison
et décrit un céne de révolution autour de la verticale du point E.
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plus ainsi, nos calculs et nos raisonnements ne signifient ab-
solument rien et n¢ peuvent plus nous fournir la moindre in-
dication sur les phénomeénes.

§ XVI. — RovaTioN D’UN CORPS AUTOUR D'UN POINT FIXE.

Le probléeme général qu’il s’agit de résoudre est le suivant:

Un corps solide, mobile autour d’un point O, el animé
actuellement d’une rotation Ol, est soumis & action d’un
couple K, situé dans un plan quelconque ; on demande de dé-
terminer quels changements subiront dans {a suite des temps
la direction et la grandeur de la rotation instantanée.

Pour chercher ’effet du couple, nous pouvons, en vertu du
principe de Galilée, {uire abstraction du mouvement acquis.
Cela fait, nous raménerons aisément e cas actuel au cas ot le
corps avail un axe fixe, en considérant d’abord un couple
perpendiculaire & un axe principal.

Effet d’un couple situé dans un plan principal. — Qrmnrl un
couple agit perpendiculairement a un axe principal maintenu
fixe, N étantle moment de ce couple et H le moment d'inertje
du solide, nous savons en premier lieu que le solide recoit,
pendant un éiément de temps d7, une vilesse anguiaire infi-
niment petite

(1) doy = ﬁ dt.

En deuxiéme lieu, si I'on caicule au moyen du prineipe de
d’Alembert [ou des équations (8) que nous avons troavées
dans le cas ol les forces extérisures sont quelconques] les
efforts qui s’exercent sur les appuis fixes de 'axe, on trouve
que, si 'axe est principai au point ol il repose sur U'un de ces
appuis, 'autre support n’est nullement chargé, pas plus aue
dans le cas ol aucune force extéricure n'agissait.

Il suit de 1a que Peffet du couple est absolument indépen-
dant de la présence ou de Vabsence d’'un deuxidéme support;
ct cel effet est de communiguer au solide une rotation don-
née par P'équation (1) aatcur de Taxe du couple qui se fixe
sponianément, en vertu de son caractere d’axe principal.
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De la un premier résultat acquis a la théorie qui fait I'objet
de ce paragraphe:

Trutorkxr I — Z'axe de la rotation produite par un couple
situé dans un plan principal n’est auire chose quel'axe prin-
cipal perpendiculaire au plan du couple.

Effet d'un couple situé dans un plan quelcongue. — Pour
passer de ce premier cas & celui ¢’un couple quelconque, il
sufiit de décomposer le couple donné en trois, L, M, N, res-
pectivement perpendiculaires aux trois axes principaux qui se
croisent au point fixe O. Nous savons, par cec qui précede,
déterminer I'effet de chacun des couples cemposants pris iso~
lément; et, cela fait, tovjours en vertu du principe de Galilée,
nous obtiendrons Ueffet totsl en composant, saivant les régles
de la Cinématique, les mouvements dus a chacun des coup
partiels.

Soient A, B, C les moments d’inertie principaux, les rota-
tions produites par les trois couples L, 3, N auront pour
voleurs respectivement

les

! i,
doy, 2+ I,
I
, i,
(2) Cdw, = 5wl
o
. N
Gryy = — (¢,
1 U
- | 1
131 Ao — eyt = dy? s dw? == dt /a‘;‘ AR
19 I == Cr] = ) - o - i ’

1 2 . Y2 e w3
ia a5 G2

et axe de cetle rotation fait avec les trois axes principaux
des angles dont les cosinus sont proportionnels a

7

[P
2, I,

;x !

[hey

ol

Ce résultat est susceptible d’un énoncé fort élégant, en in-
troduisant la notien de Pellipsoide central du corps.
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En effet, 'équation de cet ellipsoide, par rapport aux trois
axes principaux du point O: Oz, Oy, Oz, est

O~, si nous considérons le plan du couple défini par les quan-
tités L, M, N, proportionnelles aux cosinus des angles faits
par la perpendiculaire & ce plan avec les trois axes de I'ellip-
soide, il résulte de la théorie des surfaces du sccond ordre que
L M N
A’ B C
les mémes axes par le diamétre conjugué au plan (L, M, N).
Done :

sont proportionaels aux cosinus des angles faits avec

Tatoskve H. — L'axe de la rolation produite par un couple
situé dans un plan quelconque coincide avec le diametre con-
Jugué du plan du couple, duns Uellips side central.

Effet d’une percussion. — Sil'on considére un solide en re-
pos, frappé subitement par un couple dont Paction ne dure
qu'un espace de temps trés-court, on trouve larotation finie qui
résulte de l'action de ce couple, en intégrant les équations (2]
entre deux limites contenant la durée totale de la percussion.

On a

g
Ldi
<o
[ ) PR -5
A
s g
Wy / Mdt
(‘4 : <0
Byl T — - 3
B
G
/ Nd¢
LN
By T ——
G

En prenant chacune des intégrales figurant aux deuxiémes
membres des équations () comme mesure du couple corres-
pondant, on voit que le théoréme Il sapplique 4 la rotation
finie produite par un couple de percussions.

Revenons au probléme général que nous avons posé au
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comriencement de ce paragraphe. Nous connaissons mainte-
pant le mouvement qui résulterait de l'action du couple sur le
corps en repos; et nous savons qu’il faut, pour obtenir la rota-
tion réelle du solide, composer ce mouvement avec celui que
le corps, animé d'une rotation donnée, prendrait s'il était
abandonné a lui-méme et soustrait a I'action de tout effort
extérieur, abstraction faite de la réaction du point fixe.

Or nous n’avons encore aucune notion sur la maniere de
délerminer ce dernier mouvement, lequel doit étre regardé,
relativement & un corps mobile autour d’'un point fixe, comme
'analogue du mouvement rectilizne et uniforme d’un point
matériel libre.

Nous savons seulement que, quand 'axe instantané n'est
pas I'un des trois axes principaux du point fixe, la rotation du
corps abandonné a lui-méme ne reste pas constante ni en
grandeur ni en direction. Soient Ol T'axe instantané ( fig. 27,

Iig. 27.

OI' la rotation que le corps prendrait naturellement dans
Finstant suivant; OZ la rotation infiniment petite produite
par le couple: on obtiendra Paxe effectif de rotation cn com-
posanit OZ avec O,

La question qui doit donc nious préoccuper actuellement est
celle du mouvement d’un solide {ixé par un point et libre de
loute action extérieure. Nous allons exposer en détail la
solution élégante que Poinsot a donnée de ce probleme im-
portant; mais auparavant il sera convenable de donner les for-
Mules générales du mouvement de rotation d'un solide soumis
ades forces quelconques.
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Equations générales de la rotation des corps.

Le principe de d’Alembert fournit des ¢quations d’équilibre
qui doivent suffire & déterminer Ie mouvement du solide.
Bans le cas qui nous occupe, ces équations se réduisent i
trois, qu’on obtient en égalant a zéro la somime des mo-
ments des forces extérieures ct des forces d'inertie autour
de trois axes rectangulaires fixes passant par le point O:

/
7y — Yz ::V; m (
: FAYEE

N

(12-;,
syl ]
2z
ate ) ’

/

P R

a . IZER! o
Yo-— ?\;’:;‘gm L — ,1‘—,~y>

. de 7 dr

Ces équations contiennent un nombre infini de variables
inconnues, A savoir les ccordonndes x, 3, z de tous les points
du corps mobile. Mais on réduit ces variables au nombre de
trois, en exprimant que Ia figure formée par tous les points
mobiles reste invariabie pendant e mouvement de Uensembie.

Pour cela, faisant abstraction du solide lui-méme, nous sui-
vrons le mouvement de trois axes rectangulaires fixes relati-
vement & cc corps Oy, O, Oz, axes par rapport auxquels les
coordonnées de tous les points du corps sont des constantes.
z, ¥, z s’expriment en fonction des constantes zy, 5, 3, et de
trois quantitcés variables seulement, a savoir fes angles 6, U, o,
qui déterminent la position des droites mobiles Oz, Oj,
0z, par rapport aux axes fixes Oz, Oy, Oz. En eftectuant fc
changement de variables par les procédés ordinaires de P'Al-

ébxe on aurait les équations du mouvement.
Seulement cette marche naturelle conduit & des calcuis
trés-longs, quon évite en appliquant le théoréme de la page 8o,
dont la forme géoméirique nous dispense de transformations
analytiques, plus ou moins équivalentes & celles qui nous
ont fourni ce théoréme.

Concevons done qu’on méne par le point O (ﬁg. 28) trois

axes reclanguiaires O, Oy, O3, fixes d’'une maniere absolue,

£



CHAPITRE IV. — DYXAMIQUE DES SOLIDES INVARIABLES. 145
3

et trois axes Owx, O, Oz, fixes par rapport au corps solide
1
1

et entrainds dans son mouvement; enfin oit 0G Taxe du
Fig. 28
/
/ 8
c
B / /
i
07 o
T k
///k /\\\\

couple résultant des quantités de mouvement. Pour avoir des
formules plus simples, nous supposerons que Ox,, Oy, Oz,
soicnt les trois axes prmmpnm qui correspoandent a lori-
gine O.

Proposons-nous d’abord de chercher les projections de UG
sur les trois axes mobiles.

Comme la grandeur et la direction de la ligne 0OG dépendent
uniquement des vitesses des différents points du solide, nous
pouvons regarder le mouvement comme une rotation effec-
tive, ct, conformdément a nos notations habitaelles, nous dési-
gnerons par les letires p, ¢, r les composantes de cette rota-
tion suivant les axes Ox,, Oy, Oz,

Cela posé, le moment par rapport & un axe quelconque de
la quantité de mouvement mv d’un point du solide est égal a la
somme des moments des composantes de my relatives aux trois
rotations p, ¢, r; done le couple résultant OG peut s’obtenic
par ta composition des couples partiels correspondants. Or,
O, éiant un axe principal, 'axe du couple résultant qui pro-
vicnt de la rotation p, coincide en direction avec Oz, et sa
grandeur est représentée par le produit

Ap,

A étant le moment d’inertie du corps autour de I'axe princi-
pal Ox..
Les rotations ¢, » donneront de méme, autour des deux
. 10
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autres axes principaux,
Bg, Cr;

et I'on conelut des raisonnements qui préeedent que 'axe Ot
a pour projeclions, respectivement sur les trois axes mobiles

Ox, 0y, Oz,
1\]], Bq, Cr.

Connaissant ainsi les coordonnées du point G par rapport a
trois axes donl le mouvement est bien défini par les quantités
P> ¢ 1, nous pouvons trouver la vitesse absolue de ce point G;
et, en exprimant que cette vitesse est égale et paralléle a laxe
du couple résultant des forces extéricures, nous obtiendrons
trois équations qui sont celles du meuvement de rotation.

Soient L, M, N les sommes des moments des forces données
relativement & O, 0y, Oz; ces quantités sont aussi les pro-
jections de Paxe du couple résultant sur les mémes axes.

Quant a la vitesse du point (i, elle se compose :

o De la vitesse relative aux axes mobiles, vitesse dont les
composantes sont les dérivées par rapport au temps des coor-
données relatives Ap, Bq, Cr:
dp dy dr
— B-1, C—:

dt’

A dt’ at

2v De la vitesse d’entrainement, provenant de ce que les axes
O, O3y, Oz sontanimés d'un mouvement de rotation défing
par fes quantités p, ¢, . Ornous avons trouvé en Cinématique
gque les projcetions de fa vitesse d’un poiat dont les coordon-
nées sont X, Y., Z, ont pour valeurs

o, rX —pY,
v c=pY.—gX.

gL Y,

En remplacant, dans ces expressions, X, Y, Z, par les coor-
donnécs Ap, By, Cr du point G/, on trouve pour les projec-
tens de la vitesse d’entrainement

(€ —DBlgrn
(A C)rp,
B - A)py.
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On a donc enfin pour les équations cherchées

{
(L A% ~(C— B ¢n,

D
, , 5 dg .
(2) Mo )p,
e B Ay
dt

Ces équations, qui portent le nom d'équations d’Euler, sont
du premier ordre par rapport aux inconnues p, ¢, r; elles con-
sltituent le premier groupe des équations du mouvement de
rotation.

Un deuxiéme groupe nous sera fourni par les trois équations
différentielles suivantes, établies en Cinématique,

. 0 L cos dl
- sing sinf == - 080
P v dt rd
3) ! inG dy sin 74
{ Cg o e0sosinG = — sino oy
4 ‘ a1 7 dt

do o’ Y

Poos == = c0sh —-

dt dt

Le probléme’ général de la rotation des corps sc trouve
ainsi ramené a des termes purement analytiques, c¢’est-d-dire
a Vintégration de six équations simultanées da premier ordre,
entre les variables 9, U, o et les auxiliaires p, ¢, r, dont nous
connaissons la signification géométrique.

Nous allons maintenant discuter un certain nombre de cas
particuliers du probleme, en commencant par celui ol les forces
extérieures sont toutes nulles.

Etude géométrique du cas o tln'y a pas de forces extérieures.

8i 'on voulait traiter le prohleme analytiquement, il faudrait
faire dans les équations {2)

Le-o, M—~o0, N -o;

on aurait ainsi trois équations qui ne contiennent plus que les
: io.
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inconnues p, ¢, r, et qu'il est tres-facile d'intégrer isolément,

A e Bygr—o,

—(F_!_
', d -~
(1) Bil—(t"-!—’:\—l,;rp:o,
dr
Ca’_t +(B—A)pg=o.

Une fois les valeurs de p, ¢, r connues, les équations (3
servent a calculer les angles 4, 4, o, qui déterminent & chaque
instant le lieu du corps par rapport a trois axes fixes. Les for-
mules générales ont éié données par Jacobi (*)}; elles sont as-
sez compliquées.

Mais Poinsct a su donner une grande élégance a la théorie
de la rotation d’un corps qui tourne autour d’un point fixe en
vertu d’un mouvement acquis, et sans iniervention d’aucune
force; il a tiré toutes les propriétés de ce mouvement des théo-
rémes généraux de la Dynamique, par une série de déductions
qui sont de la Géoméirie pure,

Pour avoir 'image ia plus nette et la plus précise du mou-
vement, il faut, considérant les trois axes principaux dont I'ori-
gine commune est le point fixe, se représenter sur ces axes
I'ellipsoide central des corps; quant a la figure de ce corps
lui-méme, elle est tout a fait indifférente, du moment que 'on
connait un systéme de trois axes principaux et les moments
d’inertie (ui correspondent a ces trois axes.

Cela posé, Papplication du théoréme des aires, aucune force
extérieure n’agissant sur le corps que nous étudions, nous
donne en premier lieu la propriété suivante :

Turorine I. — L'axe du couple résultant des quantités de
mouvement conserve dans I'espace une grandeur el une direc-
tion fizes.

Or Ap, By, Cr sont les projections de cet axe sur les axes
mobhiles; ces quantités ne sont pas constantes, puisque ce sont
les projections d’une grandeur fixe sur des directions qui va-

(*) Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1*° série, t. XIV, p. 337.
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rient. Quoi qu’il en soit, la somme des carrés des projections
dvne méme droite sur trois axes rectangulaires, fixes cu mo-
biles, exprime toujours le carré de la longueur de cette droite.
On a donc, en désignant par G une constante qui représente
I'axe du couple résultant, une premieére intégrale des équa
tions (1), en écrivant

(5) A?PZ _E_quz_J_C:laz:Gz /\’*>,

intégrale qu’on aurait pu tirer des trois équations (4) en les
multipliant respectivement par Ap, B¢, Cr, faisant la somme
et intégrant.

En deuxiéme licu, le principe des forces vives nous fournit
la propriété que voici :

Tutorikxe . — La force vive du solide reste invariable dans
le mouvemendi.

Si'on désigne par o la vitesse angulaire, par H le moment
d’inertie, et par F une constante arbitraire, I'intégrale des forces
vives est

(6) Hor=1TF;

fx) Cette équation cxprime seulement que la grandeur de Paxe du couple
résultant des quantités de mouvement est invaviable. Nous pouvrions obtenir
d’autres intégrales en ¢erivant que la direction de Yaxe est aussi constante. En
effet,

Ap

Done
—  Aun == Bar - Calr
b

[GES ETCEINNEERE S ——— z= cnlisl.,

G

- Abp+ B g=-C 5y
Y e L T T == econst.,
¥

— Lep =+ B ("([ —1—-"(‘.0” I

o == const.
(J

Sealeraent, ces intd rales nous seront inutiles pour le moment, parce qu’clles

contiennent, outre les composautes p, ¢, 7, les angles 6, ¢, ¢, dans les expres-
"

sions de @, o', a”,....
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ou bien, en observant que 'axe instantané fait avec les axes

principaux des angles dont les cosinus sont égaux a r,4,r
@ » Q]
¢t que le moment d’inertie relatif & une drojte (7, v, v) a pour
expression
H:-Acos*sz + Beos?u -+ Ccosty,

on met Uintégrale 1 6) sous la forme

/

) Apz—?HBq’;,‘Cr?::: F.

On serait arrivé au méme résuliat en multipliant les deux men1-
hres des équations () par p, ¢, r respectivement, faisant la
somme el intégrant.

Une fois en possession des intégrales (5) et (7), on achéve-
rait Pintégration en tirant de ces deux équations les valeurs
de p et de g, et substituant ces valeurs dans la troisieme équat
dr
dt
données A, B, C ctdes constantes F, G, introduites parles deux
premiéres intégrations, ¢’est-a-dire que 'on n'aurait plus qu'a
effectuer une quadrature pour avoir 'expression de », par suite
fes expressions d2 p et de ¢ en fonction du temps.

D’un autre coté, il est extrémement simple de trouver géo-
métriquement toutes les propri¢tés du mouvement, au moyen
des deux intégrales fournies par le principe des aires et par le
principe des forces vives.

Propriétés glométriques du mouvement. — Menons a I'ellip-
soide central ( fig. 29) un plan tangent parall¢le au plan inva-

tion (4). On obtiendrait ainsi — en fonction de r, des quantités

riable; soit OP la perpendiculaire abaissée du centre O sur ce
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plan (c’est-a-dire I'axe du couple résultant des quantités de
nouvement du solide ), et OI le ravon mené du centre au point
de contact : la ligne Ol n’est autre chose que I'axe instantané
derotation (page 129), ou, pour parler le langage de M. Poinsot,
le point I est le pole de la rotation instantanée, a la surface de
I'ellipsoide central.

Continuons a désigner par ¢ Pangle POI, nous avons trouvé
. Ho
COSt — ~G~',
or si nous faisons atlention que Hn® est une constante en vertu
du principe des forces vives, el que G est également une con-
stante en vertu du principe des aires, nous concluons de 1'é~

quation précédente .
(8) © €0S{ == const.
Tutoriys I, — La composante de la rofation instantanée,

perpendiculairement au plan invariable, reste constante.

Ainsi, quand un corps abandonné & lui-méme tourne autour
d'un axe qui n’est pas un axe principal d’inertie, la grandeur
de la rotation varie a chaque instant, ainsi que la direction de
I'axe autour duquel elle s’effectue; mais la projection de cette
rotation, perpendiculairement au plan invarjable, reste con-
stante.

Faisons

Olz—u, OP= /= wucosi;

s : o1
le moment d’inertie H est proportionnel a —5 el vertu de la
L
définition fe Pellipsoide. On conclut de cette remarque et de
e . ;o O]
I'équation {6) que lc rapport — est une constante; etl, comme
u
nous venons de voir que la projection o cos? est aussi une
constante, il en est de méme de la quantiié u cosi, ¢’est-a-dire
de la distance /i, du centre de Pellipsoide au plan quai touche
cet ellipsoide au pole L.
Tuktorine IV. — La vitesse angulaire de la rolation est pro- -

portionnelle a la longueur du rayon vecteur mené du centre de
Uellipsoide aw pdle instantané.
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Tugorine V. — Ze plan qui touche Uellipsoide cu péle de
la rotation 1este toujours &t la méme distance du centre de cet
ellipsoide,

Nous arrivons & la belle propriétd qui constitue la proposi-
tion capitale de la théorie qui nous occupe. Le centre O de
Pellipsoide dont nous voulons nous représenter le mouvement
est fixe, et nous venons de trouver que le plan tangent en 1,
plan dont la direction est invariable, reste de plus & une dis-
tance constante du point fixe O; done

Tutorivs VI. — ZLe p’un paraliéle au plan incariable, qui
touche sans cesse I’ el/zpsoz le central au po ble Tiustantané de ro-
tation, est lrmd!ours un seul el méme plan,jzxe dans I’ espace
absolu.

On se représentera done le mouvement da corps, en conce-
vant : 1° que Pellipsoide central, dont le centre est maintenu
fixe, reste en contact avee un méme plan, fixe dans 'espace

absohu; 2° gl tourne & chagque n’wtamamozwdu rayon vecteur
qui va du centre au point de contact; 3° enfin qu'il teurne avec
une vitesse angulaire, pxopomo ‘ncl a la longueur méme de
ce rayon  fig. 2g). Tel est le théoréme de Poinsot (*).

La connaissance ue nous venons dacquirir des circon-
stanices que présente ie mouvement d’un solide invariable
ahandonné & lni-méme sans gu'avcunce foree le sollicite vient
compléter lanotion que nous avions tout d’abord relativenient
a I'inertie de la matiére. Nous avons admis en principe qu’un
voint matériel qui n’est soumis & aucune force se meut uni-
formément cn ligne droite. Nous savons maintepant comment

(") On énouce quelguefols ce théoréme en disant que Vellipsoide roule

5118 v;Lm vosur le plan tangent paralicle au plan invariable. Dlaprés los prin-

eipes établis dzus la partie géeniétrique de cet Ouvrage, il est clair que nous
e pouvons pas dire que lellipsoide roule sans glisser, En effet, il lourne &
chaque Instant autour d’un axe ineliné sur le plan invariable; celte crotation
s decompose e deux, uae cutouwr d'un axe sitwé dans le plan ¢l qui ne
doane aveun glissement, ot autee autour 'un ase perpendiculaive qui donne
un resullat anslogue & celui dun pivot sur sa erapaudine. On peut dire, st
Pon veut, que lc point de contact n’a aucun mouvement de lissement, ou, avec
M. Poinsot, que le corps n’a pus de mouvement de rosion; mais les points infi-
viment voisins glissent de la nidme manicre quupe jante conique infiniment
pelite quion forcerait & sc mouvoir en lpne droite sur un plan fixe.
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les choses se passent lorsqu’au lieu d’un point matériel on

considere un solide invariable qui se trouve dans le méme cas,

c’est-a—dire quin’est soumis a I'action d’aucune force. Le cen-

tre de gravité de cc solide se meut uniformément en ligne

droite, et en méme temps le solide tourne autlour de ce centre

de gravité, conformément aux lois simples qui viennent d’étre
- indiquées d’aprés Poinsot.

Développement de la solution.

Dans cette image si claire que nous avons donnée de la rota-
tion des corps, on voit sur-le-champ toutes les circonstances et
outes les vari¢tés que ce mouvement peut offrir, et Von est
conduit, comme par la main, aux opérations et aux calculs
quiil faut faire, si 'on veut en mesurer toutes les différentes
affections.

Et d'abord, cctie suite de poinis par lesquels Pellipsoide
central du corps vieutl se mettre en contact avec le plan fixe
du couple résullant des quantités de mouvement, étant consi-
dérée sur la surface de Uellipsoide, y marque la route du pole
instantané dans Pintérieur du corps; et fes mémes points,
dtant considérds sur le plan fixe, ¥ marquent sa route dans
Pespace absolu. On peut déterminer sur-le-champ ces deux
lignes courbes, et, conformément & c¢ ue nous avons vu en
Cinématique, les considérer comme les bases de deux sur-
faces coniques de méme sommet, dont 'une, mobile comme
le corps, roulant sur Pautre qui est fixe dans Vespace absolu,
donnerait & ce corps le mouvement précis gqui Panime.

De la courbe décrite par le pole instaniané de la surface de
Uellipsoide central. — Pour trouver cetie courbe, qui est a
double courbure, et que nous désignerons pai(s), iln’ya quia
chercher la suite des points par lesyucls un ellipsoide aux
rayons principaux a, b, ¢ serait touché par un plan assujett
a rester toujours d unc méme distance dounée A du centre de
cet ellipsoide, ou, cc qui est ia méme chose, la suite des
points de contact avec I'ellipsoide d'un plan qui se mouvrait
en touchant i la fois cetellipsoide et une sphére concentrigue
au rayon donné /£, Or il est clair que cetie courbe (s) est un
orbe fermé, a double courbure, espéce de roue elliptique dont
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'axe ou I'essieu est, ou le ruyon majeur a de Vellipsoide cen-
tral, ou le rayon mineur ¢, selon que le rayon £ de 1a sphére
est donné plus grand ou plus petit que le rayon moyen b de
cet ellipscide.

Cest, au reste, ce qu'on peut voir par le calcul le plus
simple; en effet, 'équation de la surface de Pellipsoide étant
(9) =

a

/ an .
= 1

-+
a? b

.y, 3, & désignant les coordonndes du point de contact. En
égalant celte expression a la distance donnée /, on ala se-
conde équation du lieu décrit par le ptle

(10

d’ol, en éliminant tour a tour, au moyen de la premiére,
chacune des trois coordonnées x,, 1, z,, on tire les équations
suivantes :

b —t . — i, e
b ! oo Tt h
. ¢t — b At — b he— b2
(11 ¢ - I T L
! ! «@ ' h
- — 2 e, =
T l‘”“b‘h‘}y'f TR

qui donnent les projeciions de la courbe sur les trois plans
principaux. :

Des variétés que la courbz (s) peut offrir dans certains cas
particuliers, — Prenons deux plans de projection (fig.30;:
'un, le plan horizontal, parallele au plan =), Pautre, le
plan vertical, paralléle a x,z,; enfin, prenons encore un troi-
siéme plan auxiliaire paralléle au plan z,y1, que nous rabat-
trons sur le plan horizontal.

Sur le plan vertical, 'ellipsoide aura pour contour apparent
une ellipse dont les axes sonl 2a et 2¢; en projection hori-
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zontale, I'ellipse aura pour axes 24 et 2b; enfin, sur le plan
auxiliaire, les axes de I'ellipse seront 26 et 2¢.

La courbe ne dépend, comme on voit, que de quatre para-
métres : les trois demi-axes de P'ellipsoide central qui sont
donnés par la nature du corps, et ensuite la hauleur 2 du
tentre au-dessus du plan tangent invariable, laquelle est don-
née par la direction de I'axe du couple résultant des quantités
de mouvement.

Les variéiés que cetle courbe peut offrir pour un méme
corps ne dépendent donc que des valeurs particuliéres qu’on
peat attribuer & la constante /.

Or cette ligne, étant la distanice du centre de Iellipsoide a
Fun de ses plans tangents, est nécessairement intermédiaire
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entre le plus grand et le plus petit rayon de Vellipsoide. De
sorie que, les trois rayons «, b, ¢ étant rangés dans cet ordre
de grandeur

a>b>e,

qui répoad pour les moments d'inertie principaux a Pordre
inverse

A<B<C,
on ne peui avoir & distinguer que deux cas généraux : /i com-
pris entrc @ et b, et h compris entre b et ¢; ensuite deux cas
particalicrs : i==a, h=¢, et enfin un cas singulier : L =1">.

On voit que, sur le plan 2.3+ et sur le plan y, 2, les courbes
projetées sont toujours des ellipses semblables, car les coef-
ficients des carrés des variables sont toujours de méme si-
gne ¢t sont indépendants de /. Au contraire, sur le plan des
3,2, ona des hyperboles ayant toutes fes mémes asympioles,
et dontla position, par rapnorl & ces asyimptotes, dépend du
signe de la quantité i2— &, laguclle peut étre positive, nulle
ou négative.

Supposons d’abord £ = b. La deuxiéme équation (11) repré-
sente deux droites qui sont les traces, sur le plan z,z, de
deux plans perpendiculaires a cclui-ci, lesquels coupent l'el-
lipsotde suivant deux ellipses ayant pour axe commun Paxe
moyen de Tellipsoide. Ces ellipses sont inclinées sur le
plan 21, d’un angle O dound par la formule

2 J T

I ot

(12) e = =y /o,
o = Y -

en projection horizontale; elles ont pour projection communs
une cllipse dont I'un des axes sera b, et 'autre la projection
de I'axe de V'ellipse dans Pespace, axe qu’on trouvera facile-
ment & Paide de P'équation de Pellipscide et de la valeurde
tang O.

Ceci pos?, quand A sera différent de b, on aura, sur le
plan z,z, des hyperboles, ou plutdt des arcs d’hyperboles
ayant pour asymptotes les projections des ellipses singuliéres,
ei suivant que /i sera plus grand ou plus petit que b, ces hyper-
beles scront situées dans un des angles des asymptotes ou
dans autre. Suar les plans x5, et z.y, les projections des
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courbes sont des ellipses semblables aux ellipses singuliéres.
Toutes celles qui se projettent a I'intéricur de celles-ci sont
entieres, les autres n’ont que deux arcs a Pintérieur, le reste
sort de I'cllipse principale et constitue les parties parasites des
courbes.

Dans les deux cas particuliers de A=« et i = ¢, la courhe
se ré¢duit a4 un point gui est le sommet A ou le sommat € de
I'elipsoide central; guand le pdle occupe 'une ou Pautre de
ces deux positions, le corps tourne uniformément autour de
I'un ou de T'autre des deux axes principaux 2« ou 2¢, lequel
axe demeure immobile dans espace absolu.

On pourrait remarquer que la courbe (s) est en quelque
sorte double; car, tandis que le pdle instantané 1 décrit cette
courbe (s), il est évident que le pdle opposé I' en décrit une
autre (s’), parfaitement égale a l'autre partie de l'ellipsoide ;
mais il suffit d’en considérer une seule.

On voit que cette courbe i double courbure a, comme une
ellipse, quatre sommelts principaux ou elle est divisée en
quatre parties égales et syméiriques, et il est évident que ces
sommelts sont les quatre points ou la courbe traverse les deux
plans principaux conduits par 'axe qui lui sert comme d’es-
sieu : c’est en ces points que le rayon vecteur O atteint des
valeurs maxima ou minima, comme il est facile de le voir en
cherchant le maximum de 'expression

— ; 2 22 2
U= YT ) T2

ol les variables 2, 31, z sont liées par les équations (9)
et (ro).

De la courbe décrite par le péle instantané dans Uespace
absolu. — La courbe (s) que le pole instantané I de la rotation
trace a la surface de I’ellipsoide central étant ainsi déterminée,
ilest facile de trouver la courbe {5} que le pdle instantané
déerit sur le plan fixe; car, en considérant Porbe fermé (s)
comme la base d’'une surface conique dont le sommet est au
centre O de Dellipsoide, il est clair que, pendant le mouve-
ment du corps, ce cone tourne sans cesse autour de sa géné-
ratrice OI, en appuyant le contour de sa base sur le plan fixe,
et qu’ainsi ce contour (s)y trace en roulant la courbe plane (7),
que le pdle instantané décrit dans I'espace absolu. Les arcs
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infiniment petits do de celte courbe plane sont donc égaux
aux arcs suceessifs ds de cette roue mobile (s) qui les pro-
duit; de sorte que, si I'ol a I'équation de celle-ci, entre la
longueur s de son arc et son rayon vecteur u, il suffit &'y
changer s en & pour avoir I'équation de la courbe (&) entre
son arc et le méme rayon « émané du centre O de Vellip-
soide.

Mais comme cette courbe (7) est plane, si U'on aime mieux
la rapporter a des rayons vecleurs ¢ émanés d’un point pris
dans le plan méme de la courbe, on peut choisir pour ce nou-
veau centre le pied P de la perpendiculaire abaissée du
centre O de Pellipsoide sur lc plan fixe que 'on considére
' fig. 29); et alors il suffit de changer u« en yA*— ¢ dans I'é-
quation dont il s’agit.

Le rayon vecteur ¢ de la courbe plane {#) n’étant autre
chose que la projection du rayon « de Ia roue {s) dont les ¢le-
ments ds viennent s’appliquer 'un aprés Pautre sur le plan pour
former les éiéments égaux ds de la courbe plane (o), il est
clair que le rayon ¢ va, comme le rayon w«, d'un maximum a
un minimum, de ce minimum d un maximum suivant, égal au
premier, et ainsi de suite a Vinf{ini : et cela par des intervalles
‘ou longueurs d’arcs 7) égaux entre eux, et au quart de Ja gé-
nératrice (s). Donc

La courbe (z) décrite par le péle instantané dans Uespuce
absolu est une courbe plane réguliérement ondulée aulonr
d’un méme centre, Cest-d-dire une courbe formée par une
suite d’ondes égales et réguliéres, dont les sommels sont équi-
distants, el qui serpente & Uinfini enire deux cercles concen-
triques dont elle va toucher alternativement l'une et l'autie
circonférence ( fig. 31).

Si I'angle au centre, qui répond a deux sommets conséeu-
tifs supérieurs ou inférieurs de la courbe ondulée (z), est
commensurable avec quatre angles droits, et qu'on désigne
par n le plus petit nombre entier de cercles que cet angle ou
ce scetear mesure, la courbe {7) se fermera, et le pdle quila
décrit reprendra exactement sa premiére routle, aprés avoir
fait n fois le tour entier de l'espace angulaire. Mais, comme
Vintervalle de deux sommets consécutifs du méme nom ne
répond qu'a une moitié de 'orbe mobile (s), il est clair qu’il
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faut doubler ce nombre de révolutions, si on veut que le
pole instantané se relrouve, non-seulement au méme lieu
dans Pespace absolu, mais encore au méme lieu sur la surface
de I'ellipsoide central.

Fig. 31.

Sil'angle dont il sagit n'est pas commensurable avec quatre
angles droits, la courbe ondulée { z) ira a infini, sans pouvoir
jamais se fermer; et le pdle instantand, qui reviendra tou-
jours périodiquement au méme lieu dansle corps, ne pourra
jamais retomber en méme temps au méme lieu dans l'es-
pace.

Telles sont, en général, les deux courbes décrites par le
pole instantané, Pune dans Vintéricur du corps, et Pautre
dans P'espace absolu. Et quoique ces courbes soient de formes
si différentes, comme c’est un seul et méme point qdi déerit
a la fois 'une et I'autre, leurs équations, prises entre le rayon
vecteur émané du centre O et la longueur de T'arc décerit, sont
exactement une scule et méme équation.

Le cone roulant, a ta surface duquel la premiére courbe (s)
sert de hase, est simplement un cdne droit du second degré ;
mais le céne fixe sur lequel il roule est un cdne transcen-
dant dont la surface ondule & Pinfini autour de laxe fixe du
couple; c’est aussi une espéce de chne droit et circulaire,
mais dont la surface serait, pour ainsi dire, cannelée suivant le
contour régulierement ondulé de la courbe (7)) qui lui sert de
base,
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Cas singulier : i —= 5. — Dans le cas singulier Ue i égal au
rayon moyen b de Pellipsoide central, la courbe (s) ne se ré-
duit pas & un poi'n- car sur la surface de Pellipsoide, outre e
pole moyen B, ou le plan tangent esta une distance 2 == 4 du
centre O, il y a une infinité d’autres points ot le plan tangent
se trouve a cette méme distance b du centre de cet ellipsoide,
et la suite de ces points forme deux ellipses égales, dont les
plans se croisent suivant Paxe moyen 20, et sont inclinés au
plan principal @b d’un angle dont la tangente est

¢? ,u— — b

T — :
« b —

de sorte que ces deux ellipses, qui ont pour leur commun
petit axe la ligne 24, ont pour leur grand axe (*) une ligue

(13) 23 =

c’est cequi se voit sar-le-champ par les ¢quaiions de orbe (s5)
en y supposant i = b.

Dans ce cas singulior de h =&, la ccurbe () est done pro-
duite par le mouvement de 'une ( ) de ces deux ellipses dont
on retiendrait le centre immobile en O, & une haulcur b au-
dessus du plan fixe, et dont on ferait rouler la circonlérence
sur ce plan, avec lequel on Paurait misc en contact. Or il est
aisé de voir que, dans ce cas, la courbe {z) déerite par le point
de contact est une ligne spirale qui va en tournant autour du
_centre P et s’en rapproche sans cesse de plus prés que tout
ce qu'on voudra, comme d’un poinl asymplotique, sans pou-
voir jamais Patteindre ( fig. 32). Ceute spirale, considérée dans
toute son étendue, est une courbe symétrique a gauche et a
droite d’un certain point qui la divise en deux parties égales.
Car, en revenant sur ses pas, en faisaut rouler U'ellipse en sens
contraire, le rayon vecteur v revient en angmentant jusqu'’a
une certaine valeur

=VF T,

(*3 Dest facile de s'assurer que 'axe égal i 2 3 est toujours le plus grand,
de sorte que nos asymplotes sont toujours au-dessous du plan des sections
circulaires.
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qui est son maximum; apres quoi, il diminue par les mémes
degrés, de sorte que son extrémité 1 décrit de Vautre cO1é

Fig. 32.

une spirale égale & la premiere et qui fait comme la moitié de
la courbe entiére et continue (s) dont il s’agit. Cette courbe
a donc un sommet, a gauche et a droite duquel elle jette deux
branches égales qui vont, en sens contraires, tourner en spi-
rales autour d’un seul et méme centre P; et quoique chacune
de ces branches fasse un nombre infini de révolutions autour
de ce centre sans jamais 'atteindre, la longueur totale de la
courbe est finie et égale a la demi-circonférence de Veilipse
roulante qui la produit. '

Le pole I, qui décrit cette spirale de longueur finie, ne
peut jamais la parcourir dans toute son étendue : quelque prés
quon le suppose déja du centre P dont il s'approche, il lui
faut encore un temps infini pour achever le petit arc qui reste
a4 décrire, ou, pour parler exactement, il ne pourra jamais
l'achever.

Dans ce cas singulier du mouvement des corps, le pdle in-
. stantané de la rotation est donc un point toujours nouveau,
et dans le corps, et dans I'espace absolu; je veux dire que,
dans le cours infini de la rotation, le pdle ne peut jamais re-
venir au méme lieu, ni dans le corps, ni dans 'espace, quoi-
qu’il ne décrive qu'une ligne finie, et doni la longueur serait
tout au plus égale a la demi-circonférence de 'ellipse, en sup-

111, 11
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posant le temps infini, non-seulement aprés, mais encore
avant I'époque que 'on considére.

Tel est le mouvement du poOle quand on suppose A =05,
c’est-d-dire quand le plan du couple résultant des quantités
de mouvement touche Pellipsoide central en un point qui ap
partient a une ou a Pauwre de ces deux ellipses singulicres
dont nous venons de parler.

Mais s'il arrivait que le plan touchdt précisément au pole
moyen B ol se croisent ces deux ellipses, le pole I, quise
confondrait alors avec B ct le centre fixe P, resterait parfaite-
ment immobile, et le corps ne cesserait de tourner uniformé-
ment autour de 'axe moyen OB, comme il ferait autour de
Paxe majeur OA, ou de l'axe mineur OG, si le plan du couple
était tangent au pole A, ou du podle Cde Pellipsoide. En effet,
il 0’y aurait aucune raison pour que le polesl, qui ne peut dé-
crire a la surface que 'une des deux ellipses dont on vient de
parler, et qui tombe en ce moment a I'extrémité B de leur axe
commun, déerivit 'une plutdt que 'autre de ces deux ellipses
parfaitement égales et symétriques; d’ou l'on voit qu’a la ri-
gueur ’axe moyen de Pellipsoide central est, comme lesdeux
centres, un axe permanent de rotation.

Mais il y a cette différence, c’est que, autour de cet axe
moyen, la rotation n’a point de stabilité : je veux dire que,
pour peu que le pole I, en vertud’un petit couple étranger ap-
pliqué au corps, vienne a s’écarter du péle moyen B, il tendra
a s'en écarter davantage, s’en allant alors décrire, ala surface,
un orbe elliptique (s), soit autour du grand axe, soit autour
du petit axe, selon que ce déplacement accidentel du pdle
aura fait augmenter ou diminuer la distance £ du plan tangent:
et si le déplacement est tel que % n’ait pas varié de grandeur,
le pole ira décrire I'une ou l'autre de ces deux ellipses singu-
lieres que nous avons considérées.

Il n’y a qu'un seul cas ol le pole I, étant écarté du pole
moyen B de Pellipsoide, tendrait a4 y revenir : ¢’est le cas ol
le pole I serait porté sur la circonférence de 'une des deux
ellipses du cdté ou le sens de la rotation tend ale ramener
vers B.

S’il est porté sur la méme ellipse, mais de 'autre cote de
son sommet B, il s’éloignera indéfiniment de ce pole moyen B,
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et il ira tomber, aprés un temps infini, sur le pole opposé B’
de Pcllipsoide. Ainsi, dans ce cas, qui est unique, comme le
précédent, 'ellipsoide qui, au commencement, touchait le
plan fixe par son pole moyen B, le toucherait a la fin par le
pole moyen opposé B'; de sorte que la position du corps se
trouverait enticrement renversée dans espace. C'est le plus
grand dérangement que impulsion d’un petit couple étranger
puisse amener dans la position d’'un corps qui tourne actuel-
lement sur son axe moyen; car, si le pole est déplacé de toute
autre maniere sur la surface de I'ellipsoide, il va décrire,
comme on 'a vu, un orbe fermé (s), soit autour du grand
axe, soit autour du petit axe; et, par conséquent, s’il s’écarte
d’abord du pdle moyen B, il s’en rapproche ensuite, et revient
périodiquement passer a la méme distance de B sur la sur-
face, et a la méme distance du centre fixe P, dans I'espace ab-
solu.

1l y a encore une autre variété de la courbe (o) que le pole
instantané peut décrire dans I'espace; mais clle n’est plus re-
lative a la valeur particuliere qu'on suppose a la ligne don-
née £ elle dépend uniquement de I'espece de ce corps, ¢’est-
a-dire de la proportion des axes a, b, ¢ de ellipsoide central.

Sile corps est un de ceux qui ont deux de leurs trois mo-
ments principaux d'inertie égaux, il est alors de révolution,
ou ce qu’on appelle un sphéroide : sphéroide allongé, si Vaxe
de révolution est plus grand que le diameétre de I’équateur,
ou aplati vers les poles si cet axe est plus petit. Dans I'un et
Pautre cas, il est évident que la route (s) du pole a la surface
du sphéroide est un cercle autour de I'axe de ce sphéroide, et
par conséquent la route (o) du pole sur le plan fixe est aussi
un cercle autour de 'axe du couple résultant des quantités de
mouvement. C’est un des cas les plus simples de la rotation
des corps, parce que tout y est circulaire et uniforme. Cepen-
dant, il faut encore remarquer que, si la circonférence du
cercle roulant {s) n’est pas commensurable avec celle du
cercle fixe {g), le pdle instantané ne peut jamais revenir au
méme lieu dans le corps et dans I'espace tout a la fois.

Enfin, et c’estici le cas le plus simple de tous, si les trois
moments d’inertie sont égaux, l'ellipsoide central devient une
sphére, I'axe instantané de rotation se confond avec la per-

II.
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pendiculaire au plan invariable, les deux Courbes( s)et(z)se
réduisent a deux points qui n’en font qu'un seul, et e pole
instantané I reste immobile et dans le corps ei dans P'espace
absolu.

De ce qui fait la mesure de la stabilité pour chacun des
deux axes extrémes de Uellipsoide centrel. — Nous avons
déja remarqué ce qui distingue axe moyen des deux axes
exirémes, sous le point de vue de la stabilité que ces deux
axes peuvent offrir dans la rotation des corps; mais pour nous
faire une idée nette de cette stabilité, et de ce qui en fait en
quelque sorte la mesure, imaginons la surface de I'ellipsoide
central comme coupée en quatre parties ou fuseaux par les
deux ellipses singuliéres que nous avons considérées, et dont
les deux plans, conduits par 'axe moyen 26, sont également
inclinés & 'axe majeur 2« (P'un au-dessus, l autre au- dessous)

~>

c N
d’un angle O dont la tangente est \/ b" Le pole

moyenB del'ellipsoide est & l’intersectlon de ces deux ellipses;
le pole majeur A est au centre du fuseau dont Pouverture est
20, et le pdle mincur Cau centre du fuseau supplémentaire.

Or, en premier lieu, si le pdle instantané I de la rotation
tombe sur le pole moyen B de Uellipsoide, il est clair que,
pour pea qu'on le déplace, il va tomber dans 'un ou lautre
des deux fuseaux dont il s’agit, et décrire son orbe s autour
de Pun ou I'autre pole principal de Pellipsoide. Ou bien, si on
le déplacait sur le contour méme de 'une des deux ellipses,
it irait décrire lo moitié de cette ellipse pour retomber sur le
pdle moyen opposé; ou, s’il était porté sur Pautre meitié de
laméme ellipse, il reviendrait aussitot au p6le moyen méme
d’ott on Vaurait écarté : d’ou il résulte, comme on I'a dit ci-
dessus, que, hors de ce cas unique de deplacement Vaxe
moyen du corps n’a2 aucune stabilité.

Mais si le pole instantané tombe actuellement au pble ma-
jeur A de lellipsoide, il peut étre déplacé comme on voudra,
dans toute I’'étendue du fuseau environnant, sans cesser de
décrire son orbe (s) autour du méme pdle majeur. Et, si c’est
en cela quon fait consister la stabilité de la rotation autour
de 'axe majeur, on peut dire que la grandeur de ce fuseau en
est en quelque sorte la mesure. Et I'on voit de méme que
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I'étendue du fuseau supplémentaire est la mesure de la stabi-
lit¢ de la rotation autour de 'axe mineur.

Actuellement, si U'on suppose que I'un de ces deux axes,
tel que «, différc peu de Paxe moyen, le fuseau qui lai ré-
pondest trés-petit, et le fuseau supplémentaire est trés-grand.
L’axe peu différent dc U'axe moyen a done trés-peu de stabi-
lité, et 'autre axe en a beaucoup.

Il n’est donc point exact de dire, comme on le fait d'ordi-
naire, que, si 'axe instantané est un peu écarté de axe prin-
cipal qui répond, soitau plus petit, soit au plus grand moment
d’inertie du corps, il s’en éloignera trés-peu et ne fera que de
petites oscillations pendant toute la durée du mouvement;
car, si le moment d’inertie relatif a cet axe différe peu du mo-
ment moyen, le pole instantané, par un faible dérangement,
pourra sortir du petit fuseau ou il est actuellement, pour tom-
ber dans le fuseau voisin et y aller décrire son orbe (s) au-
tour de l'autre axe; ou méme, ¢'il n’est déplacé que dans 'in-
téricur du petit fuseau qui lui répond, il peut encore y décrire
un orbe (s) étroit et fort allongé et, par conséquent, faire de
trés-grandes oscillations de part et d’autre du pole principal
d’ou on I'a écarté.

Dansles corps ou 'un des moments extrémes d’inertie dif-
fére peu du moment moyen, et, par conséquent, ol lellip-
sofde du corps central est presque de révolation autour de
Pun de ses axes, la stabilité de la rotation n’est donc vraiment
assurée que pour cet axe. C'est le cas de la Terre, dont la ro-
tation est trés-stable autour de son axe actucl, et lc serait trés-
peu autour du troisieme axe, qui, comme on le sait, différe
trés-peu de axe moyen.

Si cette différence est tout a fait nulle, en sorte que 1el-
lipsoide central du corps soit exactement de révolution ( pro-
jectiles oblongs), il n’y aura de stable que Paxe de ce sphéroide ;
car il est clair gu'aucun des autres axes principaux {qui sont
ici tous les diamétres de I'équateur) ne peut avoir de stabi-
lité. Et en effet, si le pOle instantané tombe actuellement sur
Iéquateur, et que, pour une cause quelconque, il en soit un
peu écarté a gauche ou a droite, il ne restera plus immobile,
mais il ira décrire sur la surface de Vellipsoide un cercle (s) pa-
rallele et presque égal a équateur : ol 'on voit que le pole
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instantané aura dans le corps un mouvement trés-considérable.
Mais, d’un autre c6té, il est bon de remarquer qu’il n’en aura
qu’un trés-petit dans espace absolu; car le cercle fixe 7, qu'il
décrira dans 'espace, aura pour rayon la trés-petite distance IP
de ce pole T au pied P de la perpendiculaire abaissée du centre
sur le plan tangent en I. Ainsil’axe instantané OI qui, dans le
corps, décrira la surface d'un cOne trés-ouvert et presque
plan, ne décrira dans I'espace qu’un cone de base trés-petite,
et parajtra ainsi comme immobile dans I'¢space absolu.

Il 0’y a qu’un seul cas d’exception a cette instabilité d’un
axe principal situé dans le plan de I'équateur; c’esi celui ou
le pole instantané serait porté du point de I'équateur ou il est
actuellement en un autre point du méme équateur; car alors
il y resterait immobile, comme il aurait fait dans sa premiére
position, si on ne I’en avait point écarté.

Enfin, siles trois axes principaux du corps sont égaux entre
eux, et que l'ellipsoide central devienne ainsi une sphére par-
faite, tous les axes sont également stables, ou, en quelque
sorte, indifférents a tout déplacement accidentel qui pourrait
survenir. Car, si Paxe instantané est porté du lieu ou il est
dans un autre, il y reste, ¢t redevient immobile et dans le.
corps et dans I'espace absolu.

§ XVII. — MoUVEMENT D'UN SOLIDE DE REVOLUTION FIXE PAR UN
POINT DE SON AXE DE FIGURE.

Aprés avoir donné la théorie compléte de Ia rotation d’un
corps qui n’est soumis & aucune force extérieure, examinons
comment cette rotation naturelie se modifie sous Paction d’un
couple.

Le seul cas qui se rencontre dans les applications est celui
ol deux des moments d’inertie principaux relatifs au point fixe
sont égaux. C'est le seul cas que nous étudierons en détail,
el, dans toul ce qui va suivre, nous supposerons qu’on ait

B—=A.

Notations et définitions. — Pour simplifier le langage, nous
regarderons le corps dont nous étudierons le mouvement .
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comme un solide de révolution autour d’un certain axe OC
{ fig.33). Nous donnerons le nom d'axe de figure a cet axe,

rie a3
Fig. 33.

€>> A. — Lilipsoide aplati. € < A. — Ellipscide allongé

lequel est évidemment un axe principal, et nous désignerons
par C le moment d’inertie correspondant.

Tous les moments d'inertic relatifs a des axes menés par le
point O, perpendiculairement a Paxe de figure, ont une valeur
commune A : ces axes forment un plan que je nommerai
Véguateur du corps.

Comme, dans la théorie de la rotation des solides, il 0’y a
pas 4 se préoccuper du corps lui-méme, mais uniquement de
ses moments d’inerlie relatifs aux diverses droites menées par
le point fixe, ou, si 'on veut, de I'cllipsoide central du corps,
il ne peut y avoir aucun inconvénient a étendre les dénomi-
nations précédentes aux cas ou le corps, au licu d’avoir la figure
d’un solide de révolution, a une forme quelconque, pourvu
que Ton ait deux des moments d’inertie principaux relatifs au
point O égaux entre eux, et, par suite, a tous ceux qui répon-
dent aux divers axes compris dans le plan de I'équateur.

Quelles que soient les forces qui agissent sur un’ pareil
corps, nous savons que le mouvement infiniment petit est une
rotation autour d’un certain axe OL, et que I'axe OG du couple
résultant des quantités de mouvement est perpendiculaire au
plan tangent en I a I'ellipsoide central.

L’ellipsoide étant de révolution, les lignes OI et OG sont
dans un méme plan avec l'axe de figure OC. Ces trois droites
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alfectent d’ailleurs des dispositions différentes, selon que Uei-
lipsoide st aplati ou allongé { fig. 33).

Etablissons d’abord les relations géométriques qui existent
entre les éléments de ces figures, et qui sont indépendantes
de Texistence ou de la non-existence des forces agissant sur
le corps.

Formules générales relatives & la rotation instanianée.

Désignons par « Vangle de Paxe de figure avec OG, par/
'angle de I'axe instantané avec la méme droite; Pangle o com-
pris entre I’axe instantandé et I'axe de figure est donné par les
relations

o--u— ¢ [ellipsoide allongé),
o—-u—+ i (ellipsoide aplati}.

Nous écrirons pour les deux cas
(1) 0o —u— i,

en convenant de regarder langle ¢ comme négatif, quand
l'axe Ol est a gauche de OG.

Cela poss, il est évident que Ie couple G, la rotation instan-
tanée o, le moment d’inertie H, et les trois angles «, 7, o sont
six quantités dont deux seulement sont indépendantes. En
effet, si 'on connalt » ct o, ou bien G et u, Ie mouvement du
corps est déterminé, et tout le reste s’ensuit. I existe done
entre les éléments que nous avens définis trois relations dis-
tinctes, indépendamment de Véquation (1).

Or, nous avons en premier lieu

{2) H =:Asin?o + Ccos?o.

En second lieu, nous avons, pour la grandeur du coupie @,
I'équation

(3) Geosi — Ha,

dont nous avons déja fait fréquemment usage. L’angle 7 étant
toujours aigu, on conciut de cette équation que G est toujours
de méme signe que o.
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Enfin on aura les formules ot figure l'angle « en proje-
tant successivement le couple G sur les deux axes princi-
paux OC et OA, et écrivant que les projections sont représen-
tées par les produits des composantes de » par les moments
d'inerlie correspondants,

reosu =: Cmceose,

e

/ !
(4) _ :
{ Gsinu = Awsino.

D’aprés ce que nous avons dit il n’y a qu’un instant, l'une
des cing équations que nous venons d’écrire rentre nécessai-
rement dans les quatre auires. On déduit aussi des équa-
tions /4)

{5) Ctangue — Atango,

(6) G = » VArsinto - C2costo.

_ \lll 1A , COS [£4
{7 w=: G RS
b_

Ces formules sont applicables a tous les problémes qu'on
peut sc¢ proposer sur la rotation des solides de révolution au-
tour d’un point fixe pris sur leur axe de figure.

Cas ot 1l #'y « pas de forces exiérieures.

Si le corps, animé a un instant donné de la rotation o, est
abandonné a lui-méme, a partir de cet instant, et soustrait &
toute influence extérieure, le mouvement de ce corps obéit
aux lois que nous avons trouvées dans le paragraphe précé-
dent. La direction de T'ase OG ct la distance du plan tan-
gent TT' au point fixe O demeurent invariables : le lieu des
points de contact de I'ellipsoide avec son plan tangent est le
paralléle du point I; sur le plan fixe, ce lieu est une circon-
férence, décrite du pied de la ligne OG comme centre,

L’axe OI décrit dans Pespace un cone de révolution autour de
Paxe OG ( fig. 34 e135); ce méme axe, dans U'intérieur du corps,
décrit un autre cone de révolution autour de 'axe de figure OC.
Draprés ce que nous avons vu en Cinématique, le mouve-
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ment du corps est exactement le méme que si ce deuxiéme
cone 10C roulait sans glisser sur le cone fixe 10G.

Définition de la rotation propre et de la précession. — On
définit communément un pareil mouvement en disant que le
corps tourne autour de son axe de figure en méme temps que
cet axe est animé d’un mouvement de précession uniforme

autour de ladroite fixe OG. C’est ainsi qu’on se représente habi-
tuellement le mouvement de la Terre. Toutefois, dans ce der-
nier cas, il faut en outre tenir compte d’un troisiéme mouve-
ment, dit de nuiation, en vertu duquel P'axe de figure OC se
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rapproche et s’éloigne périodiquement de la droite invariable
autour de laquelle s’cffectue le mouvement de précession.

Nous adopterons, dans notre étude actuelle, ces dénomina-
tions empruntées au langage de 1'Astronomie; et nous défini-
rons le mouvement d’un <olide de révolution par la rofation
propre, la précession et la nutation, ces quantités étant enten-
dues de la maniére suivante. ,

La position de T'axe de figure OC est donnée par l'angle
compris entre cet axe et une droite fixe quelconque O3z, et
par Vangle que le plan z0C fait avec un plan fixe arbi-
traire z0x (fig. 36). Nous désignerons par 6 Pangle z0C;

Fig, 36.
i \\\\,\G\\\
‘ /‘ B
15/ '
ly
[\ VT
7 S

quant & notre deuxiéme coordonnée angulaire, qui a pour me-
sure Pangle rectiligne #OC', compris entre P'axe des x etla
projection de OC sur le plan perpendiculaire a Oz, on n’a pas
oublié que nousavons I’habitude de la représenter par & —go®;
'angle ¢ étant I'angle que fait avec I'axe des x la trace sur le
plan zOy du plan de 'équateur du corps. Cette trace OE est
perpendiculaire a la projection de 'axe de figure; nous 'ap-
pellerons la ligne des noeuds.

Cela posé, nous avons immédiatement la valeur de la pré-
cession :
ay

‘I‘:%

)

et celle de la nutation :
s,
de’

i
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quant a la rotation propre, ellc est mesurée par Ia vitesse an-
gulaire d’un méridien déterminé du solide, par rapport au
plan COz considéré comme fixe.

Cette rotation propre n’a pas, a dire vrai, de signification
géométrique bien accentuée. Nous avons élabli en Cinéma-
tique que, du moment qu’une droite est mobile dans I'espace,
elle n’est pas axe de rotation. Pour qu’on puisse lui attribuer
ce caractéere, il faut se figurer trois axes mobiles dont 'un soit
précisément la droite en question. Cela fait, comme cetie
droite est {ixe par rapport au corps, ct qu’elle occupe ¢gale-
ment une place invariable par rapport au systéme d’axes dont
nous parlons, il est clair qu’clle est I'axe de la rotation rela-
tive. Or le mouvement qui anime cette droile est parfaitement
déterminé, puisqu’elle est fixe par rapport aa corps mobile;
mais, comme nous sommes incontestablement les maitres de
supposer 2 nos axes mobiles un mouvement quelconque, on
voit que notre prétendue rotation propre sera en réalité tout
cc que nous voudrons, grande ou petite, posilive, négative ou
nulle. D'un autre cOté, au point de vue géométrique, la
ligne OC, axe de figure, non pas du corps, mais de son ellip-
soide central, n’a rien qui la distingue de toutes les autres
lignes qu’on peut tracer dans le corps; et il y a une infinité de
‘maniéres de décomposer le mouvement d’un corps en rota-
tion propre, précession et nutation. Quoi qu'il en soit, parmi
cette infinité de maniéres, je crois avoir nettement défini
celle que j’adopte, et cela suffit.

Revenons a la rotation naturelle d’un corps qui n’est soumis
a aucune force. En prenant pour axe fixe la ligne 0G, la nu-
tation est nulle, et la rotation instantanée o est la résultante
de larotation propre n, dontl'axe estOC, et dela précession 'V,
dont I'axe est OG (t. 1, p. 111). On aainsi les relations ( fig. 33)

sini .
(8) n=—w——=uncoso— ¥cosu,
’ sin
. sino sino
(()) 1{:0)———71————'

sine sin¢

Les équations (7) et (8) sont vraies quand on considére au
lieu de OG un axe fixe quelconque. Dans le cas actuel, on tlire
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des équations (8) el (4)

(10) G--AY, Chr=(A—C)¥cosu.

La précession est toujours de méme signe que larotation
instantanée. Quant & la rotation propre, elle change de signe
avec l'angle i, ct devient négative dans le cas de Vellipsoide
aplati.

Effet d’un couple. — Supposons maintenant qu’un couple K
vienne a agir sur le corps (fig. 37), il faudra, pour avoir la

nouvelle position 0G’' de OG, composer Kdt avec OG. Soit
donc OK, égal et paralléle a Kd¢, on aura en OG’ la nouvelle
position de I'axe du couple résultant des quantités de mouve-
ment, et la longueur OG’ représentera a I'échelle adoptée le
moment de ce couple.

Le pdle de la nouvelle rotation instantanée est le point ot
Pellipsoide est touché par un plan tangent perpendiculaire a
OG’. Ce point s’obtient en menant a I'ellipse méridienne G'OC
une tangente perpendiculaire a OG'. Une fois la direction de
Taxe O’ connue, la valeur de o' est déterminée par 'une des
équations (4) ou par Péquation (7). Il est évident qu’en pre-
nant convenablement la grandeur et la direction du couple K,
on peut amener le point & & une position infiniment voisine
quelconque, et par conséquent faire prendre au corps le mou-
vement que 'on voudra.
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Equatl'ons générales du mouvement.

Si nous prenions les équations ordinaires de larotation d’un
corps

;&d—p =(B—-C)¢qr+1L,

dt

dq _ .

EE - (C _{>P. *)I,
dr .
_— — (A B gy --N
T =(A—Bigp-N,

et si nous y faisions A — B, nous n’arriverions pas a un résul-
tat commode, parce que les inconnues qui entrent dans ces
équations ne sont pas les inconnues naturelles du probleme.

En effet, on n’a que faire des composantes p et ¢ de la ro-
tation instantanée autour de deux lignes fixes du plan de I’é-
quateur; ou, du moins, on ne saisit pas de suite la relation de
ces quantités aveec celles qui se présentent comme les plus
importantes.

Considérons trois axes fixes Oz, Oy, O3z, axe de figure
étant OC. Au lieu des axes mobiles ordinaires, OC (axe des z,,
Oz, Oy, nous prendrons, avec M. Resal, un systeme d’axes

Fig. 38.

———X

N

AN PRSP,

/

v

particuliers, mobiles a la fois dans le corps et dans I'espace,
mais qui, néanmoins, grice a la nature particuliére du corps
étudié, seront a chaque instant des axes principaux d’inertie.
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Pareille chose ne serait point permise en général, parce
que les axes principaux sont fixes relativement au corps, ex-
cepté dans le cas actuel. Nos trois axes sont done : 1° I'axe de
figure OC, pris pour axe des Z; 2° la ligne des nceuds OE, prise
pour axe des u; 3° enfin un troisicme axe 0%, perpendiculaire
aux deux premiers. Ce troisiéme axe est l'intersection du
plan z OC et de I'équateur du corps: c’est la projection de Oz
sur le plan de équateur.

Le mouvenient dont ces axes sont animés (mouvement d’en-
trainement) se compose de la précession ¥, dont 'axe est O 3,
et de la nutation O, dont 'axe est OE. De plus, ces axes n’é-
tant pas fixes par rapport au corps, le mouvement du corps
comprend, outre les deux rotations précédentes, une rotation
relative autour de OC. C’est ceitle troisiéme composante que
nous appelons, par définition, rotation propre du corps sur
son axe de figure, el que nous représenterons par la letire n.

1l suffit de décomposer la précession ¥ suivant OC et OV

{fig. 39) pour avoir les trois composantes reclangulaires de Ia
rolation instantanée, savoir :

1> sur OC.... n+ Weosh,
2° sur OE.... O,
3° sur OV.... Wsinf (*).

(*) La force vive d’'un corps dont un point est fixe ayant pour expression la
somme des produits des moments d’inertie principaux, relatifs au point fixe,
par les carrés des projections correspondantes de la rotation instantanée, on
4, dans le cas qui nous occupe,

Smet = A(0% 4 ¥?sin®0) + C(n -+ ¥ cos§)".
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Enfin, ces trois droites étant des axes principaux d’inertie,
on a les projections de Paxe G du couple résultant des quan-
tités de mouvement, en multipliant respectivement les projec-
tions de la vitesse angulaire par les momenis d’inertie corres-

pondants
\ G, = C(n + Wcosh),
(11) = A0,

{ G:E — AW¥siné.

Cela posé, pour avoir les équations du mouvement sous la
forme la plus élégante et la plus commode, nous projetterons
sur les trois axes OC, OE, OV la vitesse absolue du point dont
les coordonnées sont G, G,, G;; et nous égalerons ces trois
projections aux composantes da couple N, N;, N,, prises sui-
vant les mémes axes respeciivement.

Or les composantes de la vitesse relative du point G sont

(,Z_Gr, (ZGQ iz_gf
di > dt’ di’

D’un autre c61é, en regardant comme fixes les coordon-
nées G,, G,, G; du point G supposé lié aux axes, on a, en vertu
de la rotation d’entrainement (dont les composantes sont

Weosd, O, ¥sing), les vitesses
4,0 — G, ¥sing,

G, ¥sing — G, ¥ cosé,
G,V eosd — G, 0.

En ayant égard aux valeurs de G, G, Gs, on a enfin les équa-
tions du mouvement sous la forme suivante :

/ L
‘ Cd(n : I’gosQ):N’
dt

(12) A%?—i—(C—A)‘FzsichosQ—%— Cr¥sinG =N,

A
Asinf %4—(2A—C)®‘¥’C0s6ﬂ Cn® — N..

A
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-
Cas singulier d’un mouvement de précession uniforme.

Un cas intéressant a considérer, ¢’est celui ou, sous Jaction
d’un couple, les lois du mouvement du corps ont la méme
forme que celles de la rotation naturelle de ce méme corps
abandonné a lui-méme et soustrait a toute action extérieure.
Je veux dire par la que Yaxe de figure du corps sera animé
d’un mouvement de précession uniforme autour d’une droite
fixe avee laquelle il fera un angle constant 6, tandis que le
corps tournera lui-méme uniformément sur son axe de figure.
Le mouvement se distinguera d’ailleurs de celui que nous
avons étudié (p. 16g) en ce que la droite fixe ne coincidera
plus avec 'axe du couple résultant des quantités de mouve-
ment, et en ce que les relations entre la rotation et la préces-
sion seront modifiées.

Cherchons quelles doivent étre la grandeur et la direction
du couple accélérateur, pour qu’en prenant la droite fixe pour
axe des s on ait

d\{; (]IZ

hY
8 =0, ———o0,

dt

— = o.
dt

Voyons ce que les équations (12) deviennent dans ces hypo-
théses. La premiére donne N = o, et la derniére N;— o; done
le couple accélérateur doit avoir son axe dans la ligne des
neeuds. Quant a la grandeur de ce couple, elle est fournie par
I'équation restante, qui donne

(13) N o= {C—A)Wsinfeosh + CnWsing (*).

\

La rotation instantanée  est la résultante de ¥ et de n:on
détermine cette quantité, ainsi que 'angle r formé par Paxe
OI avec Oz, au moyen des deux équations

| wsinr — nsind,

(14)

weosr = ¥ + ncosé.

(*) On voit qu’on peut toujours se donner arbitrairement tous les éléments
du mouvement, ¥, n, et I'angle §, et qu’on trouve une valeur correspondante
pour le moment du couple. Cette propriété n’existe pas dans la rotaticn na-
tarelle, ou il existe une relation

(10) Cn={(A—C;Y¥Ycoss.

1. 12
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Eunfin on trouve la longueur G et l'angle g par les équa-

tions (4), qui s'écrivent, dans notre systeme actuel de-nota-
tion,

§—g) = Cocos(6—r)=C(n+ ¥cosd),
Gsin(6-— g) = Awsin(§—r) = AW sin;

on tire en effet de ces équations

Gsing = (C— A} ¥ sinfcos9 -+ Cnsinb,
Geosg == {Asin?6 -~ (cos*9)¥ + Crcosi.

Il était tres-facile de trouver directement I'équation de con-
dition sous une forme qui différe 1égérement de la forme (13),
mais qui se raméne aisément a cette forme. En effet, la vitesse
du point G, dans les conditions que nous supposons, est per-
pendiculaire au plan z0G; donc I'axe du couple, égal et paral-
lele a cette vitesse, coincide avec la ligne des noeuds OE. De
plus, la vitesse angulaire du plan z0C ou zOG étant représen-
tée par W, la vilesse du point G est le produit de ¥ par la
distance Gsing du point considéré a I'axe Oz; donce

(13 bis) N, = GV¥sing.

La premiére équation (15) montre I'équivalence des équa-
tions (13) et (13 bis).

Enfin nous pouvons encore mettre notre équation de con-
dition sous la forme donnée par Poinsot en remplacant ¥ par
»sin(f— p)

——"1: il vient

sa valeur .
sinf

- : Gosingsin(6 —r
{13 ter) N, = —o ( ),
: sing

Discussion de la solution.— Nous supposerons que 'angle 6
soit aigu; la rotation n sera positive ou négative, et portée, en
conséquence, sur la demi-droite qui fait I'angle § ou sur son
prolongement. Il en est de méme de la précession . Enfin les
angles comptés a partir de Oz auront le signe -+, quand ils
seront comptés dans le méme sens que V'angle 0, le signe —
dans le cas contraire.

L’angle ¢ étant donné, ainsi que ¥ et n, la construction du
parallélogramme de la rotation fournira 'axe Ol et déterminera
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les deux cones. Cela fait, on trouvera la ligne OG au moyen
de Vellipse méridienne, et 'on conclura aisément, de la po-
sition de cette ligne et du signe de la précession, le sens de
la vitesse du point G, par suite celui de I’axe du couple.

Fig. jo.

Fig. 41.

PremiEr cas : ¥ >0, >0. — L'axe instantané tombe dans
Vintérieur de I'angle 6, les deux cones sont extérieurs ( fig. 4o ).
Comme OG tombe toujours entre OI et OC dans le cas de Iel-
lipsoide aplati, le couple N, est positif si C>A. Au contraire,
quand C est plus petit que A, OG peut étre rejeté a gauche de

2.
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0z, Olrestant a droite; alors N, est négatif. 1l n’est donc pas
exact de dire que le couple N, tend constamment a détacher
le cone mobile du cone fixe. En effei, quand OG est & gauche
deOz,le corps abandonné a lui-méme roulerait surle cone I0G,
qui enveloppe le cone 10 z; done, pour obliger le cOne mobile
a rouler sur ce dernier cone, il faut un couple tendant a l'ap-
puyer contre cette surface.

Quand OG coincide avec Oz, le couple N, est nul, le mou-
vement n’étant autre chose que celui que le corps tend a
prendre en vertu de son inertie.

Le couple N, est encore nul quand OI, et par suite OG,
coincident avec OC; on a alors ¥ — o. La rotation a lieu au-
tour d’'un axe principal : elle continue sans l'intervention
d’aucun couple.

Deuxiiye eas: ¥ <o, n>>0. — L’axe instantané passe de
lautre coté de OC. Tant que 'angle r est compris entre § et

Fig. 4a.

go degrés, le cone mobile roule dans Pintérieur du cone fixe,
OG est a droite de 02z, et, comme la précession est négative,
le couple N, cst négatif : il tend a détacher le cOne mobile du
cone fixe.

Quand r devient égal & go degrés, le cone fixe s’aplatit et se
transforme en un plan. Au deld ce méme cOne fixe se re-
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tourne, les cdnes se retrouvent extérieurs, le couple reste né-
gaiif; la figure devient en tout semblable a la fig. jo retournée,
si ce n'est que 'angle des deux axes est obtus, au lieu d'étre
aigu. 1l résulie de ceite derniere circonstance que OG ne peut
jamais dépasser 0z’, et que le couple ne peut changer de
signe tant que les cOnes restent extérieurs, c¢’est-a~-dire tant
que r est compris entre go degrés et go°+ 6.

Pour r=go°+ 4§, c’est le cOne mobile qui se transforme en
un plan, et qui se retourne ensuite pour envelopper le cone
fixe ( fig. 43). Le couple reste négatif, quelque rapproché que

soit OI de Vaxe 0z, si 'eliipsoide central est allongé; mais
dans le cas contraire {fig. 43), OG peut dépasser Oz’, tandis
gue OI reste en deca; le couple est alors positif et tend a ap-
puyer le cone mobile sur le cone fixe.

TRro1sIEME cAs : 7 < 0. — La rotation instantanée se trans-
forme en une rotation effective quand n — o. L’axe Ol coin-
cide avec Oz et reste immobile a la fois dans le corps et dans
I'espace. Seulement, cette ligne n’étant pas axe principal, il
faut, pour obtenir cette immobilité, un couple qui détruise le
couple d’inertie. Ce couple a le méme signe que le mouve-
ment de précession (lequel se confond ici avec la rotation
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réelle), dans le cas de I'ellipsoide aplati; il a un signe con-
traire dans le cas de 'ellipsoide allongé { fig. 4o).

Quant aux cas ou la rotation n est négative, ilsne réclament
pas une étude spéciale. En effet, une disposition quelconque
convient évidemment & deux mouvements de sens opposés,
et, si 'un des deux mouvements répond 2 une rotation posi-
tive, & une précession et & un couple dont les signes ont été
déterminés par ce qui précéde, I'autre répondra & une rotation
négative et a une précession de signes contraires. Quant au
couple, il conservera le méme signe, car le signe de OG et
celui de la précession changeront tous deux.

Application aw mouvement de la Terre. — La Terre peut
éire considérée comme un sphéroide ayant deux moments
d’inertie principaux égaux entre eux, et plus petits que le troi-
siéme moment principal. Nous avons étudié en Cinématique
le mouvement dont ce sphéroide est animé, en faisant abstrac-
tion. de la nutation de I'axe, et nous avons reconnu que, la
rotation propre étant négative et la précession positive, on
rentrait dans le cas dela fig. 39, la demi-ouverture du cone
fixe étant de 23°27'32”, ei celle du cone mobile intérieur étant
fort petite.

Nous pouvons actuellement conclure de ces résultats géo-
métriques : 1° que la Terre recgoil a chaque instant I'action
d’un couple étranger perpendiculaire a la ligne des nceuds;
2° que ce couple doit tendre a détacher le cOne roulant de la
surface du cOne fixe, ou, ce qui revient au méme, a coucher
I'équateur sur le plan de P'écliptique; 3° enfin que I'intensité
de ce couple doit satisfaire a I'équation (13).

Si 'on détermine par le calcul, au moyen de la théorie de la
pesanteur universelle, la valeur du couple provenant del’action
du Soleil et de la Lune, et tendant & diminuer I'obliquité de
I'écliptique, on aura une équation de laguelle on pourra tirer
la valeur de quelque quantité plus ou moins incertaine, comme

C .o N
le rapport A des deux moments d'inertie principaux de la

Terre (*).

(*) Porssor, Théorie des cones cireulaires roulants (Journal de Mathéma-
tigues, t. XVIII, 1853).
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§ XVIIL. — Dt cENTRE DE PERCUSSION, |

Considérons unc force unique F, agissant sur un solide en
repos, lequel n’a que la liberté de tourner autour d’un axe
fixe, et demandons-nous sous quelles conditions cette force
pourra mettre le corps en mouvement sans exercer aucune
action sur les appuis de I'axe.

D’aprés le principe de d’Alembert, I'dquilibre doit exister
entre les forces d’inertie et les forces extérieures, lesquelles
se réduisent 4 la force F, les appuis ne devant développer au-
cune réaction. La condition cherchée est donc que les forces
d’inertie aient une résultante unique, et que la force F soit
directement opposée a cette résultante. Quant a Pintensité de
cetle force F, il n'y a pas a s’en préoccuper, car la force
d’inertie prendra d’elle-méme la grandeur convenable pour
faire équilibre & la force motrice : I'équation qui exprime cet
équilibre est celle qui détermine l'accélération angulaire que
doit prendre le corps sous I'action de la force F.

Centre de percussion. — Mais nous savons que, pour que
les forces d’inertie aient une résultante unique, il faut et il
suffit que 'axe de rolation soit principal en I'un de ses points.
Nous avons appelé centre de percussion le point d’application
de cetle résultante, lequel se trouve sur Pintersection du plan
principal d’inertie perpendiculaire & I'axe de rotation et du
plan passant par le cenitre de gravité et 'axe ( fig. 44). H éiant

le moment d’inertie du corps, par rapport a la droite OA, et «
la distance GP, la longueur CO est déterminée par I'équation

H
'= §ia
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Donc, pour qu’une force unique imprime au corps un mou-
vement autour d’un axe fixe, sans exercer de pression sur cet
axe, il faut et il suffit: 1° que P'axe soit principal en I'un de
ses points; 2° que la force soit dirigée dans le plan principal,
perpendiculairement au plan qui contient 'axe de roiation et
le centre de gravité (cetle direction est celle qu'affectera la
résultante des forces d'inertie, au moment ou, le corps par-
tant du repos, la vitesse angulaire sera nulle); 3° enfin qu’elle
soit appliquée au centre de percussion.

C’est en raison de cette derniere propriété que le point
d’application de la résultante des forces d’inertie, quand cette
résultante existe, a recu le nom de centre de percussion.

Soit K le rayon de gyration pour un axe paralléle & I'axe de
rotation et passant par’le centre de gravité, on a, d'aprés la
théorie des moments d’inertie,

H — Ma -+ MK,

et la position du centre de percussion se trouve déterminée
par I'équation géométrique

2
(1) l=—=a-+ —.
a

Cetie position ne dépend ni de la masse du corps, ni de la
grandeur de la percussion.

Le centre de percussion est toujours plus éloigné de l'axe
que le centre de graviié, car /> a. Si I'on pose {—a =1/,
on a
(2) h = E, ou ah-: X3

[£4
le rayon de gyration est donc moyen proportionnel entre les
distances du centre de gravilé a I'axe et au centre de percus:
sion : les quantités a et / sont réciproques I'une de P'autre.
La distance / de deux centres réciproques peut étre plus
grande que loute ligne donnée; mais elle ne peut jamais étre
nulle. La moindre valeur qu’elle puisse avoir est la ligne 2K,
car, en cherchant la valeur de @ qui répond au minimum de /,
on trouve @ = K, par conséquent aussi A=K, d'oul=—=2K.
Ces résullats sont indépendants de fa grandeur de la force F
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et s’étendent tout naturellement au cas ou cette force agit
avec une grande intensité pendant un temps trés-court, de
maniére a produire ce que nous avons appelé une percussion.

C’est ce dernier cas que nous supposerons dans toute la
théorie qui va suivre. De plus nous admetirons que le plan
principal soit un plan de symétrie du corps; alors un axe quel-
congue, perpendiculaire a ce plan, est principal pour le point
ou il perce le plan. Le centre de gravité se trouve évidem-
ment dans le plan de symétrie, sur ladroite quijointle centre
de percussion au pied de 'axe, et dans lintervalle compris
entre ces deux points.

1l est facile d’établir directement la théorie du centre de
percussion, sans avoir recours a la réduction des forces
d’inertie. Pour cela, nous allons commencer par chercher
Peffet d’'une percussion sur un solide libre, cette percussion
étant dirigée d’'une manicre quelconque dans le plan de symé-
irie, & une distance /4 du centre de gravité (fig. 45).

Fig. 45.

Abaissons du point G une perpendiculaire sur la direction
de la percussion; nous pouvons supposer celle-ci appliquée
au pied C de cette perpendiculaire. Cela posé, d’apreés les lois
du mouvement des solides libres, I'effet de la force appliquée
en G est double, et nous pouvons déterminer séparément :
1° le mouvement du centre de gravité; 2°la rotation du solide
autour de son centre de gravité.

1° Soit « la vitesse finie du centre de gravité, nous détermi-
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nerons cetie quantité comme s'il s’agissait d'un point matériel
de masse M, soumis & une percussion P. Egalant donc & P
Paccroissement fini de la quantité de mouvement, il vient

(3) Mu—="0;

2° Soit » la vitesse angulaire autour du centre de gravité,
on a de méme, pour déterminer u», I'équation

(4) MK =— Ph,

et le mouvement du solide se trouve connu d’une maniére
compleéte.

Azxe spontané de rotation. — Considérons, au dela du centre
de gravité, un point O, situé & une distance a de G, telle que
I'on ait

am=—1,
ou

(2) ah == K,

en remplacant u et » par leurs valeurs (3) et (4): il est clair
que le point O est animé d’une vitesse nulle; il se fixe spon-
tanément sous Pinfluence de la percussion el le mouvement
du solide est une simple rotation autour d’un axe projeté en O
sur le plan qui contient le centre de gravité et la direction de
la percussion.

Le raisonnement que nous venons de faire est celui par
" lequel Jean Bernoulli a établi le premier Pexistence d'un
centre spontané ou instantané de rotation dans le mouvement
d’une figure placée dans son plan.

Une fois que la percussion a cessé d’agir, notre solide,
supposé toujours entiérement libre, conserve indéfiniment la
vitesse u de son centre de gravité, el la rotation w autour de
Paxe principal G. On produirait le mouvement fini de ce corps
en faisant rouler le cylindre au rayon GO sur son plan 1an-
gent XX'. Mais revenons a la question du centre de percussion.

Supposons qu’au moment du choc 'axe O, déterminé par
I'équation {2), soit fixé a la maniére ordinaire, il est clair
que les appuis de cet axe ne seront soumis a4 aucun effort ré-
sultant de la percussion, celle-ci ne tendant pas a déplacer la
ligne O. Réciproquement, I'axe O et la distance « étant donnés,
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le point ou il faut frapper pour n’exercer aucune action sur
I'axe se trouve de Vautre cdl1é du centre de gravité, & la dis-
tance h. '

Quand la percussion est terminée, le corps, se trouvant
animé de la rotation » autour de 'axe fixe O, conservera indé-
finiment ce mouvement acquis. L’axe n’a d’autre effort a sup-
porter que cclui qui provient de la résultante desforces d’iner-
tie: il conserverait son invariabilité en vertu de la fixité de
I'unique point ou il est principal.

Cas d’exception. — La solution que nous venons de donner
n’est pas applicable au cas ot I'axe de rotation contient le
centre de gravité, et la rotation autour d’un tel axe ne sau-
rait étre produite sans choc sur I'axe que par un couple.

En effet, nous avons trouvé

ah—=Kz;

si donc nous supposons que a diminue indéfiniment jusqu’a
amener I'axe de rotation a passer par le centre de graviié, on
aura

h—=wx et P=—o.

On trouve une percussion nulle appliquée a Vinfini; cela
veut dire qu'aucune percussion unique, appliquée ou Fon
voudra, n’est capable de produire une rotation sur le centre
de gravité, sans communiquer en méme temps a ce point un
mouvement de progression, ou sans ébhranler les obstacles
qui s'opposent a un pareil mouvement. 1l faut donc nécessai-
rement faire agir un couple, pour obtenir une simple rotation
sans charge sur I'axe.

Percussion exercée par un solide en mouvement
sur un obstacle fizxe.

Il résulte de ce qui précéde qu'un corps animé d’'un mou-
vement de rotation autour d’un axe O, perpendiculaire & son
plan de symétrie, peut étre considéré comme partant du repos,
un instant trés-court auparavant, et que son mouvement actuel
peut étre regardé comme provenant d'une percussion P, ap-
pliquée au point C.

Réciproquement, on arréterait le corps en exercant au
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point C une force dont I'impulsion serait égale et coniraire
a P. Si, au lieu d’appliquer une force, on oppose un obstacle
fixe, cet obstacle produira le méme effet, en développant pen-
dant un temps qu’on ne peut guére mesurer une réaction dont
I'impulsion totale sera P. Le corps perdra 4 la fois sa transla-
tion et sa rotation sans mettre en jeu la résistance de laxe,
de sorte que le résultat obtenu sera le méme, que I'axe soit
ou non artificiellement fixé. Quant a I’obstacle, il recevra une
percussion

(5) P Maw= TN,
h

Tel est I'effet produit par te choc d’un corps M, animé d’une
rotation  sur un obstacle qu’on lui présente a la distance /4
de son centre de gravité.

Cherchons ce que devient cette percussion, quand 'ob-
stacle se trouve a une distance x du centre de gravité (*).

Décomposition des percussions. -— Décomposons la percus-
sion P en deux ( fig. 46) : Uune Q, appliquée au point C' situé

Fig. 46.
KS
z T
i s S
0 ' G C R

a la distance « du point G, 'autre p, au point O’ réciproque
de (', c’est-a-dire tel que l'on ait
KZ
GO = —.
P
La percussion p appliquée en O' ne produit aucun effet sur
le point (’, puisqu’on peut, relativement & toute percussion
appliquée en (¥, regarder le point C’ comme fixe, vu que les
deux points par hypothése sont réciproques; donc la pression

(™) Porxsor, Questions dynamiques. — Sur la pereussion des corps (Journal
de Mathématiques, 2° série, t. X1, 1857, p. 281 et suiv.).
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exercée au point ¢/ sur I'obstacle résultera uniquement de Ia
composante Q qui lui est directement appliquée; cetle com-
posante donnera pour I'impulsion totale de la pression cher-
chée, la décomposition s’exercant absolument comme s'il
s'agissait de forces ordinaires,

h - K
- T;_ K+ hx
lb) Q’*‘P .Kzg_pazéﬁKz'
X —= -
X

L’autre composante est égale a

~1

) PP R

Si donc on suppose que le corps frappe a la fois deux ob-

stacles, I'un au point €’ capable d’une résistance Q, 'autre au

point 0/, capable d’une résistance p, le mouvement du corps

sera arrélé sans qu’il y ait de pression sur I'axe fixe.
Construisons la courbe qui représente les intensités des

percussions telles que Q dans toute Pétendue de la ligne OG

supposée rigide { fig. 47 ).

Si I'on fait z =0, on a Q = P; donc, au centre de gravité
comme au centre ordinaire de percussion, la percussion est
égale 4 P. Seulement, dans un cas tout le mouvement se trouve
éteint, dans 'autre la translation seule est détruite.

Pour x = —a, Q=0.

Entre x = — a et x == h, on a une branche de courbe qui
présente un maximum pour un certain point T situé entre G
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et C. Pour avoir ce maximum, prenons la dérivée de Q, et
égalons-la a zéro, nous aurons

(Kem V== (K2 hx)2x,
ou, en divisant par £ et ordonnant par rapport a x,
x*+ 2ax — K* —o.
Cette équation fournit pour x les deux valeurs
(8) x:—ﬂa;t\flmj,
ou, en faisant 2 = x - a,
(9) Loy = K = Vad.

Centre de percussion maxima. — Pour construire ces va-
leurs, élevons au point G, perpendiculairement a zx' et dans
un sens quelconque, une ordonnée GK =K, et du point O
comme centre, avec OK pour rayon, décrivons une circonfé-
rence; le rayon de cette circonférence est égal en valeur ab-
solue a A. O et (/ étant deux centres réciproques quelconques,
les trois points O, K, C sont sur une circonférence dont le
centre est sur O,

Donc la distance a I'axe du point T qui correspond au
maximum est moyenne proportionnelle entre la distance du
centre de gravité et celle du centre de percussion a I'axe. A
gauche du point O, les percussions sont négatives, ce qu'on
devait évidemment trouver, puisqu’on est de lautre colé de
Vaxe. D’ailleurs elles atteignent un maximum au point T,
situé a la méme distance de I'axe que le point T, et qui cor-
respond a la solution trouvée précédemment

1= —vyal (*).

Enfin, pour x = — 2, P=o0. On a donc une deuxieme
branche de courbe située au-dessous de OG, ayant comme la
premiére cette droite pour asymplote.

Cas d’une translation simple. — Si ’on n’avait aucune rota-

(*) On peut remarquer que les points T et T’ sont réciproques.
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tion, c’est-a-dire si 1'on posait A —=o, on aurait A —a, et le
centre de percussion maxima se trouverait au centre de gra-
vité.

Cas d’une pure rotation. — Si au contraire on avait une ro-
tation simple autour du centre de gravité, on aurait a —o, et
alors

x == K,

c’est-a-dire que les centres de percussion maxima sont situés
de part et d’autre du centre de gravité a une distance égale au
rayon de gyration. Comme, dans ce cas, le centre de rotation et
le centre de gravité ne font qu’un seul et méme point, la di-
rection de OG n’est pas donnée, et le centre de percussion
maxima n’est pas un polnt absolument déterminé comme dans
les cas qui précédent; il est seulement & une distance déter-
minée du centre de gravité, et par conséquent il peut étre pris
ol I'on voudra sur la circonférence décrite du 1a)on K autour
du centre dont il s’agit.

Si, par exemple, une barre homogéne de longueur 2L tourne

c s . L
autour de son centre de gravité, c’est a la distance Tg du centre
v
de gravité qu’elle frappera le plus fort possible.
Si la barre est remplacée par une sphére ou bille, de rayon R,

. A 2 . .
le rayon de gyration est égal a R \/ga et c’est a cette distance

du centre que le globe tournant frappe avec la plus grande
force possible

Comparaison entre le choc d’un corps solide en mouvement
et celui d’un simple point maiériel. — Reprenons les valeurs
de Q et de p, qui nous permettent, pour ainsi dire, de dédou-
bler le centre de percussion, et transformons-les au moyen

des équations
P=Maw, Ph—= MKz,

il vient
MRz (¢ +— 2 L 2
(10) sQwT:_x— te R TI TY
0
} _Moz(ar—K) o K\ @
P K: -+ 2 o )m

-
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Or la vitesse du point C’ est

ola -+ x),

et si nous supposons qu’un obstacle fixe soit choqué par un
point matériel non élastique de masse u et de vitesse v, il est
évident que wv représente I'impulsion totale de la réaction
qu’il développe; donc le point ¢ frappe comme si la fraction

K2 - e
K de la masse totale y était condensée (™).

/ K2
De méme, dans 'expression de p, le facteur (( — ;)m

étant la vitesse du point ', on voit que ce point, réciproque
au premier, frappe comme si ie reste de la masse

z?
K: - x?

M

s’y trouvait concentré.

Donc, en considérant deux centres quelconques réciproques
Pun de Pautre, on peut dire que ces deux points frappent
exactement comme s’ils se partageaient la masse dans la raison
inverse de leurs distances au centre de gravité.

Nous pouvons maintenant étudier la question & un autre
point de vue. Le corps mobile, au lieu de frapper par I'un
de ses points un obstacle fixe, peut frapper un obstacle de
masse M’ supposé en repos et susceptible d’étre mis en mou-
vement. Proposons-nous de calculer la vitesse que prendra
cet obstacle. Si I'on désigne par x la distance du point consi-
déré au centre de gravité, nous avons vu que tout se passe

MK

comme si une masse -»animée d’une vitesse (a -+ x)w,

était condensée en ce point; done, si w désigne la vitesse
commune apres le choc de l'obstacle et'du corps choquant

(*) Pour x = o, cette fraction est égale a 1; il n’y a donc qu’au centre de
gravité qu’un corps frappe comme si toute la masse y était condensée. La per-
cussion est la méme au centre de percussion, ce qui tient a ce que la diminu-
tion de la fraction est compensée par 'augmentation de vitesse.

L2
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“tous deux étant supposés non élastiques), on aurd

ou
Kia+x)w
11 (W — NG —
2 T Ty
K — M (K — X

On conclut de la qu'un corps transmet plus de mouvement
par son centre de percussion que par son cenlre de gravité,
Mais le centre C de percussion n’est pas le point par lequel le
corps transmet au point M’ la plus grande vitesse possible, et
ce n’est pas non plus le centre T de percussion maxima qui
jouiraitde cetle propriété: ¢’est un nouveau point dont la dis-
tance au centre de gravité dépend du rapport de M" & M.

En prenant la différentielie, on trouvera la valeur de « qui
rend cette vitesse un maximum

¢l I'on pourra vérifier que si M’ esl infini, ce qui correspond
au cas d’un obstacle fixe, c’est au centre de percussion maxi-
mum qu’on produira le plus grand effet.

Double changement produit par un choc vif sur la vitesse
il centre de gravité et sur la rotation autour de ce poinl. —
Nous avons encore a tirer de cette théorie une étude trés-in-
léressante.

Nous avons vu que la percussion P pouvait étre décomposée
en deux autres Q et p, appliquées l'une a la distance z du

2

centre de gravité, Pautre 4 la distance S Nous avions d’ail-

leurs
P Ph
U == —» G = et
M MK
3i Pon applique au point €’ un obstacle capable d’exercer
une résistance Q, il ne restera plus que la percussion p appli-
. 13
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{2
quée au point O’ situé a une distance — = On aura done

deux nouvelles vitesses &/ et o données par les équations

) -/
(13) R et
et

Kz
o W P h—=x
. — e = T Ay ———————
() ’ MK P K+ 2

Construisons les courbes des vitesses u' et o ( fig. 18). La
premiere passe aux points & et C, ce qui est évident a priori;

entre -ces deux points, la vitesse u est négative; puis a gauche
du point Greta droite du point C elle est positive. La courbe
a pour asymptote des deux cdtés la droite AB située a la dis-
tance z de G.

On voit a I'inspeetion de ces courbes qu’en frappant a gauche
dw point O le centre de gravité se précipite en avant avec une
vitesse accélérée; mais la rotation a perdu. Entre les points G
et C, la vitesse #' change de signe; il y a réflexion comme si
le corps était élastique.

De méme, la rotation est accrue par un choc entre O et G;
elle éprouve un changement de sens si ce choc est a droite du
point C. Les deux points remarquables sont : 1° le point O ol
un choe ne produit pas le moindre effet; 22 le point C ol ’effet
est, au contraire, le plus grand possible, puisque tout le mou-
vement s’y trouve subitement anéanti.

— e R - -



CHAPITRE V. — APPLICATIONS DIVERSES. 195

CHAPITRE V.,

APPLICATIONS DIVERSES RELATIVES A LA DYNAMIQUE
DES CORPS SOLIDES.

§ XIX. — THEORIE DU PENDULE COMPOSE.

On entend par pendule composé un corps pesant, de forme
et de dimensions quelconques, assujetli a tourner autour d’'un
axe fixe horizontal qui ne passe pas par son centre de gravité.
Nous supposerons d’abord qu'en dehors des réactions de I'axe
fixe lIa pesanteur soit la seule force extérieure agissant sur
le pendule,

Désignons par M la masse totale du solide, par a la distance
de son centre de gravité & I'axe fixe, par K son rayon de gyra-
lion, par rapport a une paralléle 4 cet axe menée par le centre
de gravité, et par § 'angle que le plan conduit par I'axe el ic
centre de gravité fait avec le plan vertical d’équilibre dansune
position quelconque du pendule { fig. 4¢).

Fig. j9.

Le moment d’inertie par rapport a 'axe fixe a pour valeu:

Mg — R
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la somme des moments des peids des différents points maté-
riels de ce solide par rapport a I'axe fixe est d’ailleurs égale.
au mement du poids total du solide appliqué a son centre de
gravité, et a pour valeur

Mgasing;
donc l'accélération angulaire autour de I'axe fixe est

A4 easing

Py
Le pendule simple n’est qu’un cas particulier du pendule
composé; cette équation différentielle pourra donc s’appliquer
au mouvement d’un pendule simple de longueur /, et pour
cela il suffira dy supposer K=o et a«=1{; ainsi I'équation
différentielle du mouvement du pendule simple est

A5 asinf
de = 1

les deux équations, dont 'une se rapporte au mouvement du
pendule composé, Pautre au mouvement du pendule simple,
deviennent identiques si I'on pose
== Iﬁ
[£3
Donc, si la longueur ! d’un pendule simple satisfait & cette
condition, les mouvements des deux pendules ¢’effectueront
axactement de la méme maniére, pourvu toutefois que les
circonstances initiales soient les mémes de part et d'autre.
Ainsi les lois du mouvement du pendule composé sont les
ménies que celles du pendule simple.
Si Pon mene une droite parali¢le a I'axe de suspension, a

)

. ; K .
une distance de cet axe égale a a - et dans le plan qui

passe par cet axe et le centre de gravité, tous les points du
solide qui se trouvent sur cette droite se meuvent absolument
de Ia méme maniére que si chacun d’eux était isolé et qu’il
fut 1ié a Paxe de suspension par un fil inextensible et sans
misse, dirigé suivant la perpendiculaire qui mesure sa distance
a I'axe. Cette droite se nomme Vaxe  oscillation du pendule,
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et Pon donne le nom de centre d’oscillation au point ol elle
perce le plan perpendiculaire a Paxe de suspension mené par
le centre de gravité du solide.

Nous pouvons déduire de ld un certain nombre de consé-
quences intéressantes :

1° L’axe d’oscillation est toujours plus éloigné de T'axe de
suspension que le centre de gravité;

2° Le centre d’oscillation coincide avec le centre de per-
cussion ;

3° L’axe d’oscillation et 'axe de suspension sont récipre-
ques 'un de lautre, c’est-a-dire que, si I'on prend pour axe
de suspension I'axe d’oscillation, le nouvel axe d’oscillation
sera I'ancien axe de suspension.

En effet, la longueur du nouveau pendule synchrone, aprés
le changement de 'axe de suspension, est

K2 K K

= —4-a =1,
u R «

Celte propriété a été mise a profit par M. Kater pour déter-
miner avec une grande précision la longueur d’un pendule
battant la seconde, et par conséquent 'intensité g de la pe-~
santeur.

4° La longueur du pendule synchrone ne change pas quand
on prend pour nouvel axe de suspension un axe paralléle au
premier et situé a la méme distance du centre de gravité.

5° Enfin, si Pon remplace 'axe de suspension successive-
ment par une série d'autres axes qui lui soient paralléles, le
minimum de { aura lieu pour ¢ = K, c’est-a-dire quand laxe
de suspension est a une distance du centre de gravité égale au
rayon de gyration.

Telle est la théorie du pendule composé dans ce qui a rap-
port a la mécanique rationnelle. Cette théorie esi extréme-
ment importante, puisque c’est au moyen du pendule con:-
posé seulement quwon peut déterminer avec une certaine
approximation la valeur de g.

Détermination expérimentale des moments ¢’inertie. —
Maintenant que la valeur de g est bien connue, ¢n peut, en
mesurant avec soin la daréedes oscillationsd’'un corps, trouver
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Ia longueur du pendule simple synchrone, et par conséquent
le moment d’inertie du corps autour d’un axe quelconque pa-
ralléle alaxe de suspension; mais, dans toutes les expériences
faites sur le pendule composé, il faut faire un certain nombre
de corrections dues a Uinfluence des causes perturbatrices,
telles que la température qui dilate les corps, amplitude des
oscillations qui, dans une certaine mesure, influe sur leur
durée, ete., etc. Seulement, comme cette influence est trés-
faible, il suffit d’en avoir une valeur approchée, car une er-
reur relative assez grande commise sur sa détermination ne
produit sur le résultat définitif qu’une erreur trés-petite.

Influence du milien. — La correction la plus importantie
est celle qui est relative a linfluence du milieu dans lequel
oscille le pendule, milieu qui est ordinairement l'air atmo-
sphérique.

Cette influence a un double effet.

1° Il se produit une poussée qui se retranche de la pesan-
teur. En effet, un corps placé dans un fluide en repos perd,
d’aprés le principe d’Archiméde, une partie de son poids égale
au poids du fluide déplacé. Si done M’ est la masse de [air
déplacé, le moment des forces de pesanicur n’est plus que

(3 — M) gasinb.

Le moment d'inertie ne subit d’ailleurs aucune altération;
donc on devait metire
/ K M
Sl B ik
¢t par conséquent, d'aprés la formule qui donne la durée de
Poscillation du pendule simple,

!”'7:\/" —
o
kS

le rapport des oscillations dans I'air et dans le vide est

Voo
o désignant la densité du pendule par rapport a Iair.

Toutefois la formule précédente n’cst pas exacte théorique-
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ment, parce que le principe d’Archiméde n’est vrai que si le
corps est en repos dans l'air, et que ce principe, et la correc-
tion a laquelle il donne lieu, doivent étre modifiés quand le
corps est en mouvement; il se produit alors une espéce de
remous. On a trouvé empiriquement que la correction précé-
dente était trop forte, et qu’on représentait sensiblement les
observations en prenant, au lieu du rapport précédent,

,// I
Vit
f étant un coefficient > 1.
Poisson a déierminé approximativement ce facleur et l'a

trouvé égal a . Denouvelles expériencesseraientnécessaires

pour vérifier cette valeur.

2° Le milieu influe encore en opposant une résistance di-
recte au mouvement du penduale. Poisson a trouvé les résul-
tats suivants : si « représenie I'écart initial, le pendule aban-
donné a lui-méme dépassera la verticale, mais, au lieu de
remonter a 'angle «, il ne remontera gque d'un angle ¢, donné
par fa formule

oy T o — 3 wlo?,
en supposant la résistance de I'air proportionnelle au carré de
la vitesse, et égale & po2
Dans son oscillation en sens inverse, le pendule remontera
de 'angle

o ::OCQ’-——BjJ] oz,
de sorte qu’il finira par arriver au repos, 'amplitude dimi-
nuant a chaque demi-oscillation. De plus, la durée de la demi-
oscillation descendante est augmentée par la résisiance de
lair de

1 /1
g l 4 S
gl o
mais le temps de la demi-oscillation ascendante est diminué

de la méme quantité, de sorte que 'air n’a aucune influence
sur le temps d'une oscillation compléte. C'est ce que vérifie
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assez bien la premiére loi d’isochronisme des oscillations du
pendule que l'expérience ait donnée a Galilée. En effet, cet
isochronisme théorique n’aurait pas été vérifié par Vexpérience
si la résistance de l'air avait influé en raison de la vitesse, qui
diminue évidemment avec 'amplitude.

Pendule balistique.

Le pendule balistique est destiné a mesurer la vitesse d’'un:
projectile a sa sortie d’une bouche a feu. Il se compose d'un
récepteuren fonte, fixé a un cadre de suspension en fer, lequel
peut osciller librement autour d’un axe horizontal A { fig. 5o).

Le récepteur contient une matiére compressible dont la
fonction est de recevoir le choc du projectile et d'amortir la
vitesse de celui-ci sans que la rupture du récepteur puisse
avoir lieu.

On connait la masse u du projectile, assez petit pour étre
assimilé & un point matériel; il s’agit, d’aprés Ueffet qu’il pro-
duit surle pendule, d’évaluer sa vitesse V, dirigée suivant I'ho-
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rizonlale passant par le point connu B, qu'on suppose étre le
centre de percussion du pendule.

Appliquons le théoréme des moments des quantltes de
mouvement au systéme formé de Tensemble du pendule et
du projectile, en prenant pour instant initial celui ot le pen~
dule est en repos et le projectile animé de Ia vitesse V, et pour
instant final celui ol les deux corps se meuvent ensemble
avec une vitesse angulaire o autour de A. Si nous faisons
AB == b, et si nous appelons I le moment d’inertie du pendule
avant sa réunion au projectile, V'accroissement de la somme
des moments des quantités de mouvement est

I +uwb.b— Vi ou ol(l+pb?)— pVb;

et, attendu que, pendant la trés-courte durée du phénomene,
on peut négliger les impulsions des forces extérieures, forces
dont les moments donnent d’ailleurs une somme presque
nulle, on peut poser trés-approximativement

(J)(I - ‘u,bz) — p\—b e

Si » était connu, on en conclurait V. Or cette vitesse angu-
laire o peut se déduire de l'amplitude de la premiére oscilla-
tion que fait le pendule immédiztement aprés le choc. En
effet, a I'instant final du choc, la force vive des deux corps
réunis est oI -+ vd?), et, a cet instant, le centre de gravité
du systéme se trouve encore trés-peu écarté de la verticale
passant par A. Mais dans la premiére oscillation ce centre de
gravité s’éleve d’'une hauteur H qu’on peut observer, etsi I'on
désigne par P le poids des deux corps réunis, on a

To(f 4+ pb)=PH, dou V= 5-- VaPH (I + b,
2

Si I'on appelie P’ le poids du pendule sans le projectile, « la
distance de son centre de gravité & A; P” — pg le poids du
projectile; x la distance a I'axe du centre de grawte des corps
réunis; « I'angle avec la verticale de la droite joignant A au
centre lors du plus grand écartement du pendule, on a
- Pa—Pb

P=pLp’, -
})

y H—xl{r—cosa)—o2zsinla
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Pour mesurer lamplitude de l'oscillation, on fixe au bas
da pendule une aiguille dont 'extrémité se meut sur un limbe
gradué en poussant un petit curseur qu'eile abandonne quand
cile arrive au repos.

Quant au moment d’inertie I du pendule, on le détermine
facilement en mesurant le nombre des oscillations effectuées
par le pendule avant le choc.

On s’assure qu’on a bien frappé au centre de percussion du
pendule, en comptant les nombres d'oscillations eficcluées
dans un temps donné, avant et aprés I'expérience. Ces deux
nombres doivent étre identiques, dans Phypothése ou nous
nous placons.

En cifet, le centre de percussion, ou centre d’osciilation,
est un point ol I'on peut supposer concentrée la masse totale
du corps solide sans altérer la durée de ses oscillations. Or les
lois du mouvement du pendule simple sont indépendantes de
Ia masse du point matériel qui constitue ce penduale simple;
done ces lois restent les mémes aprés Paddition d'un corps
étranger. '

§ XX. — DMOUVEMENT D'UN CYLINDRE PESANT POSE
SUR UN PLAN INCLINE.

Nous avons étudié en Statique les conditions de I'équilibre
d'un rouleau ou cylindre pesant, posé sur un plan horizontal
ou incliné, et nous avons donné les lois expérimentales de la
résistance au glissement et au roulement, dansle cas de I'équi-
libre sur le point d’étre rompu, ou du mouvement uniforme
acquis.

Pour trouver les lois du mouvement varié, il nous suffira
d'introduire les forces d’inertie dans les équations de 1'équi-
libre; car nous savons que les équations ainsi obtenues sont
toujours en nombre exactement suffisant pour nous permeitre
de déterminer les lois du mouvement et de calculer les di-
verses réactions des appuis.

Il importe seulement de faire une sorte de resiriction pra-
tique au principe qui nous autorise & considérer, moyennant
Padjonction des forces d’'inertie, un probleme de mouvement
varié comme une question relalive a un corps en c¢quilibre.
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Le principe de d’Alembert est rigoureusement vrai, et son
application est parfaitement légitime, quand on tient comple
des forces d’inertie de tous les points matériels qui constituent
le systéme dont on cherche le mouvement; mais nous savons
que deux solides naturels en contact se déforment mutuelle-
ment, el que, dans I’élat dynamique, ces déformations donnent
naissance a des vibrations trés-rapides, par suite a des forces
d’inertie considérables. On arriverait donc a des résullats er-
ronés, si Pon introduisait seulement dans les équations les
{orces d’inertie calculées comme si les corps que nous appe-
lons solides élaient effectivement invariables de forme, en fai-
sant abstraction des mouvements moléculaires qui se combi-
nent avec le mouvementapparent de translalion et de rotation
pour produire le mouvement réel.

Nous supposerons donc implicitement, dans tout ce qui va
suivre, que les déformations des corps étudiés restent trés-
petites, c’est-a-dire qu’elles sont du méme ordre que celles
qu’ont observées les anciens expérimentateurs sur les travaux
desquels nous nous appuyons pour la théorie actuelle.

Considérons donc ( fig. 51) un cylindre & génératrices hori-

Fig. 51.

zontales, posé sur un plan d’inclinaison 7 : soient A la projec-
tion de Paréte de contact géoméirique, et C le centre de la
section droite déterminée dans le cylindre par un plan qui
passe par le centre de gravité.

Pour qu’il v ait roulement, il faul que l'aréte de contact A
ait une vitesse nulle; nous verrons les conditions nécessaires
pour que ce mouvement ait réellement lieu. Dans tous les cas,
supposons que le roulement soit acquis, et supposons d’abord
qu’il ait lieu dans le sens descendant,
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Mouvement descendant. — Nous savons que le plan exerce
dans ce cas une réaction normale N qui passe en un point A,
situé & une distance ¢ en avant du point A, et qu’en outre il
développe généralement aussi une réaction tangentielle F.

Supposens que les forces qui agissent sur le cylindre aient
une résultante passant a son cenire de gravité, et qu'on ait
décomposé cette résultante en deux, une force P perpendicu-
Jaire au plan, autre T paralléle a ce plan.

Puisque le centre de gravité C se meut suivant une ligne
droite paralléle au plan incliné, toutes les forces normales au
plan et transportées en ce point doivent avoir une somme

nulle; donc ¢n a
N =P.

Dans le sens paralléle au plan, on a une accélération donnée
par la formule
dv -
(1) M_—-=T-F.
dt
Nous savons d’ailleurs que la rotation autour du centre de
gravité s’effectue comme si ce point était fixe; donc on a, pour
déterminer Paccélération angulaire, la formule
dw  FR—P3

2) — =
i

dt —  IMR

en admettant que le corps soit un cylindre homogeéne, auquel
cas son moment d’inertie autour de 'axe C est, comme nous
le savouns, égal a MR-,

Enfin il nous reste a exprimer unc derniére condition résul-
tant de la nature géométrique du mouvement, lequel peut a
chaque instant étre assimilé 4 une rotation autour de 'axe A,
rotation dont la vitesse angulaire est égale a w, d’apres ce que
nous avons établi en Cinématique (t. 1, p. 116).

La vitesse ¢ du centre de gravité étant la méme que si le
corps tournait effectivement autour de 'axe instantané A, on
a la relation

(3) ¢ = Rao.

On aurait pu écrire directement 'équation de la rotation au-
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tour de Paxe instantané, en appliquant le principe des forces
vives, qui ne tient pas comptie de la mobilité de I'axe.

En effel, le moment d’inertie autour de Paréte A est Ia
“somme de MR?, moment d’inertie de la masse totale supposée
transportée au ceritre de gravité, etde tMR?, moment d’inertie
autour de Paxe C. On a ainsi, en conaxderam un espace de
temps infiniment petit, et remplacant Rw par ¢,
3 . (v d

;)Id—t:T—Pl—{-

C’est ce qu'on aurait trouvé- en éliminant F entre les équa-
tions (1) et (2).

Calculons maintenant la valeur de F.

Pour cela, multiplions I'équation (2) par MR, et nous au-
rons, en tenant compte des équations (1) et {3),

o P
_ (14 — =, .
: \ /
Jd'ot nous tirons
N _ 1 (/ . P6\>
5 F——.— ’} —= 2 =
o 3\ R,

Pour que le mouvement que nous avons supposé ait lieu,
il faut qu’on ait ¥ <7 fP, sans quoi il y aurait glissement.

Faisons une application en supposant que la seule force ap-
pliguée au cylindre soit le poids Mg. Si I'on désigne par: l'in-
clinaison da plan, on aura

T=13gsini, P- Mgcosi,
doi

.. Mo/, . 245 COST \
(o; F =2 [sind - - )
’ D R /

1l faut dong, pour que le roulement soit possible, qu’on ait

MQ‘(. . 70((1»1‘ .
3 \smz—. ——R—/ < fMgcosi,

(311
R

0
angi{ < 3f—2 =
tang{ < 3f— 2 B

Done, avant que la tangente de linclinaison ¢ devienne le
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riple de la tangente de I'angle de frotiement, il y a glissement,
et I'équation (2) n’est plus applicable.

Mouvement ascendant. — Si nous supposons qu’au lieu de
descendre le cylindre roule en remontant sous P'action de la
pesanteur et des réactions du plan incliné, les formules que
nous avons trouvées subsisteront, en changeant le signe de 7,
etl’on a

\

L dv 2 g L2 d
Mfl_t —\I smz+.Mg CO:)I

Dans ceite équation, les longueurs paraliéles a la ligne de
plus grande pente du plan sont toujours comptées positive-

- dv
ment de bas en haut; donc la valeur positive de o correspond
[

a un retard dans le mouvement ascendant. Si, pour plus de

simplicité, on l’lef’h“e cosi devant sini, équation devient

R

Elle indique que le retard, d’ailleurs uniforme, est seulement
les deux tiers de ce qu'il serait si, les résistances passives
étant supprimées, le cylindre glissait sans frottement le long
du plan d’appui.

Il résulte de cette remarque, et des formules connues qui
se rapportentau mouvement uniformément varié, que espace
parcouru par le centre de gravité du cylindre, depuis Uinstant
ot sa vitesse est égale a v, jusqu’au point ou il cesse de s'¢le-
ver, est représenté par

3
2 2gs§ni'

Or cette longueur correspond a une hauteur égale i

2 2
3 09

228

c'est-a-dire & une fois et demie la hauteur due i la vitesse v,.
Ce résultat, qui peut paraitre surprenant au premier abord,
cessera de nous étonner si nous considérons que la force vive
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du cylindre, pour une vitesse ¢, de son centre de gravité, est
égale a

3
=Nv;.
2

On a donc dd, pour communiquer cette vitesse & Paxe du
cylindre, dépenser une fois et demie autant de travail que si
'on avait eu affaire & un point matériel de masse M. Récipro-
quement il faut, pour anéantir cette force vive, que la pesan-
teur développe une quantité de travail négatif une fois et demie
plus grande dans un cas que dans lautre.

L’expression (6) de la réaction tangentielle I devient, en
changeant le signe de 0,

L sin"f—vicosi\
e N (s a Econd),

soit, avec 'approximation que nous admettons,

(8) F= é)Ig sini.

On peut remarquer que, si le sens de cette force F est tel
qu’il corresponde & un ralentissement dans la rotation, d’autre
part cette force, transportée au centre de gravité, se présente
comme accélératrice du mouvement de ce point.

Quand le poids et la vitesse du corps roulant sont considé-
rables et que la résistance de P'appui est limitée, par exemple
quand on considére une locomotive parcourant a grande vitesse
un rail ou une poutre de pont a supports discontinus, la théorie
qui précede n’est plus applicable. Cette partie de la théovie de
la résistance des matériaux est en ce moment tout a fait a
Uordre du jour, et son importance appelle des expériences
fort diffitiles. Nous indiquerons seulement les deux faits sui-
vants :

1° La flexion de Ia travée actuellement parcourue par une
roue correspond au développement d'une force centrifuge qui
s'ajoute a la composante du poids pour produire la charge a
laquelle la poutre est soumise.

2° Cette méme {lexion entraine des flexions en sens inverse
sur les travées contigués : celles-ci prennent une forme con-
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vexe, bientdt remplacée par une concavité, et ainsi de suite,
Ces alternaiives de flexions opposées, que vient compliquer
encore le passage des essieux qui suivent celui que nous con-
sidérons, sont extrémementi nuisibles & la durée des poutres
el a la solidité des assemblages des diverses piéces qui les
composent.

§ XXI. — Exptriexces e Foucaucr.

Considérons un tore ou un solide de révolution quelconque
dont I'axe de figure OC posséde un point fixe O ( fig. 52). Ce
point fixe ne coincidant pas avec le centre de gravité G, situé
quelque part sur la droite OC a une distance « de 'origine, le
poids P du tore et de son arbre tend  faire Lourner le systéme
autour de la ligne des naeuds; et si le corps était abandonné a
lui-méme sans vitesse initiale, il tomberait effectivement et
se meltrait & osciller comme un pendule, suivant les lois que
110US CONNaissons.

Fig. 52.

Les choses se passent tout différemment quand le tore est
animé d’une rotation initiale autour de son axe de figure; et
nous savons déja que, quand le couple agit perpendiculaire-
ment a la ligne des neeuds, et qu’une certaine équation de
condition est vérifiée, le mouvement du corps se compose
d’une rotation et d’une précession uniformes, l'angle de 'axe
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de figure avec la verticale OZ restant constant; de sorte que le
tore semble entiérement soustrait a 'action de la pesanteur,
et suspendu, pour ainsi dire, par I'effet de sa rotation.

La théorie compléte des phénoménes que présente le mou-
vement d’un solide de révolution autour d’un point de son
axe se déduit aisément des équations (12 ) de la page 176, Un
des points les plus curieux de cette théorie est la détermina-
tion des pressions qui s’exercent sur les appuis d’'un axe tel
que OC, qui n’est pas fixe (et qui, partant, n’est pas axe réelde
rotation). Nous supposerons donc qu’en un point G, situé a
une distance [ de I'appui fixe, se trouve une sorte de support
mobile exercant sur I'axe une réaction dont les composantes,
parallélement a On et OZ, sont représentées par Y et Z (*).
Nous admettrons enfin qu'en dehors de cette réaction et du
poids P aucune force n’agisse sur notre solide.

On a dans ces conditions, en se reportant aux notations du
paragraphe XVII,

N=—o0, N,=Pasinf—2Z[, N,=Y.

En introduisant ces valeurs dans les équations (12 ) du méme
paragraphe, il vient

\ %(n e !!J COSQ) — O,
[4

{1}/ AL]T? +(C—A)d*sinfcosd+LCndsing—Pasing = -7/,

I Asing %T‘U +(2A—C)DJcosh —CrnB =Y.

Pour discuter ces équations, nous supposerons toujours que
la rotation 7 ait une valeur considérable, conformément a ce
qui a lieu dans toutes les expériences. Conséquemment, les
termes (ui contiennent n en facteur auront sur les phéno-
ménes une influence prépondérante. Les équations (1) peu-

(*) 1 est inutile de considérer le cas ol cette réaction aurait une compo-
sante X dans le sens de I'axe de figure OC, parce que cette force se reporterait
sur le point fixe, ou elle serait détruite.

1. 14
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vent d’ailleurs étre considérées a deux points de vue, et servir
a résoudre deux sortes de problémes :

1° On peut donner les expressions de Y et Z, et demander
de déterniiner le mouvement qui en résulte pour I'axe OC.

2° On peut obliger 'axe a prendre un mouvement donné,
et chercher quelles sont les pressions (— Y) et (— Z) que
I'axe exercera sur le corps qui Yoblige a4 prendre ce mouve-
ment.

Cas singulier d’une précession uniforme. — Nous avons
déja signalé le cas ol l'axe OC, sous l'influence d’un couple
perpendiculaire a Ia ligne des nceuds, tourne uniformément
en décrivant un céne de révolution autour de 'axe OZ. Or la
pesanteur produit précisément un pareil couple, et, si nous
supposons que le poids P soit la seule force agissante, nous
aurons pour ’équation de condition

(2) (C—A)dcosh —-Cny —Pa—o.

On voit gu’a des valeurs données pour Pangle 6 et la rota-
tion n correspondent pour ¥ deux valeurs, qu'on obtient par
la résolution de I’équation (2

— Cn=yCn*— f(C—A)Pacost
2(G—Aj)cosl

qy justyng

Comme nous supposons n trés-grand, nous pouvons faire
sortir Cr du radical et développer celui-ci en série, en négli-
geant les termes qui contiennent n° en dénominateur; il vient

bt [ (s (CA P
T 20— Ajcost o i
_ (C—=ApPa cosﬂé‘)J .
Ci,li

ou, en distinguant les deux racines I'une de 'autre,

(3) y _Pa (C—A)Pa’cosh
T Cn Cone ’
Cn___Pa
(C—A)cosi Cn

(4 bo= —
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Discutons séparément ces deux racines, qui suivent des
lois toutes différentes.

1° La racine §, a toujours une valeur assez petite; elle croit
a mesure que n diminue. Elle change de signe avec la rota-
tion n etavec le moment Pa. On met cette derniére propriété
en évidence, en prolongeant P'axe OC en arriére du point fixe
et suspendant a ce prolongement un contre-poids dont le mo-~
ment par rapport au point O peut étre rendu a volonté plus
grand ou plus petit que le moment du poids du tore. On rend
Vexpérience plus frappante en donnant a ce contre-poids la
forme d’un récipient plein de sable fin, et percé d’un trou a sa
partie inférieure. Le poids du récipient et de son contenu
I'emporte d’abord sur celui du tore, et la précession est inverse
de la rotation; mais bientdt la proportion se trouve renversée
par suite de 'écoulement du sable, et la précession se trouve
de méme sens que la rotation.

La grandeur de ¢, est a peu prés indépendante de I'angle 6.

2° La racine ¢, est, au contraire, trés-grande et croit a peu
prés proportionneliement a n.

Le signe de . est indépendant du signe du moment Peaj il
est inverse de celui de n, quand € est plus grand que A et que
I'angle 6 est aigu.

Enfin la valeur de {4, est infinie pour § = go°.

Les courbes de la fig. 53 donnent les relations qui existent
entre n et Y pour les différentes valeurs de §. Ces courbes ont
été construites a 'aide de I'équation exacte (2). Elles montrent
que, quand n diminue et tombe au-dessous d’une certaine
limite, I'équilibre devient impossible pour les valeurs de §
rapprochées de 180 degrés, 'ellipsoide élant supposé aplati.
Dans le cas de Vellipsoide allongé, ce fait se produirait pour
les petites valeurs de 8. On peut, en effet, remarquer que
Péquation (2) contient seulement le produit

(C— A)cosf,

et qu'elle ne change pas quand on change a la fois le signe de
C— A et celui de cos®.

En résumé, si, au momeni d’abandonrer le point C 4 lui-
méme, on lui imprime une vitesse horizontale calculée sur
Pune des valeurs de ¢ fournies par I'équation (2) ou par le

4.
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tableau graphique de la fig. 53, les équations (1) seront véri-
fiées par les valeurs

n=n, 0=60, =1;

cette solution constitue ce qu’on appelle une solution singu-
liere des équations différentielles simultanées (1).

Quand P'équation (2) n’est pas satisfaite par les valeurs ini-
tiales de n, 8, ¢, le mouvement n’est plus permanent, et nous
allons voir ce que devient ce mouvement quand le point C est
abandonné a lui-méme sans vitesse initiale.

Nous avons vu que, quand le point C est soutenu par un fil
attaché par son autre extrémité en un point fixe { fig. 25), ce
fil reste parfaitement vertical sans qu’il se manifeste aucune
tendance & une déviation, soit a droite, soit & gauche. Quant a
la tension du fil, {acile & mesurer au moyen d’upe balance,
elle est absolument la méme que si la rotation n’existait pas,
et se calcule en répartissant, d’aprés les régles de la Siatique, -
le poids P entre les deux appareils fixes O et C.

Supposons qu’on brile le fil, de maniere a rendre subite-
ment laliberté a I'axe OC, et déterminons, au moyen des équa-
tions (1), le mouvement que cet axe va prendre, le poids P
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étant la seule force appliquée au corps mobile, indépendam-
ment des réactions du point O (™).

Intégrales du mouvement. — Introduisons dans les équa-
tions (1) les hypothéses

Y= o, Z=—o;
faisons, pour simplifier 1'écriture,

Pa C
il vient
‘d(n+ dcosf)=o,

(6) L—fz(?—i—{u{/ sinf(n -+ ¢ cosd) — ?sinfh cosf —2Asind = o,

!
;sine% +200cosf — pO(n +dcosh)=o.

La premiére de ces équations a pour intégrale
(7) n -+ ¢ cosld = A,

h désignant une constante arbitraire.

Les autres intégrales s’ohtiennent facilement par I'applica~
tion des théorémes généraux de la Dynamique.

1° L’expression de la force vive du corps étant

A(O® + d2sin?8) + C(n + ¢ cosh),

et le travail de la force P étant

fPa sinf df = — Pacosf + const.,

(*) 1l est facile de voir qu'au premier instant le corps ohéira, comme s'1l
ne tournait pas, aux lois de la pesanteur; en effet, on a, a l'instant initial,

®o:Oy ',J’o:()s

et ces valeurs, substituées dans les équations du mouvement, donnent

dy e\ R
(:{7)9‘_ 0, A (—d—!)o— Pasing,.
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Vintégrale des forces vives esi, en ayant égard aux nota-
tions (5),
(8) 0+ dsin*f =F — 2k cos b,
en désignant par F une deuxiéme constante arbitraire, et con-
fondant dans cetle constante le terme .

w(n +ycosby=ph’

2° Nous avons trouvé, pour les projections de I'axe du couple
résultant des quantités de mouvement sur les axes mobiles,

les valeurs
’\"G, =C{n + Y cosd)=Ch,

(9)
( G, — Adsing;

or, la seule force extérieure P étant constamment paralléle a

0z, la projection de I'axe du couple (g} sur la droite fixe Oz

doit rester constante, en vertu du principe des aires. De la

notre troisieme intégrale, ol G représente une nouvelle arbi-
traire
(10) - Y sin?@ + phcosf —=G.
En introduisant les valeurs initiales
Y=o, O@=0, 6=046,

les intégrales et (10) prennent la forme (*)

(8)
(11) s< >+Hb’§mé - 2 4(0s 0, — cosh),
[y

sin?f = ph(cosf, — cosb).

(*) Ces équations sont remarquables, en ce sens qu'elles sont indépen-
dantes de la densité. En effet, i et 42 en sont indépendants, puisque I'un et
Pautre de ces coefficients est égal a une fraction dont les deux termes sont pro-
portionnels & la masse; de sorte que, pour la vérification des résultats, peu
importe quelle sera la pature de P'appareil employé. Mais il faut remarquer
que Pexpérience n’est pas susceptibie de mettre bien nettement ce résultat en
évidence, parce qu’on est obligé de relier le corps 2 'axe par des chapes, c’est-
a-dive par d’autres corps qui participent plus ou moins au mouvement, et dont
la masse doit entrer nécessairement en ligne de compte, comparée i celle de
Pappareil principal.
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Eliminons J entre ces deux équations; pour cela, multi-

plions la premiere par sin?d, et remplacons ¢*sin‘d par sa
valeur tirée de la deuxiéme équation; nous aurons

d5

sin79<dt>'—+— v2h*(cosf, — cosG ) = 24 sin*G(cosf, — cosb),

ou

2
(12) sin*§ (Z—f) —22sin?f{cosf,— cosf)—u*h*{cos f,—cosb).

Je dis d’abord que, dans le cas o nous nous sommes pla-
cés, 6 doit différer trés-peu de §,. En effet, p*h* est trés-grand
par rapport a l'autre terme du second membre; d’ailleurs il

- . . ds .. . o
est affecté d’un signe — ; donce, pour que -; soit reel, il faut

que le coefficient de u*/A* soit trés-peitit, c’est-a-dire que 6 dif-
fére peu de 6,.

Posons done
6 =06, ¢;

nous aurons, en negligeant le carré de ¢,
cos9 —=cosf, — esinb,, sin?f = sin?f, + 2z sinf, cosb,.
Enfin 'on a, d’'une maniére rigoureuse,

df  de

ar— di
Substituons ces valeurs dans Péquation (12), il vient, en
supprimant les termes de P'ordre ¢* et divisant les deux mem-

bres par sin*@,,

{13) ((—') =ce(2hsind =~ piite).

de ., o
Pour que i soit réel, il faut que ¢ reste au-dessous de ia

quantité
2hsinf,

‘u: /lz

c’est la nutation maxima.
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Nous pouvons alors écrire

équation qui a pour intégrale

©
(3
™

Lt
7 — in? 2
(14) ¢==esin’ —

Si Pon veut avoir la valeur de la précession, on la déduira
de Véquation ¢ sin®f = ph(cosf, — cosb), ou, dans le sys-
téme d’approximation adopté,

mie
siné,

(15) 4=

. e
La valeur moyenne de ¢ s’obtiendra en remplacant ¢ par 5

on aura pour cette valeur moyenne

A

vh
donc la précession moyenne est égale a celle qui correspond
au mouvement permanent. ‘

La solution de la question est fournie par les formules sui-
vantes, qui donnent la précession moyenne et la nutation :

-~

Ly

by = —53 ¢=—esin?
7 v h

s pht
2
L’amplitude de Uexcursion totale de 'axe OC dans le sens
de la verticale est représentée par

27.8ing,

> =
w2 ht

et la durée de cette excursion, ou de la demi-oscillation com-
pléte, est donnée par la formule

b=

Enfin la période des oscillations de ¢ coincide avec celle
de 6.
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Application numérique. — Pour faire une application nu-
mérique, je prendrai les données suivantes :

Je supposerai que le corps de révolution soit un tore en fer
dont le cercle générateur a pour diamétre 2p = o™,01; le dia-
metre moyen de anneau est, d’'un autre coté, 2R =o0", 12,
enfin a = o0,185.

Supposons qu'on imprime 4 ce tore une vitesse de 6ooo tours
par minute; cette vitesse est loin d’étre exagérée, elle peut
étre facilement dépassée de beaucoup dans les expériences.
Ainsi les projectiles des canons rayés de 4 (montagne) font
6ooo tours par minute, et ceux des canons de 4 (campagne)
font 8400 tours, la vitesse de translation correspondante étant
respectivement 225 et 325 meétres par seconde. En supposant
6000 tours, on a

n=1628,32, soitapeu prés /i* = 4ooooo.

D’un autre ¢6té, on a pour le volume et les moments d’iner-
tie d’un tore

V—=azpR,
N /R2 -
C:M<R2-—:——p2), A:MQ%%—LP’%—(H>,

8R*—+- 6p* ; Sga .
T e L= o 5
TGRS g 8a 4R = 7o'+ 8a?’

soit & peu pres
#=o,1, =50,

On a donc, en donnant a sinf, sa valeur maximum 1,

Or

1°=o0,0175;

donc la nutation maxima est denviron 1°26 : elle est propor-
tionnelle a sin6,. Il n’est donc pas étonnant que I'axe du tore
semble décrire un plan : la nutation est si petite qu’'elle est
insensible.

Cherchons la durée de l'oscillation de 'axe dans son plan
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vertical. On a
sinu it
€ ———————»
o .
Pour quune demi-oscillation s’accomplisse, il faut que le

temps varie de dans le cas qui nous occupe, on trouve a

= .
_/7
peu prés 5 de seconde. U, est a peu prés sept tours et demi
par mmute.

On comprend donc que le mouvement de 'axe semble tout
a fait uniforme, puisque les écarts de la position moyenne ont

aussi peu d’amplitude et une aussi faible durée. L’expérience

Fig. 5}.

T tore tourrant.

C chape portant P'axe du tore.

A{ tige prolongeant de Y'axe du tore et portant en 7, un contre-poids mobile F
Cetto tige est montée sur I'axe horizontal ab, qui lui permet de prendre toutes
les inclinaisons possibles, et qui lui-méme est monté dans cette fourche mo-
bile autour de l'axe vertical du pied P de Vappareil.

confirme pleinement ces indications. Dans la balance gyro-
scopique de MM. Fessel et Plicker (fig. 54), un contre-poids
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mobile F permet de vérifier facilement I'inversion du mouve-
ment quand on change le signe du moment, ainsi que tous les
autres faits annoncés dans cette lecon.

Il y a encore un autre cas dans lequel les calculs d’intégra-
tion s’effectuent sans qu’il s’introduise de fonctions ellip-
tiques: c’est celui ou Pon imprime & appareil une vitesse
initiale U, trés-grande, comparable a la rotation n et telle que
I'on puisse négliger 224 (cos0, — cosf) devant L.

Les formules relatives a ce cas sont

, ( [dON? . .
\ <—) -+ drsin?g == U} sin®h,,
(16} ? di
| & sin?g — J,sin*0, = vh(cosd, — cosh).
La durée de la vibration est plus courte que dans le cas pré-
cédent, car on a

—rT )

52 sint b
Ve Sin?g,

T e

vt —

et la précession ¢ tend vers une valeur moyenne qui difféere

peu de la plus grande des deux vilesses qui correspondent a

un équilibre stable, ou plutot & ce que Von appelle un mou-

vement permanent.

Cette vitesse est celle que nous avons désignée par &, et

dont la valeur est sensiblement égale a

o

LR

Ces phénomeénes répondent a peu prés a ceux que 'on ob-
serve dans les premiers instants du mouvement de la toupie.
La figure qui donne la loi des valeurs de ¥, explique com-
ment, a mesure que cette vitesse est diminuée par les frotie-
ments et la résistance de Pair, axe se redresse de maniére a
coincider promptement avec la verticale, position dans la-
quelle il se fixe.

Gyroscope. — Un tore animé d’'un mouvement de rotation
extrémement rapide constitue la partie principale de divers
appareils employés par Foucault sous le nom de gjyroscopes,
pour mettre en évidence, d’'une nouvelle maniére, la rotation
de la Terre.

Les appareils de ce genre, entre les mains de Foucault et
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d’un grand nombre d’habiles expérimentateurs qui ont suivj
ses traces, serventa un grand nombre d’expériences curieuses,
dont la théorie est implicitlement comprise dans nos trois
équations générales.

Pour étudier en particulier 'influence de la rotation de la
Terre, il faudrait tenir compte, dans I'évaluation des couples
N, N,, N:, des forces apparentes, c’est-2-dire seulement de la
force centrifuge composée, puisque la force centrifuge entre
comme partie constituante dans la force appelée poids.

Pour calculer la force centrifuge composée, qui est fonction,
comme on sait, de la grandeur et de la direction de la vitesse
apparente, il faudrait avoir soin de ne pas oublier que l'axe de
figure ne coincide pas avec I’axe instantané de rotation appa-
rente, puisque celle-ci a respectivement sur nos trois axes des
projections représentées par

do
dr’

Sans effectuer le calcul, qui nous entrainerait trop loin, je
vais donner les expressions des trois couples N, N;, N., com-
posants du couple terrestre. Je conserve les mémes notations
que précédemment, et je désigne par o la rotation de la Terre
prise posilivement :

1° Couple normal a 'axe de figure :

N =COwsinb;

2° Couple normal & la ligne des nceuds :

n -+ cosd; @ sing.

Ni—=—Cnwsinf+(A—C)odsind cos§ —~(A—C)n*sinf cosf;
3° Couple normal au troisiéme axe :
N; = ABOwn cosb.

S’il s’agit d’un volant ou, en général, d'un corps tournant
autour d’un axe maintenu fixe par rapport a la Terre, ona

‘«'H:O; GZO)
d’ou
N=o0, N,=—Cnosinf + (A — C)w?sinfd cosd, N,=o,

soit & peu prés
) Nx =z — Chwsind.
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Les expériences les plus intéressantes sont celles dans les-
quelles I'axe d’umr gyroscope, dont le centre de gravité est
maintenu fixe, est coniraint de se mouvoir dans un plan, soit
horizontal, scit vertical.

Dans le premier cas, I'axe accomplit des oscillations autour
de la méridienne vraie, comme laiguille de déclinaison au-
tour de la méridienne magnétique. Les lois de ces oscillations
différent sensiblement de celles du pendule simple. Quoi qu’il
en soit, le gyroscope fournit un moyen curieux, et non soumis
aux mémes causes perturbatrices que la boussole, de s’orien-
ter en mer quand tous les compas ont é1é mis hors d’usage
par une cause quelconque.

Semblablement, quand on oblige les oscillations a s’effectuer
dans le plan du méridien, 'axe devient une sorte d’aiguille
d’inclinaison oscillant autour de la paralléle a I'axe du monde,
et pouvant, au moins théoriquement, servir a déierminer la
latitude du lieu.

Enfin, quand P'axe est entiérement libre ct sans vitesse ini-
tiale, il tend, en vertu de sa qualité d’axe principal, a conser-
ver une direction fixe dans I'espace; il résultera de cetle ten-
dance un mouvement apparent trés-lent, en veriu duquel
'axe aurait fait un tour complet autour de la ligne nord-sud
en vingt-quatre heures sidérales, si la présence des chapes et
Pexistence des frottements ne venaient considérablement alté-
rer ce résultat.

Calcul de réactions d’un corps tournant sur un appui mobile.

Supposons maintenant que, la rotation n étant toujours con-
sidérable, on agisse sur le point C de maniére a faire prendre
a I'axe de figure un mouvement obligatoire; les équations (1)
nous feront connaitre les réactions du corps tournant sur l'ap-
pui ou support mobile C. Ces réactions sont égales et de sens
contraire aux quantités que nous avons désignées par Y et Z,
lesquellesreprésentent 'action de ’appui sur le corps tournant.

Pour nous faire une idée nette des lois des phénoménes que
nous étudions, distinguons un certain nombre de cas simples,
en négligeant toujours les termes indépendants de n devant
ceux qui sont muliipliés par ce facteur.
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1® Supposons d’abord qu’on oblige la droite OC a décrire un
cone circulaire autour de axe Oz, avec une vitesse angulaire
représentée. par y, en projection sur le plan des zy. Suppo-
sons en méme temps qu’on ait « = o, de maniére que la pe-
santeur soit détruite et que le corps, soustrait a Peffort qui
s’exerce au point G, tende a conserver indéfiniment la rotation
qui 'anime autour de I'axe principal OC.

Faisons dans les équations (1)

O —=o,

il vient, avec 'approximation dont nous nous contentons,

i
(17) X'Z:Asin&%,;‘i, 7! = — Cnysinb.
On voit que la réaction principale {—Z) est normale a la di-
rection du mouvement qu'on imprime a l'arbre OC; elle est
a peu pres proportionnelle a la rotation propre n, et tend a
soulever 'appui. Quant a la réaction directement opposéc au
mouvement, elle est relativement faible et indépendante de
I'état de repos ou de mouvement des corps.

Réciproquement, si 'on veut changer Vorientation de I'axe
supposé immobile, il faut exercer sur cet axe un effort ascen-
dant ou descendant Z, selon qu’on veut le faire mouvoir a
droite ou a gauche, mais toujours situé dans le plan vertical
conduit par cet axe. On a alors, en vertu de la deuxieme des
équations (17),
(18\ _d—b — ___Zl_ .

! dt —  Cnsing

Supposens la rotation n assez considérable pour qu’on ne
voie pas le corps tourner, on sera averti de I'existence de cetie
rotation en voyant si 'axe de figure, soumis a un effort verti-
cal Z, céde directement a cet effort, ou bien s’il prend au con-
traire un mouvement latéral. Des phénoménes de ce genre
fourniront peut-éire un jour des indications sur la rotation des
molécules des corps, a la condition gqu’on ait un moyen de
ramener les axes de toutes ces moiécules au paraliélisme, afin
que les effets concordent et puissent fournir une somme ap-
préciable. En tout cas, il ¥ a 14 un paradoxe dynamique fort
intéressant.
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Concevons qu’on tienne a la main 'extrémité C de Paxe:
tant qu’on cherche seulement & maintenir l'axe dans une direc-
tion invariable, on supporte simplement la fraction du poids
déterminée d’aprés les regles de la Statique, fraction qui ne
dépend en aucune facon de la rotation n. Si 'on veut, au con-
traire, changer l'orientation de Paxe en le faisant tourner au-
tour de la verticale du point d’appui fixe, on ressent une ré-
sistance considérable, dont on ne se rend pas parfaitement
compte, et qu'on est porté tout naturellement a regarder
comme opposée au mouvement qu’on cherche a produire. En
réalité, on n’éprouve qu’une résistance insignifiante dans le
sens du mouvement, mais une autre au contraire trés-forle

EE cercle vertical fixe;

727’ axe vertical, autour duquel peut tourner la premiere chape;

MM axe de la seconde chape II'; -

C{’ axe de la sphére mobile.
dans la direction perpendiculaire, résistance qui tend & sou-
lever ’appui artificiel. L'expérience est facile a faire avec 'ap-
pareil de Bohnenberger, représenté par la fig. 55. Si Von
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cherche a faire tourner la chape zz' B autour de la verticale,
on éprouve une résistance trés-forte; cette chape parait soli-
dement fixée, et le seul résultat qu’on obtienne est Vinclinai-
son de P'axe CC.

Pour se rendre compte de ce qui se passe dans cetie expé-
rience, soit Y l'effort horizontal exercé; on a, par la derniére
des équations(1) simplifiée, en négligeant les termes du pre-
mier membre qui ne contiennent pas n,

—CrO® =Y/,
ou
a4 Y
dt —  Cn’

La partie positive de I'axe tend donc a se relever, et la réac-
tion Y est proportionnelle a la vitesse angulaire de ce mouve-
ment de nutation,

11 suit de la qu'on peut réduire considérablement la réac-
tion Y, c’est-a-dire supprimer de son expression le terme pro-
portionnel & n, et cela en s’opposant simplement au mouve-
ment de nutation,

On obtient ce résultat en établissant, au moyen d'une gou-
pille passant dans deux trous convenablement ménagés, une
liaison invariable entre les deux chapes, de maniére que
I'axe CC’ conserve seulement la liberté de tourner autour de
la verticale z3’.

En effet, si I'on fait ® =o dans les équations (1), nous
avons trouvé, pour la loi du mouvement de 'axe en projection
horizontale, I'équation

[
Asind ([][_j T,:;Y—[,

laquelle ne dépend pas de la rotation. Quant a la relation
Zl=—Cndsind —(C—A)d2sinb cos,
elle donne la charge du goujon que nous avons introduit pour
empecher la nutation.
L’expérience est extrémement curieuse : les deux chapes
étant libres, on éprouve une résistance considérable pour

changer la direction de la chape moyenne, et il semble qu'il
faille un grand déploiement de force pour faire tourner cette
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chape d’un petit angle, en conservant 'inclinaison de l'axe de
la sphére.

Introduisons le goujon; on est alors tout surpris que cette
liaison nouvelle, cette géne fasse disparaitre pour ainsi dire
complétement la résistance dont nous avons parlé. Une légére
impulsion fait faire deux ou trois tours a Vappareil, si les
pivots z et 2’ sont bien graissés. Une fois quau moyen de cet
artifice on a amené la chape M dans un certain azimut, on
n’a qua supprimer la goupille, et la chape se retrouve aussi
solidement fixée dans cette position que dans la premiére.

Effet d’un couple appliqué sur Uaxe de ﬁgure d’un corps
animé d’un mouvement de rotation rapide.

- Pour résumer ce qui précede, nous avons vu que, sous l'ef-
fort d’un couple vertical Z/,V'équation du mouvement de I'axe
est

db i
dt~ Casing’

.au contraire, avec un couple Y/, on a

8 YI

dt —  Cn’
-on peut donc énoncer le théoréme suivant :

Taeorkne. — Quand un solide de révolution est animé d’un
mouvement de rolation considérable autour de son axe de
Sigure, Ueffet d’un couple appliqué sur cet axe est de lui com-
muniquer un mouvement de rotation normal au plan du
couple.

Réciproquement : Quand on oblige {’axe a prendre un cer-
tain mouvement dans Uespuce, la réaction ou force d’inertie
est @ pew de chose pres perpendiculaire & deux positions con-
sécutives infiniment voisines de Uaxe.

Application aw tir des projectiles. — Un projectile oblong,
aprés avoir parcouru un ceriain espace en dehors du canon,
n’a plus son axe de figure tangent a la trajectoire de son centre
de gravité, d’ou il suit que la résistance de l'air produit sur
cet axe des forces qu'on peut considérer approximativement

H1. 15
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comme équivalentes a une force unique située dans le plan
de tir. Cetle résultante dépend uniquement de la forme exté-
rieure du projectile, et le signe de son moment autour du
centre de gravité dépend de la position de ce dernier point,
position dont on est mailre, dans une certaine mesure, en dis-
posant de I'évidement intérieur.

Draprés ce que nous venons de voir, le couple correspon-
dant fait dévier I'axe de figure hors du plan de tir. La rotation
des projectiles étant négative, il résulte de 'équation (18) que
la dérivation est de méme signe que le moment de la résistance
de Pair. Quand la dérivation est a droite du tireur, la résis-
tance de Pair tendrait a relever la pointe du projecitile, si la
rotation de celui-ci était nulle. Pour ramener ’axe de figure &
la position tangentielle & la trajectoire, il faudrait un couple
horizontal.

§ XXII. — THEORIE DE LA MACHINE D’ATWOOD.

Considérons un treuil, mobile autour d’un arbre horizon-
tal O (fig. 56), sur lequel sont calés deux tambours ayant la

Fig. 56,

meéme droite pour axe. Sur chaque tambour est enroulée une
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corde qui y est fixée par un bout, et qui tient suspendu a
I'autre boul un poids connu. On demande la loi du mouvement
qui a lieu, en supposant que le centre de graviié soit dans
l'axe O, et que cet axe soit un axe principal d’inertie. Nous
négligerons d’ailleurs, pour commencer, le frottement des
tourillons sur leurs coussinets, le poids et la roideur des
cordes.

Indigquons par des fleches le sens du mouvement, et dési-
gnons par Q le poids du treuil, par T et T’ les tensions incon-
nues des cordes.

Nous pouvons traiter la question de deux maniéres :

1° Nous pouvons introduire les tensions inconnues T et T’
et étudier séparément le mouvement des trois corps solides
dont se compose alors le sysiéme.

Soient: v la vitesse du poids P, ¢’ celle du poids I, R et R’
les bras de levier correspondants.

Nous aurons les équations

¥ Py
. g dt
(2) P dv _pT,
g dt
et
Q ,dw o
(3) g o =TR—TR/,

en appelant ¢ le rayon de gyration du treuil. On a de plus
¢v=Rw, ¢V=Ruo

En remplacant ¢ et o' par ces valeurs dans les trois premieres
équations, on pourra ensuite en tirer les valeurs de w et de T
et T'.

Pour cela, multiplions par IV I'équation (1), par R I'équa-

‘ . cdo o dv :
tion (2), apres y avoir remplace 7 ¢t 7 respectivement par
(]’;5 f (lJ)
R+~ T et R I’ et faisons la somme, nous aurons

(Em : Pg)"”’ — R'T —RT + PR — P'R/,

g 8 dt

"
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ou, en ayant égard a 'équation (3),

(PPR"? PR - Qo*) dw

S = PR — P'R;
g dt
donc enfin
do PR — P'R’
dt — ® PR~ PR — Qp*
ZV (IV’ s
On voit que — et —- sont tous deux proportionnels a g; c’est

dt ~ dt
la théorie de la machine d’Atwood. Avec cet appareil, on dé-

dv ., ,
montre que i est une quantité constante; par conséquent,

Paccélération g, due a la pesanteur, est constante.

2° Nous pouvons aussi appliquer directement le principe de
d’Alembert. Pour cela, nous écrirons que le travail virtuel des
forces pour un déplacement angulaire 0 est nul, pourvu qu’aux
forces extérieures on ajoute les forces d’inertie.

La force d’inertie du corps P est

B do
g dv

son travail sera négatif et égal a

P,
g dt

le travail de la force d’inertie du corps P’ est

P’ do i
— {/) ‘T)' ;
g t
enfin le travail de la force d’inertie.du treuil est
Q dw Su
g dt

Le travail des forces extérieures esi

PR3z — P'R'dx;
donc, enfin, on a

PR—PR — R

R’Z———
g dt :

dw B P dw Q (io)
g dt e
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d o

équation qui donnera ar On trouve comme précédemment

.‘::ZB.) gy ¢ pR _ p, R’
dt S PR+ PR+ Qg

On n’obtient point ainsi directement les tensions T et T'; il
faut les déterminer ensuite.

Nous avons négligé, pour établir ces formules, un certain
nombre d’actions perturbatrices.

1° Frottement. — Le centre de gravilé restant immobile, 12
réaction verticale R des appuis est égale a

T+ T + Q.

La réaction tangente aux tourillons, c’est-2-dire le frotie-
ment, est égale a

en multipliant cette quantité par le ravon des tourillons, on
aura le moment du frottement; on en conclura la quantité
qu’il faut ajouter au travail résistant dans I’équation du mou-
vement. »

2° Quand le corps n’est pas centré ou que V'axe n’est pas
principal, les réactions des appuis sont variables avec la posi-
tion des axes d’inertie; il en résulte des efforts tendant a arra-
cher les paliers. C’est la un grave inconvénient, qu’il faut
atiénuer le plus possible, mais dont il n’y a pas lieu de cal-
culer I'effet d’'une maniere précise.

3* Laroideurdes cordes doit aussi entrer en ligne de compte,
surtout lorsqu’il s’agit des cables goudronnés qui servent a
Iextraction des minerais. Il suffit pour cela d’ajouter au mo-
ment résistant T'R’ un terme de la forme (A + BT") R/,

4° Enfin le poids des cordes exerce dans cerlains cas une
influence trés-considérable, principalement dans Vextraction
du charbon.

Exemple.— A Rive-de-Gier, dans des puits de 300 & foo mé-
tres, on emploie des cibles ronds goudronnés qui ont 6o a
8o millimétres de diaméire, et pésent de 2%¢,50 a 3“'5,10 le
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métre courant. Les tonnes d’extraction contiennent 8oo kilo-
grammes de charbon et pésent vides 230 kilogrammes; de
sorte qu'au départ le poids du cédble, qui est de r200 kilo-
grammes, s’ajoute au poids de 1030 kilogrammes qu’on a a
soulever; il s’en retranche au contraire quand on arrive au
jour; de sorte que, sans des dispositions particuliéres, on serait
obligé d’employer la force de la machine a retarder le mouve-
ment des tonnes pleines, entrainées par les tonnes vides
jointes au cible déroulé.

A Anzin, les.cibles plats ont o™,115 de largeur sur o™,003
d’épaisseur; ils pésent 4%,19 par métre courant; les tonnes
contiennent 6oo & oo kilogrammes de charbon de houille et
pésent vides 130 kilogrammes. On voit donc que dans un puits
de 200 meétres le poids du cible dépasse celui du contenu de
la benne. Comme il n’est pas rare d’avoir des puits d’extraction
de 500 méires et au dela, on voit qu’il y a une grande impor-
tance & équilibrer le poids des cibles ou a le compenser au
moyen d’un artifice particulier. On yarrive en employant pour
les cibles ronds des tambours coniques au lieu de tambours
cylindrigues ( fig. 57). Il est difficile d’arriver ainsi 4 une com-

pensation suffisamment compléte; aussi s’est-on arrété géné-
ralement a 'emploi de cables plats, dont les spires successives
s’enroulent sur des bobines en se recouvrant mutuellement,
ce qui permet de faire varier ies bras de levier dans des limites
plus étendues. On voit que ces tambours coniques et ces bo-
bines augmentent le bras de levier de la résistance & mesure
que cette résistance diminue, et tendent d’'une maniére utile
a régulariser Peffort développé par la machine d’extraction
(voir t. L, fig. 223].
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CHAPITRE VI

DU MOUVEMENT VARIE DES MACHINES.

Nous avons d’abord étudié les machines au point de vue
géométrique, puis nous avons vu comment elles transmettent
le travail des forces dans leur mouvement uniforme, quand
on les considére pendant un temps suffisamment long. Il nous
reste a nous occuper de leur mouvement varié, c’est-a-dire
des perturbations de leur mouvement uniforme. 1l est d’ailleurs
entendu que nous nous occupons seulement ici des machines
dans lesquelles 'emploi de la force et son économie sont une
considération importante.

Equation du travail. — L’équation qui donne les circon-
stances du mouvement des machines est I’'équation du travail

Stmer—Zimel =T, —T.

Si 'on prend cette équation entre deux instants quelconques,
elle nous donnera toutes les circonstances du mouvement
varié de la machine.

Une machine se compose, nous Pavons déja dii, de 1trois
parties principales : 1° un récepteur; 2° un outil; 3° une
transmission de mouvements.

Du mouvement uniforme. — Nous avons vu quels sont les
avantages du mouvement uniforme au point de vue de 1'éco-
nomie de la force, de la conservation des mécanismes et de la
bonne exécution du travail; cherchons comment nous pour-
rons le réaliser avec la plus grande approximation possible.
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Il y a trois causes de mouvement varié dans une machine :

1° Irrégularité d’action du moteur;

2° Irrégularité de la résistance (¥);

3° Enfin distribution irréguliére des diverses masses en
mouvement qui font partie de la machine.

Nous allons nous occuper des moyens le plus en usage
pour se garanlir de ces trois causes d’irrégularité, ou du moins
pour les resserrerdans des limiles que la pratique adémontrées
étre sans inconvénients.

Récapitulons les notions déja acquises a ce sujet:

1° On doit, conformément & ce que nous avons vu dans la
partie consacrée a I'étude géoméirique des mécanismes, dé-
terminer le tracé des engrenages el autres organes a rotation
continue, de maniére 4 transmetire le mouvement d’un arbre
a un autre avec une uniformité parfaite, et non plus sealement
avec une régularité périodique, ce qui arriverait si lIes dents
avaient des formes quelconques, mais constantes.

2° Les roues doivent étre parfaitement centrées, sans quoi
la pesanteur produirait alternativement un travail positif et un
travail négatif, et, a moins que le moteur ne soit lui-méme
irrégulier dans un sens convenable pour compenser cet effet,
il y aurait une variation de vitesse.

3° Mais cela ne suffit pas: il faut encore équilibreravec soin
les forces d’inertie comme dans le cas des meules; nous avons
vu, en effet, que quand l'axe de rotation n’est pas un axe na-
turel, il tend a changer de position dans U'espace, et par con-
séquent a arracher les supports qui s'opposentd ce mouve-
ment, ce qui ne peut manquer de produire sur la machine
des effets désastreux.

4° La loi de P'uniformité du mouvement exclut tout a fait
les piéces a2 mouvement alternatif. Les efforts des bons con-
structeurs et des mécaniciens instruits doivent tendre autant
que possible a4 n’employer partout que des piéces a rotation
continue ¢t autant que possible uniforme, ainsi qu’a proscrire

(*) Ces deux causes d’irrégularité peuvent d’ailleurs se compenser, et dans
toutes les machines ot la résistance est irréguli¢re, le moteur doit toujours
étre pourva d’un organe spécial dit régulateur, dont Poffice est de proportion-
ner a chaque instant la puissance motrice 4 la somme des résistances a vainere.
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toule action intermitiente de la part du moteur et des résis-
tances: c’est ce qu'on n'a pas encore résolu d’une maniére
pratique relativement aux machines a vapeur. Il fant au moins,
comme nous l'avons dit en Cinémalique, que le tracé des di-
vers mécanismes a mouvement alternatif soit tel que toutes
les piecesde ce genre prennent et éteignent graduellement leur
vitesse au commencement et a la fin de chaque oscillation.
Enfin, quand on aura des piéces de poids considérable ani-
mées d’'un mouvement alternatif, il faudra autant que possible
leur ajouter des contre-poids convenables, comme nous le
verrons dans le cas des machines d’épuisement et des ma-
chines a vapeur.

Enfin, toutes ces conditions géométriques étant supposées
remplies, au moins pour les pieces principales de la machine,
Puniformité du mouvement est subordonnée a I'égalité qui
doit exister a tous les instants entre le travail moteur et le
travail résistant. Généralement cette égalilé n’a lieu que pé-
riodiquement, et le mouvement est périodiquement uniforme.
Ce quon appelle régulariser un pareil mouvement, c’est en
limiter les irrégularités.

Les principaux appareils qu'on emploic a cet effet sont les
volants, dont nous allons donner la théorie générale.

§ XXIH. — THEORIE DES VOLANTS.

Dans toute machine & mouvement périodiquement uni-
Jorme, quelle que soit ’irrégularité d’action des moteurs et
des résistances, on peut toujours, aw moyen d'un volant con-
venable, restreindre les variations de vitesse dans des limiies
inoffensives.

En général, quand un systéeme matériel dont les éléments
ont des vitesses qui croissent ou décroissent ensemble pos-
séde une grande force vive, il peut recevoir dans un temps
déterminé un travail moteur notablement ditiérent du travail
résistant, el ne subir qu'une variation peu sensible de vi-
lesse.

Considérons par exemple un excédant de travail moteur
égal & AT, développé pendant une certaine fraction de la pé-
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riode de la machine, ¢t soit a U'instant initial

K—1%Zme

la demi-force vive correspondant a la vitesse de régime. Im-
posons-nous la condition que les vitesses varient seulement

5 . . . 1
d’une fraction de leurs valeurs normales représentée par W

la demi-force vive deviendra dans cette hypothése

(i)

et I'accroissement

devra étre précisément égal a AT. Cette condition détermine
Ia demi-force vive normale K, et I'on voit que, la vitesse ¢
étant déterminée par d’autres considérations, c’est en choi-
sissant convenablement les facteurs m qu’on régularisera les
écarts de la vitesse.

On est ainsi conduit a introduire dans la machine des masses
d’autant plus considérables qu’on a besoin de plus de régula-
rité; et pour cela le mode le plus généralement employé dans
les machines de rotation consisie dans 'emploi d’un volant,
calé sur I'un des arbres de la machine. L’action régularisatrice
d’un volant est en raison de son moment d’inertie et du carré
de sa vitesse angulaire; il est donc avantageux, a ce point
de vue, d’augmenter son rayon pour diminuer son poids, et
de Tinstaller sur I'arbre qui tourne avec le plus de rapidité.

L’addition d’un volant convenablement calculé aura donc
pour effet d’empécher la machine de s’emporter sous lin-
fluence d’'un excés du travail moteur sur le travail résistant.
Semblablement, une prédominance des résistances pourra se
manifester sans ralentir par trop la machine; mais il ne faut
pas oublier que nous supposons expressément que ces deux
effets opposés se compensent au bout de chaque période, la
supériorité apparlenant alternativement a la puissance et a la
résistance, sans quoi la vitesse de régime serait altérée, et il
faudrait chercher un autre moyen que le volant pour ramener
les choses dans leur état normal.
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Nous considérerons donc uniquement, dans les caleuls qui
vont suivre, les variations réguliéres qui résultent du mode
d’action des forces mises en jeu, et nous calculerons, dans les
cas qui se rencontrent le plus fréquemment dans la pratique,
les proportions d'un volant capable d’atténuer les effets nui-
sibles de ces variations sur la bonne exécution du travail &
effectuer.

Considérons un arbre tournant O { fig. 58), que nous pren-
drons horizontal pour fixerles idées. Nous supposerons d’abord,

pour ne pas compliquer le probléme, que les diverses résis-
tances soient constantes, et qu’elles agissent d’'une maniére
continue, tant sur le treuil dont 'axe est O que sur les
autres treuils avec lesquels P'arbre O est en rapport constant
de vitesses. Par suite, nous pourrons remplacer toutes ces ré-
sistances par une force unique F, tangente a un cercle de rayon
A, pris a volonté, de maniére seulement que le produit 2 = aF
soit égal a la somme des travaux résistants développés pour
une révolution entiére de I’arbre O.

Quant alapuissance, nous la supposerons, comme dans toutes
les machines & vapeur, appliquée 4 un organe animé d’un mou-
vement alternatif, et transmetiant un mouvement de rotation
a Parbre O par I'intermédiaire d’une bielle et d’'une manivelle.
L’effort moteur Q étant constant, ie moment de cet effort varie
comme la distance du point O ala bielle BQ, ¢’est-a-dire comme
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le sinus de I'angle 6, compris entre la manivelle et la direc-
tion moyenne de la bielle, si nous négligeons les déviations
résultant pour la bielle du chemin que I'extrémité opposée au
bouton de la manivelle est assujettie a décrire.

Dans ces hypothéses, le moment de la résistance ¢étant con-
stant et égal a Fa, le moment de la puissance est représenté
par 5Qsin 6, b étant le rayon du cercle décrit par le bouton
de lIa manivelle. C’est de la variation de ce dernier moment
que résulte dans la vitesse angulaire lirrégularité dont il
s’agit de déterminer les lois et d’atténuer I'importance. Il y a
deux cas principaux a considérer, selon que la machine est a
simple ou a double effet.

Previgr css. — Calcul du volant d’une machine
a simple effet.

Une machine est dite a simple effet quand I'effort moteur
supposé vertical agit toujours dans le méme sens, par exem-
ple en descendant, de maniére que Vaction du moteur est né-
cessairement intermitiente, et s’exerce seulement pendant
une demi-révolution de la manivelle. Il développe pendant ce
temps un travail égal a 256Q, et, sil'on veut que le mouvement
soit périodiquement uniforme (), cette quantité doit étre
égale au travail de la résistance pour un tour entier, soit a
amaF. Cette condition détermine le rapport de la puissance a
1a résistance, et si nous désignons par T le travail dépensé et
recueilli pour chague tour de la manivelle, nous aurons une
premiére relation

(1) T=20Q=27aF.

Cette équation étant supposée satisfaite, étudions les lois
de la variation de la vitesse angulaire de I'arbre O pendant une

(*) 11 est bien entendu qu’an commencement du mouvement de la machine
la périodicité n’avait pas lieu, soit que la force Q fut plus grande, soit que les
résistances P fussent plus petiles que dans I'état supposé par I'énoncé; quol
qu’il en soit, nous admettons que le mécanicien, aprés avoir mis le moteur en
état de fournir le supplément de travail nécessaire pour la mise en train, a
réglé sa machine pour le travail normal, la force Q étant celle que fournit
Véquation précédente, et le mouvement périvdiquement uniforme étant établi.
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période, c’est-a-dire pendant une révolution compléte de cet
arbre.

1l est d’abord bien clair que, tandis que le bouton de la
manivelle remonte de B” en B/, le systéme étant uniquement
soumis a des forces résistantes, la force vive de ce systéme
diminue. Le ralentissement coniinue encore quelque temps
aprés que le point culminant B’ est dépassé, parce que le mo-
ment de la puissance est d’abord trés-faible et inférieur &
celui de la résistance. L’instant ou la vitesse cesse de dimi-
nuer et atteint, par conséquent, son minimum, correspond a
un angle B'OB, pour lequel les moments des deux efforts
contraires Q et F sont égaux. En désignant par § 'angle B’OB,
ona

(2) Fa-=050Qsing,

d’ou, en ayant égard a 'équation (1),

sinf —= —-

Cette valeur correspond a deux angles supplémentaires :

8, = 18°33"40”
6, =161°26"20";

quand T'angle de la manivelle avec OB’ est égal a 6., le mo-
ment de la force Q, aprés avoir surpassé le moment Fa pen-
dant assez de temps pour fournir I'excés de travail moteur
destiné a compenser la prédominance des résistances pen-
dant le reste de la période se retrouve égal a Fa; la vitesse
angulaire atieint son maximum, et diminue ensuite jusqu’a ce
que 6 repasse par la valeur 6.,

Soit o, la vitesse angulaire minima, o, la vilesse maxima;
appliquons I’équation du travail entre les deux instants cor-
respondants, il vient, H désignant le moment d’inertie du
treuil O,

1Hin! —ol)=260Qcosf — Fa(f, —6)
:::T(COS@I *~€ 6):::0 551 7T.

2T

Désignons par w la moyenne des vitesses extrémes, et im-
posons-nous la condition que la différence de ces mémes vi-
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. . .o )
tesses soit une fraciion donneée, w de la moyenne w; nous

aurons
' . oy —+ wy) = w,
R ]—a: )
d’ou
Hwt— o) ="
et ’
(3) HY = o557,

Cette équation détermine le moment d’inertie H; on la pré-
sente ordinairement, d’aprés le général Poncelet, sous la
forme suivante :

Soit N la force de la machine en chevaux, N’ le nombre de
révolutions par minute. Le travail, pour une révolution, étant
représenté par T, on aura par minute N'T, quantité qui devra
étre aussi égale, d’aprés la définition du cheval-vapeur, &
60 >< 75 >< N; donc X

7 1
T = 4500 N

Quant au moment d’inertie H, comprenant a la fois les
termes qui proviennent des pieces essentielles de la machine
et ceux qui correspondent au volant proprement dit, repré-
sentons-le par celui d’'un anneau de poids II et de rayon R;
enfin désignons par W (™) la vitesse moyenne wR d’un point

(*) Les valeurs des vitesses extrémes, en fonction de la vitesse moyenne et du
coefficient de régularisation, sont

1
oy=w | 1—— |,
21
, -
wy=w [ T4 — }s
: an

(**) 11 peuty avoir plusieurs volants sur les divers treuils en rapport constant
de vitesse avec I'arbre O de Ia manivelle; alors il faut concevoir que I W* re-
présentent la somme des poids des éléments de la machine, multipliés respec-
tivement par les carrés des vitesses moyennes de ces éléments. Nous voyons
d’ailleurs, en étudiant les transmissions, qu’en pratique le principal volant doit
presque toujours faire corps avec 'arbre de la manivelle ; sans quoi il arrive-
rait que tantot cet arbre ménerait le volant, et tantét serait conduit par Jui, ce
qui donnerait lieu & des chocs dans 1’engrenage de communication.
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de cet anneau, il vient en définitive

nN
N

(4) MW= 24324
‘

Pour calculer la loi de variation de la vitesse angulaire, il
faut appliquer I'équation des forces vives entre une position
fixe et une position variable quelconque; seulement on re-
marquera qu’il y a discontinuité dans I'expression de cette loi,
attendu que la force Q agit seulement pendant une demi-ré-
volution, et se trouve supprimée dans 'autre.

Du point B au point B” on a

\% (02— 02} = bQ(cosb, — cosb) — Fa(f — 6,)
~ ! .
) ' :]—<1,05—(’059— Q)
4 2

ks
N

En donnant a § les valeurs exirémes zéro et m, on a les vi-
tesses w’ et w”, qui répondent aux poinis B' et B” :
H(»? — »!)=—=0,05T,
H»n"™— o})=1,05T.
Du point B” au point B/, I'équation est
, T/6 \
(6) %_,H(a)s—m“):——(:—I).

2\ % /

La fig. 59 représente la loi de variation du carré de la vitesse
angulaire avec I'angle 6.

Fig. 3.

Quelque défavorables que soient les machines de ce genre,
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au point de vue du mode d’action de la puissance motrice, on
peut néanmoins, comme on le voit, arriver & régulariser le
mouvement tout autant qu’on le voudra; seulement il faudra
pour cela employer un volant trés-lourd, de sorte que les in-
convénients de ces sortes d’engins se trouveront exagérés
outre mesure. On diminue beaucoup le poids du volant en
répartissant également le travail moteur T dans la durée d'une
révolution, comme nous allons le montrer.

Decxaive cas. — Calceul du velant d’une machine

& double effet,

Pour transformer une machine & simple effet en une machine
a double effet, il faut s’arranger de maniere que la puissance Q,
dont 'intensité reste constante et la direction verticale, agisse
pendant toute la durée d’'une révolution de la manivelle. Le
sens de cette force doit évidemment changer quand le bouton
passe en chacun des points morts B’ et B”, si Von veut que le
moment soit toujours positif.

La force de la machine restant la méme, ainsi que la gran-
deur de la résistance F, la puissance QQ sera réduite 4 moitié,
et 'on aura, pour la périodicité, ’équation
{(7) T=4bQ =o%aF.

4

La période sera, sil’on veut, d’'un demi-tour, au point de vue
des variations de vitesse angulaire.

Cherchons, comme dans le cas précédent, les positions du
bouton pour lesquelles il y a égalité entre le moment de la
puissance et celui de la résistance, et par conséquent minimum
ou maximum pour la vitesse angulaire; nous avons toujours

Fa=>0Qsin6;
mais cetie équation, eu égard a la relation (7), donne

sinf— =,

2
™

6, == 39°32724",
6

: 14027 36",
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La premiére de ces deux valeurs correspond 4 un minimum,

la deuxiéme a un maximum. Les circonstances du mouvement
dans la demi-circonférence B”B’ sont d’ailleurs identiques a
celles de la premicre, comme le montre la courbe (fig. 57),

Fig. 57.

360°

et nous nous bornerons a étudier le mouvement pendant un

demi-tour.
Les équations qui servent a la détermination du volant sont

2hQcosh, — Fa(b,— b))
/ cOS p—h
T(CO b, o b

t PEE TP A
‘."H("'): W)

) 0 105T,

’

y —

ii 9— —=0,105T,
H
(8) W= 4645 —

enfin I'équation qui donne la valeur de » en un point quel-
conque est

(9) H(n*—nl)=T <o,605—

cosh 9)

2 T

N’oublions pas qu’il y a toujours discontinuité géométrique
dans la loi de variation de la vitesse angulaire, bien que cette
11I. 16
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discontinuité soit peu apparente sur la fig. 57, et que 1'équa-
tion (g) doive servir seulement pour les valeurs de § com-
prises entre zéro et 7.

La substitution du double effet au simple effet, par la distri-
bution plus uniforme du travail moteur, permet de diminuer
beaucoup le poids du volant qui répond a une valeur donnée
du coefficient de régularisation n. Seulement, les machines
de ce genre laissent subsister deux points morts, dans les en-
virons desquels le moment de la puissance est extrémement
faible. Comme le moment de la résistance est constant, le dé-
marrage serait impossible dans une portion plus ou moins con-
sidérabie de la course, sans 'intervention d’une action auxi-
liaire venant momentanément au secours de la puissance.

On évite cet inconvénient et ’on régularise en méme temps
le mouvement par 'emploi de deux machines couplées.

Troisieue css. — Deux machines & double effet accouplées
sur un méme arbre.

Deux puissances égales Q sont appliquées & deax mani-
velles égales, calées sur le méme arbre, dans des directions
rectangulaires {fig. 58). Chacune de ces forces (que nous sup-

Fig. 38,

posons toujours verticales et d’intensité constante) agit de
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haut en bas quand le bouton correspondant descend, de bas
en haut quand il remonte.

L’équation

{r0) T=8bQ =2xraF,

qui tient la place des équations (1) et (7), exprime que le
mouvenient est périodiquement uniforme, non-seulement
pour chaque tour, mais bien pour chaque quart de tour.

Désignons par § Vangle B’OB correspondant a celle des
deux manivelles qui se trouve en arriére de P'autre, dans le
sens du mouvement; on a, pour la condition de maximum ou
de minimum de la vitesse angulaire, I'équation

Fa=5Q(sinb + cos9),
de laquelle on tire, au moyen de la relation (10),

sinf + cosf = ;4?
de

sinf + cosf = y2 cos (45° — 6);
done

cos(45°— 0) = 22 — cosa5048,
T

50— 8§ = == 2548,

Ces relations montrent qu’il existe dansle premier quadrant
deux valeurs de I'angle 9, savoir :

9, — 19°22/,
6. = 7068,

et il n’y a pas lieu, en vertu de la périodicité, de s’occuper de
ce qui se passe dans les trois autres quarts du cercle.

Ici nous ne savons plus immédiatement si le minimum de
vitesse répond 4 6, ou a 0.; pour faire la distinction, nous re-
marquerons que la somme des moments des efforts moteurs
est proportionnelile au facteur cos(45° — §), lequel croit d’une
maniére constante depuis § — o jusqu’a § = 45° pour dimi-
nuer ensuile jusqu'a ce que § soit devenu égal a yo degrés.

16.
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Aux environs du point B’, el pour les petites valeurs de
"angle 6, le travail moteur est donc inférieur au travail résis-
1ant; la machine se ralentit, et la valeur 6, ne peut corres-
pondre qu’d un minimum. Ce point une fois dépassé, le mo-
ment des puissances surpasse a son tour celui des résistances,
le mouvement s’accélére, et 0. représente I'insiant ol cetle
accélération atteint son maximum.

Fig. 59.

L’équation des forces vives, entre les points (6,) et (B:),
donne

tH(w)—ol)
=bQ(cosd,— cosh.+sinh,—sin6,)—Fa(f,— 6,)=0,010567,
H w —o0,01056T,

n
’ /2 — /4 -.I_IE.
{11) W2 =467 N
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La méme équation, pour un angle G quelconque, est

(12) H(m:_w?):T<0’2605+57m92('059_g/;

is
elle fait connaitre la loi du mouvement pour les valeurs de 8
comprises entre zéro el go degrés, c’est-a-dire pour une pée-
riode complete.

Non-seulement I’emploi de la manivelle double supprime
les points morts, mais on voit, en comparant les équations (11)
et (8), que cet emploi permet de réduire a peu prés dans le
rapport de 1o a 1 (*) le moment d’inertie du volant, sans aug-
menter la différence des vitesses angulaires extrémes.

De Uaccélération angulaire.

Mais la grandeur de cette différence entre la plus grande et
la plus petite valeur de la vitesse angulaire n’est pas la seule
chose dont il y ait a se préoccuper, au point de vue d’une
marche satisfaisante pour la machine; il faut encore avoir
égard au temps qui s’écoule pendant que la vitesse passe
d’une limite a l'autre, ou bien a 'accélération angulaire de
I'arbre tournant.

En effet, cetie accélération angulaire entre comme facteur
dans des forces d’inertie qui représentent, soit la tension des
courroies de transmission, soit les actions mutuelles des dents
d’engrenage, soit enfin les efforts qui tendent a rompre les
bras des volants (™).

(*) Les coefficients numériques qui figurent dans le texte ont été calculés en
supposant que les bielles restaient constamment paralléles a elles-mémes : ces
coefficients se trouvent nécessairement modifiés, quand on tient compte de
Pobliquité variable de la torce motrice Q. Ce que nous avons dit suffit pour
quon puisse se rendre compte des lois du phénoméne que nous étudions.

(**) Lorsqu’un volant tourne uniformément, chacun des segments dont la
jante est composée exerce sur les bras et sur les autres segments auxquels il est
1ié des efforts dont la résultante est la force centrifuge due a2 la masse et au
mouvement circulaire de ce segment. Si l'on fait abstraction de Ia pesanteur,
les bras ne sont soumis, dans ce cas, qu’a des efforts longitudinaux.

Il n’en est plus ainsi quand le mouvement est varié : les forces d’inertie tan-
gentielles tendent a fléchir les bras alternativement, dans un sens et dans
Pautre, et 'importance de ces forces croit en raison directe de Paccélération
angulaire.
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Les fig. 56, 57 et 59 ont été construites en supposant que,
dans les trois cas que nous venons d'étudier, nous dispo-
sions du volant de maniére a conserver les mémes valeurs
aux vilesses angulaires maxima et minima.

Or les coefficients angulaires des tangentes a nos courbes
sont proportionnels aux accélérations angulaires. En effet,
on a
de
dt

divy=20do=2

o,

dn  1d{o)
dt — 2 df

On voit, a I'inspection des figures, que I'accélération prend
des valeurs de plus en plus considérables a mesure que nous
diminuons le volant. C’esl ce que montrent encore mieux les

‘s , . . . do
courbes spéciales dont I'ordonnée est proportionnelle & T
courbes dont les équations sont les suivantes :
1° Machine simple & simple effet.
dm 1 1Y w?
Deb—=o0°a80=180".. —+——=—p|singd—-)_—.
€ © de 0,551 S =) 2n
dw S
De 6 =180"a 6§ =360°. — = — —F— — —-
€ ¢ dt 0,561 7 2n
2° Machine simple & double effet.
. d 1 . 2\ w*
Def—o0d6=180.. 2—_1 [sing— 2.
dt 0,105 w/2n
3° Machine double & double effet.
. dw 1 ‘sinf-+cosd 2\ o2
—a® — o _— — . I IR
De 6= oa §=go®... dt 0,0105()( 2 =) 2n

Il faut done, eu égard a ce nouvel ordre de considérations,
se garder de diminuer le volant dans le rapport des nombres
fournis dans nos formules, quand on substitue un systéme de
machines & un autre, ou, ce qui revient au méme, prendre un
coefticient de régularisation, selon le cas.
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Du coefficient de régularisation. — Nous avons trouvé,
pour la vitesse angulaire minima, I'expression

1
Wy =T —— -
y 271

Il suit de la que la valeur de —~ est nécessairement inférieure
1
a 2, nombre qui correspondrait a
w, = 0.

Il va sans dire qu’on se tient largement au-dessous de cetle
limite extréme. Ainsi, dans les machines qui, comme celles
des filatures de coton, ont besoin d’une grande régularité, on
prendra r compris entre 35 et 4o pour les numéros ordinaires,
on ira a 50 et méme & 6o pour les numéros trés-fins. Quant
aux moteurs des moulins, des pompes, elc., il suffira de faire
n =20 a 25.

§ XXIV. — INFLUENCE DES MASSES EXCENTRIQUES.

En supposant Ie mode d’action de la puissance et celui de
la résistance parfaitement réglés, le mouvement uniforme
pourra encore étre impossible, par suite du mode de distri-
bution des diverses masses en mouvement.

Par contre, on peut s’arranger de maniére que cetie cause
d’irrégularité agisse en sens inverse de celle du moteur ou de
la résistance, de maniére qu’elles se corrigent I'une par 'autre.
Tel est le principe des contre-poids, de ceux, par exemple,
qui sont appliqués sur le volant des tours mus par le pied.

Ces contre-poids agissent de deux maniéres :

1° Comme poids, ils s’ajoutent alternativement a la force
molrice ou a la résistance;

20 Comme masses, ils sont animés d’une certaine force vive
qui figure dans la force vive totale de la machine, et cela de
deux maniéres, selon que ces masses excentriques sont ani-
mées d’'un mouvement circulaire continu, ou d’un mouvement
rectiligne progressif ou alternatif.

Conire-poids d’une machine & simple effet. — Les tours
ordinaires a pédale nous offrent un exemple d’une machine
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dans laquelle la puissance agit a simple effet. Pourtant dans
ces appareils, dont 'usage est si répandu ( fig. 60), on obtient

Fig. 6o.

X7

.,
.

!

i

i

i

!
v

Ia méme loi de mouvement que pour la manivelie & double
effet, au moyen d’un contre-poids K, dont le centre de gravité
est hors de T'axe O, a une distance r, et dont le poids Q’
satisfait a la relation Q' r—=1%5Qb.

Si la force Q est verticale, le rayon r est dans le prolonge-
ment de 6. Il en résulte que, pendant la descente du bouton,
la moitié du travail de Q est neatralisée par celui de C; mais,
dans la demi-révolution suivante, la force ) n’agissant plus
et le corps K descendant, son poids Q' restitue la moitié du
travail de Q. 8i la force Q n’est pas verticale, on dispose tou-
jours le rayon OK de maniére qu’il soit vertical et qu’il com-
mence a monter a 'instant ou le bouton B commence a subir
I'action de la force Q.

O’ p2

~

Dans tous les cas, le moment d’inertie du contre-poids

o

S
est une partie intégrante du moment d’inertie total MR2, de
sorte que le corps excentrique K joue un double réle: comme
poids donnant alternativement lieu & un travail résistant et 4 un
travail moteur, et comme masse diminuant les variations de
vitesses.

Contre-poids d’une machine & double effer. — L’utilité du
contre-poids pour la manivelle a simple effet fait naitre Ia
question de savoir si une disposition analogue ne serait pas
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avantageusement appliquée a4 une manivelle a double effet.
Evidemment, dans ce dernier cas, le contre-poids ne pourrait
étre fixé a l'arbre de la manivelle; car s’il venait en aide a la
force mouvante lorsque le bouton de la manivelle serait a
P'un des points morts, il deviendrait résistant quand le bou-
ton serait a l'autre de ces points; mais la question recoit
une solution affirmative si 'on place le contre-poids sur un
arbre horizontal lié a celui de la manivelle par un engrenage
qui 'oblige a faire deux tours pendant que la manivelle en fait
un, en fixant le contre-poids de maniére que son rayon soit ho-
rizontal et en train de descendre, aux instants ou le bouton
de la manivelle passe aux points morts.

L’étude de cette disposition, qu’on se borne a indiquer ici,
montre : 1° que, pendant un tour du contre-poids ou un demi-
tour de la manivelle, il y a pour la vitesse angulaire deux
maxima et deux minima; 2° que les deux maxima deviennent
égaux, ainsi que les deux minima, quand on faitle moment Q'»
du contre-poids égal 2 0,219Q0b; 3° et que, dans ce cas, le
plus avantageux pour satisfaire a la condition de régularisa-
tion, @, — o, = =~ _’: 2, la formule donnée pour le cas de la
manivelle 4 double effet sans contre-poids est rempiacée par

celle-ci :
B nN
SOW2=512 N

le coefficient numérique est donc environ neuf fois plus petit.

Des masses animées dun mouvement rectiligne progressif
ou alternatif. — Pour donner un exemple de la maniére dont
ces masses s’introduisent dans les calculs, considérons d’a-
bord le cas d’une machine horizontale a double effet servant
a Pextraction du charbon ( fig. 61).

La résistance sera alors représentée par le poids P, dont le
bras de levier sera supposé égal a r, et la puissance Q, sup-
posée constante, sera la résultante des efforts horizontaux qui
s’exercent sur les deux faces du piston. Nous négligeons le

poids de la corde et celui de la bielle BC, mais nous tiendrons
!

p .
compte de la masse — du piston. Enfin nous supposons la
=]
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bielle assez grande relativement au rayon OB de la manivelle
pour qu’on puisse la considérer sans erreur notable comme
paralléle a OC.

Fig. 61.

La condition du mouvement périodiquement uniforme
donne T=2mrP =40Q.

La force vive du sysiéme n’est plus ici proportionnelle au
carré de la vitesse angulaire. Le maximum et le minimum
de I'une ne répondent plus & ceux de P'autre. Soient P'angle

df . .
BOB=20, et o= 77 la vitesse angulaire correspondante.
En appelant K la demi-force vive a I'instant ou § —o, on a
pour I'équation du travail
P N
‘ 3O RIM - foir?— Lobsin’f — — K
o
8 8

(1)

-

i

? =Qb{t —cosf)—Prb :0'—2— <sin“-;0 — 3) ’
d’ou, en différentiant,

@ ® <R’M -+ r2 ? -~ b*sin?f E)
dt g g

. P’ . 2
+ o*b*sinb cosf— = Qb |{sinhd — =) .
. g T
Le maximum et le minimum de o exigent donc la relation

o !
(2) Qb(sine—i)——%—oﬁbzsinecosezo.

i 5
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s —+ W,

Si 'on se donne la vitesse angulaire moyenne w —
2

.. & 1
et la condition o, — @, = = on en conclut o, = w<r~ 5—>
1 n

1 i . .
et o, — w<1 -i Eﬁ) En substituant successivement ces va-

leurs de w dans I'équation (2}, on obtiendra les valeurs cor-

respondantes de 6, et §;, l'une plus petite, 'autre plus grande
2 . . [

que —- En substituant alors o, et 6,, puis w, et 6, dans I'équa-
e

tion (1), el en retranchant I'une de I'autre les deux équations

obtenues, on éliminera K, et I'on aura, pour déterminer R*M,

I'équation

n

w? P v b P’ . .
~(R2M -+ r’;) -+ 5 (w?sin’f, — w? sin*6,)

5 8
2( G, — 0,
:Qb[cos@I — €055, — »—2__—)]
Remarque 1. — Si le piston se mouvait verticalement, il

conviendrait que son poids fit contre-balancé par celai d'un
corps fixé a la manivelle sur le prolongement de BO.

Remarque 11, — La tension de la corde n’est égale a P que
lorsque la vitesse angulaire est 4 son maximum ou a son mi-
nimum. ' ‘

Remarque III. — L’action de la bielle sur la tige du piston
au point C est beaucoup plus variable; Ja vitesse angulaire w
pouvant éire considérée comme a peu prés constante quand
le nombre n, et par conséquent le moment d'inertie, sont
assez grands, le maximum de l'accélération du point C a lieu
a I'instant du passage aux points morts, et sa valeur est bw?;
b P

Z .
Considérons en particulier le passage du bouton au point B';

la force totale agissant alors sur le piston est donc

N . bw? P
'accélération du point C et la force .
5
Immédiatement avant le passage au point mort, la force Q
agit dans le sens contraire. La force F avec laquelle la bielle

presse le piston esl donc dans le sens B’C et satisfait a

sont dans le sensB’C.
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I’équation
b P'

8

F-Q=

ou
b w2 P’

s

F= +Q.
Immédiatement apréé le point mort, la force Q change brus-

. b P’
quement de direction, et la force F, devenant F —= LI Q,

peut étre changée de sens.

Contre-poids des locomotives. — Les masses en mouvement
alternatif ont un effet trés-ficheux a cause des forces d’inertie
variables qu'elles développent, forces qui troublent périodi-
quement I’équilibre de la machine et les réactions des appuis,
en produisant sur les liaisons des diverses parties de la ma-
chine un effet désastreux, surtout lorsqu’il s’agit de machines
mobiles comme les locomotives.

Supposons qu’une locomotive soit attelée a un train, et
qu’on s'arrange de telle sorte que la puissance soit égale a la
résistance, de telle sorte que le mouvement du centre de gra-
vité total soit uniforme. On sait que ce point se meut comme
si toutes les forces lui étaient immédiatement appliquées; les
forces intérieures se détruisent dans cette translation et
n’ont aucune influence sur la position du centre de gravité.
Cette position est également indépendante de la situation du
point d’application des diverses forces extérieures. Dans le cas
ol nous sommes placés, le mouvement du centre de gravité
est uniforme, et les forces transportées a ce point se font
équilibre.

Mais une locomotive se campose de deux parties bien dis-
linctes : P'une, relativement fixe, est la réunion du chassis,
de la chaudiére, ete.; autre, mobile par rapport a la premiére,
est formée de I'ensemble des essieux, roues, bielles, mani-
velles et pistons.

Lorsque le centre de gravité de la partie mobile marche re-
lativement en avant ou en arriére, pour que le centre de gra-
vité général conserve son mouvement uniforme obligé, il
faut que la partie fixe prenne en sens inverse un mouvement
de tangage ou de recul.
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Soient ( fig. 62)

OB la manivelle;

G son centre de gravité;
AB ia bielle;

G, son centre de gravité;

OB—=r, OG=d, AB=05, AG, = 3b;

5
M la masse de la machine entiére;

u celle de la manivelle ;

B celle de la bielle;

P celle du piston avec sa tige, le plongeur, etc.;

M’ celle de la partie fixe; soit M =M — 2. — 2B — 2P,

A partir du point mort B’, le centre de gravité de Ja mani-

velle a marché de
d(1—cosf);

celui de la bielle, de
r(t—cosB)—+4b(1—cosax);
enfin le piston et son attirail, de
r{t—cosf)— b{1— cosa).

L’angle « éiant assez petit, d’aprés I'équation

ona
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Les quantités qui précédent deviennent ainsi

d(1—cosfB),

2

r(t—cosp) — % sin®3,

o~

’.2

r(r—cosﬁ)—é 5 sin?g.

Les piéces analogues répondant a la manivelle qui est i
angle droit sur la premiére donnent

dsinp,

I3

. I,
rsinp -+ 57 sin?3,
in% _ T r’ M 23
lSlﬂr)—i—;—b‘Sln 2
En désignant par x le déplacement du centre de gravité
total, on aura

Mx={(ud-+Br-+Pr)(1t—cosp +sinB),

ou, en désignant par m la masse de la manivelle reportée 2
son extrémité, c¢’est-a-dire faisant

mr—=pd,

X =

Cest la loi du mouvement de la projection sur un dia-
métre d'un point M qui se mouvrait uniformément sur un
cercle de rayon g (fig. 63). De plus, par suite de la position
rectangulaire des manivelles, les mouvements relatifs s’opérent
des deux cdiés dans des sens alternativement concordants el
opposés; la somme des moments, relativement au centre de
gravité général, des forces de recul provenant des deux mani-
velles, change périodiquement de signe et tend & imprimer 4
fa chaudiere un mouvement de lacet sur les rails. Des pertur-
bations analogues se manifestent dans le sens vertical. En
effet, Jorsque les piéces mobiles s’élévent ou s’abaissent, la
machine tend inversement a s’abaisser ou a se relever, et par
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suite, dans le premier cas, a écraser les rails, a laminer inéga-
lement les bandages, et, dans le second, a sortir de la voie.

On a cherché a supprimer en tout ou en partie ces effets
trés-nuisibles, en introduisant de nouvelles masses chargées
de compenser & peu prés les irrégularités dont nous avons
parlé, c’est-a-dire en placant convenablement des contre-poids
dans les roues de la machine, mais on ne peut pas y réussir
complétement; bien plus, dans le principe, on s’était occupé
surtout d’annihiler les perturbations dans le sens horizontal :
il s’est trouvé qu’on augmentait de cette facon les perturba-
tions dans le sens vertical, qui sont encore plus nuisibles.
(’est aux actions de ce genre que sont dus, d’une part,
l'usure locale des bandages observée sur les roues munies de
trop forts contre-poids; d’autre part, plusieurs déraillements
arrivés quand une cause accidentelle quelconque venait a
coincider avec I'instant ot la roue se trouvait presque déta-
chée des rails sous I'influence des forces d’inertie verticales.

Des efforts du méme genre se développent dans les ma-
chines fixes a grandes vitesses; ils ont été moins remarqués
parce que, ne pouvant se traduire par un déplacement obser-
vable, ils se confondent avec toutes les autres causes de vi-
brations etd’ébranlement des supports, qui affectent les piéces
de la machine.
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§ XXV. — Dgs FREINS ET REGULATEURS.

Il résulte du paragraphe précédent que,.tant que le travail
moteur fourni a2 une machine se trouve périodiquement égal
au travail résistant dépensé, on peut toujours, au moyen d’un
volant convenablement calculé, atténuer autant qu’on le
voudra les irrégularités dont les causes sont pour ainsi dire
réguliéres et se reproduisent & chaque tour en vertu de la
constitution géométrique de la machine.

Comme, d’ailleurs, les volants présentent le double incon-
vénient d’augmenter les résistances passives et, en raison de
la force vive qui y est emmagasinée, de géner beaucoup le
mécanicien dans les circonstances ou il devient nécessaire
d’arréter la machine le plus promptement possible, il con-
viendra de n’avoir recours a cet organe qu’aprés avoir épuisé
tous les moyens de régulariser directement action de la
puissance d’une part, celle de la résistance de Tautre. Quoi
qu’il en soit, on trouve dans ce qui précéde des ressources
suffisantes pour se garantir de tous les effets nuisibles qui
résulteraient des variations normales du mouvement d’une
machine donnée.

Variations accidentelles. — Mais, indépendamment des va-
riations normales que nous venons d’éiudier, il faut encore
se tenir en garde contre les variations accidentelles qui peuvent
se produire brusquement et 8 chaque instant, dans un sens ou
dans l'autre, sans qu’il soit possible de les prévoir individuel-
lement lors de la construction de la machine.

Ces sortes d’accidents se présentent d’ailleurs, a titre de
conditions tout a fait normales, dans les ateliers ou une ma-
chine motrice unique met en mouvement un nombre variable
de machines-outils, chacune de celles-ci étant, & la volonté
de son cond.ucteur, embrayée ou débrayée de la transmission
générale, selon les besoins des divers services.

Considérons la machine a P'instant ot elle est parfaitement
réglée pour le mouvement périodiquement uniforme, et sup-
posons pendant un certain temps une augmentation acciden-
telle du travail des résistances, aprés quoi celles-ci se replacent
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dans leurs conditions normales. Si le travail supplémentairé
exigé de la machine n’est pastrop considérable, cette dépense
pourra étre couverte par la diminution dans la force vive de
la machine; celle-ci ne s’arrétera pas, mais elle marchera a
une vitesse plus faible que sa vitesse de régime, et cela jus-
qu'a ce qu’il se produise une nouavelle variation accidentelle,
agissant en sens inverse de la premiére.

Or nous avons vu combien il était important qu'une machine
ne s'écartat pas trop de la vitesse pour laquelle les propor-
tions de tous ses éléments ont été calculées. On obtient ce
résultat en se ménageant, quand on fait le projet de la ma-
chine, des moyens d’action particuliers sur le moteur, de
maniere a pouvoir lui faire développer dans I'unité de temps
une quantité de travail plus grande ou plus faible que la quan-
tité normale, selon les cas. Les appareils destinés & cette
fonction imporiante sont assez souvent automatiques, d’autres
fois ils sont mis en action par le mécanicien chargé de la con-
duite de la machine : on peut les distinguer en deux classes
principales, que nous étudierons successivement sous les
noms de modérateurs el de régulateurs.

Des modérateurs.

Quelque graves que soient les inconvénients résultant pour
une machine d’une subite augmentation de la résistance a
vaincre, les effets d’'une diminution totale de cette méme ré-
sistance peuvent, dans certains cas, devenir beaucoup plus
désastreux et compromettre la vie des personnes qui se
trouvent dans le voisinage de la machine. Quand les effets
d’'une pareille accélération d’une machine tendent ainsi a
prendre les proportions d'un accident, il faut se hater de
pourvoir a la sécurité en dépensant le plus vite possible une
quantité de travail moteur suffisante pour rétablir I'équilibre
détruit.

Les appareils connus sous le nom de freins et de modéra-
teurs permettent de mettre subitement en jeu une résistance
passive étrangére qui absorbe sans profit aucun le travail mo-
teur en excés. Les modérateurs ne doivent donc pas figurer
dans une machine au méme titre que les organes chargés

Iil. 17
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d’une fonction réguliére : ce sont essentiellement des appa-
reils de streté.

On peut ranger dans la méme catégorie les soupapes dites
de sdreté, qui laissent perdre de la vapeur quand la production
est trop active, les déversoirs qui laissent écouler en pure
perte T'eau qui dépasse la quantité dont on a besoin pour
vainere les résistances actuelles. Il est clair qu’un habile mé-
canicien pourra remplacer les dispositions précédentes par
d’autres, qu’il diminuera, par exemple, I'activité du feu, et par
conséquent la dépense de combustible, quand la chaudiére
produit trop de vapeur, qu’il emmagasinera dans un réservoir
I'eau qui se trouve pour le moment en excés. Tels sont les
principes sur lesquels sont fondés les régulateurs, auxquels
nous arriverons dans un instant.

Nous avons déja parlé des freins; parmi les organes spécia-
lement connus sous le nom de modérateurs, nous décrirons
senlement le volant a ailettes des horlogers.

Folants & ailettes. — On emploie ce petil appareil dans les
machines ou la question de I’économie du travail moteur est
tout a fait secondaire, ct peut sans scrupule étre sacrifiée a la
simplicité et a la commodité de la disposition employée pour
régler le mouvement. En voici un exemple :

La sonnerie d’'une horloge recoitson mouvement d’un poids
distinct de celui qui produit le mouvement du mécanisme
principal; mais, si on laissait tomber le poids librement, son
mouvement serait uniformément accéléré, par suite aussi
celui du marteau sur le timbre, de sorte que quand ’horloge
doit sonner midi, par exemple, les derniers coups du marteau
seraient tellement rapprochés qu’ils se confondraient. On
évite cet inconvénient en placant sur un arbre solidaire de
celui qui recoit directement I'action du poids un volant & ai-
lettes, ¢’est-a-dire un certain nombre de bras terminés par des
ailettes disposées de maniere a frapper I'aira peu prés norma-
tement a leur surface. Ces ailettes recoivent de la part de l'air
une résistance qui croit a peu prés comme le carré de la vi-
tesse. Il suit de 1a que plus la vitesse augmente sous l'in-
fluence de la force motrice constante, plus et plus rapidement
encore s’accroitla résistance, de sorte qu’il arrive un moment,
théoriquement au bout d’un temps infini, pratiquement aprés
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un lemps assez court, ot le mouvement est devenu sensible-
ment uniforme. C'est alors que la sonnerie commence.

11 est facile d’approprier a tous les cas ce petit appareil au
moyen de quelques modifications trés-simples. Si la résis-
tance qu’il éprouve est trop grande, on incline plus ou moins
les ailettes; on peut méme, si 'on veut, les placer normale-
ment & 'axe, de maniére a les présenter a I'air par leur tranche,
et alors la résistance de 'air devient trés-faible. Aussi sont-ils
employés dans un trés-grand nombre de machines olu 'on a
besoin d’'un mouvement uniforme, telles que I'appareil Pon-
celet pour étudier la chute des graves, le tourne-broche, ete.

L’intervention accidentelle d’une résistance trop considé-
rable peut aussi amener des accidents, tels que des ruptures
d’organes, etc. On a recours, dans ce cas, soit a un systéme de
débravage automatique, soit a I'interposition d’une piéce peu
colteuse et facile a remplacer, calculée de maniére a casser
avant les organes plus importants.

Des régulateurs proprement dits.

Les régulateurs différent des modérateurs en ce qu’ils n’a-
gissent pas toujours dans le méme sens; de plus, au lieu d’in-
troduire des résistances inutiles chargées de dépenser un
exces de travail moteur, ils réglent la dépense sur les besoins,
la diminuant quand I'accélération de la machine les avertit de
la diminution des résistances, 'augmentant en cas de ralen-
tissement, mais toujours de maniére que le travail moteur
consommé soit précisément égal a celui qui est strictement
nécessaire pour vaincre toutes les résistances inhérentes au
mouvement de la machine.

On peut ranger dans la classe des régulateurs les réservoirs
des pompes et des machines soufflantes, les chateaux d’eau
Q’une distribution urbaine, les gazométres d’une usine a gaz,
le vide qui est au-dessus des chaudiéres des machines 3 va-
peur. Les fusées des montres, les cdbles plats des mines sont
encore des régulateurs 2 un certain point de vue, puisqu’ils
régularisent ie mode d’action, soit de la puissance, soit de la
résistance; mais nous ne leur donnerons pas ici ce nom.

Les régulateurs sont de deux espéces (nous verrons plus

7.
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tard leur application aux divers genres de machines). Dans les
uns, ¢’est la main d’un mécanicien quisurveille le mouvement
et fait marcher le régulateur au moment convenable (locomo-
tives); dans les autres, la machine se régle d’elle-méme.

Ces deux espéces de régulateurs ne sauraient se suppléer.
En effet, pour une locomotive, par exemple, il faut nécessai-
rement que le régulateur soit sous la main du mécanicien
pour que celui-ci puisse donner toute la vapeur au moment
ol le train va avoir a gravir une rampe, la réduire au contraire
quand on approche d’une station. Dans cet exemple, il faut
en outre un modérateur ou frein pour faciliter I'arrét a un
point fixe dans une gare ou dans tout auire endroit quand la
sécurité 'exige. Dans les laminoirs, pendant qu’on chauffe les
barres de fer a laminer, il est compléiement inutile de donner
une grande force a la machine, car les cylindres éiireurs
tournent sans résistance a vaincre auire que les frotiements.
Il faut, au contraire, lancer la machine et lui donner toute sa
vitesse au moment ol I'on va commencer a faire passer le
métal entre les cylindres, parce que, au commencement, il ¥
aura une résistance énorme a vaincre et presque toujours un
choc violent; puis vient la phase du travail normal.

Les machines que 'on régle ainsi a la main sont celles pour
lesquelies e mouvement rigoureusement uniforme n’est pas
une nécessité absolue.

Dans le cas contraire, il est indispensabie que, dés quela vi-
1esse vient a s'écarter de la vitesse normale, dans un sens ou
dans I'autre, la machine se regle automatiquement, de maniere
a ramener la vitesse a sa premiere valeur, et cela avant que
Uéeart ait atteint des limites nuisibles a la marche de Vopéra-
tion.

On emploie pour cela, depuis assez longtemps, un petit
appareil que Watt appelait gouverneur, et qui est générale-
ment connu sous le nom de régulateur & force centrifuge.

Régulateur & force centrifuge. — Quatre verges rigides
ézales deux & deux sont disposées dans un plan et articuléesa
charniéres, savoir : en A sur un arbre tournant vertical Al,
cen B et en D ol elles forment un angle variable, en € surun
manchon gui entoure l'arbre Al le long duquel il peut glisser
en faisant varier la figure du quadrilatére symétrique ABCB.
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Les points PP sont les centres de deux boules métalliques.
Tout le systéme a, & chaque instant, une-méme vitesse angu-

Fig. 64.

laire autour de 'axe de I’arbre OD. La position du manchon C
variant avec celle viiesse, on se sert de cet appareil, soit pour
indiquer, au moyen d’une aiguille, la vitesse angulaire ac-
tuelle, soit pour faire mouvoir un levier de manceuvre qui
ouvre plus ou moins une soupape d’ou dépend le mouvement
de la machine principale, soit pour faire fonctionner un man-
chon d’embrayage alternatif qui fait que le moteur modifie
son action pour rétablir la vitesse normale.

La théorie approximative de cet appareil est bien simple.
En effet, supposons I'axe et la tige réduits a de simples lignes
rigides dépourvues de masse, et la boule réduite de méme &
un point matériel. Chacune des boules constitue alors un pen-
dule simple qu'on appelle pendule conique, pour le distinguer
du pendule ordinaire dont les oscillations sont contenues
dans un plan unique.

Cherchons la condition pour que la figure soit invariable de
forme.

Soit o) la vitesse angulaire du systéme ( fig.65). Le point B est
en équilibre relatif sous 'action de trois forces, son poids mg,
la force centrifuge mw?r, et la tension du fil; chacune de ces
forces est égale et directement opposée a la résultante des
deux autres. Si donc on compose mg et mmtrpar la régle du
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parallélogramme, on devra avoir une force BR égale et direc-
tement opposée a la tension de OB, située par suite dans le

Fig. 65.
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prolongement de OB. Or les triangles OEB, BPR sont sem-
blables, et 'on a
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Cette condition étant satisfaite, le pendule avec tout son atti-
rail articulé tournera autour de I'axe comme un corps solide,
Ja tige OB décrivant un cdne droit dontle demi-angle au som-
met est déterminé par I"équation

/l o

]
COS o= — ——= S-—
{ {0?

Ces formules sont indépendantes de Ia masse des boules.
Elles montrent gqu’a chaque vitesse angulaire o répond un écart
normal des boules. Si la vitesse angulaire augmente ou di-
minue, les boules tendront & s’écarter ou a se rapprocher de
I'axe, et dés lors, quand méme on négligerait les poids et les
forces centrifuges des diverses tiges, il est évident que Ia
masse des boules, comparée a celle des piéces qu’elle entraine
dans son mouvement, doit avoir une grande influence sur le
mouvement que prendra le manchon, mouvement dont dépend
la régularisation cherchée.
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De plus, lorsque l'appareil sera en équilibre avec une cer-
taine vitesse angulaire , il ne changera pas de position pour
une faible variation de vilesse angulaire, parce que cetie varia-
tion fait naitre une force insuffisante pour vaincre les résis-
tances passives de I'appareil, telles que le frottement du man-
chon surl’arbre et celui des articulations.

Pour étudier la question complétement, voici ce qu'il fau-
drait chercher:

1° o étant la vitesse normale de I'appareil, quelles seront
les vilesses angulaires o’ et ”,

o <o <o,

pour lesquelles le manchon commencera & se mettre en mou-
vement, soit en montant, soit en descendant?

2° On devra aussi évaluer & un autre point de vue le degré
de sensihilité de l'appareil. Les vitesses angulaires o' et o”
ayant été dépassées, a quelle hauteur s’élévera le manchon
pour une variation de vitesse angulaire donnée. Pour que l'ap-
pareil soit sensible, il faut que pour de faibles variations de
vitesse angulaire il se metlte en mouvement, et que, pour une
variation donnée, le mouvement d’écart soit assez grand pour
que Vaction sur le moteur suffise & ramener la vitesse a sa va-
leur normale.

Je renverrai au Cours professé a I'école de Metz par le gé-
néral Poncelet (1836, Section II, p. 13 et 14), pour les déve-
loppements de celte question. Je ferai seulement remarquer
que la tendance actuelle des praticiens est d’employer des
boules trés-petites et de donner au manchon un poids tres-
considérable.

Dans le régulateur Porter, de New-York, la surcharge du
manchon est de 85 kilogrammes, sous forme d’une urne mon-
tant et descendant le long de I'axe. La vitesse des boules est
trés-grande, environ 3oo tours par minute.

Dans cet ordre d’idées, il n’y a pas d’ mconvements a faire
tourner le régulateur autour d’un axe horizontal. La surcharge
est alors produite par un ressort qui remplace le poids dont
nous venons de parler.

Inconvénients du régulateur ordinaire. — Le probléme que
le régulateur d’'une machine est appelé a résoudre est le sui-
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vant: maintenir la vitesse d’une machine rigoureusement égale
a sa vitesse de régime, quelles que soient les variations du tra-
vail moteur dépensé.

Or il est facile de voir que, méme en mettant & part les ques-
tions de sensibilité, le principe du régulateur que nous ve-
nons de décrire est directement opposé a laréalisation de cette
condition. En effet, supposons que cette vitesse de régime
soit de 3o tours : si le travail résistant vient a diminuer, la
machine s’accélérera et le régulateur viendra fermer plus ou
moins 'orifice d’admission de I’eau ou de la vapeur, par cela
seul que les boules se seront écartées au premier accroisse-
ment de vitesse. Le moteur produira alors moins de travail
dans P'unité de temps en vertu de cetie fermeture partielle de
Padmission; mais si cette fermeture de V'orifice est celle qui
convient au nouveau régime de travail de la machine, il ne
sera pas possible de maintenir a la fois I'ancienne vitesse et
le nouveau travail, puisque ces deux éléments sont absolu-
ment liés entre eux, I'ouverture convenable de l'orifice ne
convenant qu’a la position des boules qui correspond a une
vitesse différente. Pour que le nouveau régime de travail
put s'établir avec Vancien régime de vitesse, il faudrait que
les boules pussent indifféremment se maintenir a tous les
degrés d’écartement possibles, du moment que la vitesse de
la machine est celle pour laquelle 'appareil a été réglé, les
boules conservant d’ailleurs leurs propriétés ordinaires au point
de vue de 'ouverture et de la fermeture de Vorifice.

Si un tel régulateur pouvait éire construit, chaque augmen-
tation de vitesse ameénerait une fermeture de Vorifice, mais la
vitesse convenable pourrait encore étre maintenue avec cette
fermeture.

Régulateurs paraboliques, — Or, sil'onse rapporte a la for-

o
mule 2 — £, on voit que, la vitesse o étant donnée, appareil
w7

sera en équilibre, quelle que soit la position des boules,
pourvu que la hauteur / reste constante. Or £ est la sous-nor-
male de la courbe décrite par les boules; done il faut que
celte courbe soit une parabole, qui est d’ailleurs facile a con-
struire. C’est sur cette propriété qu’on a basé la construction
des régulateurs paraboliques dans lesquels les boules, au
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moyen de galets convenablement placés, ne pouvaient jamais
quitter la parabole déterminée précédemment; les galets dé-
veloppaient des frottements inutiles qui ont fait abandonner
ce systéme. D’ailleurs MM. Farcot réalisent aujourd’hui le
méme principe d’'une maniére suffisamment approximative, en
remplacant la parabole par un arc de cercle qui s’en rapproche
auatant que possible dans les limites des déplacements que les
boules peuvent effectuer.

Régulateur & bras croisés, — Construisons la parabole théo-
rique, et menons un certain nombre de normales. Ces droites

Fig. 66.

sont tangentes a la développée de la parabole sur laquelle Ia
tige, si elle était flexible, devrait s’enrouler pour que les boules
décrivissent la parabole. Cela posé, pour avoir un cercle con-
venable, il suffit de déterminer la portion utile AB de la dé-
veloppée et de remplacer I'arc de parabole par un arc de cercle
ayant son centre en un point X intermédiaire entre les points
A et B. Ce cenire X étant situé de 'autre coté de I'axe par rap-
port aux boules, les bras qui supportent celles-ci se trouvent
croisés,
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D’aprés la disposition géoméirique des lignes de la figure,
le cercle fait saillie hors de la parabole vers le milieu de l'arc,

Fig. 67. -

~.Qrp e /Lu
Sre | _oew

et pénétre au contraire dans la courbe vers ses extrémités. Il
résulte de ces circonstances que, pour les positions extrémes,
la hauteur A est trop petite, et, par conséquent, le mouvement
de rotation normal du pendule tendraita s’accélérer; mais une
disposition particuliére est prise pour parer a cette légére
cause de perturbation.

Les deux bielles qui sont articulées sur les boules et trans-
mettent le mouvement au manchon sont aussi croisées.

MM. Farcot ont adopté le principe de la surcharge. Ils em-
ploient d’'une part un ressort, dont la tension croit 4 mesure
que les boules s’élévent, et d’autre part un contre-poids a bras
de levier variable, calculé de maniére a faire compenser les
diverses causes d’irrégularité.

Sans insister sur tous ces détails, nous dirons seulement que,
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ce régulateur ayant été expérimenté dans une scierie dans la-
guelle la puissance de la machine a varié brusquement de 3 a
20 chevaux, on n’a trouvé aucune variation de viltesse, méme
momentanée.

Application du pendule conique aux horloges. — Le régula-
teur des horloges est le pendule ordinaire. On emploie peu le
pendule conique, qui serait avantageux a certains points de
vue, parce qu’il est difficile d’avoir une suspension conve-
nable, les articulations a genou produisant des frottements
considérables, et les couteaux ayant, pour une marche un peu
prolongée, d’autres inconvénients qui ont été signalés.

M. Redieraeul'idée d’appliquer au pendule conique la sus-
pension par lames élastiques, qui est la meilleure pour les pen-
dules ordinaires; dans le cas du pendule conique, cette sus-
pension a lieu dans deux plans perpendiculaires, comme dans

Fig. 69.

la double suspension & la Cardan; I'appareil fonctionne alors
parfaitement bien, & la condition que les centres de gravité
des quatre lames soient dans un méme plan horizonial. Ce ré-
gulateur jouit d’une propriété curieuse qui peut étre tres-utile
dans certains cas, c’est qu’il permet de metire une horloge a
'heure 4 une fraction de seconde prés.

En effet, le pendule, par son systeme de suspension, est
isolé complélement de ses supports, et ses révolutions s’effec-
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tuent uniformément dans 1'espace absolu indépendamment de
Porientation des diverses piéces du mécanisme.

Si donc on tourne le support d’un angle de r degré, par
exemple, en sens contraire de la rotation du pendule, la roue
qui tourne comme celui-ci aura fait un tour entier par rapport
atoutes celles gqu’elle conduit pendant que le pendule aura seu-
lement parcouru 359 degrés ; et si 'on suppose que le pendule
fasse un tour par seconde, ’horloge aura avancé de -5 de se-
conde, ou d’une fraction quelconque, en tournant convenable-
ment le cabinet. Le mouvement inverse produirait le retard.

J’ai cru qu’il ne serait pas inutile d’insister un peu sur cette
question, qui présente une nouvelle application bien simple
de la théorie de la rotation des corps et de celle des mouve-
ments relatifs. v

Utilité du volant au point de vue des variations acciden-
telles. — 1l résulte de ce qui précede que, si le volant joue
un grand réle dans I'atténuation des variations périodiques du
travail moteur et du travail résistant, cet engin ne peut en
rien compenser les variations accidentelles. A toute augmen-
tation de travail résistant doit cerrespondre un ralentissement
de la machine, jusqu’a ce que le régulateur ait rétabli I'état
normal.

Cependant, comme l'action du régulateur ne peut pas étie
instantanée, il importe que, en attendant, le ralentissement ne
soit pas assez considérable pour compromettre le bon fonc-
tionnenent des outils. Ceci rentre dans la spécialité du vo-
lant; et, a ce point de vue, tout ce qu'on peut dire, c’est qu'il
v aura lieu d’avoir un volant d’autant plus lourd que la ma-
chine sera exposée a subir des variations accidentelles plus
considérables.

§ XXVI. — D L'0UTIL ET DE LA TRANSMISSION.

Nous avons peu de choses a dire, au point de vue de la Mé-
canique générale, de la piece spéciale connue sous le nom
d’outil, qui recoit son mouvement du reste de la machine et
se trouve directement en relation avec la matiére a élahorer.
C’est aux praticiens qu’il appartient de déterminer la forme a
donner a Poutil, la nature du mouvement dont il doit étre
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animé, enfin la vitesse la plus convenable pour la bonne exé-
cution de I'ouvrage a faire. Ces conditions étant une fois bien
arrétées, les mécaniciens devront chercher a les remplir le
plus exactement possible en faisant intervenir la considération
de I'économie du travail; mais il ne faut pas oublier que cette
considération est en définitive secondaire, et doit étre subor-
donnée au degré de perfection qu'on désire atteindre dans
P'opération.

Par exemple, nous avons condamné en thése générale tous
les engins dans lesquels I'effet utile est obienu au moyen
d’'un choc. Cela veut dire que, toutes les fois qu’on pourra
substituer au choc une pression continue, sans nuire a la
honne exécution du travail, on devra le faire. Ainsi, pour
I'opération du broyage des minerais métalliques, et pour
la fabrication de la poudre, on a substitué en grande par-
tie les meules et les cylindres broyeurs aux pilons. Cepen-
dant ces derniers n’ont pas complétement disparu et sont en-
core préférés dans certains cas spéciaux. De méme, pour le
cinglage des loupes sortant des fours & puddler, les essais de
presses ont entiérement échioué, et 'ona été obligé d’en reve-
niraux marteaux. Enfin, si nous considérons le battage des pi-
lotis, le forage des trous de sonde dans le rocher, eic., il ne
semble guére possible de procéder autrement que par des
choes convenablement gradués.

Movens d’assurer Uuniformité du mouvement de l'outil. —
Nous avons indiqué combien il était généralement important
que 'outil s’écartat le moins possible de la vitesse reconnue
comme la plus convenable (™). Une fois qu'on a calculé la

(*) 1 ne faudrait pourtant pas prendre ce principe d’une maniére trop ab-
solue. Il est trés-important, d'un autre coté, que la résistance opposée au mou-
vement de I’outil n’éprouve pas de variations trop brusques, ce qui arriverait
certainement dans un grand nombre d’opérations, si 'outil était contraint par
une force aveugle a marcher avec une vitesse constante. Dans des cas de ce
aenre, on emploie souvent un ressort qui céde plus ou moins selon Ia grandeur
de Teflort résistant, et qui peut meéme, si cet effort devient trop grand, mettre
en mouvement un débrayage qui arréte la marche de la machine et prévienne
Ie surveillant. Quand la transmission du moteur a Poutil se fait par le moyen
d’une courroie, on voit, dans le méme cas d’une résistance insurmontable, la
courroie glisser et méme tomber de dessus la poulic. Dans un cas analogue, un
engrenage se briserait.
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transmission et déterminé la vitesse de régime de la machine
de maniére a donner a Voutil sa vitesse normale, on calcule
les dimensions du volant afin de régler les écarts inévitables
de part et d’autre de cette vitesse normale. Comme les vitesses
de toutes les parties de la machine sont liées par des lois géo-
métriques indépendantes du travail des forces et du mode de
répartition des masses en mouvement, il suffit de régler la
vitesse d’'un seul arbre pour assurer la quasi-uniformité du
mouvement de tous les arbres qui sont en relation avec lui.

La théorie de la régularisalion détermine seulement une
somme de la forme

ZIWe,

relative aux volants ou aux masses fonctionnant d’'une ma-
niére analogue. Quant a la répartition de ces masses sur les
divers arbres, a la place que doit occuper le volant principal,
toutes ces questions se présentent comme absolument indiffé-
rentes, si I’on regarde les liaisons comme douées d’une rigi-
dité absolue et les vitesses comme rigoureusement soumises
aux rapporls géométriques déterminés par les régles de la
Cinématique.

Les choses changent complétement de face quand on cherche
a se rendre compte de la grandeur des forces intérieures, des
tensions des liens et organes de transmission. Quand la résis-
tance varie d’'une maniére notable, et en méme temps que le
volant absorbe ou restitue du travail pour accomplir son réle
de pondérateur, les actions mutuelles des piéces en rapport
subissent des variations qu’il importe également de resserrer
dans des limites bien déterminées. Nous allons montrer que
ces variations dépendent essentiellement du rapport des
masses des deux piéces.

Actions mutuelles de deux corps tournants dans le mouve-
ment varié. — Considérons deux solides tournant autour d’un
axe O et O’ (fig. 70) et reliés, soit par un engrenage, soit par
une courroie, comme nous l'avons supposé dans la figure pour
fixerles idées. Indiquons le sens des rotations par des fléches;
soient P la puissance, P’ la résistance, p et p’ les bras des le-
viers respectifs de ces forces, R et R, I et I’ les rayons et les
moments d'inertie des deux corps; enfin désignons par T
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I'intensité de la pression mutuelle des dents de 'engrenage,
abstraction faite de leur frottement, ou la différence des ten-
sions des deux brins de la courroie, abstraction faite de leur
roideur.

l
4

\\ OO )
\\ /

Les inconnues sont au nombre de trois, & savoir : Yactlion
T . do do
mutuelle T et les accélérations angulaires VT des deux
corps tournants. Nous avons, pour déterminer ces inconnues,
les trois équations

do Pp—TR

de' TR —P'p/ dw do’
dt 1 -

ar 7 Rp=R-g

»

Ces équations se simplifient en posant I —=MR?, I’== M'R’?,
Pp=FR, et Pp'=F R'. On voit que M et M'sont les masses
qui, distribuées sur les circonférences des rayons R et R’, au-
raient les moments d’inertie I et I’, ce que nous avons appelé
les masses réduites, et F et F' sont les forces tangentes a ces
circonférences qui auraient les mémes moments et feraient
les mémes travaux que P et P’. On a, d’aprés cela,

Rdm_F—T*_R,dm'_T——F’_‘F—«F’
di- M T di T M M+w’
dou
T:MF+MF

M w
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formule facile 4 exprimer en langage ordinaire. Ces équations
sont les mémes que s’il s’agissait de deux corps de masses
M et M, en mouvement rectiligne, soumis aux forces F, F’,
et se pressant mutuellement.

Dans le cas particulier ou F =F’, Paction mutuelle T est
égale & chacune de ces forces. Le mouvement est uniforme.

Si T'une des forces F et F., supposées d’abord égales,
comme elles doivent I'’étre pour 'uniformité, vient a prendre
un accroissement plus ou moins considérable AF’, il en
résulte

. , 1
AT = AF "
1+ 31

On en conclut cette régle pratique importante que, lorsque
I'un desdeux corps est exposé a subir des efforts qui prennent
momentanément des accroissements considérables, on doit
faire en sorte que la masse réduite M de ce corps soit aussi
grande qu'il est possible par rapport a celle de I'autre corps,
afin que l'action mutuelle T recoive peu de variation.

Cette considération détermine la place du volant qui doit,
dans le cas que nous venons d’étudier,’ étre monté sur 'ar-
bre O/, c’est-a-dire sur I'outil.

On pourra ainsi diminuer I’épaisseur qu’il est indispensable
de donner aux dents de I’engrenage pour leur permetire de
résister aux variations de pression et réduire le travail nui-
sible du frottement. Si la communication du mouvement a
lieu par courroie, le maximum T de la différence de tension
des deux brins étant aussi petit que possible, on évite, soit
la ruplure, soit le glissement de la courroie, et 'on réduit
I'effet nuisible du frottement des tourillons et de la roideur
de la courroie.

Quand on a deux outils, ou un plus grand nombre, com-
mandés par un méme arbre moteur, et que chacun de ces ou-
tils est soumis a une résistance variable, la question de la
répartition des masses devient beaucoup plus délicate ; car il
est  craindre que le volant d’un des arbres ne nuise a l'autre,
chose qu'il ne serait pas possible d’éviter si les phénomeénes
élaient seulement soumis aux lois géométriques dont nous
venons d’indiquer quelques conséquences.
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L’usage est de placer un volant sur chaque outil exposé a
rencontrer une résistance variable, mais il y a lieu de croire
que l'utilité de cette addition réside principalement dans 1’6 -
lasticité des courroies ou des arbres de transmission. Il résulte
en effet de cette élasticité que le ralentissement du treuil qui
subit un accroissement brusque de résistance met un certain
temps a se transmeltre aux autres treuils en relation avec lui,
et réciproquement. Il est donc convenable de suppléer en
partie & P'action d’un volant principal trop éloigné par celle
d’un volant spécial qui restitue immédiatement une portion
du travail moteur qui manque, en atiendant que les autres
masses de la machine, ou le régulateur, s'il y a lieu, soient
" en mesure de fonctionner a leur tour et de rétablir complé-
tement I'équilibre.

111. 18






SECONDE SECTION.

HYDRAULIQUE.

L’objet de V'Hydraulique est 'étude théorique et expéri-
mentale des divers phénomeénes que les fluides nous présen-
tent, eu égard a leur équilibre, a leur mouvement et a leurs
relations avec les corps solides, fixes ou mobiles.

Au point de vue de I'utilité générale, cette étude est peut-
étre celle qui présente au plus haut degré le caractére de la
plus impérieuse nécessité, et les questions qui sont du do-
maine de I'Hydraulique sont du nombre de celles pour les-
quelles le luxe, la commodité, la sécurité réclament une solu-
tion immédiate.

En particulier, on ne saurait absolument se passer du secours
de I'eau : il faut la conduire au centre de nos habitations, nous
garantir de ses ravages, lui faire mouvoir des machines qui
suppléent a notre faiblesse, la faire jaillir au sein de nos villes
pour Yagrément et la salubrité, lui confier, pour les transporter
d’un bout du monde a V'autre, les denrées les plus indispen-
sables a la vie; il faut contenir de grands fleuves, changer le
lit des rivieres, creuser des canaux, batir des aqueducs, ériger
des fontaines, lancer des bateaux sur nos riviéres ou de puis-
sants navires sur I’Océan.

L’Hydraulique a fait de grands progrés depuis le milieu du
siécle dernier, surtoul en ¢e qui concerne lutilisation de
I'eau et des fluides élastiques comme forces motrices; il lui
en reste encore heaucoup a faire dans cette voie et de bien
plus importants encore relativement a la découverte des lois
qui-régissent le cours des eaux a la surface de Ia terre. Avons-
nous bien les données nécessaires pour apprécier la vitesse
d'un fleuve dont nous connaissons la largeur, la profondeur et

18.
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la pente; déterminer & quelle hauteur il élévera ses eaux s'il
vient a recevoir un autre {leuve dans son lit; prévoir de com-
bien il baissera si on lui fait une saignée; tracer les contours
«’une riviere de telle sorte qu’elle ne travaille point & changer
le lit dans lequel on 'a renfermée; prévoir I'effet d'un redres-
sement, d’'une coupure, d’un réservoir destiné 4 emmagasiner
e produit d’'une crue subite; calculer de combien un pont,
une retenue, une vanne feront hausser les eaux d’une riviére;
marquer jusqu’a quelle distance ce remous sera sensible, et
s’assurer que les propriétés riveraines n'en deviendront pas
plus exposées a des inondations?

Ces questions, si éminemment intéressantes pour la prospé-
rité publique, n’entrent point dans notre programme; je ne
les ai posées qu’afin de nous empécher d’éprouver un injuste
dédain pour les problémes que nous allons traiter et pour
I'inélégance et incertitude de nos méthodes plus empiriques
que rationnelles. On fait ce que U'on peut; certes, nous serons
bien loin de la rigueur, de la précision et de la magnifique
géncéralité des théories exposées dansles Chapitres précédents;
mais nous verrons que ’on peut, au moins pour les questions
les plus élémentaires, pour celles dont nous avons & nous
occuper, arriver, en subordonnant toujours le calcul a 'expé-
rience, a des solutions sinon rigoureuses, du moins satisfai-
santes pour les besoins de la pratique.

Le Cours va donc changer complétement de face. Jusqu'ici
le calcul jouait le principal role; il ne figurera désormais que
comme auxiliaire, mais auxiliaire indispensable de V'expé-
rience.

L’Hydraulique, de méme que la Mécanique générale, se
divise en deux Parties, relatives respectivement a 'équilibre
et au mouvement des fluides. Ces deux Parties sont I’Hydro-
statique ct V' Hydrodynamique.
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CHAPITRE PREMIER.
HYDROSTATIQUE.

§ I. — PROPRIETES CARACTERISTIQUES DES FLUIDES.

Quoique nous ignorions la constitution intérieure des
fluides, il est évident que les lois générales de U'équilibre
leur conviennent comme aux corps solides. L’Hydrostatique
n’est donc quun cas partigulier de la Statique générale.

Cependant les premiéres théories relatives a I'équilibre et a
la pression des fluides, depuis Archiméde jusqu’a Galilée, et
méme au dela, ont été établies d’'une maniére absolument
indépendante des principes généraux de laStalique, et n’ont
€16 fondées que sur des principes d’expérience particuliers
aux fluides; cetle maniére de démontrer leslois de 'Hydrosta-
tique, en déduisant de la connaissance expérimentale de
quelques-unes de ces lois celle de toutes les autres, a été
adoptée par un grand nombre d’auteurs, et a fait de I'Hydro-
statique une science tout a fait différente el indépendante de
la Statique, une science qu'on est habitué a regarder plutdt
comme une branche de la Physique.

Caractéres généraux des fluides. — des fluides (liquides
ou gaz) sont des corps dont les molécules sont exirémement
mobiles les unes par rapport aux autres. Lorsqu’on cherche &
faire glisser les différentes parties d’'une masse fluide les unes
sur les autres, on n’éprouve pas de résistance analogue au
frottement qui se développe dans le glissement des corps
solides. L’absence absolue du frottement entre les diverses
parties d'un fluide qui se déplacent les unes par rapport aux
autres définit pour nous la fluidité parfuite. Les liquides et
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les gaz, tels qu’ils existent dans la nature, sont en général ex~
trémement prés de présenter cette fluidité parfaite, surtout
lorsqu’ils sont en équilibre absolu ou relatif. Nous suppose-
rons dans ce Chapitre qu’ils jouissent complétement de celte
propriété. La vérification expérimentale des résultats auxquels
nous parviendrons ainsi montre que, en faisant cette hypo-
thése, nous ne nous écartons pas sensiblement de Ia réaliié.

Lorsqu’un liquide est contenu dans un vase, et qu’on
cherche a diminuer le volume qu’il occupe en le comprimant
dans ce vase, on trouve que le liquide conserve le volume
qu’il avait d’abord, ou du moins la diminution de volume qu’il
éprouve est si faible qu’on a beaucoup de peine a s’en aperce-
voir; c’est ce qui fait qu'on donne aux liquides le nom de
Sluides incompressibles. Dans ce qui suit, nous traiterons les
liquides comme jouissant d’une incompressibilité absolue;
nous nous écarterons ainsi tellement peu de la réalité que
cela n'occasionnera aucune erreur appréciable dans les résul-
tats auxquels nous parviendrons.

Un gaz se comporte tout autrement qu’un liquide quand on
cherche a le comprimer; on peut, sans grande difficulté, ré-
duire son volume a n’étre plus que la moitié, le tiers, le quart
de ce qu’il était d’abord. Si ensuite on cesse d’exercer Peffort
qui a déterminé cetle diminution de volume, le gaz revient
de lui-méme et exactement & son volume primitif. C’est pour
cela qu'on donne aux gaz le nom de fuides élastiques,
comme nous offrant le seul type de U'élasticité parfaite.

La propriété qui définit la fluidité parfaite, c’est-a-dire
I'absence de tout frottement, peut étre facilement traduite
analytiquement; et rien n’est plus facile, ce point une fois
¢tabli, que d’appliquer & I'équilibre des fluides notre principe
général des vilesseswvirtuelles. Aussi Galilée, auteur de ce
principe, s’en est-il servi pour démontrer les principaux théo-
réemes de 'Hydrostatique (*), aussi bien que ceux de la Sta-
tique proprement dite. Descartes et Pascal ont également em-
ployé le principe des vitesses virtuelies dans I'Hydrostatique,

(*} Discorso intorno alle cose che stanno sull’ acqua, o che in quella si muo-

yono,
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et nous allons, A ’exemple de ce dernier (Traité de Uéquilibre
des liqgueurs), montrer trés-simplement, en partant de ce prin-
cipe, comment une pression quelconque, appliquée a un
point de la surface d’un fluide en équilibre, se transmet éga-
lement en tous les autres points.

De la pression dans un fluide en équilibre. — Considérons
une masse fluide en équilibre dans un vase de forme quel-
conque (fig. 71), et supposons que ses molécules ne soient

Fig. 71.

soumises a aucune force autre que les actions que chacune
d’elles éprouve de la part des molécules voisines. Ce fluide
exercera généralement des pressions sur les diverses parties
de I'enveloppe qui le renferme. Si 'on vient a enlever une
petite poriion plane de cette enveloppe, et si on la remplace
par un piston B de méme forme, mobile dans un bout de
tuyau adapté au contour de 'ouverture ainsi produite, on con-
coit que le fluide pourra se trouver exactement dans les
mémes conditions que précédemment, pourvu qu’on applique
au piston B une force convenable F dirigée parallélement aux
parois du tuyau dans lequel il peut se mouvoir. Cette force I’
est égale et directement opposée a la pression du liquide sur
la portion B de paroi que nous considérons.

Pour parler plus exactement, la force F est égale et opposée
a la résultante des pressions élémentaires qui s’exercent sur
chaque portion infiniment petite de la paroi B, pressions qui
sont toutes normales 4 cette paroi supposée plane, et qui ad-
metlent par conséquent une résultante unique égale a leur
somme.

Cette résultante constitue la pression totale supportée par
I'aire B; sa direction normale est une conséquence de I'hypo-
thése fondamentale de I'absence du frottement des liquides,



280 HYDRAULIQUE.
soit sur eux-mémes, soit sur les corps solides avec lesquels ils
se trouvent en contact.

Si, en subdivisant la surface pressée en parties de plus en
plus petites, on trouve que la pression totale sur chaque partie
décroii dans le méme rapport, la premiére est dite uniforme
ou uniformément répartie; et, si I'on divise une pression totale
uniforme rapportée a l'unité de force (le kilogramme) par
I'aire de la paroi qui la supporte, exprimée par son rapport
a Vunité de surface (le métre carré), on a, pour la surface
dont il s’agit, ce qui s'appelle la pression par unité de surfuce
{ pression en kilogrammes par métre carré).

Si les pressions sur les subdivisions de la surface pressée
ne sont pas proportionnelles aux aires, le quotient de la pres-
sion totale par l'aire totale donne la pression moyenne par
unité de surface, et la limite dont on approche en appliquant
ce calcul a une aire de plus en plus petite, dans laquelle se
trouve toujours un point délerminé, est en ce point la pres-
sion par unité de surface.

Théoreme de la transmission des pressions. — Considérons
toujours notre piston A, qui tient lieu d’ane portion de 'en-
veloppe { fig. 71), et placons dans une autre région quelconque
de cette enveloppe un piston semblable B, également mobile
dans un bout de tuyau; représentons par F' la force qui fait
équilibre a la pression totale du liquide sur la paroi B; nous
allons faire voir que, si les hases des deux pistons A et B
sont égales, les deux forces F, I’ doivent aussi étre égales.

Pour démontrer cette proposition, imaginons que nous réu-
nissions les deux bouts du tuyau dans lesquels peuvent se
mouvoir les deux pistons A, B, par un canal courbe contenu
tout entier a 'intérieur de 'espace occupé par le {luide, ct se
raccordant a sés deux extrémités avec ces bouts de tuvau;
nous pourrons méme supposer que la section transversale de
ce canal AB soit partout égale a la base de 'un des pistons A, B.
Le fluide dont il s’agit étant en équilibre, nous pouvons lui
appliquer le théoréme du travail virtuel. Pour cela, concevons
que le piston A marche d’'une quantité infiniment petite ¢ vers
Iintérieur de I'enveloppe; que la portion du fluide qui est
située en dedans du canal AB glisse le long de ce canal sans
en sorlir, et suive ainsi le mouvement du piston A, tout en
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conservant le méme volume; qu’en conséquence le piston B
marche vers I'extérieur, d'une quantité égale a ¢; enfin que
toute la portion du fluide qui se trouve en dehors du canal AB
ne se déplace pas. Pour ce déplacement virtuel du systéme
matériel que nous considérons, la somme des travaux virtuels
des forces qui sont appliquées a ses diverses parties doit étre
nulle. Or la portion AB du fluide qui se déplace seule ne
change pas de volume; les diverses parties qui la composent
se meuvent séparément en glissant simplement les unes sur
les autres, ou bien sur la partie du fluide qui est en dehors
du canal AB et qui reste immobile; mais ce glissement s’ef-
fectue sans qu’il y ait de frottement, en raison de la fluidité
parfaite du systéme : il résulte de 13, et de ce que nous avons
dit a occasion des systémes matériels dans lesquels on ima-
gine des liaisons, que la somme des travaux virtuels dus aux
actions que les molécules du fluide tout entier exercent les
unes sur les autres est égale a zéro. D’aprés cela, on voit que
la soumme des travaux virtuels des forces appliquées a notre
systeme matériel se réduil a

Fe—F'eg;
et comme cette somme doit étre nulle, il s’ensuit qu'on a
F=F.

On conclut de la proposition qui vient d’étre établie que la
force F, appliquée au piston A, donne lieu a une pression
égale & F sur toute portion de I'enveloppe ayant une étendue
égale & la base de ce piston, et, par suite, a une pression égale
@ nF sur toute surface égale & n fois cetie méme base (*).
Cest ce qui constitue le théoréme de la transmission des
pressions dans un fluide dont les molécules ne sont soumises
& aucune force autre que les aclions que chacune d’elles
éprouve de la part des molécules voisines. 11 est bon d’obser-
ver que la force F, appliquée au piston A, peut recevoir une
grandeur quelconque si le fluide que I'on considére est incom-

(*) Tel est le principe de la presse hydraulique, inventée par Pascal, appa-
Yeil qui rend a Vindustrie des services considérables.
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pressible, mais qu’elle doit au contraire avoir une valeur dé-
terminée s’il s’agit d’un fluide élastique, sans quoi le gaz se
comprimerait ou se dilaterait. On sait que, pour une masse
gazeuse en équilibre de température, la pression esi une
fonction déterminée du volume.

Pression en un point intérieur de la masse fluide. — Prin-
cipe de I'égalité de pression en tous sens. — Les définitions
et les propositions précédentes s’appliquent aux actions inté-
rieures des molécules liquides les unes sur les autres, aussi
bien qwa celles qui s’exercent sur les parois.

Soit M un point quelconque pris a Pintérieur d’'une masse
fluide ( fig. 72). Concevons par ce point une surface EE’ qui

Fig. 7.

s'étende de tous cOtés jusqu'a 'enveloppe, et qui soit plane
dans un certain rayon, tout autour du point M. Nous aurons
ainsi divisé la masse fluide en deux portions L, A, et le pointM
se trouvera actuellement sur la paroi aruﬁmel]e que nous
venons d’imaginer.

Cela posé, rien n’empéche de supposer que la partie A soit
solidifiée sans changer de forme; nous ne détruirons certai-
nement pas ainsi I'équilibre, et le point M sera maintenant
situé sur une paroi réelle a laquelle on peut appliquer le théo-
réme précédent. Le fluide L exerce donc une pression égale
a Fsur une portion plane de la surface EE’ dont I'étendue serait
égale a A.

Ce résultat est indépendant de la direction que nous avons
donnée a cette partie plane; la pression par unité de surflace
qui s’exerce entre les diverses molécules liquides dans le voi-
sinage du point M est donc la méme dans toutes les directions
autour de ce point M.

Tel est le principe ou théoréme de Pascal, relatif i I'égalité
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de pression dans tous les sens autour d’'un point quelconque M
d’un fluide en équilibre. Ce théoréme, que nous venons d’é-
1ablir dans le cas d’un fluide dont les diverses molécules ne
sont soumises qu’a leurs actions mutuelles, s’étend sans diffi-
culté au cas ou chaque molécule du fluide en équilibre serait
soumise a une force extérieure, variable d’'une molécule i
l'autre, suivant une loi quelconque, mais continue.

Pour le démontrer, faisons passer par le point M deux plans
quelconques MM'N, MM L (fig. 73), et menons dans ces

Fig. 73.

plans, perpendiculairement a leur intersection, les quatre
droites MN, M'N’, ML, M'L’, égales entre elles et a Ia lon-
gueur MM’ prise sur l'intersection. Le fluide contenu dans le
prisme droit triangulaire ainsi déterminé est en équilibre
sous les forees extérieures qui sont : 1° les pressions totales
normales exercées sur les cing faces; 2° les forces, analogues
a celles de la pesanteur, qui sollicitent toutes les molécules
de la portion du fluide considérée. Mais, a mesure qu’on di-
minue dans un méme rapport les dimensions MN, MM, ces
derniéres forces deviennent aussi petites qu’on veut relative-
ment aux pressions sur les faces, parce que les unes finissent
par étre proportionnelles au volume du prisme ou au cube
de MM, tandis que les autres deviennent proportionnelles au
carré de celte longueur. Done, a fa limite, les premiéres doi-
vent étre négligées relativement aux autres, et 'équilibre finit
par exister entre les seules pressions. Or, si 'on projette ces
forces sur un axe paralléle a NL, il ne reste que les pressions
sur les faces MN', ML/, qui, faisant des angles égaux avec NL,
doivent étre égales pour que leurs projections le soient; et, ces
forces étant égales, il en résulte que les pressions rapportées
aune méme unité de surface, suivant les deux directions per-
pendiculaires aux plans quelconques MN, ML, sont égales.
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Lorsqu'il s’agit d’un {luide aériforme, la pression est sou-
vent appelée force élastique ; on lui donne aussi le nom de
tension.

Les unités dont nous nous servirons seront constamment le
meétre et le kilogramme, de sorte que les pressions s’expri-
meront toujours numériquement en kilogrammes par metre
carré, ou, si I'on veut, en millimétres d’une colonne d’eau;
car il est facile de voir que 1 millimétre d’eau sur une surface
de 1 métre carré correspond précisément au poids de 1 kilo-
gramme. Il arrive souvent que, pour éviter de grands nom-
bres, on emploie pour unité la pression de I'atmosphére. Une
atmosphére représentant, suivant les conventions adoptées,
le poids d’une colonne de mercure de 1 métre de section et
de 760 millimétres de hauteur, ce mot équivaudra pour nous
a 10333 kilogrammes par métre carré.

Densité d’un fluide en un point. — 8i un fluide est homo-
géne, c’est-3-dire que sous deux volumes égaux quelconques
il ait partout des masses égales, sa densité, suivant I'acception
de ce mot en Mécanique, est sa masse sous 'unité de volume.
Si le fluide n’est pas homogéne, la densité moyenne d’une
porlion définie de ce corps est le quotient obtenu en divisant
la masse de cette portion par son volume. Sa densité en un
point est la limite dont on approche indéfiniment en prenant
la densité moyenne d'une portion du fluide sans cesse dé-
croissante, et comprenant le point dont il s’agit. Si le fluide
est rapporté & trois axes coordonnés, sa densité en un point
est en général une fonction des coordonnées «, ) et z de ce
point : on la représenie par p. §'il s'agit d’'un fluide pesant,
I'accélération due a la pesanteur étant g, le produit g estle
poids, rapporté a Punité de volume du fluide au méme point
{2, ¥, z): nous le désignons par II, Punité de volume étant le

. - Il :
métre cube. Ainsi p = —; et II est, comme p, une fonction de
g
z, ¥, 2.

Equilibre d’un fluide pesant. — Le théoréme de 1'égalité
des pressions en tous sens autour d'un point s’applique aux
fluides pesants comme aux fluides soumis a des forces quel-
conques; seulement il n’est plus exact de dire que la pres-
sion est la méme, a égalité de surface, sur des parois diverse-
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ment situées. En effet, dans notre équation

Fe—Fe=o,

fournie par le principe des vitesses virtuelles, il faut ajouter
un terme qui représente le travail virtuel de la pesanteur, cor-
respondant au déplacement virtuel que nous avons imaginé.
Ce travail serait nul si les deux parois A et B sont situées
dans un méme plan horizontal: donc I'équation précédente ne
serait pas altérée, ce qui démontre que la pression est uni-
forme dans toute I'étendue d’un méme plan horizontal. Ce
résultat s’applique aussi bien a 'intérieur de la masse liquide
qu’aux points de contact du fluide avec 'enveloppe solide.
Considérons, au contraire, deux points m et m’ situés dans
deux plans horizontaux infiniment voisins, et que rien n’em-
péche de supposer placés sur une méme verticale. Soient p

et p’ = p + dp les pressions aux points m et m/, w la base
d’un prisme vertical dont l'aréte soitm, m’, dz la distance des
deux plans horizontaux, on a, pour I'équilibre du prisme man,

pow=po-+lnds.

La différence p’— p devant étre constante en quelque point
des plans horizontaux N, N’ qu’on se place, on voit que la
densité II est constante, ainsi que la pression p, dans toute
I'étendue d'un méme plan horizontal.

Surfaces de niveaw dans les fluides pesants. — Ces divers
plans horizontaux s’appellent surfaces de niveau. L'intégra-
tion de I’équation précédente, qui peut s’écrire

dp =1ldz,

donnera la loi de variation des pressions dans les différentes
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couches de niveau, quand on connaitra la loi de variation des
densités. Soit p, la pression en un point déterminé, par
exemple a la surface libre du liquide, s’il y en a une, on a

p:pu—i—f Mdz.

Lorsqu’il sagit d’un liquide homogéne en repos, II est
constant, et I'on a I'équation

p:[)o+nll

dans laquelle /& est la différence de niveau des deux points ol
les pressions sont p, et p, pourvu qu’on puisse passer du pre-
mier au second, par des détours queleonques, sans sortir du
liquide. De la la théorie connue des vases communiquants,

Hauteur représentative d’une pression. — Si dans la der-
niére formule on suppose p,= o, ¢’est-a-dire que la hauteur £
soit comptée a partir d'un plan ot la pression soit nulle, on a

p=11 ou /1:{—;,
et, par cette raison, le quotiem% s’appelle la hauwteur re-

présentant la pression p; c’est la hauteur d’une colonne verti-
cale pesant II par unité de volume, et exercant sur sa base
inférieare la pression p par unité de surface, la pression sur la
base supérieure élant nulle.

Stabilité des divers liguides pesants superposés. — En vertu
de ’homogénéité des couches du niveau, la surface de sépa-
ration de deux liquides voisins en équilibre est un plan hori-
zontal. Il faut, de plus, pour la stabilité de cet équilibre, que
le liquide inférieur soit plus dense que le supérieur: ceite
condition est nécessaire pour que, si la situation horizontale
de la surface de séparation est tant soit peu dérangée par une
cause quelconque, I'état primitif tende & se rétablir dés que
cette cause cessera. Cela tient a cette propriété générale
des systémes matériels sous l'action de la pesanteur et des
réactions de corps fixes : mis sans vitesse dans une situation
qui n’est pas celle de I'équilibre, ils se mettent en mouve-
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ment, puisque la condition de V'équilibre n’est pas satisfaite;
ils ne peuvent le faire sans acquérir une certaine force vive, ce
qui exige que la pesanteur fasse un travail positif, et que par
conséquent le centre de gravité descende.

Equilibre des fluides sollicités par des forces quelconques. —
Une portion définie d’un fluide est en général sollicitée par
des forces analogues a celles qui constituent son poids, forces
qui agissent indépendamment et en outre des pressions dues
aux molécules environnantes. Leur résultante; divisée par la
masse de cette portion, est l'accélération que celle-ci, ou
plutdt son centre de gravité, prendrait sous la seule action des
forces dont nous parlons. A mesure que la portion définie
diminue d’étendue, en y comprenant toujours un point (x, y, 3),
'accélération due a ces forces approche d’une limite j; et
puisque o est a la limite la masse d’unité du volume, le pro-
duit cj est la force rapportée & I'unité de volume au point
(x, ¥, z) du flaide. L’accélération j, variable en intensité et
en direction, est donnée par ses trois composantes paraliéles
aux axes; nous les désignerons par X, Y, Z. La force gj se
décompose donc en X, oY, pZ, et les composantes de la force
qui s’exerce sur une masse infiniment petite, dm, seront re-
présentées par Xdm, Ydm, Zdm.

Exexrres : 1° Dans le cas ol les forces indépendantes des
pressions sont uniquement dues a la pesanteur, si 'axe des Z
est vertical et ascendant, on a

X=o0, Y=o0,Z=—g

g

2° §'il s’agit d’'un fluide en repos dans un vase tournant au-
tour d’un axe fixe verlical avec une vitesse angulaire con-
stante o, la force sj qu’il faut attribuer a I'unité de volume de
ce fluide pour traiter son repos apparent comme un repos
réel est la résultante de la force pg verticale due a la pesan-
teur, et la force pw®r centrifuge; ainsi

X=wz, Y=o, L=—g.

Equations générales de I'équilibre des fluides. — Considé-
rons dans un fluide en repos un parallélépipéde reclangle infi-
niment peiit, dont un sommesl est le point (=, y, 3), les cbtés
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paralléles aux axes étant respectivement dx, dy, dz. Sa masse
dm esl, sauf un infiniment petit d’'ordre supérieur au troi-
sieme, odrdyds. La force qui la sollicite, indépendamment
des pressionsexercéespariefluide environnant,a, saufla méme
restriction, ses trois composantes égales a Xdm, Y dm, Zdm.
La pression du f{luide au point {z, y, z) par unité de surface
dans une direction quelconque étant représentée par p, la
pression totale du fluide extérieurau parallélépipéde, sur laface
dont la distance a l'origine est x, a pour valeur p dy dz, sauf
un infiniment petit du troisiéme ordre, et elle est dirigée dans
le sens des x positifs. La pression, par unité de surface au
sommet, dont les coordonnées sont x—+dx, y et z, est

d
p+ ?1]— dx, expression dans laquelle dp est la différentielle
partielle de p par rapport & x. La pression totale sur la face
du parallélépipede dont la distance d l'origine est x+dx a

dx
le sens des x négatifs. Les autres faces subissant des pres-
sions qui leur sont perpendiculaires, il en résulie que I’équi-
libre du parallélépipéde exige qu'on ait

donc pour valeur <p + p dx> dydz, etelle est dirigée dans

pdyds — (p—l— = dx> dydz + Xdm =o.

En mettant pour dm sa valeur, réduisant et raisonnant de
méme pour les (orces paralléles aux » et z, on oblient les
trois €quations nécessaires et suffisantes de I’équilibre du
fluide : :
dp

dp—-oX, —— =Y,

dp
(I) I‘x T d) 7

E :pZ.

En les multipliant respectivement par dz, dy et dz, et en
les ajoutant, on a

(2) dp =p(Xdx +-Ydy + Zdz).

Si le fluide est en équilibre, le second membre de cette
équation est la différentielle lotale d’une fonction de z,
> et z, et cette fonction, une fois obtenue, fera connaitre
la pression, a une constante prés qu’on pourra déterminer
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si on connait la pression par unité de surface en un point
donné.

Dans le cas de la simple pesanteur, on retrouve, en faisant
X=o0, Y=o et Z=g, I'équation

dp —=ngds,
équivalente a
dp =HNdz.

Ce moyen simple de trouver les équations générales de
I'Hydrostatique est di a Euler (*), qui I'a tiré des principes
posés pour la premiére fois par Clairaut (**).

Surfaces de nivear. — On appelle surface de niveau, relati-
vement a la force variable dont les composantes sont X, Y,Z,
une surface qui, menée par un point pris arbitrairement,
a en chacun de ses points pour normale la direction de la
résultante J de X, Y, Z; cette définition est une extension
de la signification ordinaire de la méme expression, relative-
ment & la pesanteur. Par un point (x, », z) imaginons, sur la
surface de niveau qui lui correspond, une courbe quelcon-
que; et soit ds, dont les projections sur les axes sont les
différentielles dx, dy, dz, I'élément différentiel de cetie
courbe, a partir du point dont il s’agit. Les angles de la tangente
lr dy dz
%7 7';7 (7;, les
cosinus des angles de la résultante j avec les mémes axes

- v .
sont 7T et j La définition précédente est donc exprimée

a la courbe avec les axes ont pour cosinus

par l’équation
S (Xdz - Ydy + 2dz) = 03
J

etl’équation différentielle d’une surface de niveau quelconque,
pour le systeme de forces supposé, est
Xdr +Ydy + Zds —=o.

Cette équation est intégrable si la condition d’équilibre es!

(*Y Mémoires de I’ Académie de Berlin pour 17353.
(** Théorie de lu figure de la Terre.

1. 19
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satisfaite; en effet, on rend son premier membre une différen-
tielle exacte en le multipliant par le facteur .

Cas pariiculier oo Xdx + Y dy + Ldz est la différentielle
exacte d’une fonction des variables x, y et 5. — Puisque X,
Y et Z sont les composantes d’une force j supposée appliquée
a l'unité de masse, Xdx + Ydy -+ Zdz est le travail élémen-~
taire que cette force produirait sur un point ayant Punité de
masse et se transportant du lieu ou les coordonnées sont x,
¥, z a celui ol elles deviennent = + dx, y + dy, 2+ dz.
Or on sait que ce travail est la différentielle exacte d’une
fonction ¢ des coordonnées du point (z, ¥, z), en particulier
lorsque j est Ia résultante des forces qui passent par des points
fixes (centres d’attraction et de répulsion), et dont les inten-
sités sont fonctions des distances r de leurs points d’applica-
tion a ces centres respeclifs.

Dans ce cas, 'équation (2) peut s’éerire ainsi:

dp == ndo.

On conciut de la que, sur les surfaces dont Uéquation est
¢ = const., on aura dp = o, et par suite p — const. La den-
silé sera aussi constante sur ces surfaces, parce que, sds
étant une diitérentielle exacte, o doit étre une simple fonction

de o, el par suite constante en méme temps que 9.

§ 1I. — P2essioN TOTALE D'UN LIQUIDE PESANT HOMOGENE
SCR UN PLAN. CENTRE DE PRESSION.

Soit » l'aire de 'un des éléments d’une portion de plan en
contact avec un liquide en repos; soil £ sa hauteur au-des-
sous d’un plan horizontal NN dans lequel la pression est p,; la
pression sur I'élément o est wp, + wIl/; les pressions sur
tous les éléments du plan élant perpendiculaires & ce plan ont
une résultante égale a leur somme p, 3o + M 2w, Or, si Q
désigne Paire totale 2w, et si H est la hauteur du centre de
gravité du plan pressé au-dessous du plan de niveau, ona
Zoh =QH, et la pression totale est Q(p, + IH). On re-
marque que IHOH est le poids d'un prisme de liquide qui au-
rait pour base 2 et pour hauteur H. Done la pression ne dé-



CHAPITRE I. — HYDROSTATIQUE. 291
pend pas de Uorientation de la face: elle ne dépend que de
la hauteur du cenire de gravité au-dessous de la surface libre.

Centre de pression.— La résultante des forces normales au
plan pressé perce ce plan en un point appelé centre de pres-
sion, qui est toujours situé au-dessous du centre de gravité
de la surface. En effet, si, par la pensée, on rend cette paroi
horizontale en la faisant tourner autour d’un axe horizontal
tracé dans son plan par le centre de gravité, la pression totale
n’est pas changée, puisqu’elle est toujours Q{p, +1H), et la
résultante passe alors par le centre de gravité, puisque, dans
ce cas, les pressions sur des éléments égaux du plan sont
égales. Or, si 'on ramene la paroi a sa position inclinée, les
pressions partielles sur la partie supérieure de la paroi sont
diminuées, les autres sont augmentées; donc la résultante
passe au-dessous de I'axe de rotation.

La position du centre de pression d’un liquide sur une
paroi plane se trouve par le calcul, en appliquant la théorie de
la composition des forces paralléles. Nous nous bornerons au
cas ou le liquide est homogéne. Nous négligerons, comme
I'on fait ordinairement, le terme di & la pression atmosphé-
rique, parce que celle-ci est supposée agir également sur la
face opposée égale et paralléle a celle de la paroi considérée.

Dans la fig. 75, dont le plan est supposé vertical et perpen-

diculaire 4 la paroi pressée, représentons par NN le plan ho-
rizontal dans lequel la pression du liquide est considérée
comme nulle. Soit AB la trace verticale de la paroi, et soit D
Pintersection de son plan prolongé avec NN. Soit C le centre
de pression, et supposons qu'on demande sa distance AC 2
Paxe horizontal A. Décomposons la surface AB en éléments do

19.
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tels que celui qui se projette en MM,. Appelons z la distance
verticale Mm, x la distance AM. La pression sur la surface do
est Iz dw; son moment autour de "axe A est I zx dw. Si done
nous représentons par x’ la distance AC, nous aurons

(1) 2'IMzdw-—= SNz ds, dou 2z -z

Si 'on choisissait le point D pour origine des x, on aurait

_2xrde
U Xrde

’

z == xsinxz et, par suite,

Or Zatdo est le moment d’inertie de la surface 2 dw autour
de I'axe D, et Zxdw le moment de la méme surface par rap-
port au méme axe; donc le centre de pression coincide avec
le centre de percussion ou le centre d’oscillation de la surface
pressée relativement a ['axe D.

L’origine des x étant un point quelconque A, représentons
la distance AD par C; ainsi z ={c =+ 2)sina. Décomposons
la surface pressée en bandes horizontales infiniment éiroites
exprimées par 3 dx, la longueur variable des bandes dans le
sens horizontal étant 3, la formule (1) devient

'

flex +at)vdz
X o s
Sle+2x)ydx

Il ne reste plus qu’a substituer & » son expression en fonc-
tion de x el 4 exéculer les intégrations dans les limites de la
surface pressée.

Si cette surface est un trapéze dont les bases soient hori-
zontales, ce qui comprend a peu prés toutes les formes de
vannes usitées dans la pratique, représentons ces bases pro-
jetées en A et B par a et b, et soit Ia hauteur AB. Nous avons

{

.}‘:a—a\- xX,

et en effectuant les intégrations depuis « = o jusqu'a z =1,

O I*{a+30)4+ alela+2b)
20(a+2b)+06cla-+ b)
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Cas particuliers :

) \ l{a -+ 3b
¢ — o, lrapéze, hase a {leur d’'eau... 2= -(~7.),
2(a—+20b)
. 2 ] I
b =0, ¢ = o, triangle, base a fleur d’eau... 2’ — ; {,
. . 3
«-=o0, ¢ = o, triangle, sommeta fleur d’eau. =’ = - [,
.’_‘_
a-= o0, ¢ = o, parallélogramme, cOlé hori-
\ , 2
zontal a fleur d’eau........ 2'= 3 l.

On trouve aisément a priori ces résullats,

La recherche du centre de pression d’un liquide sur une
paroi plane peut se ramener a celle du centre de gravité d’'un
volume. La pression sur la bande MM, est égale en intensité
au poids d'une tranche de liquide projetée en MM, m,m’ qui
aurait pour base le rectangle égal a yz projeté en Mm, et pour
épaisseur MM,. En éiendant a toute la paroi AB cetie observa-
tion, on voit :

1° Que la pression totale est égale au poids du prisme ou
cylindre droit tronqué ABa’d’ qui aurait pour base inférieurc
la paroi AB et sa hase oblique supérieure dans le plan a'd’
passant par D, et tel que toute perpendiculaire Mm’ est égale
a la verticale correspondante Mm;

2° Que la résultante des projections passe par le centre de
gravité G’ du méme cylindre, el par conséquent le centre de
pression C est la projection rectangulaire sur la paroi de ce
méme centre de gravilé;

3¢ Que le centre de pression est aussi sur Ja verticale pas-
sant par le centre de gravité du prisme ou cylindre tronqué a
arétes verticales AabB ayant pour 'une de ses hases la pa-
roi AB, et sa base supérieure dans le plan horizontal NN. Cette
considération conduit immédiatement aux trois derniéres va-
leurs des 2’ ci-dessus.

Lorsque les deux faces d'une vanne sont pressées par deux
portions distinctes d’un méme liquide, dont les surfaces en
contact avec I'atmosphére sont a des niveaux différents( fig. 76)
la différence des pressions par métre carré sur les deux faces
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immergées esi visiblement constante et égale au poids I du
meétre cube de liquide multiplié par la différence / de niveau,

abstraction faite de la légére variation de la pression atmo-
sphérique sur les deux surfaces du liquide.

§ III. — PRESSION D'UN FLUIDE SUR UNE SURFACE COURBE.

Quand on considére I'action d’un fluide sur une surface
courbe, il ne peut plus étre question de pression {otale. Les
pressions élémentaires ne sont plus paralléles, ct, générale-
ment, elles n’admettent pas de résultante unique. On peut
avoir a chercher la somme des composantes de ces pressions
élémentaires sur un axe quelconque; la solution de celte
question est fournie par le théoréme suivant, qui est évident:

TakorkME. — La composante suivant un axe Ox de la pres-
sion pw, qui s'exerce normalement & un élément superficiel »,
est représentée par la pression que supporterail aw méme
pointla projection ' de I'élément w sur un plan perpendicu-
laire @ Oz.

En effet, si N est la normale a I'élément », la composante
cherchée est
pocos N, x = po’,

puisque o cos N, z est précisément égal & la projection o’ de
Paire sur le plan perpendiculaire a Ox.

Corollaire I. — Si le fluide qui s’appuie sur une surface
courbe est a une pression constante (ce qu'on peut sou-
vent admettre approximativement pour un gaz de peu d’é-
tendue ), la somme algébrique des projections sur un axe Oz
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des pressions élémentaires supportées par cette surface est
égale a la pression que supporterait, en contact avec le méme
fluide, une surface égale a la projection de la surface courbe
sur un plan 3 Oz perpendiculaire a Oz. I doit étre entendu
que, lorsque les paralléles a P'axe G rencontrent deux fois
la surface pressée, les projections des pressions, comme les
projections des éiéments superficiels ou cette rencontre a
lieu, se détruisent. Exemples : calotte sphérique, portion de
surface cylindrique & base circulaire qui, développée, de-
viendrait un rectangle, chaudiéres & vapeur.

Corollaire II. — Lorsqu’on a égard a 'action de la pesan-
teur sur le fluide liquide ou gazeux qui presse une surface
courbe, la propriété indiquée au Corollaire I a encore lieu,
pourvu que I'axe O« soit horizontal.

Corollaire IlI. — Dans la méme hypothése du fluide pe-
sant, la pression normale sur un élément superficiel quel-
conque a pour projection verticale une force égale au poids du
cylindre fluide vertical tronqué ayant pour base inférieure
I'élément superficiel, et ayant sa base supérieure au niveau
ol la pression est nulle, ce cylindre étant d'ailleurs comyposé
de couches homogénes avec celles qui composent le fluide
pesant.

On explique ainsi pourquoi la pression d’un liquide sur le
fond d’un vase non cylindrique est tant6t plus grande, tant6t
plus petite que le poids du liquide contenu dans le vase. Dans
tous les cas, larésultanta des pressions exercées par ce liquide
sur toute la paroi intérieure du vase, abstraction faite de la
pression atmosphérique, est égale au poids du liquide entier,
ce qui est d’ailleurs une conséquence nécessaire de I'équi-
libre de ce dernier, sous l'action de la pesanteur et des réac-
tions du vase.

Cas ou les pressions admeitent une résultante unique.
Poussée d’un fluide. — Lorsqu’un corps est plongé en totalité
ou en partie dans un fluide pesant en repos, qui entoure
complétement la partie immergée, les pressions que ce {luide
exerce normalement a la surface du corps ont une résuliante
unique passant par le centre de gravité du fluide déplacé, et
égale, mais directement opposée au poids de ce méme fluide.
Cela résulte des corollaires Il et IlI, mais se reconnait « priori



266 HYDRAULIQUE.

cn remarquant que rien ne serait changé aux pressions, si le
corps plongé était remplacé par le fluide qu’il déplace, et alors
la proposition serait une conséquence des régles de la Sta-
tigue. II est bien entendu que le (luide environnant est en
contact avec toute la surface qui limite le corps considéré
au-dessous du plan de niveau ou cesse le fluide. Celui-ci peut
d’ailleurs étre composé de couches horizontales de diverses
densités; mais alors il faut prolonger par la pensée ces cou-
ches dans la partie immergée du corps solide, pour avoir le
poids du {luide déplacé et son centre de gravité. La résultante
des pressions du fluide sur le corps qui y est immergé s’ap-
pelle improprement la perte de poids du corps due & son
immersion. Le centre de graviié du fluide déplacé est conve-
nablement désigné sous le nom de centre des pressions que
le corps immergé supporte.

Equilibre d’un corps solide entiérement plongé. — Si ce
corps est sous les seules actions de la pesanteur ¢t du fluide
environnant, il faut pour I'équilibre :

1° Que son poids soit égal a celui du fluide qu’il déplace;

2° Que le centre de gravité du solide et celui du fluide dé-
placé (celui du volume du corps, si le fluide est homogéne)
soient sur une méme verticale.

Quant a la seconde condition, il y a une distinction impor-
tante a faire. Puisque le corps est solide, on peut, sans rien
changer 4 son état de repos ou de mouvement, remplacer les
forces auxquelles il est soumis par leurs résultantes, savoir :
la force P représentant son poids ( fig. 77), appliquée au centre

Fig. 77.

\
|
1

de gravité G du solide, et la pression résultante ou poussée R
verticale ascendante égale a P, mais appliquée au centre de
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pressionC. Larésultante de translation de ces forces étantnulle,
de quelque maniére qu'on place le corps dans le liquide, sans
vilesse initiale, le centre de gravité reste immobile; mais, en
vertu de la force R, le corps tourne autour de G vers la posi-
tion ot C est verticalement au-dessus de G. De 14, la distine-
tion de deux équilibres, I'un stable, 'autre instable, suivant
que G estau-dessus ou au-dessous de C.

Si le solide, au lieu d’étre libre dans le liquide, est suspendu
a un point fixe par un fil trés-mince et supposé sans pesan-
teur, celai-ci pour I'équilibre devra étre vertical comme les
deux forces P et R, dont la différence serala tension de ce fil.
Le point d’attache A du fil au corps solide et les deux points
G et Cseront dans un méme plan vertical; et, en supposant
P> R, la verticale du point G partagera en D la distance des
points A et C en deux parlies réciproquement proportion-
nelles aux forces P — R et R, ce qui détermine la situation du
corps suspendu par rapport au fil,

Equilibre des corps flottants.

La condition nécessaire et suffisante pour I’équilibre d'un
corps qui flotte a la surface d’un liquide supposé lui-méme
en équilibre exige, comme dans le cas d’'un corps compléte~
ment immergé :

1° Que le poids du corps soit égal au poids du fluide dé-
placé;

2° Que le centre de gravité du corps et celui de cette por-
tion de liquide scient sur la méme verticale.

Les questions relatives a 1'équilibre des corps flottants,
principalement au point de vue de la stabilité, présentent
une grande importance, a cause des applications a 'art de la
navigation. Il est indispensable que nous disions ici quelques
mots de cette théorie difficile.

Stabilité de Uéquilibre des corps flottants. — Le liquide
étant supposé homogéne, le cenire de gravité du fluide dé-
placé dépend uniquement de la figure de la partie immergée
du solide. Nous emprunterons a I'art nautlique le terme du
centre de caréne, sous lequel on désigne ce point auquel est
appliquée la réaction ou poussée du fluide.
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Cela posé, il est évident que la stabilité est assurée si le
centre de gravité G du corps est au-dessous du centre de
caréne C ( fig. 78); mais cette condition, toujours suffisante,

Fig. 78.

n’est pas nécessaire : il est méme facile de voir qu’elle n’est
jamais remplie dans les casles plus habituels. Proposons-nous
donc de chercher la véritable condition de stabilit2.

Du métacentre. — La plus ancienne solation de ce pro-
bléme est due 2 Bouguer; elle est fondée sur la considération
d’un point remarquable, connu sous le nom de métacentre,
point auruel on arrivaitl par le raisonnement que voici :

Supposons que le navire admette deux plans de symétrie
rectangulaires, lesquels soient verticaux dans la position d’é-
quilibre, 'un de ces plans étant dirigé dans le sens de la lon-
gueur, Vautre dans le sens de la largeur du bitiment. Repré-
sentons (fig. 79 ) la section du corps par I'un de ces plans.

L’équilibre étant censé établi, la poussée du liquide est
exactement égale au poids du corps, et les points d’applica-
tion de ces deux forces sont sur une méme verticale,

Dérangeons maintenant le corps infiniment peu, en respec-
tant la verticalité du plan de la figure, et en nous arrangeant
de maniére que le volume immergé reste constant, ce qui
exige, comme on sait, que le nouveau niveau A, B, coupe la
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ligne AB en son milieu ¢, ou en général que les plans corres-
pondants se coupent au centre de gravité des sections qu’ils
déterminent.

Avec ces hypothéses, la poussée du liguide est toujours
égaleau poids du corps, tou} étant toujours supposé en repos,
et le centre de gravité G reste en repos, au premier instant
du moins. Cela posé, on voit que le moment autour de ce
point & de la poussée qui passe par le nouveau centre de
caréne tend a ramener le corps 4 sa position d’équilibre ou
a I'en écarter, selon que le point G sera au-dessous ou au-
dessus du point M.

En donnant 4 ce point M le nom de métacentre, on dit ha-
bituellement que V'équilibre est stable, quand le centre de
gravilé est au-dessous di métacentre.,

Définition géométrique du métacentre. — Menons a travers
la section une série de droites détachant des aires égales, le
corps étant pour plus de simplicité supposé cylindrique, et
construisons le lieu géométrique des centres de gravité, C, de
ces segments égaux.

Je dis en premier lieu que les tangentes & cette courbe se-
ront & chaque instant paralléles aux sécantes correspondantes
AB, A, B,. En effet, comme tout se réduit a4 un déplacement
horizontal d’une certaine masse, le centre de gravité ne peut
se mouvoir qu’horizontalement. I suit de la que les veriicales
successives CG, CM sont les normales au lieu CC, ct que le
métacentre est le centre de courbure de ce lieu.

La théorie précédente n’est pas rigoureuse; M. Dubamel a
fait voir que I'équilibre peut éire instable, bien que le centre
de gravité soit au-dessous du métacentre; il a traité d’une
maniére compléte le probléme des oscillations des corps floi-
tants (Journal de I’Ecole Polytechnique, 24¢ Cahier, 1835) en
admettant que, pour lesvitesses prises parle corps et leliquide,
laloi des pressions ne différait pas de celles de 'Hydrostatique.
Chacun sait qu'il n’en est pas ainsi d’'une maniére générale, ce
que le phénomeéne de la natation suffirait @ établir. M. Clebsch
a montré que les termes dont on ne tient pas compte dans
celte théorie sont du méme ordre que ceux que 'on con-
serve, de sorte que la véritable théorie de la stabilité des
corps flottants est beaucoup plus compliquée qu’on ne I'avait
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cru, et doit étre rapporiée, non plus a I'Hydrostatique, mais
a 'Hydrodynamique.

Ce qu’on peut dire, quand on ne veul pas pousser cette
théorie a fond, c’est que I'excés de la pression hydrodyna-
mique sur la pression hydrostatique ayant pour effet d’augmen-
ter la pression qui résiste aux parois en mouvement, et de
produire un vide en arriére de celles qui fuient, cet excés
ne peut qu'éire favorable a la stabilité, et que la théorie or-
dinaire fait connaitre des conditions suffisantes, sinon né-
cessaires.



CHAPITRE I. — HYDRODYNAMIQUE. Jor

CHAPITRE 1L

HYDRODYNAMIQUE.

D’aprés ce que nous avons dit de P'utilité de 'Hydraulique,
on comprend facilement que I'art de conduire et d’utiliser les
eaux a da étre cultivé de tout temps avec plus ou moins de
succes. Les anciens ont méme exécuté de trés-beaux travaux
dans ce genre, travaux dont quelques-uns subsistent encore
el n'ont pas été surpassés.

Mais I'Hydrodynamique rationnelle est une science née il
n'y a pas encore deux siécles. Newlon a tenté le premier de
calculer, par les principes de la Mécanique, le mouvement
des fluides, et d’Alembert est le premier qui ait réduit les
vraies lois de leur mouvement a des équations analytiques.
Clairaut avait donné dans sa Théorie de la figure de la Terre,
en 1743, les lois générales de P'équilibre des fluides; il ne
s'agissait donc que de passer de ces lois a celles de leur mou-
vement, par le moyen du principe auquel d’Alembert avait
réduit, a cette méme époque, toute la Dynamique. Ce dernier
fit, quelques années apres, ce pas important, a 'occasion du
prix que ’Académie de Berlin proposa en 1450, sur la théorie
de la résistance des fluides. Enfin Euler, simplifiant et com-
plétant les théories de d’Alembert, donna les premiéres for-
mules générales pour le mouvement des fluides, fondées sur
les lois de leur équilibre, et présentées avec Ia notation simple
et lumineuse des différences partielles.

Nous allons commencer par élablir ces équaticns, dont 'in-
tégration, si elle éait possible, aurait pour effet de détermi-
ner complétement les circonstances du mouvement et de
Paction d’un fluide mu par des forces quelconques. Malheu-
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reusement, elles sont si rebelles qu’on n’a pu jusqu’a présent
en venir & bout que dans des cas trés-limités.

§ I. — EQU,mo.\'s GENERALES DU MOUVEMENT DES FLUIDES.

Pour se faire une idée exacte du probléme considéré de la
maniére la plus générale, il faut supposer que, a un instant
déterminé que Pon prendra par exemple pour origine des
temps {£— o), on connaisse la position de toutes les molé-
cules qui composent le fluide, et les vitesses dont elles sont
animées; que, de plus, on donne les forces extérieures qui
agissent sur tous les points du fluide, les pressions et les
autres conditions relatives a ses limites dans tous les sens.

Cela posé, il s’agit de déterminer le mouvement de chaque
molécule en particulier, c’est-a-dire de trouver l’expression
des trois coordonnées de cette molécule en fonction du
temps, et de connaitre de plus la pression et la densité en un
point quelconque, la température dans le cas d’'un gaz.

Pression dans les liquides en mouvement. — Qu’est-ce que
la pression en un point d’un liquide en mouvement? Cest
Paction mutuelle de deux portions infiniment petites en con-
tact. Peut-on dire qu’elle soit la méme dans tous les sens?
Comment la mesurer?

En vertu du principe de d’Alembert, un liquide en mouve-
ment peut étre considéré comme étant en équilibre sous l'in~
fluence des forces extérieures, des pressions et des forces
d’inertie. Or les forces d’inertie sont de la nature de celles
qui sont proporiionnelles aux masses et qui, a la limite, dis-
paraissent devant les pressions; donc on peut étendre au cas
d’un liquide en mouvement notre démonstration du principe
fondamental de I'égalité de pression en tous sens, et définir
la pression comme en Hydrostatique.

Ce principe de I'égalité de pression suppose la fluidité par-
faite, c’est-a-dire la pression normale aux surfaces, ou bien
I'absence de tout frottement. Or, si cetie hypothése ne s’écarte
pas sensiblement de la vérité dans le cas d'un liquide en équi-
libre, U'cxpérience prouve que,danslemouvement desliquides,
il se développe un frottement dont P'intensité augmente avec



CHAPITRE II. — HYDRODYNAMIQUE. 303

la vilesse. Pour le reconnaitre, il suffit de considérer une
riviére. Son mouvement, dans une étendue limitée, est sensi-
blement uniforme et, s’il n’y avait pas de frottement, il serait
accéléréd comme celui des corps qui glissent sur des plans
inclinés. De plus, si le frottement des liquides suivait a peu
prés les mémes lois que celui des corps solides, il y aurait
une certaine inclinaison de lit sur laquelle le mouvement
seraituniforme; dans tous les autres cas, il y aurait mouvement
accéléré ou retardé. Or'observation montre, au contraire, que
le mouvement uniforme s’établit toujours, quelle que soit la
pente; seulement la vitesse augmente avec la pente. 1l faut
donc que le frottement augmente aussi avec la vitesse. Ces
réserves étant faites, nous commencerons par négliger le frot-
tement!; nous verrons ensuite a en tenir compte.

Du probleme général de I’ Hydrodynamique. — Les coor-
données x, y, 3 d’'une molécule déterminée sont des fonctions
de la seule variable ¢; mais ces fonctions changent d’'une mo-
lécule a l'autre et dépendent, par conséquent, des coordon-
nées «, b, ¢ du point ol se trouvait a 'origine du mouvement
fa molécule que V'on considére. On doit donc regarder x,
7, z comme des fonctions des quatre variables indépendantes
a, b, ¢, t; et si 'on peut trouver I'expression générale de ces
trois fonctions, on connaitra exactement le mouvement de
telle molécule que 'on voudra, a partir de sa position initiale.

Ce n'est point ainsi que on pose habituellement le pro-
bléme. Au lieu de suivre une molécule dans son mouvement,
on se place en un point M déterminé (x, », z) de I'espace
occupé actuellement par le liquide. Soient u, v, w les compo-
santes de la vitesse de la molécule qui passe au point M a
I'époque £: au bout d’un certain temps, cette molécule se sera
transportée ailleurs; elle sera remplacée au point M par une
autre qui seraanimée d’une auire vitesse (u,, v, w,); de sorte
gqu’en un point fixe les composantes «, v, w doivent étre con-
sidérées comme des f{onctions du temps ¢; elles varient en
outrc avec le point M que Pon considére, de sorte que ce
sont en définitive des fonctions des quatre variables indépen-
dantes =, 7, 3z, £.

Proposonsmous de déterminer d’'une maniere générale ces
fonctions u, v, w; et, cela fait, il est facile de voir que le pro-
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bléme pourra étre regardé comme résolu {en mettant de ed1é
les difficultés purement analytiques). En effet, si 'on veut
alors connaitre le mouvement d'une molécule en particulier,
il suftira de considérer z, y, z comme des fonctions de ¢ seu-
lement, et de poser les équations

dx dr dz
T A TR

En remplacant u, ¢, w par leurs valeurs et intégrant, on au-
rait x, y, z en fonction de ¢ et de trois constantes arbitraires,
et on déterminerait les arbitraires en exprimant que, pour
t —o, les variables z, y, 2z prennent les valeurs a, b, ¢ des
coordonnées initiales de la molécule que 'on considére.

Le premier probléme que nous nous proposerons est donc
la détermination de u, v, w; nous introduirons comme incon-
nues auxiliaires Ja pression p et la densité o.

Equations fournies par le principe de d’4lembert. — Dési-
gnons par ', ¢, ' les dérivées complétes de «, ¢, w, par
rapport au temps, c’est-a-dire les projections de 'accélération
totale de la molécule qui occupe la position M & I'époque L.
Les équations générales de I'équilibre des liquides doivent
etre satisfaites en remplacant X, Y, Z par X—u/, Y—¢', Z—w';
donc on a

j’, s Y=oy, Sh=piz— ).
Pour obtenir @', ¢, w’, il faut différentier u, ¢, w, en y re-
gardant z, y, z comme des fonctions de ¢ qui se rapportent
au mouvement de la molécule que nous considérons; ¢’est-
a-dire qu’on devra faire

dx dv dz

ﬁ; = u, ?‘;[_ — ¥, — =W,

dp B}
s )
dx

On trouve ainsi
du du de  du

r

Il———%—:‘ UZZ; _‘t_VT)’—‘_‘VE,
v o= do S u 7 ~'r-'uﬂ —- w—a—lg-

dt dx " dz
. dw dw —dw  dw

S T e Ty B
dt dx dy dz
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dou
1 dp . du . du du du
iy P U — Y5 —
o dx dt dx dy dz’
1 d dv &v dv dv
(1) Ly = — Y —— Wy
| p dy & dx dy dz
1 dp dw dw dw dw
-t =L —u— — v — —w—-
o ds di dx dy dz

Ces trois équations ne suffisent pas pour la détermination
des cinq fonctions p, o, u, ¢, w: il en faut deux de plus, a
moins que p ne soit constant; el, méme dans ce cas, il en
restera encore une a trouver. On peut obtenir ces équations
d’aprés la condition que le fluide reste continu.

Equation de continuité. — Remarquons d’abord que la den-
sité p est nécessairement liée aux vitesses u, v, w des diverses
molécules, indépendamment de toute considération des forces
qui leur sont appliquées. En efiet, si I'on connali «, v, o,
nous avons vu que le mouvemen! de la masse fluide serait
complétement connu : on pourrait savoir ou sont situées a4 un
instant quelconque les diverses molécules qui occupaient pré-
cédemment des positions données; on pourrait savoir en par-
ticulier quelles sont les molécules qui se trouvent 4 cet in-
stant dans U'intérieur d’un élément de volume quelconque, et
par conséquent quelle est la masse totale du fluide eontenu
dans cet élément; on en conclurait la densité p, c’est-a-dire la
masse de Yunité de volume.

Pour traduire analytiquement ces considérations bien sim-
ples, concevons que tout 'espace occupé par le fluide soit
partagé en parallélépipédes infiniment petits de volume
dxdydsz. Aprés le temps di, ces parallélépipédes doivent se
trouver encore remplis par le fluide, excepté peut-éire ceux
qui se trouveraient a la surface libre; et par conséquent
I’accroissement de la densité dans chacun d’eux, %«) dt, sera
égal al'accroissement de la masse qui y était renfermée, divisé
par le volume : il faut donc chercher I’excés de la masse du
fluide qui est entré dans un quelconque d’entre eux sur la
masse qui en est sortie pendant le temps d¢.

La direction de la vitesse variant d’'une maniére continue,

111 20
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s’il entre du fluide par une face, il en sortira par la face oppo-
sée, et si I'on calcule 'excés de la masse de la premiére quan-
tité sur la seconde, pour les trois couples de faces paralléles,
la somme de ces excés sera 'accroissement de la masse ren-
fermée dans le parallélépipéde.

Soit d’abord la face paralléle aux y, z : il entre d’un ¢618

pudydzdt;
il sort

<pu —+ @ a’x> dy dz di;
dz Y

I'excédant est

dipu)
— Iz dx dy dz dt.
En divisant la somme des trois excés par drdydz, on
devra avoir g—g dt; de la I'équation dite de continuité

do dpu
p , apu

dov  dow
dt ~ dxr T dy  dz

(2) =o.

Equation fournie par la nature physique du fluide. — Exa-
minons maintenant de quelle maniére I’équation (2) doit étre
interprétée suivant la nature du fluide. Nous étudierons seu-
fement les deux cas suivants :

1° Liquide absolument incompressible, homogéne et de
température constante. Dans ce cas o esi indépendant du
temps. On a p = const., et Yéquation (2) prend la forme

du dv dw

(3 du | av  dw
\3) dz " dy " ds

On a alors guatre inconnues seulement & déterminer et
quatre équations.

2° Gaz de température constante (*). On sait qu’alors la

(*) L’hypothése d’un gaz en mouvement dont tous les points sont en parfait
équilibre de température ne se réalise jamais dans les applications; aussi la
théorie actuelle doit-elle étre regardée comme complétement insuffisante pour
les besoins de la pratique.
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densité est proportionnelle a la pression, et 'on a entre ces
deux quantités une équation de la forme

(4) p=Kp.

Telle est la cinquieme équation qui compléte la solution
générale du probléme.

L’intégration des équations différentielles introduira des
fonctions arbitraires qui devront éire déterminées d’aprés les
circonstances initiales du mouvement, et aussi d’aprés les
conditions relatives a la surface du fluide, lequel peut se mou-
voir le long de parois fixes ou mobiles, et éprouver sur sa
surface libre des pressions constantes ou variables. On sup-
pose ordinairement que les points qui sont d’abord en con-
tact avec une paroi mobile ou immobile y restent indéfini-
ment, et que Ies points qui appartiennent a la surface libre ne
cessent jamais d’en faire partie. Ces hypothéses restreignent
les déplacements possibles, et, malgré cela, il est encore bien
peu de cas ou les calculs puissent s’effectuer complétement.

On peut dire que les efforts des géométres ont servi seule-
ment & montrer la grande difficulté de soumetire 4 P'analyse
le mouvement des fluides, et 'on n’a pas méme tenté de faire
I'application de la théorie précédente a I'étude du cours des
riviéres et des mouvements de Patmosphére.

C’est ainsi qu'on a senti la nécessité de prendre l'expé-
rience pour guide dans des recherches aussi délicates. Tor-
ricelli, Mariotte, Guglielmini, Pitot, Couplet avaient déja
marché dans cette voie, mais sans avoir trouvé des données
suffisantes pour établir un ensemble constituant une véritable
science expérimentale. Hs furent suivis par Bossut, Dubuat,
Prony, Eytelwein, Poncelet, etc., sans parler de tous les
autres plus modernes qui continuent la tiche commencée par
leurs devanciers. )

Quant aux équations générales, on en a jusqu’ici tiré trés-
peu de chose; mais il ne faut pas oublier que les théorémes
généraux de la Mécanique rationnelle s’appliquent aux fluides
comme A tous les systémes de points matériels, et il arrivera
dans un grand nombre de cas que I'application de 'un de ces
théorémes pourra conduire au résuliat cherché, au moins avec
un certain degré d’approximation. Le théoréme des forces

20.
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vives notamment a servi de base a 'Hydrodynamique de Da-
niel Bernoulli, imprimée en 1738, Ouvrage qui brille d’ailleurs
par une analyse aussi éléganie dans sa marche que simple
dans ses résultats. Nous aurons fréquemment & employer ce
théoréme sous la forme donnée par Daniel Bernoulli, forme
que nous allons établir dans le paragraphe suivant.

§ II. — Du REGIME PERMANENT D'UNE MASSE LIQUIDE
EN MOUVEMENT.

Placons-nous maintenant au point de vue des applications,
et considérons un liquide en mouvement dans des conditions
quelconques. Au commencement du mouvement, il se passe
des phénoménes plus ou moins compliqués; mais au bout
d’un certain temps on obtient généralement un état ou régime
permanent dans lequel toutes les circonstances restent les
mémes aux mémes points de 'espace, et ne varient que d’'un
point a Pautre. o

Ainsi, en un point quelcongue, la vitesse du liguide sera
constante en grandeur et en direction, et, par conséquent,
deux molécules qui, & des époques déterminées, auront oc-
cupé une méme posilion, parcourront la méme trajectoire
d’une maniére identique.

Les riviéres, dans leur cours habituel, nous donnent un
exemple de masses liquides a 'état de régime permanent. S'il
arrive une crue, cet élat se trouve reniplaceé au bout de quel-
que temps par un régime différent, lequel persistera jusqu’a
de nouvelles perturbations.

Filet liguide. — Soit un point M du liquide (fig. So); par ce

Fig. 8o.

point, conduisons un plan normal ala vitesse commune de
toutes les molécules qui y passeront successivement, et tra-



CHAPITRE If. — HYDRODYNAMIQUE. 309

cons dans ce plan autour du point M une courbe infiniment
petite quelconque. L’ensemble des trajectoires des molécules
qui traversent P’aire plane limitée par cette courbe, et qui ne
se sépare pas dans le mouvement, forme un filet liquide. Le
filet peut se dilater, se rétrécir, mais nous admettrons que la
section ne varie que trés-peu et par degrés insensibles, sans
quoi les frottements des molécules liquides les unes sur les
autres ne seraient plus négligeables.

Etude des diverses circonstances du mouvement permanent
d’un filet liguide supposé sans frottement. — Occupons-nous
d’abord des équations au moyen desquelles nous établirons Ia
continuité et la permanence du mouvement du filet.

Soit dw la section du filet en un point quelconque. La masse
du fluide qui passe dans cette section pendant le temps d¢
est dw vdt; et si dQ représente le volume débité par seconde,
lequel est rigoureusement uniforme en vertu de la perma-
nence, on aura

dQ =vdw.

Le filet liquide étant continu, on devra avoir le méme débit
pour toutes les sections do', dw”,... dufilet; donc on a

dQ =vdp =v'dy = v"de"=...;

telle est I'équation dite de permanence.

Théoréme de D. Bernoulli. — Cela posé, le principe des
forces vives suffit pour étudier les circonstances du mouve-
ment d’un filetliquide soumis al’action de la pesanteur, quand
on néglige les frottements des moléculesles unes sur les autres
et sur les parois encaissant le filet.

Soient MM’ ( fig. 81) une portionde filet liquide soumis a la
seule action de la pesanteur; ¢, dw, p la vitesse, la section et la
pression en M; ¢, do’, p’ les mémes quantités au point M’;
II le poids spécitique.

Ecrivons le théoréme des forces vives pour un petit dépla-
cement du liquide compris entre les deux sections quelcon-
ques MM'.

Suppoesons que, par U'effet du déplacement, la section M
soit arrivée en My, et la section M’ en M’ au bout du temps d¢.

Dans V'évaluation de 'accroissement de force vive, il n’y a
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pas a tenir compte de la force vive de la portion M, M. Jaquelle
figure également en vertu de la permanence dans 'expression
de la force vive initiale et de la force vive finale, avec des va-

Fig. 81.

leurs égales dans les deux cas; il suffira de prendre la force vive
de la masse M'M, et d’en retrancher ceile de la portion MM,.
On aura ainsi pour le demi-accroissement de force vive, en
désignant le débit par dQ,

dQdtll

o

o

(¢7— o).

0 -

Evaluons maintenant le travail des forces qui agissent sur
le fitet. Ces forces sont la pesanteur et les pressions p’ et p.
Or on sait, en premier lieu, que le travail de la pesanteur cor-
respondant a un déplacement quelconque d’un systéme de
points matériels dépend uniquement du poids total du systéme
etdela quantité dont le centre de gravité s’est élevé ou abaissé;
donc on ne laltére pas en supposant a la place du mouvement
réel un autre mouvement quelconque, pourvu que le dépla-
cement final du centre de gravité ne soit pas altéré; ici I'on
peut supposer que le mouvement ait consisté simplement -
dans le transport de la masse MM, & ia position M'M’, ; de sorte
que ic travail de la pesanteur est

MWAdQdt(z — 2'),

z — z' éiant la différence de niveau du centre de gravité des
volumes MM, et M'M,, et, comme ces volumes sont infini-
ment petits, z — z' représente aussi la différence de niveau
des points M et M’ de ces volumes.
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Le travail de la pression p est positif et égal a
pdovdi ou pdQdi;
celui de la pression p’ est négatif et égal a
pdwvdt ou p'dQdi;
donc, enfin, on a I’équation
1dQdell
2 8

ou, en divisant par ILdQ d¢,

(02— )=1l(z — 2" ) dQ dt + p dQ dt — p'dQ dt,

(1) R Ty

2g 29 TTHT I
Sous cette forme, tous les termes de cette équation repré-
sentent des hauteurs :
v? s
s est la hauteur due a la vitesse ¢;

¥

v'?

est la hauteur due a la vitesse ¢';

N
3

!

et % sont les hauteurs représentatives des pressions.

=1

Concevons qu’aux différents points de notre filet (fig. 82)

Fig. 82.

nous élevions des tubes étroits MA, M’ A’ débouchant dans
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le vide. L’eau s’élévera dans ces tubes a des hauteurs mar-
4

quéespar%7 Pﬁ’ -+« d'aprésla définition de la pression des
liquides. Nous nommerons ces tubes tubes pi¢zométriques,
d’apres d’Aubuisson, qui s’en est servi pour mesurer la pres-
sion d’un liquide en mouvement aux différents points d’un
tuyau de conduite.

, 1]
Cela posé, z + P st 1a hauteur au-dessus du plan fixe de
i H I ¥

comparaison du sommet de la colonne piézométrique du

. 4 .
point M, z' + }ﬁ est la hauteur analogue pour le point M, et

Vésuation (1) veut dire que :

Tutorine. — La différence des havleurs dues aux vitesses
en deux points quelcongues d’un méme filet liquide est égale
& la différence de niveau des sommets des colonnes piézomé-
trigques correspondantes.

Il résulte de la gue si, & chaque colonne piézométrique,
on ajoute une hauteur égale & la hauteur due a la vitesse du
point correspondant de la veine fluide, on arrivera toujours a
un niveau constant; c’est ce que I’équation montre si on la
met sous la forme

9

) ¢ p o'
(2) — = 2=

Ce niveau constant s’appelle le plan de charge.
Pour faire une application de ce théoréme, considérons, dans
une veine fluide suffisamment mince (fig. 83), diverses sec-

Fig. S3.

tions AB, A’B’, A”B” qui soient traversées 4 peu pres rectangu-
lairement par le liguide, et dont les centres de gravité soient
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G, G', G”. La variation de section entre AB et A”B” est sup-
posée continue et telle, que le liquide remplissant cette por-
tion du vase y coule par filets & peu prés d’égale vitesse, et
par conséquent sans frottement sensible. Dans ce cas, en con-
servant les notations précédentes, ona

et

Ainsi, quand on connaitra les aires £, Q/, Q” et les ordon-
nées z, z', 3”, on aura, entre les trois vitesses etles trois pres-
sions, quatre équations qui permettront de déterminer quatre
de ces quantités en fonction des deux autres.

Supposons, par exemple, que les inconnues soient les trois
vitesses et la pression p'- On trouvera d’abord, sans avoir
dgard 4 la section intermédiaire et en éliminant V,

/ o p”
2" P F

fog(z—z = —

/ -+
/ TR
oy
ey
Mais il importe de remarquer que cette formule est sou-
mise & un cas d’exception.

Calculons, en effet, la pression p’, nous avons pour cela
I'équation

3) "//:

o PON (LU
i <~ —r—-I—l-> <£_),'2M Q_?> = O.

\

Il est possible que cette équation, si z’ est trop considérable,
donne pour p’ une valeur négative. Dans ce cas, le mouve-
ment permanent est impossible, le liquide se divise comme
il fait au sommet d’un siphon quand ce sommet est a plus de
32 pieds au-dessus des niveaux du liquide. Les deux colonnes
sont alors a une pression nulle.

Ce résultat est indépendant des frotiements dont nous au-
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rons plus tard 4 examiner U'influence. Remarquons encore que
I'nypothése d’une pression nulle ne se réalise méme jamais
dans la pratique, a cause de I'air et de la vapeur qui se déga-
gent de I’eau dés que la pression est suffisamment diminuée.

Quoi qu’il en soit, tant que I'on fait abstraction des frotte-
ments, le plan de charge conserve un niveau invariable; il faut
bien se garder de le confondre avec la ligne des niveaux pié-
zométriques, qui peut s’abaisser ou se relever, selon que la
vitesse augmente ou diminue, ce qui correspond pour la sec-
tion a des variations inverses. Ce plan indique la plus grande
hauteur & laquelle puisse parvenir le filet liquide sans vitesse,
et a la condition de déboucher sous une pression nulle.

Si 'on veut faire monter le lignide au dela de ce niveau, il
faui exercer en un point quelcongue une pression supplémen-
taire, au moyen d’une pompe par exemple. On augmentera le
niveau de charge en ce point et, par suite, en tous les autres.

dpplication du principe des piézomeétres.— On trouve une
application intéressante de ces principes si simples dans un

appareil installé aux environs d’Amsterdam, 4 proximité de
'usine qui fournit 4 la ville I’eau potable nécessaire a la con-
sommation des habitanis.
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Dans les distributions d’eau ordinaires, ’eau se trouve
emmagasinée dans de grands réservoirs qui sont établis a une
hauteur suffisante, pour desservir toutes les conduites; elle
Y est mainienue au niveau convenable au moyen de pompes.

Ce systéme n’était pas p0551ble a Amsterdam, en I’absence
de relief dans les terrains environnants. La consommation est
alimentée directement 4 l'aide de pompes puisant dans de
grands bassins contenant de Veau filtrée. Le jeu de ces
pompes doit donc étre réglé de maniére que la charge ait
toujours une valeur convenable. Pour cela, on a installé un
piézométre en un poinide la conduite AB ( fig. 54); le niveau
de I’eau dans la colonne, indiqué au moyen d’un flotteur, sert
de guide au mécanicien, qui fait marcher un plus ou moins
grand nombre de pompes, de maniere & maintenir la charge a
peu pres au niveau normal. Quand ce niveau est notablement
dépassé, I'eau arrive dans un petit bassin supérieur, d’ou elle
s’écoule par un orifice de trop-plein.

Des pertes de charge. — Dans une distribution d’cau d’une
grande longueur, le niveau de charge n’est plus constant:ilya
des résistances qui se traduisent par des pertes de charge; les
unes de cesrésistancesagissentd unemaniére continue, comme
les frottements; d’autres, d’une maniére discontinue, comme
les travaux résistants qui se produisent en certains points, tels
que les prises d’eau. En un point déterminé, I'eau ne pourra
couler que si la ligne de charge est au-dessus du niveau de
Vorifice. Hl importe donc de connalitre cette ligne qui, a partir

Fic. 83,

du point de départ, va en s’abaissant continuellement, diffé-
rant en cela de la ligne des niveaux, piézoméiriques qui peut
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se relever quand, par suite d’'une augmentation de section dans
la veine ( fig. 85), une partie de la vitesse se trouve transformée
en pression; mais de pareilles transformations sont toujours
accompagnées d’une perte de charge, comme nous le verrons.

Puits artésiens. — Les napf}es d’eau souterraines sont dans
le méme cas que les cours d’eau terrestres; en chaque point
il existe un niveau qui représente la charge sur ce point, et
qui indique le niveau maximum auquel 'eau soit susceptible
de jaillir. I importe donc, quand on veut forer de pareils
puits, de connaitre, autant que possible, les allures de la sur-
face qui dunne la charge en chague point.

Remarques sur Uapplication du théoréeme de Daniel Ber-
noulli. Pour appliquer le ihéoréme de Daniel Bernoulli & un
cours d’eau, et ménme a une veine liquide assez petite, mais
non infiniment petite, il faudrait savoir comment les pres-
sions varient dans Pintérieur de cette veine; on aurait alors
la vitesse v ent chagque point par le théoréme qui précede, et
le débit total serait

Q= f‘vdm.

o

Or c’est a un probléme inscluble jusqu’ici d’une maniére
générale, méme en négligeant les frottements.

Il n’est pas possible de savoir ou sont les niveaux piézo-
meétriques dans les divers filets qui constituent une veine
flaide; donc le théoréme précédent, qui donne la loi des
vitesses en fonction de ces niveaux, ne peut servir a rien, ou
du moins il ne donne en général qu’une relation unique,
insuffisante pour résoudre les questions qui intéressent la
pratique.

Mais il en est autrement dans quelques cas simples pour
lesquels on admet les régles suivantes, qui supposent que, dans
une portion du liguide n'ayvant pas une grande étendue, le frot-
tement des molécules les unes sur les autres peut étre négligé.
Cette hypothese est confirmée par [’expérience et sera expli-
quée plus tard par Pétude des effets du frottement dans les
conduites d’eau et les canaux découverts.

PreMIERE REGLE. — Si un courant ou une portion de courant
se compose de filets liquides dont chacun »{L un mouvement
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rectiligne et sensiblement uniforme, les pressions de leurs
molécules entre elles, en vertu de la pesanteur, et abstrac~
tion faite des frottements, suivent les mémes lois que dans
I'état de repos du liquide; car les forces qui sollicitent chaque
filet en mouvement uniforme satisfont aux conditions de I'é-
quilibre. Ainsi: 1° si deux points M, M’, assez peu éloignés
Pun de T'autre pour que le {rottement dans l'intervalle soit
négligeable, ont la différence de niveau z, que la pression par
metre soit p au point supérieur M, et p’ au point M, on a
p'=p + lz, méme quand les points M et M’ n’appartiennent

° pas a un méme filet; 2° si 'on imagine dans le courant une
section plane peu étendue dont I'aire soit A, et dont le centre
de gravité soit a la hauteur H au-dessous du point ou la pres-
sion par métre est p, la pression totale sur la section A est
A(p-+1IH)et la pression moyenne est p—+ ITH, celle quia
lieu au centre de gravité de la section.

Deuxigve rieLE. — Les mémes lois ont encore lieu dans un
liquide ayant des mouvemenis quelconques, mais trés-lents;
car cette lenteur n’a lieu que dans un état trés-voisin de 1’é-
quilibre. Nous avons vu qu’il n’en esi pas ainsi quand on
étudie les petits mouvements d’un corps flottant; c’est que,
dans ce dernier cas, il s'agissait de calculer 'eflet des pressions
sur ces vitesses trés-petites, ei il n’était plus permis de négiiger
des forces qui étaient du méme ordre de grandeur que les
effets a déterminer.

TroisikMe rRiGLE. — Si, dans une certaine section transver-
sale du courant, les filets ont des vitesses paralléles, égales ou
inégales, et que, immédiatement aprés cette section, les filets
décrivent a peu pres les paraboles que chaque molécule par-
courrait, en vertu de sa vitesse et de son poids, si elle était
isolée dans le vide, la pression a Vintérieur du liquide est la
méme qu’a 'extérieur; car, puisque les molécules se meuvent
comme si elles n’étaient soumises qu’a 'action de la pesan-
teur, les pressions latérales que chaque filet éprouve se font
équilibre deux & deux et sont, par conséquent, toutes égales
a la pression extérieure. On voit que, dans ce cas, la loi des
pressions est tout a fait difiérente de celle quirégit les li-
quides en équilibre.

On ne devra donc jamais employer le théoreme de D. Ber-
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noulli sans s'étre assuré que I'une des trois régles précédentes
est applicable, autrement on aura toujours le droit d'écrire
I'équation générale; mais celle-ci ne pourra étre d’aucune-
utilité.

Quoi qu’il en soit, le seul principe des forces vives nous a
suffi pour nous rendre compte des différentes circonstances
du mouvement permanent d’'un filet liquide, a la condition de
négliger les frottements et les travaux résistants de toute na-
ture, développés par les actions mutuelles des molécules
liquides et des parois fixes ou mobiles.

D’aprés ce théoréme, sous la forme que luia donnée D. Ber-*
noulli, en divers points d’'un méme filet liquide :

La différence des hauteurs dues aux vilesses est égale & la
différence de niveau des sommets des colonnes piézométriques.

Autrement, en nous reportant 2 la définition de la ligne de
charge :

La vitesse en chaque point est la méme que celle qu'ac-
querrait chaque molécule liguide en tombant librement dans
le vide, depuis le niveaw qui représente la charge jusqu’ & celui
du sommet de la colonne piézométrique.

Sous cette forme, le théoreme s’applique méme au cas ou
les frottements ne sont plus négligeables, si 'on tient compte
de la dénivellation de ligne de charge produite par ces frotte-
ments; mais on suppose toujours qu’il s’agisse d’un filet
liquide infiniment petit.

Un filet liquide a une longueur indéfinie, mais une section
infiniment petite; de la sorte, dans toute I'étendue de cette
section, la pression est uniforme, etla vitesse est constante.

Pour appliquer le théoréme de D. Bernoulli &4 une veine
fluide de dimensions finies, quelque petites que soient ces
dimensions, il faut connaitre la loi des pressions pour en con-
clure la loi des vitesses; or, c’est la ce qui n'est possible que
dans les trois cas que nous avons distingueés.

Nous allons, par des applications variées, montrer comment
on doit étudier, soit les cas ou le théoréme est applicable,
soit ceux ou il ne 'est pas.
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§ III. — EcOULEMENT PERMANENT D'UN LIQUIDE PAR UN PETIT
ORIFICE PERCE EN MINCE PAROI.

Un liquide homogéne s’écoule par une petite ouverture
pratiquée dans la paroi d’un vase ou réservoir.

I’écoulement est supposé permanent, ce qui exige que le
réservoir soit, par un moyen quelconque, entretenu constam-
ment plein d’eau & la méme hauteur. L’expérience prouve
que, dans ces conditions, et I'aire de U'orifice étant assez petite
par rapport aux dimensions du vase, le régime permanent
s’établit trés-promptement; ¢’estau moment seulement ou il
est établi que nous étudions le mouvement, c’est-a-dire que
nous nous proposons de demander a 'observation ou au calcul:

1° La vitesse d’écoulement (ui anime les molécules fluides
dans les environs de l'orifice;

2° La dépense correspondante par seconde.

Orifice en mince paroi. — Le premier cas dort nous ayons
anous occuper est celui ou Porifice est percé en mince parol,
¢’est-d-dire qu’a 'endroit de Porifice les parois ont été amin-
cies de maniére que I'épaisseur traversée par le liquide soit
moindre que la moitié de la plus petite dimension de I'ou-
verture ( fig. 86).

Fig. 86.

Théoréeme de Torricelli. — Les lois qui réglent les vitesses
d’écoulement des divers fluides par le moyen d’orifices en
mince paroi ont été étudiées expérimentalement par Torri-
celli; c’est 1 le premier pas fait dans I’Hydrodynamique.
Archiméde et Galilée (car I'intervalle qui a séparé ces deux
grands génies disparait dans I'histoire de la Mécanique) ne
s’étaient occupés que de Péquilibre des fluides.

Torricelli a trouvé que les vitesses d’écoulement sont pro-
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portionnelles aux racines carrées des c/zarges comptées sur le
centre de gravité de Uédifice. De plus, ces vitesses sont indé-
pendantes de la nature du liquide soumis & Uexpérience.

Hauteurs dues auzx vitesses.

Hauteurs. Vitesses.
m m
0,0 .. . 0,443
0,10 . 1,401
0,20, .o 1,921
0330 0t e 2,426
0,400 oot 2,801
o,50. .. L 3,132
0,60.. . ... ... .. Cee e o 34431
0,80 ... . ... 3,961
1,00 ... Ce e 4,429
1,30 e B, 5,050
1,9 . ... ... .. e 5,424
2300 1t 6,264
2,50 . L 7,003
3,00, o .. 7,672
£,00 0. L . 8,858
5,000 ... 9,904

Tel est le théoréeme de Torricelli. L’inventeur I'a donné
comme un fait d’expérience a la fin de son traité De moiu
naturaliter accelerato, 1643. Newton, a plusieurs reprises, et
en méme temps Varignon, entreprirent en vain de démontrer
ce théoréme. La premiére démonstration rigoureuse est due
aD. Bernoulli; elle est fondée sur le principe des forces vives,
dontnousavons déja indiqué 'application a I'étude des lois du
mouvement des fluides.

Mais avant d’exposer I'application de la formule de D. Ber-
noulli & la question actuelie, qui est extrémement délicate, il
est indispensable d’étudier de trés-prés le phénoméne au
pointde vue physique, afin de voir si et comment nous pour-
rons utiliser 'ane de nos trois régles, sans lesquelles le théo-
réeme de D. Bernoulli n’est qu’une lettre morte, au méme titre
que les équations générales d’Euler.
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Etude physique du phénoméne. — Cette étude a été faite
d’abord par Bossut et reprise d’'une maniére trés-compléte par
Savart, dont elle constitue un des plus beaux travaux. Nous
lui emprunterons seulement quelques observations.

Contraction de la veine fluide. — La veine considérée
dans son ensemble se compose de deux parties bien distinctes.
La premiére, qui touche a l'orifice, est limpide, transparente,
en apparence immobile, et ressemble a une tige de cristal.
Plus loin la veine est agitée, louche, et présente de distance
en distance des renflements ou ventres réguliérement espa-
cés, dont le diamétre maximum est plus grand que celui de
Porifice.

Contraction de la veine. — Occupons-nous de la premiére
partie. Le phénoméne capital qu’elle présente est celui de la
diminution rapide qui s’observe dans la sectlion de la veine a
partir de V'orifice jusqu’a une distance de celui-ci égale, d’a-
prés Pabbé Bossut, a environ la moitié de son diamétre. Le
méme observateur a reconnu que le diamétre de la veine en
ce point (section de plus grande contraction) est a celui de
I'orifice a peu prés dans le rapport de 12 a 14,7, tellement
que l'aire de l'orifice est a 'aire de la veine contractée comme
-3 est a 2 environ. On sent bien que cette mesure est trés-
délicate & prendre et que nous ne pouvons donner que des
résultats moyens. Quoi qu’il en soit, le fait important 4 notre
point de vue, c’est, en premier lieu, la convergence des fileis
périphériques au moment de la sortie du vase, convergence
dont résulte nécessairement, pour les filets intéricurs, une
pression plus grande que celle qu'on calculerait d’aprés les
lois de ’Hydrostatique; en second lieu, la disparition de cette
convergence a une pelite distance de I'orifice, au point ou la
section cesse de diminuer et ou les filets sont sensiblement
paralléles; si la paroi d’émersion n’est pas horizontale, la
veine décrit, a partir de ce point, une courbe qui se rapproche
beaucoup de la parabole assignée par la théorie comme tra-
jectoire des points matériels soumis a la simple action de Ia
pesanieur.

Explication de la contraction, — 1l est facile de se rendre
compte du phénoméne de la contraction. L’eau ne peut sortir
d’un réservoir par un orifice quelconque, sans que ses parti-

111, 21
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cules n’affluent de toutes parts, autant cu’elles le peuvent,
vers cet orifice, comme vers un centre, par un mouvement
accéléré, et suivant toutes les directions. Les seuls filets qui
répondent a la partie centrale de I'orifice décrivent & peu prés
rigoureusement une ligne qui sera verticale si I'crifice est
percé au fond d'un vase, dans une paroi horizontale ( fig. 87 ).

Fig. 87.

Les autres filets sont obligés de se détourner de la veriicale
pour s’approcher de I'orifice, et, en y arrivant, ils ont des di-
rections qui s’approchent plus ou moins de I'horizontale. Ces
filets doivent se géner mutuellement dans leurs mouvements,
et tes molécules liquides se trouvent, par suite, obligées de
suivre des trajectoires courbes : elles donnent alors naissance
a des forces centrifuges qui ont pour effet d'augmenter la
pression dans l'intérieur de la veine au droit de 'orifice.
Inversion de la veine. — Un autre fait qui met bien en évi-
dence l'existence de pressions centrifuges est celui qu’on

Fig. 88.

désigne ordinairement sous le nom d’/nversion de la veine, ct
qui est présenté par tous les orifices dont la section n’est pas
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circulaire. MM. Poncelet et Lesbros ont étudié ce phénomeéne
en détail pour plusieurs orifices différents (fig. 88); si, par
exemple, Vorifice est carré, la seciion de la veine, & une dis-
tance égale a deux fois et demie le diametre de cet orifice,
esl encore a trés-peu prés un carré; seulement les diagonales
de cette section sont paralléles aux cotés de orifice; les cdtes
sont d’ailleurs 1égérement courbés. Si I'on fait une section
entre les deux premiéres, on obtient une figure qui est en
quelque sorte une transition entre ces deux-ci. Cela parait
provenir de ce qu'a 'endroit ou les filets qui viernent des
milieux des cdtés tendent a devenir paralléles, ceux qui
viennent des angles tendent encore a se rapprocher et obligent
les autres a s’éloigner.

MM. Poncelet et Lesbros ont aussi étudié un orifice rectan-
gulaire ayant 6o centimeétres de hauteur sur 2 centimétres de
largeur, et ils ont cherché la forme de la section de la veine aux
distances o™, 10, 0°",30, 0°", 70, 1°",10 de I'orifice, et ils ont
irouvé les courbes représentées dans les figures ci-dessous.

Détermination théorique de la vitesse. — Une fois ces phé-
nomenes étudiés, I'application du calcul est trés-simple. On

21,
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ne peut pas appliquer le théoréme de Bernoulli pour les par-
ties de la veine voisines de I'orifice, parce qu’on ne connait pas
en cette région la loi des pressions; tout ce qu’on sait, c’est
qwelles sont plus grandes que celles que donneraient les lois
de I'Hydrostatique ; mais, au point ou la section est contractée,
les vitesses sont paralléles et les molécules décrivent, sous
I’action de ces vitesses et de la pesanteur, leurs trajectoires
paraboliques a peu pres indépendamment les unes des autres
(fig.9o0). Nous pouvons donc supposer que la pression est

Fig. go.

constante dans toute I’étendue de la veine, et égale 4 la pres-
sion altmosphérique ambiante, et, par suite, nous nous trou-
vons dans le troisiéme cas ou le théoréme de D. Bernoulli est

applicable.
Nous aurons immédiatement I"équation
o uﬁ_b PP
29 a2g 1L I

L’orifice étant généralement trés-petit par rapport a la sec-
tion du réservoir, on peut, sans erreur sensible, négliger le

2

¢ . .
terme 2—‘;; et, si 'on suppose de plus que la pression atmo-
o]

sphérique est la méme a la surface libre du liquide qu’au
niveau de Vorifice, on aura simplement

v=—=y/29h;
V=25l
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de sorte que la vitesse du liquide est la méme que celle d’un
corps qui tombe librement dans le vide de la hauteur .

Si I'orifice d’écoulement est noyé ou si le liquide débouche
dans un réservoir ou la pression soit supérieure ou inférieure
a celle de I'atmosphére, i faudra conserver dans la formule le

pe__ P
terme {r — o

Enfin, dans certains cas, il y aura lieu de tenir compte de
la vitesse au niveau supérieur v,.

Feérification expérimentale.— Celte formule, comme toutes
celles que nous trouverons dans cette théorie au moyen d’hy-
pothéses souvent un peu douteuses, ne doit étre admise
qu’aprés une vérification expérimentale. Ici 'on peut faire
cette vérification de deux maniéres :

1° On peut diriger le jet verticalement de bas en haut, et
’on reconnait que le liquide s’éléve sensiblement & la hau-
teur h;

2¢ On peut construire la parabole que forme la veine fluide
au moyen d’anneaux fixés a un tableau, et qu’on place de ma-
niere a les faire traverser par la veine. En opérant de cette
maniére, au bout de quelques titonnements, on arrive a une
vitesse .
o= 0,08 yagh,
el méme

0=0,993 y2gh

dans le cas de vitesses tres-faibles.

Une vérification & 1 ou 2 pour 100 prés suffit pour montrer
qu'on a fait une honne théorie, et qu on peut accepter le ré-
sultat auquel elle a conduit.

Dépense.— Calculons maintenantla dépense. Si 'on désigne
par Q Paire de la section contraciée, les vitesses des filets
liquides étant sensiblement perpendiculaires a cette section,
on aura évidemment pour la dépense par seconde

Q=Q \/2g/t.

11 s’agit de trouver £, connaissant 'aire A de Porifice. Ici
la théorie est complétement impuissante, et il faut Vaban-
donner pour recourir & expérience.
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On peut d'abord mesurer directement @ a laide d'un
compas d’épaisseur; mais on n’arrive pas ainsi a une grande
précision. La meilleure méthode consiste a mesurer la dé-
pense Q par seconde, et a déterminer ensuite Q au moyen de
la formule

Q=0QV2gh.

L’expérience a montré que Q est sensiblement proportion-
nelle 4 A et qu’on peut écrire Q& —mA, d’ol

Q=mA V'QT;/i .

Dans le cas d’un petit orifice en mince paroi, dont les deux
dimensions différent peu I'une de P'autre, et enfin quand la
charge sur le centre est assez grande pour la stabilité du
mouvement permanent, le coefficient m est a peu prés égal
a 0,62,

Beaucoup d’auteurs appellent y2gh la vitesse théorigue, et

Ay2gh la dépense théorique d’un orifice A sous une charge /.
La premiére de ces expressions est juste, et nous avons vu
que P'expérience vérifie autant qu’on peut l'espérer les dé-
ductions de la théorie. Au contraire, 'expression de dépense
théorique pour désigner une dépense qui n’est nullement
donnée par la théorie est extrémement vicieuse. La théorie
nous indique que, au point ot la vitesse est égale a y2g%, la
section est plus petite que A, et qu’au point ou la section
est A, la vitesse est plus petite que y2g#%, & cause des pressions
centrifuges résultant du mouvement curviligne des molécules,
pressions dont I'effel est de relever le niveau piézométrique,
et par conséquent de diminuer Ia vitesse.

Quoi qu’il en soit, le coefficient de la dépense m — 0,62 est
principalement destiné & représenter la diminution de la sec-
tion de sortie; c’est un coefficient de contraction, quoiqu’il
provienne aussi en partie de ce que la vitesse a la section
contractée n’est pas tout a fait égale d y2gh, comme nous
I’avons vu.

Du coefficient de contraction. — Ce coefficient 0,62 sup-
pose de petits orifices circulaires de 2 a 16 centimetres de
diaméire percés dans une paroi plane, et soumis & une charge
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assez forte, charge que 'on mesure habituellement sur le
centre de gravité de 'orifice. Le coefficient m diminue lorsquce
les charges augmentent au dela d’une cerlaine limite, et, «
charge égale, il augmente un peu lorsque les dimensions de
Uorifice diminuent. 11 dépend du reste trés-peu de la forme
de cet orifice, au moins 1ant que celui-ci reste trés-petit et
de forme plus ou moins carrée ou circulaire. 5

Nous venons de voir qu'en général la théorie est impuis-
sante a déterminer la valeur numérique du coefficient de con-
traction; cependant elle peut le faire dans deux cas particu-
liers qui sont :

1° Celui d’an orifice dit parfaitement évasé ;

2° Celui d'un orifice pourvu de I’ajutage rentrant de Borda,

Orifice parfaitement évasé. — 8i, au lieu d’amincir la paroi
comme nous l'avons d’abord supposé, on évase Vorifice en
dedans ( fig. g1), de maniére & donner a la portion de la veine

Fig. o1.

fluide contenue dans I'épaisseur de la paroi précisément la
forme que cette veine tend A prendre en débouchant d’un ori-
fice aminci, il est clair qu’il n’y aura plus de contraction a la
sortie, puisqu’onaura artificiellement reporié ce qu'on appelle
maintenant 'orifice a la section contractée. Il n’y aura plus de
coefficient de contraction m répondant a une réduction de

section, et 'on aura sensiblement pour la dépense Ay2gh,

ou plus exactement pAy2gh, p portant sur la vitesse théo-
rique et différant de l'unité. Les expériences de Michelotti
ont donné

Q = 0,984Ay2gh.

Quant aux dimensions les plus convenables a adopter pour
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avoir un orifice qu’on puisse dire parfaitement évasé, elles ne
sont pas trés-bien déterminées. Michelotti a donné, pour les
longueurs AB, ab, CD, les nombres respeciifs 100, 79, 39,
tandis qu’Eytelwein a donné les nombres plus simples 10, 8
et 5.

Ajutage rentrant de Borda. — Au lieu d’évaser la paroi,
faisons-la rentrer au contraire dans I'intérieur du vase de ma-
niére a constituer un ajutage rentrant. Ce sysiéme d’orifice
n’est jamais employé; son étude n’offre qu'un intérét théo-
rique résultant de ce qu'on peut déterminer la contraction
par le calcul.

L'orifice étant disposé comme I'indique la fig. 92, la lon-
gueur AD du tube rentrant doit étre telle que la veine liquide

Fig. 92.

se détache parfaitement des parois a partir de AB, et sorte
sans toucher la paroi intérieure de l'ajutage. On voit qu’au
moyen de ce petit tube on reporte dans l'intérieur du liquide
des points ou les molécules commencent a prendre des vi-
tesses accélérées, de sorte que, I'orifice AB étant trés-petit par
rapport a la section horizonlale du vase, la vitesse le long des
parois verticales de celui-ci est trés-faible méme en D et en C,
et la pression aux divers points de ces parois est partout celle
qui aurait lieu dans I’état de repos. Donc la pression qu’exerce
sur le liquide la paroi ED, CF qui entoure Uorifice étant pro-
jetée sur un axe perpendiculaire au plan vertical AB, est par-
tout la méme que celle des parties correspondantes GH, IK
de la paroi opposée GK. De plus, celle-ci exerce en HI une
pression qui n’est pas contre-balancée et dont I'expression est
F=TIAR (en désignant par A P'aire de Uorifice AB), si I'on
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néglige la pression atmosphérique, qui agit également sur la
veine AabB. _

Cela posé, appliquons le théoréme de la projection des
quantités de mouvement au liquide qui, & un instant quel-
conque pris pour instant initial, est compris enire NN et ab,
section faite & Pendroit de la contraction. Prenons laxe de
projection horizontal dans le sens de la vitesse de sortie en ab;
celle-ci étant v et I'aire de la section contractée étant Q, la
HQv dt
==,

S

masse du liquide dépensé pendant le temps dt est

MQ e dt

et sa quantité de mouvement - C’est précisément l'ac-

o

croissement de la projection de la quanlité de mouvement du
systéme matériel considéré, attendu la permanence du régime
dans 'intérieur du vase et la direclion verticale de la vitesse
des molécules du plan NN. Quant aux impulsions horizon-
tales des forces, elles se réduisent a F d¢ ou A A dt, puisque
toutes les autres forces se détruisent en projection. Le théo~
réme de la quantité de mouvement donne donc I’équation

Qe dt

o
e’

—MAhdt;

et comme on a dailleurs| v*= 2gh, d’aprés le théoréme de
Bernoulli, qui s’applique in¢gépendamment de 1'orifice, on en

conclut O =LA, et la dépense par seconde Q = +A y2gh.

Ce dernier résultat est confirmé par une expérience de
Borda. On voit que la démonstration précédente ne pourrait
pas s’appliquer a un orifice ouvert immédiatement dans une
paroi plane, parce que les filets, glissant sur cette paroi avec
une vitesse croissante aux approches de l'orifice, y exercent
unte pression moindre que la pression hydrostatique. Il fau-
drait donc, dans ce cas, poser

F>nAh,

en continuant d’appeler F P'excés de la pression de la paroi
GX sur la pression de la paroi opposée. On en conclurait

Q>24 et Q>Avagh

~
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Diverses valeurs du coefficient de contraction. — Nous avons
trouvé, pour le cas de I'orifice parfaitement évasé, que le coef-
ficient de la dépense est égal a 0,98 : ce méme coefficient est
de 0,50 pour 'ajutage rentrant, et il est clair que, dans les di-
verses dispositions que I'on adoptera pour I'orifice, m variera
entre 0,50 et 1, selon que la contraction se trouvera pius ou
moins annulée, la vitesse étant toujours sensiblement égale a
fa vitesse théorique, a I'endroit de la contraction. En particu-
lier, on augmenterait 1a dépense en disposant dans Uintérieur
de Porifice en mince paroi de petites planchettes, de maniére
a arréter les filets dont les vitesses seraient trop divergentes;
seulement il ne faudrait pas aller trop loin dans cette voie,
car on arriverait a I'ajutage rentrant qui donne m = 0,50. On
donne quelquefois une régle qui consiste a multiplier 0,62
par les coefficients 1,03, 1,05, 1,07 ¢t 1,12, selon que la con-
traction sera supprimée sur un cdté, sur deux cdtés opposés,
sur deux cOtés contigus, enfin sur trois cdtés. _

On peut consulter les Tables déduites, par le colonel Les-
bros, d’un trés-grand nombre d’expériences ( Recueil des Mé-
moires des Savants étrangers), ou I'extrait de ces Tables qu’on
trouve a la fin du Cours d’hydraulique de M. Bresse.

Grands orifices. — Fannes. — L’écoulement des liquides
par les grands orifices est le cas qui intéresse le plus la pra-
tique, et dont I'étude présente la plus grande utilité.

Les eaux qui font mouvoir les roues hydrauliques sont or-

dinairement contenues dans un réservoir ou bief. L’'une des
parois de ce réservoir est percée d’un orifice dont les dimen-
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sions ne peuvent pas étre considérées comme petites. Quand
la roue ne travaille pas, le pertuis est fermé par une vanne. Les
vannes peuvent éire d’ailleurs de deux sortes : des vannes de
Jond et des vannes de superficie. Les premiéres laissent passer
Peau en s’élevant (fig. 93), les autres en s’abaissant; ces der-
nieres constituent ce que 'on appelle des déversoirs; nous les
étudierons plus loin. Occupons-nous donc, pour le moment,
des vannes de fond, c’est-a-dire étudions I’écoulement par un
grand orifice noyé, lequel ne différe que par les dimensions
de ceux qui nous ont occupés jusqu’ici.

Remarquons d’abord que la théorie précédente n’est plus
applicable. En effet, dans la section contractée, on a bien
encore des molécules animées de vitesses paralleles, mais ces
vitesses ne peuvent plus étre considérées comme égales, et
les paraboles suivies par les différents filets liquides doivent
se géner mutuellement ( fig. o).

Il n’est donc pas permis de décomposer l'orifice en une série
d’orifices élémentaires de trés-petite hauteur, a chacun des-
quels on appliquerait les résultats qui précédent, et une théorie
méme approchée devient impossible. On emploie habituelle-
ment la formule des peltits orifices

Q=mAVagh,

/i étantla charge surle centre, laquelle doit étre égale au moins
a trois fois la hauteur de Vorifice, et le coefficient m n’étant
plus constant. Il peut varier de 0,600 4 0,605 pour les cas or-
dinaires de la pratique, dans lesquels la hauteur de l'orifice
est & peu pres de o™, 20, diminuant quand les charges augmen-
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tent au dela d’une certaine limite, augmentant quand les di-
mensions de l'orifice diminuent.

Ce que nous venons de dire s’applique a un grand orifice
percé en mince paroi 2 une assez grande distance du fond, de
maniére que la contraction soit compléte. Mais, dans les vannes
qui servent a donner 'eau a la plupart des moteurs, il n’en est
pas ainsi. L’orifice est ordinairement formé par le seuil de la
vanue, les deux c¢dtés du canal, et enfin une paroi mobile qui
est quelquefois verticale, mais le plus souvent inclinée
(fig. 953), afin e pouvoir affleurer la roue de plus prés. Il im-

Fig. 95.

porte d’ailleurs de donner la forme évasée a toutes les parties
de la paroi qui en sont susceptibles, afin d’avoir la plus petite
hauteur possible pour une dépense donnée. Dans ces condi-
tions, la contraction étant supprimée sur trois cotés, et-d’au-
tant plus réduite pour le quatriéme que I'inclinaison sera plus
grande, on peut prendre

Pour une vanne verticale................ m=—=10,%0
Pour une vanne inclinée 4 1 de base pour 2
dehauteur........... ... . . el m—o,%4
Pour une vanne inclinée & 1 de base sur 1
de hauteur............ ... .. .. .. m=0,80
Coursiers. — Souvent les vannes et autres orifices, évasés

ou non, déversent dans un canal découvert ou coursier, dont
le fond et les parois latérales affleurent le co1é inférieur et les
deux colés latéraux de lorifice. Les coursiers peuvent avoir
2 a 3 métres de long, et, s'ils ont une inclinaison convenable
que nous apprendrons a calculer, la veine conserve, a partir
de la section ab, un mouvement rectiligne et uniforme.



CHAPITRE II. — HYDRODYNAMIQUE. 333

Admettons d’ailleurs que la vitesse dans ie bassin d’amont
soit négligeable.

Considérons un filet ABb'a’( fig. 96 ), en vertu de notre pre-

miére régle, en désignant par p, la pression atmosphérique en

Fig. 6.
N

a et en NN, et faisanl ea’= /’, on a, pourla pression par unité
de surface en a’b’, p.—- I &, tandis que la pression en AB est
po—+ 1A,

Le théoréme de Bernoulli donne donc, pour la vitesse
en a'b’, en négligeant celle qui a lieu en AB dans Pintérieur
du vase,

o

G

=h+-h—NW=35 ou ¢=y2gs,

2 W
o

z étant la charge sur le sommet a de Vorifice (et non sur le
centre).

On voit que ces coursiers diminuent la vitesse et, par suite,
ladépense, en augmentant la pression intérieure, de sorte que
la pression sur le centre de gravité se trouve remplacée par la
charge sur le sommet qui est plus faible; cependant, dans ce
cas, on peut encore employer la formule ordinaire

Q= nzA\/@,

en désignant par & la charge sur le centre et m un coefficient
expérimental. L’expérience prouve que, sila charge dépasse
trois fois la hauteur de l'orifice, la dépense n’est pas sensible-
ment altérée; mais, au-dessous de cette limite, les coursiers
diminuent cette dépense de plus en plus pour des charges de
plus en plus faibles; on peut descendre a o »42.

Nous avons étudié, d’une maniére compléte, le premier phé-
nomeéne qu’on renconire dans le mouvement des liquides sor-
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tant d'un réservoir: c’est celui de la contraction qui se produit
lorsque I'écoulement se fait par des orifices en mince paroi.

Dans ce cas, le théoréme de D. Bernoulli est applicable,
'effet des frottements et autres résistances passives peut éire
négligé, parce que le liquide est simplement dirigé dans son
mouvement sans agitation, sans tourbillonnements qui fassent
perdre de la force vive.

Il suit de Ia que, depuis la surface libre jusqu’a la section
contractée, il n'y a pas de perte de charge. La ligne des niveaux
piézométriques qui, si nous ne tenons pas compte de la pression
atmosphérique, a éprouvé une chute brusque de b en ¢
( fig. ¢7) au moment de la sortie du vase, tombe jusqu’en d, a

Fig. 97.

I’endroit de la contraction; mais la différence des niveaux, au
point ¢ commeau point d, se retrouve tout entiére en vitesse,
et la ligne de charge, définie comme nous I'avons faite, reste
sensiblement horizontale.

Des phénomeénes d’un tout autre ordre vont se passer quand
Vorifice est prolongé par un tuyau ou ajutage cylindrique,
dont la longueur est égale a une fois et demie le diamétre au
moins, et quiest mouillé par le liquide; il se produit alors le
phénomene des ajutages.

§ IV. — ECOULEMENT PAR UN PETIT AJUTAGE EXTERIEUR.

L’écoulement a lieu en mince paroi quand I'épaisseur de la
paroi est assez faible, tout autour de 'ouverture, pour que la



CHAPITRE TI. — HYDRODYNAMIQUE. 335

veine fluide s’ewdélache compléiement et ne fasse que tou-
cher les arétes intérieures de Vorifice (fig. ¢8). Il faut généra-

lement, pour cela, que I’épaisseur n’excéde pas la plus petite
dimension de Uorifice.

Dans le cas ol 'on adapte au trou pratiqué dans la paroi un
ajutage cylindrique dont la longueur est égale a une fois et
demie le diamétre de Porifice, au bout d’'un certain temps
Pécoulement se fait & gueule-bée. 11 n’y a plus de contraction
sensible; la section de la veine est égale a la section de I'ori-
fice, les vitesses sont paralléles dés le point de sortie, et s’il
¢tait permis de négliger les actions moléculaires qui se passent
dans I'intérieur de 'ajutage, on aurait

Q=—A \/;g/l
L’expérience prouve que 'on a
Q—0,82 A\/ggj.

Or, la section de sortie étant égale a A, le coefficient 0,82
ne peut affecter que la vitesse; et, bien que la dépense soit
plus grande que si 'ajutage n’existait pas, il y a perte de
charge, parce qu’il y a une réduction de vitesse qui ne cor-
respond pas a un relévement piézométrique. Cette perie de
charge indique une perte de force vive due au travail résis-
iant des actions moléculaires du liguide.

Quand Pajutage a une longueur plus petite que une fois
et demie le diamétre, le phénomeéne est variable selon les cir-
constances, selon, par exemple, que I'orifice est graissé ou
mouillé. Pour des dimensions plus grandes de I'ajutage, il se
produit des froltements qui ne sont pas négligeables. C’est un
troisiéme phénoméne que nous étudierons dans le prochain
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Chapitre. Pour le moment, nous allons étudder le phénoméne
des ajutlages, dans le cas ou les dimensions sont telles que ce
phénoméne se produise netlement et sans mélange d’aucune
perturbation étrangére.

Du phénomene des ajutages. — 11 0’y a plus de contraction,
mais bien une réduction de vitesse, ou une perte de charge
due au travail résistant des actions moléculaires mises en jeu.
C’est ce qu'on vérifie par 'expérience, en mesurant directe-
ment la vitesse au moyen de 'amplitude du jet parabolique.
il est facile de se rendre compte de ce phénoméne. Lorsque
le liquide commence a s’écouler par 'ajutage, le phénoméne
de la contraction se produit, et la veine se forme d’abord bien
détachée de la paroi du tuyau; mais il arrive que le courant
entraine en partie l'air qui 'entoure dans ce tuyau; l'air res-
tant est dilaté et exerce une moindre pression sur la veine
contractée : la vitesse de celle-ci s’accroit donc. Plus loin, la
pression de Uatmosphére, qui subsiste a I'extérieur, ralentit la
veine a la suite de la contraction; ceite diminution de vitesse
fait gonfler la veine jusqu’a ce qu’elle rejoigne le tuyau et
qu’elle en suive la paroi {fig. 99). C’est ce brusque change-

Fig. 99.

ment dans l'allure de la veine qui produit une certaine agita~
tion, des mouvements plus ou moins irréguliers ol se dépense
inutilement la force vive. A partir du point ol cela a lieu, le
phénoméne est complet. Au dela commence le mouvement
dans les tuyaux par filets paralléles. L’air finit par éire tota-
lement expulsé, et il est remplacé par du liquide presque
stagnant qui ne participe pour ainsi dire pas au mouvement.
La veine contractée est alors entourée d’une portion de
liquide a P'état de remous, c’est-a-dire tournoyant lentement
en dehors du courant, phénoméne analogue 4 celui qui a lieu
dans les riviéres a ’aval des piles des ponts.
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11 résulie de 1a que, dans le petit intervalle qui sépare la
section coniractée de I'extrémité de l'ajutage, la vitesse du li-
quide doit changer d’'une maniére notable. II se passe la quel-
que chose de plus ou moins analogue au choc des corps solides
non élastiques; les actions moléculaires développent un tra-
vail résistant qui diminue la force vive, ce qui produit le méme
effet qu’une réduction de la charge génératrice de la vitesse.
Pour trouver par le calcul la perte de force vive ainsi que la
vitesse de sortie, nous allons supposer, plus généralement,
qu'une veine fluide composée de filets paralléles, comme le
jetquis’échappe d’un orifice parfaitement évasé A’B’( fig. 100},

Fig. too0.

et possédant & cette section une vitesse ¢/, soit brusquement
obligée de s’élargir de maniére a acquérir une nouvelle section
AB, et a prendre, par suite, une nouvelle vitesse ¢ plus petite
que ¢' dans le rapport inverse des sections. Cherchons quels
sont les phénomeénes qui accompagneront ce brusque élar-
gissement.

Effet d’un élargissement brusque d’une veine fluide. —
Considérons donc un liquide sortant d’un réservoir par up
orifice évasé et soumis & un gonflement subit. Soient p la pres-
sion atmosphérique, supposée la méme au niveau de Porifice
qu’au niveau supérieur du liquide; p' la pression de I'eau dans
la section A’B'.

Le théoréme de D. Bernoulli est applicable depuis le niveau
supérieur jusqu'a la section A’B’; donc on a

o'2 ’
en négligeant la vitesse assez faible au niveau supérieur du

réservoir.
II1. 22
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Entre les deux sections A’B’ et AB, I'équation des forces
vives, ou de D. Bernoulli, ne peut s’écrire sans qu’on y iniro-
duise un terme représentant le travail résistant développé dans
cet intervalle par les actions moléculaires, ou la demi-force
vive perdue qui est numériquement égale a ce travail.

En assimilant le phénoméne au choc des corps solides
non élastiques, on pourrait dire immédiatement, d’aprés le
théoréme de Carnot, que la force vive perdue est celle qui
est due aux vitesses perdues, et, par conséquent, qu’il en ré-
sulte une perte de charge égale a la hauteur due 4 la différence

de ces vitesses, soit
(¢ — o)

28

Comme il pourrait rester quelque doute sur la 1égitimité de
I’assimilation, nous allons retrouver ce résultat en employant
le procédé dont nous avons déja fait usage dans la théorie du
choc, aleffet d’éliminerles actions mutuelles inconnues. Nous
allons done appliquer, pour la partie du liquide comprise entre
AB et A’B’, le théoréme des quantités de mouvement proje-
tées sur un axe horizontal. Si Q désigne 'aire de A’B’, A Vaire
de BA, la dépense en volume par seconde sera

Q=Av=00/.
La masse qui traversera chaque section sera

NOdr

g‘

-

et 'accroissement de quantité de mouvement sera, pris dans
un sens convenable, et en ayant égard & la permanence, ce qui
élimine tout le liguide intermédiaire,

mQde. .
v — "

o

o

En projection, les forces extérieures se réduisent aux pres-
sions horizontales. La pression dont la direction est dans le
sens positif est celle qui s’exerce sur Q; elle est égale a Ap’;
car le liquide se compose a cet endroit de deux parties: Pune,
animée d’'un mouvement rectiligne uniforme, c’est la veine
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proprement dite; l'autre, qui est le volume annulaire de
liquide ambiant. Cette portion est animée de mouvements
irés-lents, et 'on peut admettre, dans les deux cas, que les
pressions suivent les lois de 'Hydrostatique; sur la section
AB, la pression est de méme égale 4 Ap; donc on a

Lo dr

fo g

o

(¢ — o)== A(p'— p)di,

ou, en remplacant Q par Av et divisant par AIl d¢,

(2) (’(('—{»'\:'.BL“B.
g nom’

celte équation peut se mettre sous la forme suivante, qui met
en évidence la perte de charge dont nous avons parlé,

3) P p =y
2g 29 I I 2g '

et ajoutant cette équation avec la premiére, on a

4 Lo 2

Donc on peut appliquer le théoréme de Bernoulli depuis la

surface libre jusqu’a Porifice, a la conditien de diminuer la
(o) — oV . , .

charge de ——— Cette quantité est I'expression de la perte

de charge due a un renflement.

Application auw cas de Uajutage ¢ylindrique. — Pour appli-
quer ce résultal au cas de I'ajutage cylindrique, on peut ad-
mettre que la section Q n’est autre que la section contraciée
(qui répond a Porifice A. Nous aurons alors, en supposant que
fa contraction dans I'eau a I'élat de remous soit la méme que
dans lair, ce qu’il est naturel d’admettre, puisque la contrac-
tion est un effet de la convergence des filets affluents et ne
dépend pas sensiblement de la pression,

D= mA,
d’ol

m



340 HYDRAULIQUE.
En prenant m = 0,62, on trouve

v:o,85\/@.

L’expérience ne donne que 0,82 au lieu de 0,85. Cette pe-
tite différence peut s’expliquer par I'influence des frottements
du vase, et aussi par quelque inégalité de vitesse dans les
filets de la veine & son passage en AB.

Dépression piézométrique & Uendroit de la contraction.—
H est extrémement important, pour des calculs fondés sur des
bases aussi hypothétiques, de faire une autre vérification
expérimentale de cette théorie. Si elle est exacte, la pression,
dans Yintérieur de P'ajutage, doit étre plus petite que la pres-

!

sion atmosphérique. La différence %—% est donnée par

I'une quelconque des équations (1), {2) ou (3), en y introdui-
sant les valeurs de v et de v'; si nous adoptons pour ¢ la va-

leur pratique 0,82 y2gh, on trouve

14

p_r
( L — o, 5.
(5) Tl 0,750
Expérience de Venturi. — L’expérience que vérifie ce

résultat a été faile par Venturi. Il prit un vase ( fig. ro1) muni

d’un ajutage cylindrique de o™,0§06 de diamétre et de o122
de longueur. En un point situé & o™,108 de son origine, il
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adapta un tube de verre recourbé dont I'autre extrémité plon-
geait dans un vase conienant de P'eau colorée. La charge A
du bassin supérieur sur 'axe de I’ajutage étant de o™,88, I'eau
aspirée s’est élevée dans le tube de verre a4 une hauteur de
o™, 55, c’est-a-dire, a trés-peu pres, aux trois quarts de 4,
comme l'indique la théorie.

C’estdonc un fait parfaitement acquis a la théorie que, toutes
les fois qu’une veine liquide débouche dans un espace fermé,
il y a aux environs de la section contractée une pression plus
faible que la pression atmosphérique. La double démonstra-~
tion analytique et expérimentale que nous venons de donner
ne peut laisser aucun doute sur ce théoréme important, qui
s’applique également aux gaz et aux vapeurs.

Il résulie de la que si, a I'endroit qui correspond a la place
du tube de Venturi, nous percons de petits trous, il y aura
par ces trous appel d’air au dehors et au dedans : c’est le prin-
cipe de la machine soufflante connue sous le nom de trompe.

De plus, si, versla partie inférieure du tube, nous percons
un trou suffisamment petit au-dessous du niveau du liquide
soulevé, nous aurons par ce trou un écoulement continu, de
sorte que 'appareil de démonstration représenté par la figure
peut servir théoriquement de machine a élever I'eau.

Un jet d’air ou de vapeur présente des phénoménes du
méme genre, seulement beaucoup plus compliqués, surtout
quand il s’agit de la vapeur, a cause de la compressibilité des
fluides élastiques, des condensations de vapeur qui peuvent
se produire, et enfin des transformations de chaleur en travail
mécanique dont nous exposerons plus tard la théorie.

L’injecteur Giffard est une des applications les plus extra-
ordinaires de ces phénoménes.

Calcul de la perte de charge. — Si Von éléve au carré 'é-
quation

v=—0,82 \’/@

et qu'on la résolve par rapport a %, on trouve
02

= 1,4
h=rdoog

“o

Donc, pour produire une vitesse ¢ a I'extrémité d’un aju-
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tage cylindrique, il faut a peu prés une fois et demie la hau-
teur qui produirait cette vitesse en mince paroi. La perte de
charge est donc le tiers de la hauteur; et, malgré cela, la dé-
pense est augmentée dans le rapport de 0,82 & o0,62.

Bien que, pour les applications ordinaires, les formules

Q==0,62A yogh
et
Q=-0,82A yagh

se traitent absolument de la méme maniére, il importe de
remarquer que les deux coefficients n’ont pas la méme signi-
fication théorique; le premier affecte la section, le second Ia
vitesse. Nous les représenterons par m et p.

La fig. 102 met en évidence les variations corrélatives de la
ligne de charge et de celle des niveaux piézométriques. Ces

Fia. 102.

deux lignes suivent des marches toujours indépendantes,
quelquefois paralleles, souvent inverses, comme dans le cas
actuel. Seulement la ligne de charge ne peut gualler en des-
cendant; 'autre peut osciller dans des limites plus ou moins
étendues.

Ajutages coniques. — Les ajutages cylindriques peuvent étre
remplacés par des ajutages coniques. §'ils sont divergents, ils
produisent, tant qu’ils sont mouillés par le liquide, le phéno-
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mene des ajutages cylindriques exagéré, La perte de charge
sera plus grande, parce que la différence des vitesses a I’en-
trée de I'ajutage et a la sortie est plus grande.

Si les ajutages sont convergents, le phénoméne est double
(fig. 103). Il y a a la fois réduction de vitesse due au gonfle-
ment de la veine et contraction extérieure due ala convergence

Fig. 103.

des filets, et, par suite, la dépense est affectée d’un coefficient
qui représente a la fois ces deux actions, et qui est égal au
produit de ceux qui résulteraient de chacune de ces actions
prises séparément. En supposant que 'angle du cdne varie de
o a 180 degrés, nous arriverons des ajutages cylindriques a
Porifice en mince paroi, en passant par un orifice tres-voisin
de I'évasement complet. Les expériences ont été faites sur
des ajutages ayant pour diamétre commun, & leur petite base,
o™,0155, avec une longueur égale a deux fois et demie ce dia-
metre, et sous des charges deo™,20 a 3 métres. On mesurait di-
rectement la dépense, ce qui donnait le produit my des deux
coefficients de réduction; les coordonnées de la parabole
décrite par le filet liquide permettaient de trouver u, coeffi-
cient de réduction de la vitesse, et enfin, par une division, on
avait le coefficient m di a la contraction. On a trouvé les
nombres suivants :

m u pm
Angle Coefficient Coefficient Coeflicient
du cone. de contraction.  de la vitesse. de la dépense.
o. o 1,00 0,82 0,82
12. 4 0,99 0,955 0,942
29.58 0,92 0,975 0,895
48.50 0,86 0,084 0,847

180. 0 0,62 1,00 0,02
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Remarques sur ce iableau. — On voit que, tant que 'angle
du cone ne dépasse pas 12 4 15 degrés, la convergence a la
sortie est insignifiante, et le coefficient m trés-voisin de I'unité.

Au contraire, le coefficient ¢, qui représente la perte de
force vive, diminue a mesure que l'angle augmente, parce
que I'épanouissement de la veine apres la contraction inté-
rieure est plus faible.

Des effets combinés de ces deux causes quiagissent en sens
inverse, il résulte que le maximum de dépense correspond
alangle de 12°4'.

Buses. — Quand la longueur de la buse conique augmente,
il se produit des frotltements qui croissent avec la longueur;
mais on observe aussi un autre phénoméne remarquable :
¢', au lieu d’étre plus grand que ¢, est notablement plus petit,
a cause de la convergence du cone; I'expérience de Venturi
donnerait un refoulement au lieu d’'une aspiration; d’un autre
cOté, ceite méme convergence fait que 'épanouissement de
la veine est moins considérable au sortir de la section contrac-

. . [—
tée; donc, pour ces deux raisons, la perte de charge (—2

est assez faible.

Quant a la contraction a la sortie, le tableau montre qu’elle
est négligeable, lorsque la convergence du cone ne dépasse
pas 12 a 15 degrés : on peut, dans ces conditions, et malgré
I'influence du frottement, arriver a des coefficients de 0,98

a 0,99.
§ V. — ECOULEMENT PAR DEVERSOIRS.

On appelle déversoir une échancrure rectangulaire pratiquée
dans la paroi d’un vase, échancrure par laquelle s’écoule I’eau,
que nous supposerons maintenue dans le vase & un niveau
constant. On appelle seuil du déversoir I'aréte inférieure par-
dessus laquelle I’eau se déverse en nappe.

Souvent les déversoirs sont en maconnerie, souvent aussi
ils sont constitués par une vanne de superficie qu’on souléve
quand on veut empécher I'eau de sortir, et qu'on abaisse
quand on veut la faire écouler, L’aréte supérieure de cette
vanne constitue alors le seuil du déversoir.
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L’écoulement par un orifice de ce genre ne différe pas de
I’écoulement par un grand orifice rectangulaire pour lequel
Ja charge sur P'aréte supérieure serait nulle. La théorie des
grands orifices n’ayant pu étre faite, celle des déversoirs n’est
guére plus possible, au moins d'une maniére satisfaisante.
On est donc obligé de tout demander a 'expérience.

On admet, pour la dépense, la formule de Dubuat,

Q=Kihyagh (*),

dans laquelle % est la charge sur le seuil, Z la largeur du dé-
versoir, par suite /% la section d’écoulement. Le facteur y 2 gh
représente a peu prés la vitesse moyenne; enfin K est un
coefficient que I’expérience doit déterminer.

Ce qui distingue ces formules de celles que donne la théorie,
c’est que K n’est pas constant, méme approximativement : il
varie avec la charge, la largeur absolue du déversoir et le
rapport de cette largeur 4 celle du canal.

Enfin il varie considérablement, suivant que la contraction
est plus ou moins supprimée.

I faut bien se garder de mesurer & en plongeant un metre
dans I'eau au-dessus du seuil, et mesurant la hauteur du
liquide: il y a toujours en ce point une dénivellation { fig. 104)

Fig. 104.

qui peut atteindre, selon les cas, 15 a 20 pour 100 de la charge
réelle. Il est alors indispensable de comparer par un nivelle-
ment le seuil du déversoir avec un point da niveau liquide

(*) Si Peau était animée dans le réservoir d’une vitesse notable v, il fau-
drait écrire
Q=Kllyagh—+vi.
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assez éloigné pour que I'appel produit par le déversoir y soit
insensible.

On doit éviter avec soin, dans la construction d’un déversoir, -
la contraction latérale ( fig. 105} et la contraction inférieure;

on peut ainsi dépenser plus d’eau avec une charge donnée.
La contraction latérale est naturellement évitée, quand le
déversoir occupe toute la largeur du canal.

Dans ces conditions, si 1a charge dépasse o™,03, limite au-
dessous de laquelle la permanence est difficile & atteindre
et la valeur de / incertaine; si, de plus, la largeur [ est assez
grande, relalivement a la charge, on peut admetire, avec
M. Castel, :

K=-0,443 ou Q=r1,960hyh.

Telle est la formule qu'on pourra employer pour un avant-
projet. §'il s’agit d’estimer la dépense d’un déversoir établi, il
faut chercher, dans les Recueils d’expériences, les nombres
qui se rapprochent le plus des conditions de la question.

Des expériences faites d’abord par MM. Poncelet et Lesbros
en 1827, et continuées depuis par ce dernier, sur un orifice en
forme de déversoir dont la largeur était de o™,20, tantdt avec
contraction latérale, tantdt sans cette contraction, ont donné
des résultats dont nous extrayons ce qui suit :
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VALEURS DE K

VALEURS DE Z. avee sans
contraction latérale. contraction latérale.
m gitl o
0,01 0,424 0,492
0,02 0,417 0,413
0,03 0,412 0,459
0,04 0,407 0,449
0,06 0,401 0,442
0,08 . 0,397 0,434
0,10 0,395 0,434
0,14 0,393 ’ 0,434
0,20 0,390 0,432
0,22 0,385 0,430

Les derniers coefficients sont ceux qu’il parail convenable
d’adopter lorsque le déversoir a une grande étendue relative-
ment a la charge Z, qui doit d’ailleurs excéder o™, 03, a cause
surtout de la difficulté de mesurer exactement une charge
moindre,

M. Clarinval, capitaine d’artillerie, a donné la formule sui-
vante, qui contient un élément de plus que celle de Dubuat,
I'épaisseur e de la veine, prise directement sur le seuil :

_ g .
Q_l/ze\//l e

Ces formules sont treés-importantes, parce que les déver-
soirs existent réglementairement dans toutes les usines hy-
drauliques; ils fournissent un moyen de jaugeage fréquem-
ment employé pour calculer le volume fourni par un cours
d’eau (*).

Déversoirs larges. — Lorsque le déversoir est accompagné
d’un coursier plus ou moins incliné et d’une petite lon-
gueur ( fig. 106), il y a réduction de la dépense lorsque la
charge est au-dessous de 25 & 30 centimétres. Pour des charges

(*) Consulter & ce sujet le Mémoire sur le jaugeage des cours d’ean et le
Traité de la mesure des eaux courantes, par M. Boileau.
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de plus en plus fortes, la réduction devient de moins en moins
sensible; mais, pour les charges de quelques centimétres, la

Fig. 106.

réduction est considérable. (Foir les Recueils du général
Morin.)

Déversoirs incomplets ou demi-déversoirs. — Un déversoir
est dit incomplet quand le niveau de 'eau dans le bief d’aval
se tient au-dessus du seuil { fig. 107). On méne alors un plan

Fig. 107.

horizontal qui prolonge le niveau inférieur et divise la hau-
teur & en deux parties &/ et A”. On considére 'écoulement
comme se faisant a la fois par un déversoir dont la charge sur
le seuil est A’ et par un orifice noyé de hauteur A”, avec une
charge supérieure égale a %' :la dépense du déversoir in-
complet sera la somme de ces deux dépenses partielles; on
la représente par la formule

Q=12,66{1h—Lh )W'.

Problemes sur les barrages. — Ces déversoirs incomplets.
donnent lieu 4 des problémes de la plus haute importance,
mais que souvent on ne peut pas résoudre d’une maniére
satisfaisante, méme pour les besoins de la pratique; et c’est
la ce qui montre combien il reste encore & faire pour 'Hy-
draulique, malgré tant de progrés récents que cette science a
faits enire les mains d’expérimentateurs habiles.
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On peut demander, par exemple, connaissant la profon-
deur H et le débit Q d'un cours d’eau régulier, a quelle hau-
teur Z il faudra établir un barrage pour créer une chute de
hauteur /£'. I est clair que I'établissement du barrage ne
changera pas le niveau de 'eau dans le bief d’aval, puisque
le lit et le débit n’auront pas changé dans cetie partie, au
moins une fois le régime redevenu permanent.

Ceci une fois admis, la formule des déversoirs incomplets
permet de résoudre immédiafement le probléme. 11 suffit de
remplacer, dans la formule, A par '+ H—z, A" par H — z,
et I'on en tirera la valeur de z en fonction des données H, Q
et de la chute A’ qu’on veut produire.

La méme équation, dans laquelle on considérera z comme
une donnée et A’ comme l'inconnue, donnera la hauteur a
laquelle un barrage donné fera relever les eaux immédiate-
ment en amont.

On peut demander aussi de chercher jusqu’a quelle distance
leremous, ou gonflement produit par le barrage, sera sensible
dans le bief d’amont ( fig. 108).

Fig. 108.

Cette question a une grande importance pratique au point
de vue de la dépréciation des propriétés riveraines d'un
cours d’eau qu’on veut barrer dans un intérét public ou parti-
culier. Elle est extrémement difficile dans I'état actuel de
I'Hydraulique, et n’entre pas dans notre programme.

Généralement la surface modifiée se raccorde asympioti-
quement avec le plan primitif; mais il peul arriver dans cer-
tains cas que le raccordement soit impossible : il se passe
alors des phénomenes dont nous dirons quelques mots plus
tard.
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CHAPITRE IIL

DU FROTTEMENT ET DE LA VISCOSITE DES LIQUIDES.

On n’a pas tardé a reconnaitre que, si 'on pouvait négliger
le frottement dans le cas d'un liquide en équilibre ou d’une
veine qui ne se trouve que sur une petite longueur en con-
tact avec des parois solides, il n’en était pas de méme dés que
I'on considére un cours d’eau d’une grande étendue comme
une riviere, ou méme un liquide s’écoulant d’'un réservoir
par I'intermédiaire d’un tuyau d’une certaine longueur.

Mouvement uniforme. — Nous restreignons notre élude au
cas d’un mouvement permanent, et si d’abord nous supposons
en outre que les dimensions du lit ou la section de la con-
duite soient constantes, il est clair que le mouvement ne sau-
rait étre permanent sans étre en méme temps uniforme. En
effet, la permanence donne

vo=v e =v"n, . ..;

siom—=—w' =", ona

Or 'observation journaliére démontre que ce mouvement
uniforme s’éiablit en effet, malgré U'inclinaison du lit ou de la
conduite, preuve de lexistence d’'un froliement, ¢’est-a-dire
d’une résistance tangentielle opposée au mouvement.

De plus, le mouvement devient toujours nécessairement
uniforme, quelle que soit la pente, c’est-d-dire quelle que
soit la composante motrice de Ia pesanteur. Donc, la vitesse
de ce mouvement uniforme étant d’ailleurs d’autant plus
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grande que la pente est plus forte, il faut que le frottement
grandisse avec la vitesse, de maniére a faire constamment
équilibre a la force motrice croissante.

Enfin on reconnait encore aisément qu’une condulte par-
tant d’un réservoir fixe pour aboutir & un niveau donné débite
d’autant moins d’eau qu’elle est plus longue, ce qui montre
Uinfluence sur le frottement de ’étendue de la surface suivant
laquelle le liquide est en contact avec des parois solides.

Ces principes, qui semblent trés—-simples, n’ont pas été
posés dés le début, et Dubuat se glorifie & juste titre d’avoir
découvert que, quand leau ceule uniformément dans un lit
quelconque, la force accélératrice qui U'oblige & couler est
égale a la somme des résistances qu’elle essuie, soit par sa
propre viscosité, soit par le frottement du lit. Les remarques
précédentes sont des conséquences immédiates de ce théo-
réme évident.

Pour aller plus loin et déterminer exactement la vitesse et
par conséquent la dépense d’un courant dont }Ja pente et le lit
sont donnés (question sans la solution de laquelle il est im-
possible de prévoir le résultat d’aucune opération sur le lit
des fleuves) des expériences précises et nombreuses élaient
indispensables : elles furent exécutées avec un rare esprit de
discernement par Dubuat (1780-1783). Les expériences anté-
rieures de Bossut et Couplet sur les tuyaux de conduite et les
canaux factices ne formaient pas un ensemble suffisant pour
constituer une théorie.

De Prony s’est servi des expériences de Dubuat pour éta-
blir des formules qui ont é1é longtemps en usage. Enfin
des expériences plus précises ont été faites récemment par
Darey, quia pu metire en évidence de nouvelles influences, et
arriver a donner plus d’exactitude aux formules destinées a
traduire les résultats pour les besoins de la pratique de lin-
génieur.

Conformément a 1'usage habituel, nous diviserons 'étude
théorique et expérimentale du frottement des liquides en deux
parties consacrées, la premiére a 'éiude du mouvement per-
manent des liquides dans des tuyaux fermés, la seconde a celle
des phénoménes qui se passent quand le mouvement a lieu
dans un lit ou canal découvert.
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§ VI. — THEORIE DES CONDUITES CYLINDRIQUES A DEBIT CONSTANT.

Etude physique. — Commencons par faire une étude phy-
sique du phénomene, afin de chercher 4 quoi peut tenir
I'existence du froitement dans le mouvement des liquides.
Nous voyons tout de suite qu’il y a lieu d’établir une distinc-
tion radicale enire le frottement des liquides et celui des
solides.

La cause qui produit tout ce qu’on remarque dans le frotte-
ment entre les solides, pression et déformation mutuelles des
corps en contact, parait perdre beaucoup de son importance
quand il s’agit des liquides, a cause de leur incompressibilité
presque complete. Il faut donc une autre explication pour le
phénomeéne actuel. Or il est naturel de la chercher dans ce fait
que les tuyaux qui contiennent le liquide en mouvement ne
sont pas parfaitement polis. Ils ont leur intérieur hérissé de
petites aspérités qui retardent presque jusqu’a 'immobilité
la couche liquide qui se trouve directement en contact. Celle-
ci, en vertu de la viscosité, retarde a son tour la couche
qu'elle enveloppe, el ainsi de suite jusqu’au centre, ou le re-
tard est minimum. Telle est la cause probable de la réaction
longitudinale qu’exercent les parois encaissantes sur un liquide
en mouvement.

Occupons-nous donc de chercher suivant quelle loi varie
cette résistance longitudinale des tuyaux de conduite, résis-
tance qui provient a la fois de I'effet de la réaction directe des
tuyaux et de la viscosité du liquide.

1° Influence de la pression. — L’incompressibilité des
liquides fait pressentir que leur froitement est indépendant
de la pression. C’est la une des lois qu’on a le plus difficile-
ment admises dans le principe, tant ce résaltat était contraire
aux idées préconcues provenant d’une assimilation peu justi-
fiable avec le frottement des solides. Voici I'expérience par
lagueile Dubuat a dGment établi ce fait capital dans la théorie
actuelle. Il a pris deux vases assez grands, dans chacun des-
quels le niveau était maintenu & une hauteur fixe pour chaque
expérience. Les réservoirs étaient réunis par un tuyau de con-
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duite, et I'on mesurait par le trop-plein du vase inférieur la
quantité¢ d’eau débitée par la conduite venant du vase supé-
rieur [ fig. 109). 1l augmentait ensuite de 0™,25 la charge de

Fig. 109.

ce dernier, en laissant la différence de niveau constante, et ne
trouva aucun changement dans la dépense. Darcy a confirmé
ce résultat en faisant varier les pressions absolues entre des
limites beaucoup plus écartées que celles auxquelles s'était
arrété Dubuat.

2° Influence de la nature des parois. — Pour un liquide qui
mouille la paroi, le frottement s’exerce sur une couche mince
adhérente & la paroi : il est donc & peu pres indépendant de
la nature de celle-ci, pourvu qu’elle ne présente pas de rugo-
sités sensibles. Mais les expériences nouvelles de Darcy et de
M. Bazin ont fail reconnaitre I'inexactitude de cette loi de
Dubuat.

3* Influence de Uétendue de la surface de contact. — Les
molécules liquides étant a peu prés indépendantes les unes
des autres, la résistance s’exerce sur chaque élément; elle est
donc proportionnelle a I’étendue des surfaces en contact, ou
a 71, en appelant y le périmétre de la section mouillée, et [ Ia
longueur du tuyau.

4° Influence de la vitesse. — La résistance augmente avec
la vitesse; il s’agit de trouver suivant quelle loi a lieu cette
variation. Il est trés-difficile de prévoir cette loi directement,
car on ne sait pas comment la vitesse varie pour les différents
filets liquides; tout ce gqu’on peut mesurer, c’'est la vitesse
moyenne, c¢’est-a-dire le quotient de la dépense par la section.
Or il n’est pas étonnant que nous ne puissions trouver une
loi simple en fonction d’une variable qui n’est point celle qui

HI. ' 23
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influe dircctement sur le phénomene. Quoi qu'il en soit, appe-
lons L celle vitesse moyenne. Il est naturel de supposer que les
résistances croissent a peu prés comme les carrés des vitesses.
En effet, la vitesse agit doublement : elle influe d’abord sur le
nombre des molécules liquides mises en conlact avec la paroi,
et ensuite sur la résistance qu’opposent les aspérités de la paroi
aux diverses molécules liquides qui glissent 4 sa surface. Ce-
pendant Uexpérience prouve que la résistance d’un méme lit
croit en moindre raison que le carré de la vitesse : ces deux
variables ne sont donc pas liées par une loi simple, et 'on est
obligé d’employer une formule empirique (*).

Nous nous abstiendrons de mentionner la formule proposée
par Dubuat, laquelle n’a jamais été employée. De Prony a
caleulé une formule parabolique a deux termes, qui a été
fongtemps la seule en usage. D'aprés lui, la résistance longi-
tudinate d’une longueur { de tuyau est donnée par la fonction

F=yl{aU+ 50,

T Sur les formules empiriques. — Laissant constants tous les autres élc-
wents, on fera vavier la dépense du tuvau, cest-i-dire la vitesse U, et Ton
vbservera les pertes de charge correspondantes. On construira une courbe
ayant ces pertes pour ordonnées, et les vitesses U pour abscisses.

Si la théorie et les expériences sont bien faites, ¢’est-a-dire si 'on a bicn
¢liminé toutes les causes qui peuvent troubler le phénoméne, cette courbe
devea avoir unc forme assez réguliére. Si quelques résultats d’expériences
paraissent en dehors de la marche générale de la courbe, il v a beaucoup de
chaneces pour qu’ils soient inexacts, et 'on devra recommencer les expériences
correspondantes. Un scul résultat anormal qui serait bien confirmé serait la
condamnation de la théorie.

La courbe ¢tant construite, en corrigeant légérement les expériences d’apres
ia notion de la continuité, on cherchera parmi les courbes que P'on connait
celle dont la forme se rapproche le plus de celle qui y est tracée, et Yon en
déterminera I'équation, en se guidant d’aprés les considérations suivantes :

12 S$i la courbe se rapproche beauccup de la ligne droite, de sorte que les
deux ordonnées ne different que de quantités qui soient de I'ordre possible
des erreurs d’expcriences, la fonetion croitra proportionnellement a la variable,
ot 'équation exprimant la relation cherchée sera

y=ax—+b.

20 Si la fonction croit dans une proportion plus rapide, on cherchera s'il
y a proportionnalité au carré, au cube, ou & une puissance fractionnaire de
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dans laguelle « et 3 sont indépendants de la nature et des di-
mensions dua tuyau.

La perte de charge correspondantie, pour une surface pres-
sée égale a Q, est
_F
=70’

soit, par métre de longueur de tuyau,

J= ((IL—LL

ol

. .Y . .
en désignant par J le quotient 7 suivant Pusage habituel, et

la variable. Dans les cas plus compligués, on aura recours & une fonction pa-
rabolijue

y=a+br-cxt—do...,

en prenant d’autant plus de termes qu’on voudra une approximation plus con-
sidérable.

Si la fonction croit moins vite que la variable, on prendra des radicaux.

3° Quand la fonction croit plus rapidement que toutes les puissances de la
variable, on prend des exponentielles de la forme

ae*—be’T L.

4% Quand la fonction décroit, on prend les inverses des expressions précé-

dentes

X xXt a*r

5° Enfin les fonctions trigonométriques conviennent au cas ou la fonction
est périodique.

On a ainsi I’équation qui exprime la loi cherchée; elle renferme plusieurs
coefficients ou paramétres qu’il faut déterminer par l'expérience : or on re-
marque que chaque observation donne une relation entre ces coefficients; le
nombre d’observations doit donc étre au moins égal au nombre d’inconnues
a déterminer, et, en général, il est utile de les multiplier bien au dela, sauf a
choisir dans le nombre les plus exactes et celles qui sont le plus distantes
I'une de Pautre; on peut aussi employer la méthode des moindres carrés, qui
tient compte de toutes les observations, mais qui est bien rarement recomman-
dable dans les questions de pratique industrielle ; ou bieu encore une construc-
tion graphique quand on peut en trouver une suffisamment simple, comme
nous allons le voir. Enfin une remarque d’importance capitale, c’est de n’em-
ployer jamais une formule empirique que dans les limites ok elle a été érablie
par Uexpérience.

23.
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ajsant
L
o~ un- "
Si D est le diamétre du tuyau, on a
=D
Q _ L} b= l)
4 £
d'ot
SN =al -+ bl
4

Telle est la formule usuelle.

Pour déterminer les coefficients a et b, Prony a mis & profit
cinquante et une expériences diverses qui avaient été faites
par Bossut, Couplet et Dubuat. Aprés avoir mis I’équation pré-
cédente sous la forme

J

%Df:a—i—bU,

il a construit une courbe, en prenant pour ordonnées les va-
1. J . . :
leurs de - D > et pour abscisses les vitesses U. La courbe
4
ainsi obtenue s’écartait assez peu d’une ligne droite, dont il a
mesuré 'ordonnée a l'origine a et le coefficient angulaire b.
Il a trouvé ainsi
a=0,00001%3,

b =o0,000348.

Eytelwein et d’Aubuisson onl repris la discussion des ménies
expériences, et ont proposé pour les coefficients, le premier.
les valeurs

a = 0,0000222,

b = 0,000280;
le second,

A== 0,0000188,

b = 0,000343.

Ces divergencestiennenta ce que 1'on peut tracer plusieurs
droites qui ne s’écartent pas plus sensiblement {'une que
l'autre de 'ensemble des points déterminés expérimentale-
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ment. En général, il faut que les écarts soient peu considéra-
bles et qu’ils soient dans tous les sens pour que la théorie et
les expériences soient admissibles.

Si les écarts sont faibles, mais suivent une loi réguliére,
cela prouve qu’on a négligé une cause d’erreur constante : la
ihéorie ne représente pas exactement le phénomeéne; elle peut
d’ailleurs étre suffisante pour les besoins de la pratique.

Formules diverses. — Dupuit a remarqué que, si U n’est pas
trés-petit, le terme aU devient négligeable devant U= II faut
alors changer la valeur de b et prendre

b, = 0,0003855,

en exagérant un peu l'effet des frottements. On met ainsi la
formule sous la forme

= <Q>2<L\\S:o 0025 o
20 by T

M. Barré de Saint-Venant, en se servant toujours des mémes
expériences, a proposé de remplacer le bindme par un seul
terme AU", dans lequel m est fractionnaire et égal 4 12, et
A — 0,00029557. ‘

La détermination des coefficients A et m peut se ramener
aussi a la construction d’une ligne droite. Il suffit pour cela de
prendre pour abscisses les logarithmes des vitesses logU, et
pour ordonnées logJ; on a, en effet, entre ces variables 1'é-
quation linéaire

log) —=logA + mlogU.

Expériences de Darcy. — Depuis assez longtemps, divers
ingénieurs avaient constaté que la formule de Prony était loin
d’avoir toujours I'exactitude désirable. Darcy, Inspecteur gé-
néral des Ponts et Chaussées, a repris celte question, et fait
exécuter un grand nombre d’expériences dont les détails se
trouvent consignés dans son Ouvrage, intitulé: Recherches
expérimentales relatives au mouvement de l'eau dans les
tuyauz (1857),

Darcy a opéré sur vingt-deux tuyaux différents par leur
nature {fer étiré, plomb, tdle et bitume, verre, fonie, tantdt
neuve, tantdt recouverte de dépots), et par leurs diameétres,
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depuis o™, 0122 jusqu’a o™, 50; et il a fait sur eux cent quatre-
vingt-dix-huit expériences. En faisant varier dans un méme
tuyau la vitesse et par conséquent la perte de charge par
meétre, il a trouvé qu’en général celle-ci est, pour chaque tuvau,
a peu pres proportionnelle a une fonction du second degré
aU + bU* de la vitesse moyenne; il a également reconnu que,
comme l'avait remarqué Prony, lorsque la vitesse n’est pas
trop petite, c’est-a-dire qu’elle est supérieure a o™,10, on
peut négliger le terme du premier degré; mais, contraire-
ment & Popinion de Dubuat, Darcy a constaté que les coeffi-
cients a et b, constants pour un méme tuyau, varient avec le
diamétre et avec la nature de la conduite. La résistance de la
fonte neuve serait environ une fois et demie celle du bitume.
Une fois les dépots formés, la nature de la surface recouverte
perd naturellement son influence; mais la résistance est alors
double de celle de Ia fonte neuve.

Quand il s’agit de tuyaux dont la surface est altérée par de
légers dépots ou par Poxydation, si la vitesse n’est pas infé-
rieure 2 o™, 10 par seconde, la formule adopiée par Darcy
revient a la suivante, ott nous conservens le méme premier
membre que dans celle de Prony :

0,000013\

U

1

- DI = <0,00050~ -
V4 /

,_}

tandis que, pour une conduite en fonte a paroi lisse, il fau-
drait réduire le second membre & moitié, ou, ce qui revient
au méme, en désignant le rayon par r, poser, comme le fait
M. Darey,

0,00000047\
ri = <0,000507 -+ —l—-——ii> [UEN
,

Lorsque, dans une conduite a surface lisse en fonte, on veut
comprendre le cas ol la vitesse serait moindre que o™,10
par seconde, la formule qu’indique Darcy revient a celle-ci
(ehaque nombre étant réduit & trois chiffres significatifs):

r]=—aC = b7
en vy faisant
0,00002

sy b=0,000443 + ——".

(roor)® ioor

0,0000376
a=—0,0000316 + 2 _‘/_
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Problemes relatifs aux conduites. — Voyons maintenant
comment nous appliquerons ces résultats aux différents pro-
blemes relatifs a une conduite d’eau { fig. 110). Ces problémes

sont de deux natures. On peut demander de calculer le débit
d'une conduite dont on donne les dimensions et la pente, cu
de calculer le diametre &’un tuyau de conduite de longueur
et de pente données, pour qu’il débite une quantité d’eau
donnée.

Supposons qu’on ait une conduite simple mettant en com-
munication deux réservoirs. La différence de niveau Y est Ia
somme de la perle de charge due au phénoméne des ajutages
qui se produit a U'entrée du tuyau, de celle due aux frotte-
ments et enfin de celle qui correspond a la sortie. Donc

) YZO#?)L;%%I(((E—A—[)D)_% O

el 2D

Si Porifice d’entrée est évasé, il n’y a pas lieu d’écrire Ie pre-
. L N U .
miier terme, el 0,49 e disparait; Ie terme 5=, reste toujours,
[=4 -]
parce que la vitesse U disparait par agitation dans le réservoir
inférieur : dans tous les cas, ceite partie a d’autant moins d’in-

fluence que la longueur [ est plus grande.
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Le débit Q est donné par la formule

(2) Q= - D*U;
..{.
de I'équation (1) on tire U; la seconde donnera ensuite Q.

Si le tuyau débouchait dans I'atmosphére, Y serait Ia diffé-
rence de niveau entre le réservoir et le centre de Porifice d'é-
coulement.

Si I'on demande, au contraire, de calculer le diameétre d’une
conduite capable de débiter sous une charge donnée un cer-
tain volume d’eau, le probléme devient beaucoup plus diffi-

cile, 2 moins qu’on n’emploie la formule de Dupuit

facile a calculer par logarithmes.

On peut aussi faire usage des tables a double entrée, parmi
lesquelles nous signalerons celle de M. Mary, calculée d'aprés
la formule de Prony, celles de Darcy, et erfin celles de
M. Bresse, qui reposent également sur les résultats expéri-
mentaux de Darcy.

Caleul de la pression en un point quelconque d’une con-
duite. — Calculons aussi la pression en un point quelconque
d’une conduite. Soit p la pression en un point d’élévation z
au-dessus d’un plan horizontal quelconque, p’ et z' les quan-
iités analogues pour une section distante de la premiére d’une
longueur de tuyau égale a /; on a, en appliquant le théoréme
de Bernoulli, en ayant égard a la perte de charge,

Lorsque la valeur de p’ donnée par cette équation pour un
point quelconque du tuyau sera négative ou méme notable-
ment inférieure a la pression atmosphérique, on en conclura
que la conduite projetée n’est pas possible.

Etude d’une distribution d’eau. — L’eau potable est amenée
par des canaux ou élevée par des pompes dans de grands ré-
servoirs ou chdieauzr d’eaw, qui sont couverts pour éviter
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I'échauffement de 'eau par le soleil et la fermentation des
germes organiques qu’elle contient. C’est Ia qu’on établit gé-
néralement les filtres. .

Conduites d’alimentation. — Du chiteau d’eau partent de
grosses conduites, ayant o™, 80 a 1™,10 de diameétre a Paris,
1,20 a Glascow, amenant 'eau dans les divers quartiers de
la ville (7).

On emploie, pour régler la dépense, des robinels-vannes
mus par des vis.

Conduites de distribution. — Les conduites secondaires
s’embranchent sur les lignes maitresses; elles ont o™, 10 de
diameétre, s’assemblent, comme les précédentes, au moyen de
bagues, et sont fermées a 'entrée par des robinets a bois-
seau, par des robinets-vannes ou des clapets.

C’est de ces conduits que partent les tuyaux pour les divers
services publics ou particuliers.

Caleul du niveau piézométrique. — S’il n’y avait pas de
perte de charge, I’eau pourrait s’élever partout au niveau du
réservoir; mais en chaque poirt il faut, pour avoir la colonne
piézométrique, retrancher de la hauteur du réservoir toutes
les pertes de charge qui ont lieu entre le réservoir et le point
considéré. Outre la perte due aux frottements, et proportion-
nelle a la longueur du tuyau, il faut encore considérer celles
qui sont dues aux renflements, étranglements, coudes et
hranchements.

1° Renflements. — Si v’ est la vitesse avant le renflement,

Fig. t1r.

v” la vitesse dans la partie renflée (fig. 111), la perte de

*3 L’assemblage de ces tuyaux se Tait aujourd’hui par simple juxtaposition
avec couvre-joint; une bague de plomb est chassée a coup de masse, & froid,
dans l'espace compris eutre le tuvau et la bague qui sert de couvre-joint. Ce
mode d’assemblage a toute la flexibilité désirable, et permet de couper le tuyau

ou I'on veut pour les réparations.
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(v . cet
charge est ————-, et I'on a, pour la différence des sommets
2 O

“o
des colonnes piézométriques,

o2 ¢'? ‘ {0/ — "2
— e —
2g 28 20

le niveau pouvant d’ailleurs étre plus élevé en aval du renfle-
ment qu’en amont, a cause de la diminution de la vitesse.

20 Etmnglemenl. — La perte de charge, dans ce cas, est
due a la contraction suivie d’épanouissement ( fig. 112); elle a

2y

_ L, v s o

pour valeur 0,49 Pl Von a, pour la diftérence des som-
el

mels des colonnes piézométriques,

e o2
I, _ =
,}920, oo
¢

o Lol

Iy a donc intérét a éviter tout changement brusque de sec-
tion. Si I'on fait le raccordement de deux tuyaux de diameétres
différents par un tube conique de 12 a 14 degrés au sommet,
il n’y a plus aucune perte notable.

30 Coudes. — Les coudes donnent aussi lien a une perte de
charge; mais un coude bien arrondi, dont le rayon est assez
grand, ne produit pas de perte sensible {(*).

* Les coudes ont une influence d’une autre nature et dont il importe de
se garantir. Si le coude est vertical, les branches étant dirigces vers le haut
{ fig. 114, il se rassemble dans sa partie inférieure des amas de matiéres étran-
geres, telles que du calcaire, du platre, qui tinissent a la longue par géner Peau
au passage, et arréteraient complétement si 'on ne pratiquait au bas des ro-
binets de vidange, qu’on ouvre de temps en temps quand la conduite est en
charge, de maniére & faire une chasse.

Si le coude a la position inverse ( fig. 113), il se dégage des bulles d’air dis-
soutes dans I'eau qui s’y rassemblent et qui font baisser le niveau. On emploie
alors quelquefois la disposition suivante pour se débarrasser automatiquement
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4° Branchements. — Dans ce cas, la différence de niveau
piézométriqiie pour deux sections telles que AB et A’B’ tient
d deux causes : la variation de la vitesse, conséquence de la

diminution du débit, et la perte de charge due a une con-
traction suivie d’épanouissement. Ce phénomene est analogue
a celui des ajutages cylindriques, mais la formule obtenue
dans ce dernier cas n’est plus applicable, parce que le liquide
venant de la conduite alimentaire n’arrive pas symétriquement

de cet air avant que sa pression ne soit devenue assez grande pour arréter U'eau

au passage.
Fig. 11].

Un petit flotteur supporte une soupape s’'appliquant exactement sur une ou-
verture pratiquée a la partie supérieure du coude. Lorsque fe niveau de I'eau

Fig. 115,

baisse un peu trop par suite de lIa quantité d’eau qui arrive, la soupape s’abaissc.
et Pair en excés s'échappe; I'eau affiue plus rapidement, éiéve le flotteur, o,
par suite, la soupape qui ferme alors P'ouverture. Le plus souvent on emploie
un simple robinet de purge qui se manceuvre 4 Ia main,.
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de toutes parts dans le tuyau d’embranchement. Des expé-
riences faites en 1328 par Genieys et Belanger ont constaté
que la conduite principale ayant o™, 20 de diamétre, etle second
tuyau ayant o™,081, si 'on désignait la vitesse dans ce dernier
parV, la différence de niveau piézométrique entre deux points

. . . V2 ~
BetB', prissurles deux conduites, serait de 3;;( *}.Cerésultat,
Ko
bien qu’utile & connaitre, ne suffit pas pour établir une for-
mule empirique de quelque généralité.
Sur une conduite d’'une grande longueur, la perte due aux

(*) Bien que les pressions dont il s’agissait de constater la petite différence
fussent trés—-grandes, on a pu obtenir cette différence dans un local trés-res-
treint, & Paide d’un instrument dont M. Belanger avait proposé I'idée et qu'il
désigne sous le nom de piézometre différentiel. En voici la description suc-
cincte ( fig. 116) :

Fig. 116.

Deux tuyaux flexibles en plom"h s’adaptent aux conduiies A, E, et a un tube
recourbé en verre BCD percé en C d’un trou capillaire, qu’on peut i velonte
ouvrir ou fermer hermétiquement. Les robinets A, E sont d’abord fermés et
les tuyaux de D'appareil sont pleins d’air. On ferme le trou C, puis on ouvre
les robinets AE; I'air est refoulé vers le point C; on veille a ce qu’il ne puisse
se loger dans les sinuosités des tuyaux en plomb. Si ’eau ne parait pas dans
les branches verticales du tube en verre, on laisse a I'air une trés-petite issue
en soulevant Vobturateur de l'ovifice C, qu'on referme aussitot que les deux
sommets des colonnes d’eau s’élévent au-dessus des points B, D. La différence
de niveau de ces deux sommets, %, est la méme que si les deux tubes aboutis-
saient & 'atmosphére ou méme aun vide ; car on peut négliger la difiérence des
pressions que l'air enfermé ou comprimé dans le tube de verre exerce sur les
deux colonnes.
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frottements Pemporie considérablement sur les autres qu’on
peut négliger, au moins pour une premiére approximation.
Aussi, dans le calcul d'une conduite complexe, on suppose or-
dinairement que le niveau piézométrique en chaque point de
branchement est le méme dans toutes les conduites qui s’y
réunissent, et P'on calcule la charge en chaque point et par
conséquent la vitesse d'écoulement qu’on pourra obtenir par
un orifice ouvert en ce point, en ne tenant compte que des
frottements. On doit toujours calculer les conduites pour
pouvoir fournir éventuellement une quantité d’eau double de
celle dont on a besoin d’une maniére absolue. On régle la dé-
pense au moyen de robinets; on se ménage ainsi un excédant
précieux en cas d’incendie, et I'on peut remédier aux incon-
vénients des dépots, qui ne tardent pas a engorger les tuvaux
métalliques.

Ces conerétions sont de deux natures : 1° elles sont calcaires
quand les eaux tiennent plus de 25 centigrammes de sels an-
hydres par litre; 2° celles qui en tiennent moins produisent
des tubercules ferrugineux par suite de P'oxydation des tuyvaux
sous des influences électriques.

Enfin il convient de diminuer le nombre de modeéles des
tuyaux d'une distribution en faisant seulement attention que
le diamétre d’aucune parlie de la conduite ne soit inférieur a
son diameétre théorique.

MOUVEMENT DE LEAU DANS LES CANAUX DECOUVERTS.

§ V1I. — Dgs cANAUX A REGIME PERMANENT ET UNIFORME.

La question du mouvement de I'eau dans les canaux pré-
sente la plus grande analogie avec la précédente. Seulement,
pour que I'écoulement de I'eau puisse avoir lieu dans un ca-
nal découvert, il faut nécessairement une pente de superficie,
condition qui distingue ce cas de celui que nous venons d’étu-
dier. Nous supposerons d’abord le régime permanent et, de
plus, constant, c'est-a-dire que les dimensions de la section
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et Pinelinaison du lit ne varient point d’un lieu a un autre, de
sorte que le mouvement est uniforme.

Représentons toujours la perte de charge par I'expression

~

2= L (al-+bL2),

u

-

v représentant ici le périmétre mouillé de la section, parce
qu’a la surface libre le frottement peut étre négligé. Quant a z,
c’est la différence des niveaux piézométriques, c’est-a-dire la
dénivellation superficielle, puisque I'écoulement a lieu a dé-
couvert et sous une pression constante.

3
On représente ordinairement par I { fig. 117) la pente 7 bar

metre, et par R le rapport de la section au périmeétre, rapport
qu’on appelle rayon moyen. On a alors

RI = «U + bU
D'apres Prony on a
« == 0,00004}, &= 0,000309,
et, d’aprés Eytelwein,
@ = 0,000042, b —=0,000366.

Auires formules. — Si la vitesse U est assez grande, on peut
prendre seulement le terme en U* de la formule, et écrire
RI = b, (2, dans laquelle on donne a b, la valeur o,0004, d’ou

U = 50yRI;

c’est la formule employée ordinairement par les ingénieurs
italiens,



CHAPITRE [1l. ~ FROTTEMENT ET VISCOSITE DES LIQUIDES. 367

On peut aussi prendre une formule monome dans laquelle
U soit alfecté d’un exposant fractionnaire; soit

RI = AU,
et alorson a

ta
—~

A == o0,00040102, m—

o
IV

La détermination de ces coefficients se fait, comme nous
l'avons dit, en prenant les logarithmes et construisant Ila
courbe qui a p'our ordonnées log RI et pour abscisses log U;
Pordounée, a origine de cette droite, est égale alog A : son
coefticient angulaire est égal a m.

L'une ou lautre de ces équations, et celle qui donne la
dépense

Q =0T,

| ,

servent a résoudre les principales questions relatives aux
canaux (*}.

Lois des vitesses dans Uintérieur du liguide. — On a étudié
comment varient les vitesses des filets liquides dans I'éten-
due d’un méme profil transversal. On a distingué la vitesse

{*7 Le manuserit de Bour ne contenait rien des résultats obtenus par M. Bazin
pour I'¢coulement de Ueau dans les canaux deécouverts, et publiés par lui dans
ses Recherches hydrauliques (1863 ). 11 importe d’introduire ici les principales
conclusions pratiques de ce grand travail. M. Bazin ramene & qnatre types
distincts les diverses natures de parois, et donne les formules suivantes :

X . A . RI - 0.03
1¢7 type, parois trés-unies............. —7 ==0,00010 { I~ ’
4 u* IS

. . . RI 0,07

2% type, parols unies........ PN — = 0,0001Q]| 1+ ,
: w? R

e . . RI , 0.25

3% type, parois peu unies..... .. .... 050002 { 15~ )
* { 1

, i RI 1,29 \

4¢ type, paroisen terre............... — =0,00028 { 14— |.
- w R/

v . . . . . .
Le rapport — de la vitesse maximum & la vitesse moyenne est exprimé par
u
M. Bazin au moven de l'équation

u . /R
— =1+ —-
14 1 w
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moyenne U, la vitesse V a fleur d’eau dans la partie movennc

du canal, et enfin la vitesse W prés du milieu du fond.
Dubuat et de Prony ont fait des expériences sur des canaux

factices de nature trés-différente, et ils ont trouvé les formules

. VIV 2.8
U= N\ — 3,15
U= S (VW

*—2'\ b ).

Le rapport de U a V n’est pas constani; on peut cependant,
sans grande erreur, admeitre, pour des vitesses variant depuis
o7, 50 a 1™, 50,

U=o0,5YV,
d’ou
W—o0,75L.

Problémes sur les canauzx. — Pour trouver les formules qui
se rapportent a I’établissement d’un canal, nous supposerons

Fig. 118.

que la section soil un trapéze { fig. 118), conformément a ce
qui a lieu le plus ordinairement.

Soit / la largeur au plafond, % la profondeur d’eau, n le rap-
port de la base des talus latéraux a la hauteur. On a

y=1-+ 21+ n,
Q=+ nh)h:
donc
h{l =+ nh)

et
Q= h{l—+ nkh)U.
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En adoptant la deuxiéme formule, on a

21—#-2/1\/14—712

I—=o0,0004 <X Q Al

Ces formules permettent de résoudre les deux problémes
principaux des canaux : Elant donné un canal, trowver la
quantité d’eaw qu’il débite, et construire un canal ayant un
débit donné.,

Dans ce dernier cas, le probléme est indéterminé, car on
n'a que deux équations pour déterminer cing inconnues. Cette
indétermination existe dans tous les problémes de la pra-
tique, qui sont rarement susceptibles d’une solution unique
et rigoureuse. Les circonstances particuliéres dans lesquelles
ou se trouve placé pour chaque cas particulier permettront
de résoudre la question en fournissant les données qui man-
quent. Dans le cas qui nous occupe :

1° n est donné par la nature du terrain. Il devra étre au
moins égal a 1; il prendra d’ailleurs des valeurs plus ou
moins grandes, suivant la consistance du terrain dans lequel
doit étre creusé le canal. Le plus souvent, n=—1,5 ou 2, ou
méme 2,5. Si 'on construit des berges en maconnerie, il y
aura avantage a faire n = o, c’est-a-dire a faire des talus ver-
ticaux.

2° La nature du sol détermine aussi le maximum de vitesse
quon puisse donner a 'eau de maniére a ne dégrader ni le
fond ni les berges. D’aprés ce que nous avons vu, on peut
admettre que la vitesse pres du fond et des berges est les
trois quarts de la vitesse moyenne. D’un autre cdté, voici un
tableau indiquant pour quelles vitesses de fond les affouilie-
ments commencent :

Argile et terre détrempée.......... . . 0,076
Argiles tendres....... e 0,152
Sables fins..........coovei it 0,200
Sables ordinaires.................... 0,305
GravierS. . coeveervnennonennnnnn., 0,b0g
Schistes tendres................ L . 1,55
Roches de dureté moyenne........... 1,85
Roches dures....... e 3,05

111. 24
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3% Si le canal doit servir a la navigation, la largeur et la
profondeur minimum du canal sont aussi déterminées par
les dimensions et le tirant d’eau des bateaux.

4° On doit chercher enfin a économiser sur la quantité de
terre a déplacer pour construire le canal, et aussi sur la peate,
de maniére a arriver aux usines a la plus grande hauteur pos-
sible. Alors, Q étant donné, il faudra rendre I un minimum.

On peut se donner I et Q, et construire une courbe en
posant

i
- +nh=2x, h=>.
2

L'équation de cette courbe est
15 (22 — ny)=0,0008Q [z + y (Y14 nr'—n)].

La branche utile estasymptotique a 'axe des x; elle permet
de trouver par titonnements une forme convenable pour le
canal.

En effet, siI'on prend un point M ( fig. 119) et qu'on méne

Fig. 119.

=2

IR =

'

par ce point une droite MQ ayant 'inclinaison déterminée par
la nature duterrain, et une paraliele MR a l'axedes z, on a In
demi-section OQMR d’un canal satisfaisant aux conditions vou-
lues. On en a ainsi autant qu'on veut, et on cherche celle
qui convient le mieux au cas dans lequel on se trouve. La
largeur peut augmenter indéfiniment; la hauteur a une limite
supérieure OP, correspondant & une section triangulaire qui
n'est pas admissible en pratique. -
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La formule se simplifie dans le cas ot le litest 4 peu prés
rectangulaire, et de largeur assez grande pour qu’on puisse

négliger les termes nh et 2/ y1-+-n* devant L. On a alors les
formules

~0,00040Q)" .
De 1a on tire
s/ Q?
h=o0,0739 ol

De la prise d’eau. — Lorsqu’un canal est destiné a faire
une prise d’eau dans une riviére ( fig. 120), il faut avoir soin

Fig. 120.

d’évaser I'entrée pour éviter la contraciion et faire en sorte
que le niveau soit le méme dans la riviere et dans le canal. I
faut souvent construire un pont a Porigine de la dérivation
pour le service du halage de la riviére, si elle est navigable.
On en profite pour se ménager le moyen d’intercepter au be~
soin la communication de la riviére avec le canal et pour em-
pécher, par exemple, les crues de Ia riviéere d’y pénétrer.

Pertes d’eau par évaporation et infiltration. — Enfin, dans
le caleu! du débit d’un canal, il faut avoir sein de tenir compte
de deux causes de pertes. 1l y aura perte d’eau par infiltration
et par évaporation; la seconde est, dans nos climats, en
grande partie restituée par la pluie.

Dans le midi de la France, le déchet par évaporation est

24.
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trés-notable. Sur le canal de Bourgogne, au contraire, la pluie
I'emporte sur I'évaporation.

Hauteur Hauteur
dela dela
tranche d’eau  pluie tombée
évaporée par an.  cn un an.
. m m
Paris............ 1,46 0,55
Nantes......... . 1,81 1,00
Marseille......... 2,50 0,560
Canal Dijon............ 0,6282 0,7518
de Bourgogne. { Pouilly.......... 0,5648 0,8008

Infiltrations. — La perte d’eau par infiltration est souvent
considérable, surtout au moment de l'ouverture du canal; une
fois que le sol est bien pénéiré de liquide, la perte par infil-
tration devient généralement insignifiante, par suite del'obtu-
ration par les sédiments des petits canaux de fuite. Quelque-
fois, cependant, on est obligé de faire un corroi d’argile ou
méme de bétonner le sol du canal; c’esi ce qu'on a fait pour
une section du canal de la Marne au Rhin.

La nature des parois a une grande importance dans certains
cas relatifs aux canaux et aux riviéres. Le fond peut éire en-
combré d’herbes qui retardent considérablement le courant,
et dont on ne peut empécher I'influence défavorable qu’en
curant le canal. On obtient, par cette opération, une diminu-
tion considérable sur la hauteur qui correspond a un débit
donné.

§ XII. — DEs CANAUX ET DES RIVIERES A REGIME PERMANENT,
MAIS NON UNIFORME.

Le mouvement uniforme dans une conduite ou dans un
canal est impossible, quand la section est variable, ou bien
quand la pente du lit varie, comme cela alieu pour les riviéres.
Les filets liquides qu’elle contient ont, aux divers points de
leur cours, des vitesses trés-variées, depuis la source jusqu'a
I’embouchure, et cependant le régime est permanent, si la
quantité d’eau débitée par la source est constante,

Quand il se produit une crue, ie régime cesse d’étre perma-
nent jusqu’a ce que la hauteur du liquide soit celle qui con-
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vient & la nouvelle quantité d’eau que débite la source; la
riviére prend alors un nouvel état de permanence, qu’elle
perd plus tard quand les causes qui ont produit la crue ont
cessé d’agir.

La théorie du mouvement varié dans les riviéres est trés-diffi
cile a établirpar ’expérience, et presque inabordable au calcul.

Nous nous bornerons a indiquer un seul résultat relatif au
cas ou la section est constante.

Du ressaut @ la surface du cours d’eau. — Nous étudierons
un cas de régime permanent, mais non constant, qui présente
une certaine utilité pratique et qui est assez curieux.

Nous avons vu que, lorsqu’on a un cours d’eau a régime
constant et qu’on vient a le couper par un barrage, le niveau
de I’cau et son régime ne sont pas sensiblement changés en
aval; mais en amont la surface libre forme ordinairement une
surface asymptotique de la surface primitive {figi21). Il 'y a

Fig. 121.

des cas trés-nombreux ou ce raccordement n’a pas lieu; il se
produit, au contraire, un ressaut brusque qu’on observe aussi
dans d’autres circonstances, et généralement lorsque le courant
est large, trés-rapide et peu profond. Ce phénoméne a été
observé et décrit avec détails pour la premiére fois par
Ridone (*).

(*) Lorsque les eaux de la mer arrivent avec une vitesse assez considé-
rable sur une plage peu inclinée (fig. 122), elles s’étalent d’abord uniformé-

Fig. 192,

ment, puis elles déferlent, perdent Ia plus grande partie de leur vitesse, ct
ach évent de couvrir le sol d’une nappe mince.
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Examinons quelques-unes des circonstances qui accompa-
gnent ce phénoméne.

Faisons une section en amont et une section en aval, de
maniére & comprendre toute la partie du liquide sur laquelle
le phénoméene a lieu, et appliquons le théoréme de la quan-
tité de mouvement 4 tout le liquide interposé. Soient £ et &’
les profondeurs d’eau en amont et en aval ( fig. 123), ¢ et ¢/
les vitesses correspondantes, » et o’ les sections.

Fig. 123.

Si Q est le débit en volume, I'accroissement de la quantité
de mouvement en une seconde est

nQ
g

() —v).

Nous supposons le lit peu incliné : alors les seules forces
dont il faut calculer 'impulsion sont la pression en amont et
Ia pression en aval. Puisqu’au point ou Von a fait la section
ie mouvement est uniforme, la pression en amont est

1
Hfzdr;) == Mwh;
de l'autre cbté, on aura
T 7 /.
; o'k H

dong, enfin, on a I’équation
2

oQ

g

(v —w0) = ; O(wh—ok)

Q=wv=uw'v.
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Donc
h v
MW Ty
donc on a
w’:@/i,, o= ﬁ
I w
en substituant ces valeurs dans ’équation écrite plus haut, et
supprimant II qui est facteur commun, on a

v? h
—=—(h-+ 1)
s 2N
d’ou 'on tire
/L.' T
W= — -+ — L+ ah—.
2 4 g

Pour que le phénoméne se produise, il faut un certain
nombre de conditions qui ne nous sont point connues; mais
d’abord il faut évidemment qu’on ait A’>> A, ou

X
4

~an L é/c,
g7 2

ou enfin

-

N|b~

2

JC

donc le phénomeéne pourra se produire, lorsque la profondeur
de Veausera inférieure au double de la hauteur due & sa vitesse.
On cherche ordinairement & produire ce phénoméne dans

Fig. 124.

les appareils destinés a donner de Veau aux moteurs hydrau-
liques. Le réservoir est fermé par une vanne qui laisse écouler
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au-dessous d’elle une lame mince de liquide. Si la vitesse est
assez forte, le phénoméne du ressaut a lieu, et 'on augmente
la chute dont on dispose en installant le récepteur entre les
points A et B ( fig. 124). 8i1'on diminuait de plus en plus la pro-
fondeur, l'orifice finirait par étre noyé, et 'on n’en tirerait
plus aucun avantage (*).

§ XIII. — Du cHoc DE L’EAU CONTRE UN PLAN FIXE.

Un courant liquide, lancé dans le vide ou dans l'air, ren-
contre un plan fixe qui U'oblige a se dévier. On suppose qu’a
une certaine distance en avant du plan les divers filets liquides
se meuvent parallélement avec une vitesse commune, de
maniére que la pression dans toute la section de la veine
soit égale a la pression atmosphérique. On suppose encore
le plan assez étendu pour que le liquide ne le quille pas
sans avoir totalement perdu sa vitesse normale, de sorte qu'a
une certaine distance du point d’arrivée de la veine le mou-
vement ait lieu parallélement au plan.

A cet égard, remarquons qu’au premier instant, surtout si
la vitesse de V'eau affluente est considérable, on a des rejail-
lissements partiels dont nous ne cherchons pas a déterminer
la théorie. Bientdt I'air interposé entre le plan et la veine se
trouve entrainé; la veine s’applique exactement contre le plan,
et un mouvement permanent s’établit; nous allons calculer
les circonstances du mouvement parvenu a cet état,

Considérons 4 cet instant la partie du liquide CDABD'C
comprise entre une section AB faite perpendiculairement au
courant, et une surface cylindrique CD, C'D’, au dela de la-
quelle le liquide coule parallélement au plan pressé YZ. Ce
plan est perpendiculaire au plan de la figure et fait avec la
verticale un angle «. Soit v la vitesse commune des molécules
qui traversent le plan AB. Aprés un temps d¢, ces molé-
cules se trouveront dans un plan voisin ab dont la distance a
AB sera ¢dt. Au méme instant final, les molécules qui se trou-
vaient d’abord dans la surface cylindrique désignée dans la

(*) Poir a ce sujet I'Introduction & la Mécanique industrielle de Poncelet.
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figure par CD, C'D’ seront sur une autre surface voisine dont
cd et ¢’ d’ représentent deux arétes. Ainsi tout le systéme

Fig. 125.

des points matériels considéré sera finalement compris entre
Ie plan ab et la surface ¢d, ¢’ d’. Ceux de ces points qui, au
dernier instant, se trouveront entre ab et CD,C' D’ auront,
en vertu de Ja permanence, les mémes masses et les mémes
vitesses que ceux qui y étaient d’abord.

Cela posé, appliquons a toute la masse liquide que nous
venons de définir le théoréme de la quantité de mouvement,
en prenant pour axe de projection la perpendiculaire OX au
plan YZ.

D’aprés le raisonnement que nous avons déja fait bien des
fois, il n’y a pas a s’occuper de la partie géométrique com-
mune au volume initial et au volume final. De plus, les
vitesses entre CD, cd, C'D’, ¢’ d' étant perpendiculaires a OX,
la quantité de mouvement du liquide correspondant n’entrera
pas dans notre équation. Nous aurons donc seulement a tenir
compte du liquide AB, ab, dont la masse est

Tooar,

et doat la vitesse a pour projection

—vsin3,
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en désignant par B Pangle de la vitesse ¢ avec le plan YZ,
angle qui ne se projette pas en vraie grandeur dans la figure.

La quantité de mouvement que nous venons de calculer se
rapportant a I'état initial du liquide, il faut changer son signe
pour la faire figurer au premier membre de notre équation
ordinaire. Comme il n’y a d’ailleurs rien autre chose a écrire,
ce premier membre est simplement

n Qv?sin B dt.
g

Passons aux termes qui y représentent les projections des
impulsions des forces extérieures. Les réactions du plan sont
de deux natures, tangentielles et normales. Nous ne nous
occuperons pas des premiéres, qui n’ont pas de projections
sur I'axe que nous avons choisi, et nous désignerons par F Ia
somme des réactions normales, en faisant abstraction de Ia
pression atmosphérique. L’impulsion projetée de cette force est

Fds.

La pression atmosphérique ne doit pas entrer en ligne de
compte, car nous avons vu que, sur un corps limité de toute
part, la somme algébrique des projections sur un axe quel-
conque est nulle.

Enfin il ne reste plus qu’a tenir compte de 'impulsion du
poids du liquide que nous considérons, soit

— Psinadt.

On a done, en supprimant le facteur dz,

EQu’sin(j:F — Psine,
g

F = Psinx + IQ %sin@.
o]

La partie Psin« dépendant de P'action de la pesanteur est
la pression qu’exercerait le systéme solide DCABC'D' repo-
sant sur le plan YZ. L’autre partie de la pression F est égale
au poids d’un cylindre liquide qui aurait pour base la section
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droite O du courant AB, et pour longueur le double de la

vt R . R .
hauteur % due a la vitesse v, les arétes faisant avec la base

du cylindre Pangle 3 que la direction du courant, prise au
point ol sa vitesse est v, fait avec le plan qu’il rencontre. On
peut aussi metire cette partie de F sous la forme

Q {vsinB)
sin § g

?

et dire que c’estle poids d’un cylindre du liquide, ayant pour
base la section oblique faite au point A dans la veine sup-
posée cylindrique par un plan paralléle au plan YZ et pour
hauteur le double de la hauteur due & la vitesse ¢ sin 3, pro-
jection rectangulaire de ¢ sur 0X.

Si le plan rencontré était peu étendu, les vitesses du liquide
au dela de ce plan feraient des angles obtus avec OX, et la
force F serait diminuée, parce que la quantité de mouvement
projetée finale serait algébriquement plus petite que dans le
cas précédent. 1l en seraii de méme si au lieu du plan on
avait une surface convexe, Par la raison contraire, si, au moyen
de rebords adaptés au plan pressé par le liquide, on obligeait
le courant ale quitter en faisant des angles aigus avec la nor-
male OX, ou si I'on faisait arriver le liquide sur une surface
concave, la pression F serait plus grande. On peut ainsi aug-
menter laforce d’une roue hydraulique, en garnissant de liteaux
les cOtés des palettes qui recoivent le choc de l'eau.

Aux premiers instants de la rencontre du plan parle fluide,
avant que le régime permanent soit établi, la pression est
beaucoup plus grande, parce que les valeurs absolues des
vitesses dans 'espace ab D' C'CD diminuent trés-rapidement.

Sile plan, aulieu d’étre fixe, était mobile, tout ce que nous
venons de dire subsisterait 4 la condition de remplacer la
vitesse absolue ¢ par la vitesse relative.

Résistance d’un fluide aw mouvement d’un solide.

L’expérience a constaté que si, dans un courant de grandes
dimensions transversales, on plonge un corps solide, la résul-
tante des pressions horizontales que celui-ci recoit du liquide
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en mouvement est, & peu prés pour un méme corps, propor-
tionnelle au carré de la vitesse relative. En soumettant a cette
expérience une plaque mince, puis un cube, puis un prisme
d’une longueur triple, Dubuat a reconnu:

1° Que la pression sur la face opposée au courant est plus
grande que la pression hydrostatique;

2° Que la pression sur la face d’aval ot a lieu un remous
est au contraire plus petite;

3° Que la résultante de ces deux forces peut étre repré-
sentée par la formule

KIA -2,

Zg

dans laquelle II est le poids de 'unité de volume du liquide,

A laire de la section transversale du corps; v la vitesse relative

du liquide; K un coefficient qui est, suivant Dubuat, 1,43

pour la plaque mince, 1,17 pour le cube et 1,10 pour le

prisme. Si les plans antérieur et postérieur sont remplacés
par des surfaces convexes, le coefficient K diminue.

La résistance de l'air suit des lois analegues. Pour un train
composé de n wagons, A élant toujours la surface de front en
meétres carrés, ¢ la vitesse en métres par seconde, on admet
I'expression

0,065 [A =-0,9(n—1)]e%

Corps flottants. — 8i I'on appelle A la section droite de la
partie plongée d’un prisme, la formule de la résistance est,
d’aprés I'expérience, la méme que dans le cas précédent. Si
le prisme est terminé rectangulairement et que sa longueur
soit de trois a six fois \/K, on a environ

K=1,10.
Avec une poupe suffisamment aigué, on peut avoir
K—=1,00.

Si I'on ajoute 4 un bateau prismatique une proue formée,
soit de deux plans verticaux d'une saillie égale a la largeur
du bateau, soit d'une surface cylindrique verticale a base
demi-circulaire, on a a peu prés

K:0,50.
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Une proue formée des faces latérales du bateau prolongées
et coupées au-dessous par un plan faisant avec I'horizon un
tiers d’angle droit réduit la résistance au tiers; dans ce cas

K =—o0,33.

Pour un navire, A étant la surface plongée du mattre-couple,
on peut avoir, selon Navier,

K = 0,16,

On cherche aujourd’hui & donner aux lignes d’ecau d’un
navire la plus grande finesse de formes possible & D'arriére
comme a l'avant.
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CHAPITRE 1IV.

DE L’EQUILIBRE ET DU MOUVEMENT DES FLUIDES ELASTIQUES.

§ XIV. — DEs L0is DE L’EQUILIBRE DES GAZ.

La condition générale d’équilibre des fluides pesants s’ap-
plique aux gaz comme aux liquides. La pression et la densité
doivent étre les mémes en tous les points d’'une méme couche
de niveau. On déduit de la I’équation différentielle qui donne
la loi des pressions aux divers points d’'une masse gazeuse en
équilibre

(1) dp =wdz;

mais on ne peut intégrer cette équation comme quand il s'a-
gissait d’un liquide, car le poids spécifique = n’est pas con-
stant : il varie trés-rapidement avec la pression et un autre
élément, la température. Si 'on admet comme donnant une
approximation suffisante les lois de Mariotte et de Gay-Lussac,
on a entre ces trois quantités la relation

{2) p=Kwo(1-+at),

K étant un coefficient constant pour un méme gaz, « une se-
conde constante qu’on appelle coefficient de dilatation.

Pour avoir la valeur numérique de K, on se place dans
I'nypothése particuliére ot 'on a £=o0, et ol p est la pres-
sion atmosphérique, 10333 kilogrammes. Dans ces conditions
pour lair, on a

w —=1%,2932;
par suite,
- 10,333

o m = 7990,2.
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Pour l'air atmosphérique pur, on a, d’aprés M. Regnault,
o == 0,003665.
En divisant I’équation (1) par ’équation (2), il vient
dp dz

) _])—:——IX(I—*OH')

’Lo

Onn’a d’ailleurs besoin d’intégrer cette équation, c’est-a-dire
de tenir compte de la variation de la pression avec la hauteur z,
que lorsque cette hauteur est trés-grande, par exemple quand
on considére toute la masse gazeuse qui constilue I’atmo-
sphére terrestre.

Mesure des hauteurs par le barometre. — Cest la connais-
sance de la loi suivant taquelle la pression de 'air varie aux
différentes hauteurs accessibles qui permet de mesurer la
hauteur des montagnes au moyen de Pobservation du baro-
métre.

Pour trouver cette loi, il faut intégrer I'équation{3), en
faisant K = 7990,2 et prenant

o == 0,004,

afin de tenir compte a peu prés de 'humidité contenue dans
I'air atmosphérique.

Quanta la température ¢, c’est une variable qui dépend de z,
Iair étant supposé en équilibre, et, pour pouvoir intégrer
I'écqquation (3), ik faudrait connaitre la loi de décroissance des
températures avec les hauteurs. On en conclurait la loi qui
lie les pressions avec les hauteurs, et, par suile, au moyen
de I'observation barométrique des pressions, on calculerait
les hauteurs des divers points ou Pon aurait observé. Mal-
heureusement, la théorie et 'expérience n’ont pu jusqu’ici
déterminer la loi des variations des températures; aussi les
formules qui servent a déduire les hauteurs des observations
barométriques sont-elles plus ou moins entachées d’empi-
risme.

Nous renvoyons a la Mécanique céleste de Laplace et a
V' Annuaire du Bureaw des Longitudes pour ces formules, qui
ont été réduites en Tables d’un emploi commode, trés-pré-
cieuses en I'absence de tout autre moyen de nivellement,
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Des gasz et des vapeurs. — Au point de vue des applications
mécaniques, il y a lieu de conserver la distinction (qui n’a
plus saraison d’étre sous le rapport physique) entre les va-
peurs et les gaz permanents. Les vapeurs se trouvent dans les
machines sous deux éiats, a 1’état liquide et a Pétat gazeux,
tandis que les gaz permanents ne changent pas de consti-
tution.

Les propriétés des gaz et des vapeurs sont étudiées spécia-
lement dans les Cours de Physique; nous nous contenterons
de rappeler succinctement celles dont nous avons besoin.

La formule (2) donne, pour le poids m de 1 métre cube
d’air, en appelant n la pression en atmospheéres, ¢’est-a-dire

P

le rapport 703353’

. . n
(4) w = 1%, 2932

L +al

Pour chacun des autres gaz, il faudra multiplier le second
membre par la densité ¢ du gaz prise par rapport a I'air, den-
sité que Y'on regarde comme constante; ceci n’est pas méme
une approximation pour les vapeurs dans le voisinage de leur
point de saturation, c’est-a-dire dans les conditions de leur
emploi mécanique. Il faut aussi remplacer « par le coefficient
de dilatation spécial au gaz considéré.

En désignant par ¢ le volume en métres cubes de 1 kilo-
gramme de gaz, c’est-a-dire en faisant

=9
[a

on peut mettre I'équation {2) sous la forme

{5) pu:R(-;::—t)-

\

Pour I'air atmosphérique, on a

— 22,85,

= R~

= 20,272;
d’ou

(6) pv = 29,272 (272°,85 + {} = 29,2727,
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en désignant par 7 la température comptée a partir de
— 272,85 C.
SiVon fait 1 = o, c’est-a-dire ¢ — — 292°,85, on a

pV:O,

c’est-a-dire ¢ = o si le refroidissement de 'air s’opére sous
une pression constanie; p =—o si ce refroidissement a lieu
dans une capacité a volume constant.

On ne doit attacher a ce résultat aucune importance, méme
théorique; car les lois empiriques, dont les équations (=)
et (5) sont la traduction, n’ont été élablies que dans des
limites bien éloignées de 273 degrés au-dessus de zéro.

Quoi qu’il en soit, il est commode, dans les calculs relatifs
aux gaz, de compter les températures a partir de ce point fixe
qu'on nomme zéro absolu. La température = sera donc, pour
nous, la température absolue; elle s’obliendra en ajoutant
272°,85 & Ja température ordinaire exprimée en degrés centi-
grades.

Proprictés générales ves vapeurs. — Parmi les gaz qui, dans
leurs applications industrielles possibles, sont susceptibles de
présenter alternativement, a I'état liquide ou solide et a I’état
gazeux, gaz auxquels nous restreignons, comme je l'ai dit, la
dénomination ancienne de vapeurs, la vapeur d’eau est celle
qui a le plus d’importance a notre point de vue, et c’est elle
que nous considérerons spécialement en indiquant, s’il y a
lieu, les différences qui ont é1é découveries récemment entre
ses propriétés et celles de certaines autres vapeurs.

On admettait autrefois, sans preuve expérimentale suffi-
sante, que les vapeurs obéissaieni & peu pres aux lois de
Mariotte et de Gay-Lussac, et que, pour la vapeur d’eau en
particulier, Je coefficient de dilatation « avait la méme valeur
que pour I'air atmosphérique.

Or. employait alors, dans la théorie de la vapeur d’eau, des
équations de méme forme que les précédentes, en tenant
compte seulement de ce que la densité de la vapeur d’eau par
rapport a P'air avait pour valeur

¢ == 0,6225.

De la sorte, les équations (4) et (6 se trouvaient remplacées
110 25
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par les suivantes :

(£ his @ = 0%, 80565 .
11— =i

et

(6 bis: Pu:47,023[.

Seulement, dans ’équation a trois variables (2}, appliquée a
la vapeur d’eau, ces variables ne pouvaient pas prendre toutes
les valeurs possibles satisfaisant a cette équation, puwisque (et
¢’était la la partie connue avec le plus de précision de Uhistoire
de la vapeur) la pression p atteignait, pour chaque valeur de
la température, un maximum dépendant uniquement de cette
température £, cc que nous exprimons par ¢ = f{(p).

Pour achever ce qui se rapporte aux anciennes lois rela-
tives a la vapeur d’eau, disons encore que, d’aprés M. Re-
gnault, la quantité de chaleur contenue dans 1 kilogramme
de vapeur a la pression p et a la température ¢ est donnée
par la formule

g = 606,50 -~ 0,305 f(p}) 0,495t — f(p).

Nouvelles recherches sur les vapeurs. — Dans ces derniéres
années, sous l'influence de nouvelles idées théoriques dont
nous aurons a parler tout a I’heure, une vive impulsion a été
imprimée aux recherches théoriques et pratiques relatives a
la vapeur d’eau. Nous citerons seulement, parmi les étrangers,
MM. Clausius, Rankine, Zeuner; en France, M. G.-A. Hirn.

Occupons-nous d’abord de la vapeur saturée.

Il résulte des travaux dont je viens de parler que la vapeur
saturée n’obéit pas aux lois de Mariotte et de Gay-Lussac,
c’est-a-dire que 'équation (6 bis) n’est point exacte d’une ma-
niere générale, bien qu’on puisse I'appliquer entre zéro el
150 degrés avec une approximation suffisante (il s’agit tou-
jours uniquement de la vapeur saturée).

M. Zeuner a posé la formule empirique

(s o= M lognép —
‘ r sheP Ton
Vailleurs, sil'on construit la ligne donnant les valeurs du
produit pv en fonction de £, on trouve que cetie ligne est
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sensiblement droite dans les limites des pressions en usage
dans les machines a vapeur.

On peut donc, dans ces limites, remplacer I'équation {7)
par une équation linéaire de méme forme que celle qui répond
aux gaz parfaits.

Posons done

/1 Y
v=R| = =1},
P \\a’ Ji
et déterminons les coefficients en faisant usage des nombres
qui se rapportent a 1 et 5 atmosphéres.

On trouve
g 412°,82, R’ =33,16.
¢4

On aainsi

&' = 0,00242,
nombre que I'on peut regarder, si 'on veut, comme le coef-
ficient moyen de dilatation de la vapeur saturée de 100 degrés
a 152°,29.

Seulement il faut remarquer que, quand on parle du coef-
ficient de dilatation d’un gaz, on sous-entend toujours que ce
coefficient répond a la dilatation du gaz sous pression con-
stante; c’est ce qui n’a pas lieu ici, puisqu’on suppose que la
vapeur reste saturée.

Densité de la vapeur saturée. — Dans I’équation (7), rem-
placons p par sa valeur en fonction de ¢; nous aurons la den-
sité de la vapeur par la formule

& —
o

Les nombres qu’on obtient ainsi pour w croissent un peu
plus vite que ceux qu’on déduirait des lois ordinaires.

Cest ce qu'indique le tableau suivant :

VALEURS DE 7.

Tempeérature. Loi de Mariotte. Formule de M. Zeuner.
50° 0,6823 0,0826
100 0,58g2 0,6075
150 2,4481 2,6082

200 = 145 =.8616
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FVapeurs surchauffées. — Pour les vapeurs surchauffées, les
écarts de la loi de Mariotte, ainsi qu’on devait s’y attendre,
sont d’autant moins grands que la surchauffe est plus consi-
dérable et que la vapeur se rapproche plus de I'état gazeux
parfait.

Pour donner une idée de la grandeur des écarts dont il
s’agit, je citerai les résultats numériques d'une seule des ex-
périences de M. Hirn, dans laquelle la température a é1é main-
tenue constaitte et égale a 280 degrés :

Pression initiale p. v e
L P’ )
642w » »
32 2,059 1,030
16 2,045 1,022
] 2,031 1,015
4 2,018 1,000
2 2,010 1,005
I 2,002 1,001

On vérifie, conformément a ce que M. Regnault a annoncé
relativement aux gaz liquéfiables, que la compressibilité croit
a mesure quon s’approche du point de liquéfaction.

M. Hirn a appliqué sa méthode de calcul a l'acide carbo-
nique, et Paccord des nombres qu’il a calculés avec ceux qui
ont été déterminés expérimentalement par M. Regnault est
extrémement remarquable. (Exposition analytique et expéri-
mentale de la Théorie mécanique de la Chaleur, par G.-A. Hirn,
p. 386.)

Lois du mélange des gas el des vapeurs. — Nous n’avons
rien de nouveau a signaler sur cette question au point de vue
qui nous occupe, el nous renverrons aux lois connues des
mélanges des gaz et des vapeurs, qui ont été suffisamment
étadiées en Physique.

Le tableau suivant, extrait de ’'Ouvrage de M. Zeuner, est
utile dans la théorie des machines a vapeur :
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TENSIONS TEMPERATURE VOLUMES DENSITES
en atmospheres correspondante It
N T = —»
P fp) ‘ v
65,35 6,0926 0,1641
31,71 3,1633 0,3159
92,15 2,1588 0,632
100,00 1,6559 0,6055
106,35 1,3338 0,7497
11,74 1,1234 06,8501
. 116,43 0,9718 1,020
2 120,00 0,8570 1,1668
2,25 124,36 0,7672 1,3035
2,50 127,80 0,6949 1,43g0
2,75 130,97 0,634 1,5738
3 133,91 0,5856 1,7076
3,23 136,66 0,5432 1,8%09
1 3,50 139,24 0,5067 1,9735
; 3,75 141,68 : 0,4549 2,1037
! 4 144,00 f A 2,2366
i 4. 146,19 ! 0,422} 2,365%
I, 1829 oook | 2,407
! i Q. : P -
i 4, 150,29 ; 0,3806 i 2,6?/’1
11 5 1:32,22 : 0,3627 | 2,7571
! 5,23 154,06 0,3463 ! 2,8860
3.50 455,84 0,3318 ; 3,013y
3,55 157,56 0,3183 i 31417
6 159,22 0,3058 i 3,2701
6. 160,82 0,294% : 3.0000
6, 162,38 0,2838 | 3,0000
6, 165,88 0,2740 f 3,656
7 163,35 0,2648 : 3,7763
7.23 166,757 ! 0,2563 3.9017
7,96 168,15 0,248% i f,0274
7,70 169,50 : 0,2]0% 5 4,1528
t 8 150,81 ! 0,2338 ‘ AT
8,25 172,09 : 0,2271 4,4034
! 8,30 173,34 ‘ 0,2200 i 4,209
8,73 175,57 : 0,2150 (‘ 4,6312
9 179.77 | 0,209} | 17756
0.2 170,65 0.2042 : 4,872
: 4,50 178,00 0,1991 i ‘?,0926
1 9.75 179,01 0,194 | 35,1440
? 10 180,31 0,180 } 35,2659
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§ XV. — EcOULEMENT DES GAZ ET DES VAFEURS.

Un gaz qui sort d'un réservoir n’est pas dans les mémes
conditions qu’un liquide s’écoulant par le méme orifice. En
effet la pesanteur ne joue, pour ainsi dire, aucun réle dans
les phénoménes de I’écoulement des gaz; il faut un exces de
pression, auquel correspond nécessairement un accroisse-
ment de densité, en vertu de la compressibilité des fluides
élastiques, pour forcer un gaz a passer d’un réservoir dans un
autre ou dans l'air atmosphérique.

Il suit de 1a que, au moment ol le gaz s’échappe, il se dé-
tend, et il se passe, dans les environs de I'orifice, un phéno-
méne complexe dont les lois n’ont peut-étre pas encore été
suffisamment étudiées par 'expérience.

Les choses sont encore bien plus compliquées quand il
s’agit d’'une vapeur. En effet on sait que la détente brusque
d’un gaz est généralement accompagnée d’'un refroidissement.
Cet abaissement de température dépend d’ailleurs d’un grand
nombre de circonstances, et il y a lieu de se demander s’il ne
pourra pas, dans certains cas, amener la condensation partielle
de la vapeur.

Bornons-nous, pour le moment, a donner les formules qui
permettent de calculer la dépense qui se fait par un orifice
donné, sous I'influence d’un excés de pression connu.

On trouve, dans plusieurs auteurs, une théorie basée,
comme la théorie analogue relative aux liquides, sur le théo-
réme des forces vives. On considérait la détente du gaz
comme se faisant d’une maniére graduelle et continue, de-
puis le réservoir jusqu'au point de sortie, et Uon tenait
compte, dans I’élablissement de I’équation, du travail déve-
loppé par 'expansion du gaz.

En supposant la température invariable, ce qui n’est pas
exact, on arrivait a une formule logarithmique due a Navier,
et applicable seulement a de faibles difféerences de pression.
On introduisait naturellement dans cette formule un coeffi-
cient de correction a déterminer expérimentalement.

Mais 'expérience ne confirme pas en général 'hypothése
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fondamentale de la théoric de Navier, celle de la détente du
gaz dans le réservoir.

MM. Pecqueur et Poncelet, dans un travail présenté a UAca-
démie des Sciences le 21 juillet 1845, ont montré que les gaz
s'écoulent comme les liquides, en conservant a la sortie Ia
densité qu’ils avaient dans le réservoir et se détendant seule-
ment quand ils sont arrivés dans l'air atmosphérique. Les
formules que nous avons trouvées pour les différents cas de
I'écoulement des liquides s’appliquent aux cas correspon-
dants de I'écoulement des gaz, aux coefficients prés.

Cas d’un orifice en mince paroi. — Le volume du gaz qui
s’écoule en une seconde, volume rapporté a la pression exté-
rieure, est donné par la formule
{1) Q =mA P ¢,
m étant un coefficient de contraction. En introduisant la va-
leur de ¢, il vient

(2) Q:mA]—)”:\/zg’i—_mﬁ,

P — P. étant la pression motrice et w le poids du metre cube

P=Pe popré-

&

de gaz contenu dans le »éservoir, de sorte que

sente la charge estimée en hauteur de gaz; c’est la quantité
que nous désignions par A dans le cas des liquides.
Eliminons = au moyen de I'équation

p=—=Kwo{1+at),

et faisons passer le terme L sous le radical, il vient

a

3 Q=mA\ 20h ‘, (1 +o0,004¢;>
(3) \/ u\pa ) :

/

en prenant 0,004 pour le coefficient de dilatation de Vair or-
dinaire.

1l reste encore a déterminer le coefficient m dans les limites
qui correspondent aux exigences de la pratique.
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On s’est servi longtemps des coefficients donnés par Girard
et d’Aubuisson, comme résultant d’expériences faites sous
d’assez faibles différences de pression.

Dans les expériences plus précises de MM. Poncelet et Pec-
queur, la différence de pression a été poussée jusqu’a une
valeur égale a celle de la pression extérieure. Il résulte de
ces expériences que le coefficient m diminue quand I'excés
de pression augmente, exactement comme dans le cas des
liquides.

On a en effet, la contraction étant compléte,

pP—rta 2
0,003 p, 0,71
0,010 0,65
0,050 0,58
1,000 0,56

MM. Wantzel et de Saint-Venant font croitre ce méme coel-
ficient avec la pression (‘).

Ecoulement des vapeurs. — Quand une vapeur, traversant
un orifice en mince paroi, s’écoule d’un réservoir a la pres-
sion p dans un second réservoir dont nous continuerons,
pour conserver nos notations, & désigner la pression par p,,
les expériences les plus récentes, contrairement a 'hypo-
thése de Navier, indiquent I'ahsence de toute détente inté-
rieure et établissent que, tout comme 'air, la vapeur s’écoule
a peu prés comme un liquide, la détente se produisant seule-
ment dans le second réservoir.

Cette détente, dans le cas d’un gaz, est accompagnée d’un
refroidissement bien sensible, de sorte que, pour de la vapeur
d’eau saturée, mais séche, on doit s’attendre & des condensa-
tions aussitdt aprés la sortie de l'orifice.

L’expérience vérifie ces présomptions : on apercoit distinc-
tement le jet sous la forme d’un cOne trouble dont la base a
le diamétre de l'orifice, et qui va se rétrécissant en vertu du
phénomeéne de la contraction. En méme temps la vitesse aug-

(*) Journal de I"Ecole Polytechnique, 27° Cahicr, 183¢g; Comptes rendus des
séances de I’ Académie des Sciences, t. XVII, 18}3.
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mente et aiteint un maximum qui, d’aprés M. Zeuner (4, a les
valeurs suivantes :

_r i ¢
10333 10333
patu yaum 482
3 2 6o7
4 3 682
5 4 734
6 5 ==5
- 6 809
8 - 835
9 8 838
10 9 879
11 1o 897
12 11 913

Quand la vapeur, saturée a 12 atmosphéres et a la tempéra-
ture de 188 41, tombe ainsi brusquement a 1 aumosphére au
moment ol elle a atteint sa vitesse maxima, elle contient
0,136 d’eau condensée et, par conséquent, 0,864 de vapeur 2
1 atmespheére et a roo degrés. Lorsque ensuite la vapeur a
perdu sa vitesse en chocs et frotiements dans le réservoir,
non-seulement I'eau condensée s’évapore, mais encore la
vapeur se surchauffe et atteint 155 degrés. Aussi, au dela du
cone irouble dont nous avons parlé, le jet devient-il diaphane
et invisible comme I'air.

Quant au coefficient de contraction, des expériences de
MM. Minary et Resal, lesquelles ont porté sur des différences
de pression beaucoup plus considérables que celles relatives
a I’air dont nous avons parlé, ont confirmé le fait de la dimi-
nution de m pour des charges de plus en plus fortes, en don-
nant pour m les valeurs suivantes, p, éltant supposé constant
et égal a la pression atmosphérique :

{1y Das Locomotiven-Blasrohr; Zurich, 1863.
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P—Pa m
0,50 p, 0,617
» 0,556
2 0,494
3 0,463
4 0,443
Ajutages cylindrigues. — En continnant a appliquer aux

gaz les lois théoriques et expérimentales démontrées pour les
liquides, nous ferons usage, dans le cas de I"écoulement par
un court ajutage cylindrique, d’une formule analogue a la pré-
cédente, en remplacant seulement le coefficient de contrac-
tion m par un coefficient d’un autre genre, que nous représen-
tons par la leitre g, et qui est lié & m par la formule théorique

1

/ /1 \ )
\/ I+ (— — x’)
nt y
Pratiquement, pour tenir compte de la différence entre le

coefficient calculé 0,85 et le coefficient expérimental 0,82,
nous prendrons

==

0,95

¢ ;_,*I‘~——;'
Vil
m /

Des buses coniques., — En général, on emploie pour les gaz
des ajutages légerement coniques, ou buses. Les expériences
de MM. Minary et Resal, dont jai déja dit quelques mots, ont
porté aussi sur I'écoulement de la vapeur par une buse de
42 millimétres de long: Le diamétre a la base était de 15 milli-
metres, 3+ millimétres a la sortie. La contraction a I'entrée
ayant é1é supprimée, voici les valeurs du coefficient mu :

n—n

}lll
0,5 0,712
1 0,602

¥
o}
[@33
O

NENgyav
v\
1)
N
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Ces coefficients sont trés-notablement inférieurs a ceux
que d’Aubuisson avait déduits de ses expériences (0,926, en
moyenne, pour les ajutages cylindriques, 0,94 pour une coni-
cité de 12 degrés).

Des conduites de gaz. — Dans le cas de ’écoulement du
gaz dans les tuyaux, on appliquera la méme formule que pour
les liquides, pourvu toutefois que la température du gaz n’é-
prouve pas une variation considérable, ce qui est bien loin
de se réaliser dans la pratique. Seulement on admet, pour le
cas des gaz, que la perte de charge due au frottement est sen-
siblement proportionnelle au carré de la vitesse, de sorte
qu'on a simplement

2

Tpr=pL.

4 8

Donc la perte de charge due au frottement pour une lon-

gueur L est
A8 Lot
JL = ——
Dg

donc fa charge totale £ est égale a la perte de charge due a la
contraction a Uorifice, augmentée de la perte de charge due
au frottement, de sorte qu’on a

SR OV S EACA Y el
h 2g\)l, v/ —
donc on a _

/P Pa
S ool {7
NN S
Q=4 Pa vA Pa \/ AL - 85L°
D

3 est égal 4 0,003{') et M est donné en fonction de m par la

formule .
M=1,1{14 /L—I\Y R
my - K m A

Toutes ces formules ne sont plus applicables quand on a

(" Navier, d'aprés les expéviences de d’Aubuisson, admet, 0,00324.
22 Foir la théorie des ajutages cylindriques.
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des conduites d’une grande longueur. Dans ce cas, en effet, il
n’est plus permis de supposer la température du gaz invariable.
Souvent aussi, pour certaines opérations métaliurgiques, on
interpose en un certain point de la conduite d’air un appareti
@ air chaud, qui change plus ou moins brusquement la tem-
pérature et la densité du gaz.

Dans les mines, on a besoin d’entretenir un courant d’aix
trés-actif, afin d’enlever I’air vicié parla respiration des hommes
et des animaux et la combustion des lampes, ainsi que les gaz
irrespirables qui se dégagent du charbon. La section du cou-
rant d’air, les obstacles gu’il doit franchir, la température
ambiante varient d’une maniére dont il est fort difficile d’ap-
précier I'influence.

Enfin, méme en faisant abstraction des causes extérieures
{’échauffement, on sait depuis longtemps que {a compression
de lair dégage de la chaleur, que la détente est, au con-
traire, généralement accompagnée d’un refroidissement. Plu-
sieurs expérimentateurs ont cherché les lois de ces phéno-
ménes calorifiques; ils n’ont pas tardé & reconnaltre quil y
avait bien des précautions a prendre si ’on voulait obienir des
résultats comparables, et que le dégagement ou 'absorption
de chaleur était 1ié de la maniére la plus intime au travail des
forces agissant sur le gaz expérimenté.

FIN.

U2 PARIS. — IMPRIMERIE DE GAUTHIER-VILLARS,
Quai des Augustins, 55.



