
^ £ Jf. 

COURS 

MATHÉMATIQUES. 



vV^-^.ctf 

\ 

L 'Au teu r et l 'Éd i t eur do cel Ouvrage se réservent Se droit, de le traduite eu 

de le faire traduire en tontes langues, Ils poursuivront, en vertu des Lois, 

Décrets et Traités internationaux, toute contrefaçon, soit du texte, soit des 

gravures, on toute traduction faite au mépris de leurs droits. 

Le dépôt légal de cet Ouvrage ( t o m e ! e r ) a été l'ait à Paris dans le mois de 

Mai 1860, et toutes les formalités prescrites par les Traités sont remplies dans 

les divers États avec lesquels la France a conclu des conventions littéraires. 

Tout exemplaire du présent Ouvrage qui ne porterait pas, comme ci-dessous, 

la griffe du Libraire-Éditeur, sera réputé contrefait. Les mesures nécessaires 

seront prises pour a t te indre, conformément à la lo i , les fabricants et les débi

tants de ces exemplaires-

/^fj/îùfa^^ 

Paris. — Imprimerie de MALLET-IHciiruF.u, rue du Jardinet, ri. 



COURS / - / •-'. T' \ *3 -

MATHÉMATIQLÎES 
A I.TSAGE 

DES CANDIDATS A L'ÉCOLE CENTRALE DES ARTS ET MANUFACTURES, 

ET DE TOUS LES ÉLÈVES OUI SE DESTINENT AUX ÉCOLES 

DU GOUVERNEMENT. 

PAU CHARLES DE COMBEROUSSE, 

1NGLNILTB. CIVIL , 

Examinateur d'Admission a l'École Centrale des Arts et Manufactures . Képetileur de Mécanique 
appliquée à la même École, Professeur de Mathématiques et de Mécanique au Collège Chaptal. 

TOME PREMIER. 

ARITHMÉTIQUE. - ALGÈBRE ÉLÉMENTAIRE. 

PARIS 
M A LLET-BACHELIER , IMPRIME L R - LIBRAIRE 

I>1' BUREAU DES LONGITUDES. DE L'OBSERVAIOIRE IMUÉRIAL DE I 'ARI>, 

Quai des Augustins, 55. 

18(30 
I ." . \ulcut <•< iLc l i t eu i àp i c i H n i a : » s" r o m o n i i- ilroil de . r a i l i i ' l i ™ . 





PRÉFACE. 

Notre but, en publiant ce Cours, a été surtout de venir 
en aide aux nombreux Candidats qui se destinent à l 'É
cole Centrale. Pour eux, en effet, une instruction mathé
matique trop superficielle est souvent une cause d'insuc
cès dès leur première année d'études. 

Nous n'avons pas voulu faire un Manuel : ce titre o*blige 
à une concision nuisible à la fois à l'auteur et aux lec
teurs. Nous avons cherché, en nous conformant au cadre 
propre à l'institution de l'Ecole Centrale et au nouveau 
Programme d'admission, à faire entrer dans notre livre 
toutes les théories générales qu'unlngénieur doit posséder, 
et que toute personne distinguée devrait au moins com
prendre. Nous avons donc tenté à la fois d'écrire un livre 
spécial et un ouvrage qui s'adressât à un plus grand 
nombre de lecteurs. 

Nous croyons qu'il est mauvais de se renfermer par 
trop strictement dans les limites d'un Programme. C'est 
là le devoir des Examinateurs, et, en le remplissant, ils 
peuvent tenir la balance plus égale entre les concurrents; 
mais ce ne saurait être celui des Professeurs, dont la mis
sion, avant de préparer a tel ou tel examen, est d'éclairer 
et de fortifier l'esprit. N'est-ce pas d'ailleurs assurer la 
possession durable des connaissances élémentaires, que 
d'y joindre aussitôt que possible, avec moins de détails 
mais avec autant de soin, des connaissances plus élevées 
et dont les applications soient plus étendues? 

Le premier volume du Cours que nous offrons au 
public renferme Y Arithmétique et X Algèbre élémentaire. 

Nous avons cherché a ne rien négliger de ce qui pouvait 
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faciliter aux Élèves l'étude de l 'Arithmétique; mais nous 
nous sommes efforcé en même temps de leur donner à ce 
sujet les idées les plus générales et les plus complètes. Au 
point de vue pratique, toutes les questions aboutissenî 
au Calcul numérique, et l'on rencontre souvent des Elèves 
qui, faute d'avoir consacré quelques mois à approfondir 
cette première et importante partie des Mathématiques, 
se trouvent arrêtés par les plus simples transformations 

Nous avons cru devoir répéter en Algèbre, sous une 
autre forme, certaines théories qu'on ne donne en Arith
métique qu'à la condition de déguiser sans utilité la mar
che algébrique. Nous appelons l'attention des Élèves sur 
la Théorie des grandeurs proportionnelles ou inversement 
proportionnelles, d'ordinaire si mal eomprise et si mal 
appliquée par eux. Les phénomènes naturels ramènent 
sans cesse à ces sortes de grandeurs, et il est indispensable 
d'être familiarisé de bonne heure avec les relations cor
respondantes. 

Ce premier volume contient toute la partie de l'Al
gèbre exigée pour l'admission à l'École Centrale. 

Le second volume renferme la Géométrie élémentaire, 
la Trigonométrie, un Complément de (iéomëlrie, un Com
plément d'Algèbre. 

Nous avons donné avec soin tout ce qui constitue la 
Géométrie élémentaire proprement dite. Nous avons ex
posé la Théorie complète des Angles trièdres, et nous en 
avons déduit plus tard celle des Triangles sphériques. 
Cette marche, qui est la plus simple, est aussi celle qui 
grave le mieux dans la mémoire des Elèves les proposi
tions relatives à la Sphère. L'importance de l'étude de 
la Sphère n'a pas besoin d'être démontrée, et il est inutile 
sans doute de la faire ressortir en citant les sciences où 
cette étude est indispensable. 

Nous avons suivi pour la Trigonométrie la marche 
inaugurée à l'Ecole Centrale, il y a plus de vingt ans, par 
M. Bélanger. Cette marche a l'avantage de simplifier et 
d'abréger : nous devions la préférer. Elle familiarise 
d'ailleurs les Elèves avec, la Théorie des Projections, si 
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féconde en résultats importants. L'esprit quia présidé à 
la rédaction de ce Cours nous commandait de ne rien 
tronquer, Nous avons donc (bien que le Programme 
d'admission ne l'exige pas terminé cette section par la 
Trigonométrie sphèrique. 

D'ordinaire les Élèves ne savent comment s'y prendre 
pour résoudre un problème de Géométrie. Nous avons 
cherché, par des exemples, à leur faire sentir dans quelle 
direction leurs efforts devaient s'exercer. En même temps, 
nous avons voulu leur faire connaître certaines théories 
modernes qui jouent, précisément dans la résolution des 
problèmes, un rôle très-remarquable. Nous voulons par
ler des Théories des Transversales et des Polaires. Nous 
croyons que notre Complément de Géométrie en donne 
une idée juste, quoique nécessairement succincte. 

Enfin, bien que le Programme d'admission se taise 
encore sur ce point, nous avons cru devoir exposer en 
détail la seconde partie de l'Algèbre, c'est-à-dire celle 
qui constitue (en ce qu'elle a de plus élémentaire et de 
plus directement utile: la Théorie générale des Equations. 
Des notions sur les Dérivées et sur les Séries ouvrent cette 
section, et seront plus tard extrêmement précieuses aux 
Elèves, une fois qu'ils auront été admis. Nous donnons 
ensuite les Propriétés générales des Équations, le Calcul 
des Racines commensurables, et la Théorie des Différen
ces, si utile dans les applications. Nous appelons l'atten
tion des Elèves sur la Méthode des Substitutions succes
sives. 

Le troisième volume renferme la Géométrie analytique. 
la Géométrie descriptive, et des Notions de Physique, con
sidérées comme devant servir à la fois d'Introduction à 
l'étude de la Physique proprement dite et a celle de la 
Mécanique rationnelle. 

C'est a un point de vue de généralisation que nous 
nous sommes placé en traitant de la Géométrie analy
tique. Nous l'avons fait avec d'autant moins de scrupules, 
• nie le Programme nous v eneaneail nar son élasticité 
même. N<»us n'avons pas oublié que nous muis adressions 
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à de futurs Ingénieurs, et nous avons insisté sur les ap
plications pratiques de la Géométrie analytique. Nous 
nous sommes étendu sur la Géométrie à trois dimensions, 
et l'élève qui possédera cette section pourra suivre avec 
plus de fruit le Cours de Géométrie descriptive professé à 
l'École. 

Nous avons en Géométrie descriptive adopté la Mé
thode connue sous le nom de Transformation des Pro
jections et due à l'éminent et regrettable professeur 
Th. Olivier. Il ne faut pas l'appliquer sans raison, elle 
conduit dans certains cas à des constructions moins sim
ples que les théorèmesde la Géométrie dans l'espace, mis 
directement en œuvre; mais elle est complètement géné
rale, et sans elle, à nos yeux, la Géométrie descriptive 
manque de lien et n'est plus qu'un recueil d'exercices. 
Nous n'avons pas donné toute la Géométrie descriptive; 
mais nous pensons que le lecteur ne se trouvera embar
rassé par aucune question nouvelle, et qu'il aura une 
idée exacte de tous les procédés de la science créée par 
Monse. 

Nous avions d'abord l'intention de terminer ce troi
sième volume par des Eléments de Calcul infinitésimal. 
Mais M. Bélanger ayant fait paraître la seconde édition 
du Résumé de ses leçons sur ce sujet (*), nous avons dû 
modifier notre plan. Nous prions donc les Elèves de regar
der le livre de M. Bélanger comme le complément naturel 
de notre Cours, Ils y trouveront ce qu'on trouve dans tous 
les ouvrages du même auteur : une lucidité remarquable 
et le talent si rp'e de dire juste ce qu'il faut. Son but 
constant a été de simplifier l'étude des Sciences, sans 
leur rien ôter en profondeur et en rigueur, et ses beaux 
travaux en Mécanique, dignement appréciés des Savants 
et des Ingénieurs, en sont une preuve. Qu'il me soit per-

' * ) Résume de Leçons de Géométrie analytique ci de Calcul infinitésimal, 
comprenant l'exposition des connaissances nécessaires aux Ingénieurs pour Pinlcl-
ligence de la Mécanique rationnelle, de Y l\y di auliqae el de la Théorie dynamique 
des Machines: par J . -B. Bélanger, Ingénieur en chef îles Ponts et Chaussées, 
professeur de mécanique a riicolc l 'olytediohptc el a l'Ecole Centrale,— Citez 
M j l î c l - l ï a ' j h e U ' T , ! ? "n l V i \ : >'• l 'ullÇs. 
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mis de lui témoigner ici, comme ancien élève cl respec
tueux disciple, toute ma gratitude pour ses conseils éclai
rés et sa bienveillance inépuisable. 

Ce changement nécessaire et tout dans l'intérêt des 
Elèves nous a conduit a terminer l'ouvrage par l'examen 
des Notions de Physique exigées pour l'admission. Ces 
Notions renferment les premiers éléments de la Méca
nique rationnelle, éléments que les Élèves comprennent 
généralement fort mal. Nous avons remarqué que ces 
premières difficultés dégoûtaient parfois de la Physique 
des Élèves fort laborieux d'ailleurs ou, du moins, leur 
coûtaient des efforts et un temps beaucoup trop considé
rables. Nous avons donc cru leur rendre service en sor
tant des Mathématiques-pures et en en faisant directement 
avec eux cette nouvelle et si importante application. 

Si notre Cours pouvait, dans son ensemble, convenir 
à la fois aux Candidats à l'École Centrale et aux Candidats 
aux Ecoles Polytechnique et Normale, nous aurions at
teint notre but qui a été d'éviter une trop grande spécia
lisation. 

Et si l'on trouvait que nous avons été trop loin, puis
que nous nous adressions surtout aux Candidats à l'École 
Centrale, voici quelle serait notre réponse. 

L'Ecole Centrale a besoin de parcourir, dans la pre
mière année d'études, un ensemble fort vaste, pour pou
voir passer aux applications qui absorbent les deux an
nées suivantes. L'élève non préparé ou mal préparé a 
donc toutes les chances contre lui : il s'épuise en efforts 
pour se maintenir dans un rang mikîioere et souvent 
succombe a la peine. Il est donc dans l'intérêt de tout 
candidat sérieux de voir plus que le Programme. Il en a, 
le temps, puisque, la limite d'âge ayant été élevée a dix-
huit ans, on n'est pas tente de se présenter trop hâtive
ment au Concours. En outre, certaines parties ne devant 
plus figurer désormais dans les Cours de l'Ecole, si les 
élèves les possèdent incomplètement, ils ne peuvent avoir 
aucun espoir de réussite. Guidé par ces considérations, 
nous n'avons pas «rai u! d'ajouter ieSlc théorie mi tel dé-
M'Ioppcaii'iil impoiUml : non- rp^on.- ;;\on bien l'ail. 
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Être clair a été notre préoccupation constante. Nous 
avons cherché à élucider chaque théorie par des exemples 
appropriés, et nous n'avons rien négligé de ce qui, en 
intéressant le lecteur, doit lui faire prendre goût aux Ma
thématiques et, dès lors, assurer son succès. 

Nous serions ingrat envers nos Collègues et envers nos 
Maîtres si nous ne disions pas, en terminant, que les ou
vrages remarquables publiés depuis plusieurs années sur 
îoutes les branches de l'enseignement nous ont souvent 
aidé dans notre travail, en appelant notre attention sur tel 
point délicat ou en précisant davantage notre manière de 
voir. Si nous avons été assez heureux pour indiquer par
fois une amélioration de détail, on le reconnaîtra sans 
que nous ayons besoin d'en parler. Nous espérons que 
notre livre sera utile; et pour un livre tel que celui-ci, où 
l'Auteur ne peut avoir d'autres prétentions que l'ordre, 
la netteté des idées et la simplicité des démonstrations, 
c'est le seul vœu que nous puissions former. 

• 
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LIVRE PREMIER. 
LA NUMÉRATION ET LES QUATRE OPÉRATIONS FONDAMENTALES 

SUR LES NOMBRES ENTIERS. 

CHAPITRE PREMIER. 
NUMÉRATION. 

Notions préliminaires. 

1. On appelle grandeur tout ce qui est susceptible d'aug
mentation ou de diminution. Les mathématiques sont la science 
des grandeurs. Au point de vue indiqué, tout serait du domaine 
des mathématiques, car tout est susceptible d'augmentation ou 
de diminution; mais les mathématiques ne traitent que des 
grandeurs mesurables. On peut dire qu'une distance est deux 
fois plus longue qu'une autre ; on ne peut pas dire que le génie 
de Newton soit deux fois plus grand que celui d'Euler. 

2. Mesurer une grandeur, c'est la comparer à une grandeur 
de même espèce prise pour unité, c'est chercher combien de 
fois elle contient cette unité. 

Quand on a ainsi mesuré plusieurs grandeurs de même es
pèce, on peut les comparer entre elles d'une manière précise 
en rapprochant les résultats obtenus. 

Le choix de l'unité, c'est-à-dire de la commune mesure des 
I . i 
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grandeurs proposées, est arbitraire ; il faut seulement que cette 
unité soit parfaitement définie. 

3. Le résultat de la comparaison d'une grandeur à son unité 
s'appelle rapport. On représente le rapport au moyen du 
nombre. 

Nous ne nous occuperons d'abord que du cas où la grandeur 
à mesurer contient exactement son unité : on dit alors que le 
rapport et le nombre qui le représente sont entiers. 

Quand on remplace ainsi la considération des grandeurs par 
celle des nombres correspondants, elles prennent le nom de 
quantités. 

4. L'idée de nombre a son origine naturelle dans la réunion 
de plusieurs objets distincts, mais semblables. Si l'on pose 
cette question : Combien ce régiment renferme-t-il d 'hommes? 
le choix de l'unité est alors forcé, et, cette unité étant néces
sairement indiquée, le nombre obtenu s'appelle nombre con
cret. Mais ici l'idée de pluralité domine celle de mesure : ce 
n'est pas une grandeur qu'on mesure , c'est une quantité. 

Si l'on cherche au contraire à exprimer la capacité d'un ré
servoir, le choix de l'unité deviendra arbitraire : on pourra 
dire qu'il contient 200 litres ou •>. hectolitres; mais.il faudra 
encore indiquer l'unité employée, le nombre obtenu sera tou
jours concret. 

o. Si, au lieu de mesurer isolément une grandeur, on en 
mesure plusieurs pour pouvoir ensuite les comparer faci
lement, il n'est pas nécessaire d'indiquer l'unité choisie ; car 
si une grandeur est deux fois plus grande qu'une aut re , les 
nombres qui représenteront ces deux grandeurs seront tou
jours dans le rapport de 2 à 1, quelle que soit cette unité. Les 
nombres obtenus ainsi, sans désignation de l'unité correspon
dante, sont appelés abstraits. 

A proprement parler et en nous reportant à l 'exemple pré
cédent (4) , les nombres concrets ne sont pas des nombres : 
deux cents est un nombre, deux cents litres est une capacité 
renfermant deux cents fois l'unité appelée litre. 

L'Arithmétique comprend l'étude des opérations à effectuer 
sur les nombres abstraits et celle de leurs propriétés élémen
taires. 

6. Il y a une infinité de grandeurs, une infinité de manières 
de les comparer; par suite, une infinité de rapports et une 
infinité de nombres . 

Î! faut pouvoir nommer et écrire tous ces nombres. L'CIÎ-
sembie des procédés employés pour le faire le plus s imple-

mais.il


ARITHMÉTIQUE. 3 

ment possible constitue ce qu'on appelle un système de nu
mération. 

On distingue entre eux les différents systèmes de numération 
par leur base, c'est-à-dire par le nombre de caractères qu'on y 
emploie. 

Numération parlée. 

7. Nous ne traiterons que de la numération décimale, et 
nous commencerons par exposer les règles de la numération 
parlée. 

Les premiers nombres ont reçu des noms indépendants les 
uns des autres; ce son t : 

un, deux, trois, quatre, cinq, six, sept, huit, neuf. 

Le nombre suivant, qui est la base du système, a été appelé 
dix ou une dizaine. 

8. On ne donne ensuite de nouveaux noms qu'à des collec
tions d'unités de dix en dix fois plus grandes. 

Ainsi, on forme une collection de dix dizaines, et on l 'ap
pelle cent ou centaine; 

Une collection de dix centaines, et on l'appelle mille ou 
unité de mille ; 

Une collection de dix unités de mille, et on l'appelle dix 
mille ou dizaine de mille ; 

Une collection de dix dizaines de mille, et on l'appelle cent 
mille ou centaine de mille; 

Une collectjpn de dix centaines de mille, et on l'appelle mil
lion ou unité de million; 

Une collection de dix millions, et on l'appelle dix millions 
ou dizaine de millions; 

Une collection de dixdizaines#de mill ions, et on l'appelle 
cent millions ou centaine de millions; 

Une collection de dix centaines de millions, et on l'appelle 
billion ou unité de billion, etc. 

Ces collections successives, formées de nombres de dix en 
dix fois plus grands, portent le nom d'unités des différents 
ordres. Un est l 'unité du premier ordre, dix l'unité du second 
ordre, cent l'unité du troisième ordre, mille l 'unité du qua
trième ordre, dix mille l'unité du cinquième ordre, cent mille 
l'unité du sixième ordre, un million l'unité du septième 
ordre, etc. 

Cette création des unités des différents ordres constitue en 
réalité toute la numération parlée et, par suite, la numération 
elle-même. 

Il faut remarquer que les mots unité, dix, cent, se répètent 
constamment de trois ordres en trois ordres ou de trois rangs 
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en trois rangs ; et qu 'un nouveau mot n'apparaît que lorsqu'il 
s'agit des unités du quatrième, du septième, du dizième 
ordre, etc. 

9. Nous pouvons maintenant énoncer un nombre quel
conque; car un nombre quelconque peut être décomposé en 
ses unités de différents ordres, le nombre de ces unités étant, 
pour chaque collection particulière, inférieur à dix. 

Supposons qu'on veuille compter combien un sac contient, 
de billes. 

On rangera ces billes dix par dix, et l'on finira par trouver 
une dernière collection inférieure à dix, qui comprendra par 
exemple sept billes. 

On rangera ensuite les collections de dix billes en les réu
nissant dix par dix à leur tour, et l'on finira par trouver une 
collection inférieure à dix dizaines de billes, qui comprendra 
par exemple neuf dizaines de billes. 

On rangera ensuite les collections de cent billes en les réu
nissant dix par dix, et l'on finira par trouver une collection 
inférieure à dix centaines de billes, qui comprendra par exem
ple trois centaines de billes. 

Supposons qu'il reste alors seulement cinq collections de 
dix centaines de bi l les ; le nombre de billes contenu dans le 
sac pourra s'énoncer : 

cinq mille trois centaines neuf dizaines sept unités. 

10. Si des unités d'un certain ordre venaient à manquer, on 
l 'exprimerait en disant qu'elles sont en nombre, zéro. Si le 
nombre précédemment énoncé ne contenait pas de centaines 
par exemple, on pourrait dire qu'il est égal à 

cinq mille zéro centaines neuf dizaines sept unités. 

Numération écrite. 

11. Les neufs premiers nombres sont représentés par les ca
ractères ou chiffres 

i 2 3 4 ^ 6 7 8 9 

qu'on appelle chiffres significatifs, pour les distinguer du 
dizième caractère o qui représente le zéro. 

12. Puisque pour énoncer un nombre il suffit d'énoncer 
combien il renferme d'unités des différents ordres (9), pour 
l'écrire il suffira aussi d'écrire les chiffres correspondants aux 
collections qui le composent. 

Il faut seulement pouvoir représenter par l 'écriture adoptée 
la succession établie entre ces collections. 
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La convention suivante résulte immédiatement du principe 
fondamental de la numération parlée : 

Tout chiffre placé à la droite d'un autre vaut dix fois moins 
que s'il était à la place de cet autre, ou, en d'autres termes, 
exprime des unités de l'ordre immédiatement inférieur. 

D'après cette convention, pour écrire le nombre cinq mille 
trois centaines neuf dizaines sept unités, nous écrirons un 5 
pour représenter les mille, un 3 à la droite du 5 pour repré
senter les centaines, un g à la droite du 3 pour représenter les 
dizaines, un 7 à la droite du g pour représenter les unités; et 
nous obtiendrons le nombre 5397. 

S'il n'y avait pas eu de centaines, on aurait écrit 5097. 
On voit que le zéro sert seulement à donner aux différents 

chiffres significatifs la valeur relative convenable. 

13. Les unités des différents ordres sont représentées par 

1, 10, 100, iooo, 10000, IOOOOO, etc. 

Lectufe et écriture des nombres. 

14. Pour lire un nombre écrit, lorsqu'il ne contient pas plus 
de quatre chiffres, on lit chaque chiffre significatif en com
mençant par la gauche et en indiquant l 'espèce d'unités qu'il 
représente. 

L'usage a prévalu de dire onze, douze, treize, quatorze, 
quinze, seize, au lieu de dix un, dix deux, dix trois, dix 
quatre, dix cinq, dix six. 

De même, au lieu de dire deux dix, trois dix, quatre dix, 
cinq dix, six dix, sept dix, huit dix, neuf dix, on dit : vingt, 
trente, quarante, cinquante, soixante, soixante-dix, quatre-
vingts, quatre-vingt-dix. 

D'après ce qui précède, le nombre 8412 s 'énoncera: huit 
mille quatre cent douze. De même, le nombre 63a5 s 'énon
cera: six mille trois cent vingt-cinq. 

15. Lorsque le nombre considéré a plus de quatre chiffres, 
on le partage en tranches de trois chiffres, à partir de la droite 
et en remontant vers la gauche, de sorte que la dernière 
tranche à gauche peut n'avoir qu'un ou deux chiffres. La pre 
mière tranche,qui renferme les unités, dizaines et centaines, est 
la tranche des unités; la seconde tranche, qui renferme les unités 
de mille, les dizaines de mille et les centaines de mille, est la 
tranche des mille ; la troisième tranche, qui renferme les unités 
de millions, les dizaines de millions et les centaines de mil
lions, est la tranche des millions; la quatrième tranche est la 
tranche des billions ; la cinquième celle des trillions, et ainsi 
de suite. 



6 ARITHMÉTIQUE. 

Ceci posé, on lit chaque tranche comme si elle était seule 
en commençant par la dernière à gauche, et en faisant suivre 
cet énoncé du nom qui convient à la tranche considérée. 

Ainsi, on lira le nombre 3578009217305 

trois trillions, cinq cent soixante-dix-huit billions, 
neuf millions, deux cent dix-sept mille, trois cent cinq. 

16. Pour écrire un nombre énoncé, on n'a qu'à écrire chaque 
tranche énoncée au rang qui lui convient, en ayant soin de 
remplacer par des zéros les tranches ou parties de tranche 
qui manquent. 

Ainsi, s'il s'agit du nombre 

sept billions, trois millions, deux cent trente-neuf, 

on écrira 
7 oo3ooo 23g. 

17. Les principes sur lesquels la numération est fondée (8,12) 
sont très-importants. Tout l'art du calcul repose sur cette dé
composition d'un nombre en unités de différents ordres, dé
composition qui peut s'opérer d'une infinité de manières. On 
peut partager, par exemple, un nombre en deux groupes : ses 
centaines d'une part, et de l'autre le nombre formé par ses 
dizaines et ses unités. 

w l M ^ 

CHAPITRE IL 
ADDITION ET SOUSTRACTION 

Addition. 

18. L'addition a pour but de réunir plusieurs nombres en un 
seul, c'est-à-dire de trouver un nombre qui contienne à lui seul 
autant d'unités que plusieurs nombres donnés. 

Le résultat de l'opération s'appelle somme ou total. 

19. L'addition repose sur ce principe fondamental : Pour 
ajouter plusieurs nombres ou les réunir en un seul, on peut 
les concevoir décomposés en unités, dizaines, centaines, etc.; 
ajouter alors les unités avec les unités, les dizaines avec les 
dizaines, les centaines avec les centaines, etc., et réunir tous 
ces résultats partiels. 

20. Nous ne nous arrêterons pas aux cas simples de l'addi
tion : nous supposerons que l'habitude a appris à additionner 
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immédiatement deux nombres d'un seul chiffre ou un nombre 
de plusieurs chiffres avec un nombre d'un seul. 

2 1 . Supposons qu'on cherche la somme des trois nombres 

8432, 93.7, i58o3. 

Le principe énoncé (19) conduit immédiatement à écrire ces 
trois nombres, l'un au-dessous de l 'autre, de manière que les 
unités de même ordre se correspondent dans une même co
lonne verticale : 

843a 

937 
i58o3 

25i6a 

On additionne alors colonne par colonne, en commençant par 
celle des unités. Il résulte de la numération que, si le résultat 
donné par une colonne ne surpasse pas g, on doit l'écrire tel 
qu'on le trouve sous la colonne correspondante, en séparant 
par un trait horizontal les chiffres du total de ceux des nom
bres à ajouter. Si le résultat trouvé surpasse g , on doit 
n'écrire sous la colonne considérée que les unités de ce résul
tat, en ayant soin d'ajouter avec la colonne suivante autant 
d'unités que ce résultat contient de dizaines : ces unités 
forment ce qu'on appelle la retenue. 

Ainsi, dans l 'exemple proposé, la colonne des unités don
nant 12 pour somme partielle, je pose 2 sous cette colonne, 
et \e retiens 1 pour l'ajouter avec la colonne des dizaines. 

La colonne des dizaines donnant alors 6 pour somme par
tielle, je pose 6 sous cette colonne. 

La colonne des centaines donnant 21 pour somme partielle, 
je pose 1 sous cette colonne, et je retiens 2 pour l'ajouter aux 
mille de la colonne suivante. 

La colonne des mille donnant alors i5 , je pose 5 sous cette 
colonne, et je retiens 1 pour l'ajouter aux dizaines de mille de 
la colonne suivante : je pose donc 2 sous cette dernière co
lonne, et j 'obtiens pour somme des nombres proposés 25162. 

22. On doit commencer l'opération par la droite ; en effet, 
si on la commençait par la gauche et si quelques-unes des co
lonnes ajoutées fournissaient des retenues, on serait obligé, 
pour en tenir compte, d'effacer ou de modifier des chiffres déjà 
écrits. 

23. On appelle preuve d'une opération, une seconde opé
ration ayant pour but de contrôler l'exactitude de la première. 

Lorsque la preuve d'une opération réussit, l 'exactitude du 
résultat est probable, elle n'est pas certaine. 
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L'addition étant la plus simple de toutes les opérations, sa 
preuve consiste en une autre addition. Si l'on a par exemple 
additionné en descendant, c'est-à-dire en allant de haut en bas, 
on recommence le calcul en montant, c'est-à-dire en allant de 
bas en haut(*). 

Soustraction. s 

24. La soustraction a pour but de chercher combien la dif
férence de deux nombres donnés renferme d'unités. 

Cette différence s'appelle encore excès du plus grand nombre 
sur le plus petit ou reste de la soustraction. 

La définition adoptée prouve que le plus petit nombre aug
menté du reste trouvé doit reproduire le plus grand nombre. 

On peut donc dire encore que la soustraction a pour but, 
étant donnés la somme de deux nombres et l'un de ces nom
bres, de trouver l'autre. 

25. De même que pour ajouter plusieurs nombres, on peut 
ajouter leurs différentes parties, pour soustraire deux nombres, 
on peut aussi retrancher successivement les unités, dizaines, 
centaines, etc. , du second nombre, des unités, dizaines, cen
taines, etc. , du premier, et grouper ensuite les résultats par
tiels obtenus. 

26. Nous ne nous arrêterons pas aux cas simples de la sous
traction, et nous admettrons que l'habitude a appris à sous
traire immédiatement un nombre d'un seul chiffre-d'un nom
bre d'un seul chiffre ou d'un nombre de plusieurs chiffres. 

27. Passons au cas général, et supposons qu'on ait à sous
traire 357816 de 910549. 

Nous nous appuierons ici sur ce principe évident : 
La différence de deux nombres jie change pas, quand on 

les augmente tous les deux d'une même quantité. 
La remarque faite plus haut (25) conduit à écrire le plus pe

tit nombre sous le plus grand, de manière que les unités de 
même ordre se correspondent dans une même colonne ver
ticale. 

q10549 
3578i6 

552733 

(*) Quand on recommence de la même manière une addition fautive, il est 
assez ordinaire de refaire la même faute : si l'on a dit i-] et 9 font 4», il a été 
remarqué qu'on était sujet à le répéter. En recommençant l 'addition en sens 
inverse, on rompt la consonnanec, et l'on ne commet plus d 'erreur parce qu'on 
n'a plus à ajouter 37 et 0. 
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On retranche alors colonne par colonne en commençant par 
celle des unités. Si le chiffre inférieur est plus faible que le 
chiffre supérieur qui lui correspond, on écrit immédiatement 
le résultat trouvé sous la colonne considérée, en séparant par 
un trait horizontal les chiffres du reste de ceux des nombres à 
soustraire. Si le chiffre inférieur l'emporte au contraire sur le 
chiffre supérieur, on augmente ce dernier de dix, de manière 
que la soustraction soit toujours possible, mais par compensa
tion on augmente d'une unité le ' chiffre inférieur de la co
lonne suivante. 

De cette manière, les deux nombres croissant d 'une même 
quantité, leur différence ne change pas, et la soustraction peut 
se poursuivre jusqu'à la fin comme dans le cas particulier où 
tous les chiffres du plus petit nombre tombent au-dessous de 
ceux qui leur correspondent dans le plus grand nombre. 

Ainsi, dans l 'exemple proposé, on dira 6 de g reste 3, qu'on 
pose sous la colonne des un i t é s ; i de 4 reste 3, qu'on pose 
sous celle des dizaines. 

Arrivé à la colonne des centaines, on ne peut retrancher 8 
de 5. On dira alors 8 de i 5 , reste 7, en augmentant le chiffre 
supérieur de 10, c'est-à-dire le nombre supérieur de dix cen
taines ou d'un mille, et l'on écrira 7 sous la colonne des cen
taines. 

Arrivé à la colonne des mille, on augmente par compensa
tion le chiffre inférieur 7 d 'une unité, ce qui revient à aug
menter d'un mille le nombre inférieur, et l'on dit, en em
ployant le même procédé, 8 de 10 reste 2, qu'on écrit sous la 
colonne des mille. 

On continue en disant 6 de n reste 5, 4 u e 9 reste 5, et le 
reste demandé est 552733. 

28. Il faut commencer la soustraction par la droite; en effet, 
si on la commençait par la gauche et si l'on rencontrait dans le 
plus petit nombre quelques chiffres qui l 'emportassent sur 
ceux qui leur correspondent dans le plus grand nombre, on 
serait obligé, pour faire croître les deux nombres donnés d'une 
même quantité, de modifier ou d'effacer les chiffres déjà écrits 
au résultat. 

29. La preuve de la soustraction s'effectue en ajoutant le 
reste trouvé au plus petit nombre : on doit ainsi reproduire le 
plus grand. 

Notions sur les compléments. 

30. On appelle complément arithmétique d'un nombre ce 
qu il faut ajouter à ce nombre pour former une unité de l'ordre 
immédiatement supérieur à celui de ses plus hautes unités, en 
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d'autres termes, ce qu'il faut ajouter à ce nombre pour obte
nir l'unité suivie d'autant de zéros qu'il contient de chiffres. 

Pour avoir le complément d'un nombre, on le retranchera 
donc de l'unité suivie d'autant de zéros qu'il a de chiffres. 
D'après cela, le complément de 682817 sera 317183. 

1000000 . 

682817 

317183 

Pour faire cette soustraction, on peut regarder 1000000 comme 
égal à 999990 plus io unités, c'est-à-dire retrancher de 9 tous 
les chiffres de 682817, sauf le dernier que Ton retranchera 
de 10. 

S'il y a des zéros à droite du nombre propose, ils se re
trouvent en nombre égal à droite de son complément : le 
complément de 5670 est 433o. 

10000 

568o 

433o 

En résumé, la règle sera de retrancher de 9 tous les chiffres 
du nombre donné, excepté le dernier chiffre significatif à 
droite qu'on retranchera de 10, en ayant soin d'écrire à la 
droite du complément tous les zéros qui, à partir de ce chiffre, 
peuvent se trouver à la droite du nombre donné. 

31. On peut transformer la soustraction en véritable addi
tion au moyen des compléments. En effet, puisqu'on ne 
change pas la différence de deux nombres en les augmentant 
d'une même quantité, on pourra ajouter à ces deux nombres 
le complément du plus petit ; mais le plus petit nombre aug
menté de son complément donnera une unité de l'ordre im
médiatement supérieur à celui de ses plus hautes unités. La 
soustraction sera donc ramenée à retrancher cette unité de la 
somme obtenue en ajoutant au plus grand nombre le complé
ment du plus petit. 

Soit à soustraire 578190 de 1417813. On ajoutera 1417813 
et 4 a l 8 i o , complément de 578190, et arrivé à la colonne des 
mill ions, on aura soin de diminuer d'une unité le résultat 
fourni par cette colonne : 

i 4 I 7 8 1 3 I 4 I 7 8 I 3 

578190 42'8JO 

839623 839623 

32. Quand il s'agit seulement de la soustraction de deux 
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nombres, l'usage des compléments n'offre aucun avantage; 
mais si l'on doit ajouter et retrancher successivement plu
sieurs nombres, il est bon de les employer. Nous verrons plus 
loin comment on simplifie les calculs par logarihmes, en s'ap-
puyant sur ce qui précède. 

CHAPITRE III. 
MULTIPLICATION. 

33. La multiplication a pour but de répéter ou d'ajouter un 
nombre appelé multiplicande autant de fois qu'il y a d'unités 
dans un autre nombre appelé multiplicateur. 

Le résultat de l'opération s'appelle produit. Le multipli
cande et le multiplicateur sont les facteurs du produit. 

Multiplier 5 par 3, c'est répéter 5 trois fois. 
La multiplication est une addition où tous les nombres à 

ajouter sont égaux. 

Multiplication de deux nombres d'un seul chiffre. 

34. Supposons d'abord qu'on ait à multiplier l'un par l'autre 
deux nombres d'un seul chiffre. On arrivera facilement au 
produit, en suivant la règle donnée pour l'addition. Mais 
comme on ramène à ce premier cas tous les autres, il est es
sentiel de savoir par cœur les produits des nombres d'un seul 
chiffre par les nombres d'un seul chiffre. Ces produits sont 
renfermés dans une table appelée table de multiplication, 
qu'on forme de la manière suivante. 

I 

2 

3 

4 
5 

6 

7 
8 

9 

2 

4 
6 

8 

IO 

12 

•4 
16 

18 

3 

6 

9 
12 

i5 

18 

21 

24 

27 

4 
8 

12 

16 

20 

24 

28 

32 

36 

5 

10 

i5 

20 

25 

3o 

35 

4o 
45 

6 

12 

18 

24 

3o 

36 

42 

48 
54 

; 

4 
21 

28 

35 

42 

49 
56 

63 

8 

16 

24 

32 

4o 
48 
56 

64 
72 

9 
18 

27 
36 

45 
54 
63 

73 

81 

On écrit sur une ligne horizontale les neuf premiers nombres, 
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en les ajoutant à eux-mêmes, on obtient une seconde ligne 
qui renferme les produits des neuf premiers nombres par 2; en 
ajoutant les nombres correspondants de ces deux premières 
lignes, on obtient une troisième ligne qui renferme les pro
duits des neuf premiers nombres par 3; en ajoutant les nom
bres de la première ligne à ceux qui leur correspondent dans 
la troisième ligne, on obtient une quatrième ligne qui con
tient les produits des neuf premiers nombres par 4; on con
tinue ainsi jusqu'à la neuvième ligne, en ajoutant toujours la 
première ligne avec la dernière formée. 

Il suit de la formation de la table que chaque ligne horizon
tale renferme les produits des neuf premiers nombres par le 
nombre qui la commence, et que chaque ligne verticale ren
ferme les produits du nombre qui la commence par les neuf 
premiers nombres. 

Ceci posé, soit demandé le produit de 6 par 8 : ce produit 
devra se trouver à la fois dans la ligne horizontale commencée 
par 8 et dans la ligne verticale commencée par 6; il se trou
vera à la rencontre de ces deux lignes et sera 48. 

Multiplication d'un nombre de plusieurs chiffres par un nombre 
d'un seul chiffre. 

33. Soit à multiplier 4837 par 5. On a pour but de répé
ter 4837 autant de fois qu'il y a d'unités dans 5, c'est-à-dire 
d'ajouter 5 nombres égaux à 483-. On sera donc conduit à ré
péter 5 fois chacun des chiffres du multiplicande. Mais puis
qu'on connaît les produits partiels correspondants d'après la 
table de multiplication, on pourra se dispenser d'indiquer 
l'addition, et écrire immédiatement les différents résultats eu. 
tenant compte des retenues comme pour l'addition. 

4837 4837 

4837 5 
4837 a , ' i85 
4837 

4837 

4185 

Ainsi, disposant le calcul comme il est indiqué, on dira :• 
5 fois 7 font 35, je pose 5 unités et je retiens 3 dizaines ; 
5 fois 3 font i5 et 3 de retenue font 18, je pose 8 dizaines et 
je retiens 1 centaine ; 5 fois 8 font 4° et 1 de retenue font 4i , 
je pose 1 centaine et je retiens 4 mille; 5 fois 4 font 20 et 
4 de retenue font 24» Je P o s c 24 mille, c'est-à-dire 4 mille et 
2 dizaines de mille. 

Il est nécessaire de commencer l'opération par la droite., 
puisqu'elle n'est autre chose qu'une addition abrégée. 



ARITHMÉTIQUE. i 3 

Multiplication de deux nombres de plusieurs chiffres. 

36. Passons au cas général de la multiplication; il repose 
sur le principe suivant . 

Pour multiplier un nombre par un chiffre significatif suivi 
d'un ou plusieurs zéros, il suffit de multiplier ce nombre par 
le chiffre significatif et d'ajouter à la droite du résultat autant 
de zéros qu'il y en a à la droite de ce chiffre. 

Si le chiffre significatif est l 'unité, si l'on a par exemple 584 
à multiplier par 100, le produit de 584 par i étant 584, 1° ré
sultat sera égal à 584oo. En effet, chacun des chiffres de 584 
se trouve ainsi placé deux rangs plus loin vers la gauche, 
c'est-à-dire exprime des unités cent fois plus grandes et ac
quiert par conséquent une valeur centuple. La valeur d'un 
nombre se composant de la somme des valeurs relatives des 
chiffres qui le forment, 584 aura bien été multiplié par 100. 

Soit maintenant à multiplier 584 P a r 3oo. Il faudra addi
tionner 3oo nombres égaux à 584- Mais on peut partager une 
addition en plusieurs additions partielles, et les sommes par
tielles ajoutées donnent le total demandé. Or, 3oo étant égal à 
3 multiplié par IOO d'après ce qui précède, on pourra addi
tionner trois nombres égaux à 584et répéter ioofois la somme 
trouvée : ce qui se fera en écrivant deux zéros à la droite de 
cette somme; on obtiendra ainsi le même résultai qu'en effec
tuant l'addition de 3oo nombres égaux à 584- Donc, pour mul
tiplier 584 P a r 3oo, il suffit de multiplier 584 P a r 3 et d'ajouter 
deux zéros à la droite du résultat; c'est ce que nous voulions 
établir. 

37. Ceci posé, proposons-nous de multiplier deux nombres 
quelconques l'un par l'autre : 9752 par 846, par exemple. 
Nous avons pour but de répéter le multiplicande 9753 autant 
de fois qu'il y a d'unités dans le multiplicateur, c'est-à-dire 
846 fois, ou encore, 6 fois, plus 4o fois, plus 800 fois. Nous 
sommes donc conduits à multiplier 9752 successivement 
par 6, par 4o et par 800, puis à ajouter les produits partiels 
obtenus. 

9 7 5 2 
846 

585i2 
39008 

78016 
8250162 

Nous savons multiplier 9752 par 6, et le produit correspon
dant sera 585i2. Pour multiplier 9752 par 4o, nous multiplie-
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rons 9752 par 4 et nous ajouterons un zéro à la droite du ré 
sultat : nous obtiendrons ainsi 390080. Mais il est inutile 
d'ajouter ce zéro à la droite du produit de 9752 par 4- En effet, 
nous devons, pour préparer l'addition des différents produits 
partiels, les écrire l'un au-dessous de l 'autre, en faisant cor
respondre les unités de même ordre. Le zéro ne comptant pas 
dans l'addition, il suffira dès lors d'écrire le produit 39008 sous 
le produit précédent, de manière que le chiffre de ses unités 
soit au rang des dizaines, c'est-à-dire corresponde au chiffre 
du multiplicateur employé pour le former. De même, pour 
multiplier 9752 par 800, on multipliera 9752 par 8, et on écrira 
le produit trouvé 78016 sous les produits précédents, de ma
nière que le chiffre 6 de ses unités soit au rang des centaines : 
ce sera le reculer d'un rang vers la gauche par rapport au p ro 
duit précédent, comme celui-ci l'a déjà été par rapport au pre
mier produit. 

On ajoutera les trois produits partiels, et l'on obtiendra pour 
produit total le nombre 8250192 qu'on séparera des produits 
partiels qui ont concouru à le former par un trait horizontal : 
un autre trait doit séparer le multiplicande et le multiplicateur, 
de ces mêmes produits partiels. 

Pour multiplier deux nombres quelconques l'un par l 'autre, 
la règle générale sera donc celle-ci : Multiplier successivement 
le multiplicande par tous les chiffres du multiplicateur en 
commençant par le premier à droite, écrire les produits obte
nus les uns au-dessous des autres en reculant chacun d'eux 
d'un rang vers la gauche par rapport au précédent, ajouter 
tous ces produits. 

38. Il est essentiel (35) d'opérer les multiplications par
tielles en commençant parla droite du multiplicande; mais on 
peut employer les chiffres du multiplicateur dans un ordre 
quelconque : la seule précaution à prendre étant de faire 
exprimer à chaque produit partiel des unités de même ordre 
que le chiffre correspondant du multiplicateur. 

Remarques sur la multiplication. 

39. REMARQUE 1.— Si les deux facteurs sont terminés par des 
zéros, il suffit de les multiplier, abstraction faite de ces zéros, 
puis d'en écrire un pareil nombre à la droite du résultat. 

Ainsi, pour multiplier 327000 par 4200, on multipliera 327 
par 4?-> et l'on écrira cinq zéros à la droite du résultat. 

En effet, multiplier par 4 2 ° ° revient (36) à multiplier par 42, 
puis à ajouter deux zéros à la droite du produit obtenu; muK-
tiplier 327000 par 42 revient à multiplier 327 unités de mille 
par 42, et ce produit contiendra autant d'unités de mille que 
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le produit de 327 par 4? contiendra d'unités. 11 faudra donc à 
la droite du produit de 327 par 42> écrire d'abord trois zéros 
parce que le multiplicande représente des unités de mille, et 
ensuite deux autres zéros parce que le multiplicateur repré
sente des centaines. 

40. REMARQUE I I . — Le nombre des chiffres du produit est au 
plus égal au nombre des chiffres des deux facteurs réunis et, 
au moins, à ce nombre diminué de 1. 

Soit 2345 à multiplier par 83g. 83g étant compris entre 100 
et 1000, le produit sera compris entre 2345oo et 2345ooo: il 
aura donc au moins six chiffres et, au plus, sept chiffres. 

La démonstration est générale, car l 'unité de même ordre 
que les plus hautes unités du multiplicateur renferme toujours 
un zéro de moins que ce multiplicateur ne contient de chif
fres, et l 'unité immédiatement supérieure renferme le môme 
nombre de zéros. 

On n'a souvent besoin que de connaître les plus hautes un i 
tés d'un produit : on y parvient en s'appuyant sur ce qui pré
cède, et en considérant les chiffres des plus hautes unités des 
deux facteurs. 

Dans l 'exemple indiqué plus haut , le produit des deux 
chiffres représentant les plus hautes unités des deux facteurs 
étant égal à 16, le produit partiel correspondant au dernier 
chiffre à gauche du multiplicateur contiendra 5 chiffres et, 
comme il doit être reculé de deux rangs vers la gauche, le pro
duit total renfermera 7 chiffres: ce produit est égal à 1967455. 

Si l'on a 2345 à multiplier par 239, le produit des chiffres 
extrêmes des deux facteurs étant égal à 4? on peut affirmeç 
que le produit total n'aura que 6 chiffres : ce produit est égal 
à 56o455 (*). 

41 . REMARQUE I I I .— On ne change pas un produit de deux 
facteurs, en renversant l'ordre de ces facteurs. 

Soit 5 à multiplier par 3 ; je dis que ce produit est égal à 
celui de 3 par 5. En effet, multiplier 5 par 3, c'est répéter 
5 unités 3 fois. Écrivons trois lignes horizontales renfermant 
chacune 5 unités : ce tableau représentera le nombre d'unités 
contenues dans le produit de 5 par 3. 

i t t 1 1 

1 1 Ï 1 i 

1 1 1 1 i 

(*) il est évident que si, au lieu de deux facteurs, on eu a un nombre quel
conque, le nombre des chiffres du produit sera au plus éjjal au nombre des 
chiffres de tous ces facteurs réunis et, au moins, à ce même nombre d iminut 
'.Je celui des f a d e u r s . 
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Si, au lieu de considérer les lignes horizontales, on considère 
les lignes verticales, on verra que ce tableau représente aussi 
3 unités répétées 5 fois, c'est-à-dire le produit de 3 par 5. Les 
deux produits sont donc identiques. 

42. De même que pour faire la preuve de l'addition, il faut 
la recommencer d'une autre manière ; pour faire la preuve de 
la multiplication, il faut la recommencer d'une autre manière. 
D'après ce qui précède, on renversera l 'ordre des facteurs, et 
l'on devra trouver le même produit. 

EXERCICES. 

I. II y a 24 heures dans un jour, 60 minutes dans une heure, 60 secondes 
dans une minute. Chercher combien un jour contient de minutes et de 
secondes ? 

II. On a fondu une cloche, en alliant 33o kilogrammes d'étain, 1170 kilo
grammes de cuivre, 15 kilogrammes de zinc et 12 kilogrammes de plomb. 
En supposant que le kilogramme d'étain vaut 2fr,5o, le kilogramme de 
cuivre afr,7o, le kilogramme de zinc ofr,6o, le kilogramme de plomb ofr,7o ; 
on demande le prix de la cloche? 

III. En supposant le rayon terrestre égal à 14.Ï0 lieues et la distance 
de la terre au soleil de 24000 rayons terrestres, quelle est en lieues la 
distance de la terre au soleil? 

CHAPITRE IV. 
DIVISION. 

43. La division a pour but de chercher combien de fois un 
nombre appelé dividende contient un nombre appelé divi
seur : ce nombre de fois s'appelle quotient. 

Sous ce point de vue, la division peut s'effectuer au moyen 
de la soustraction. 

Soit à diviser iS par 5. Retranchons 5 de a 3 , nous trouve-
2 3 rons 18; 5 de 18, nous trouverons i 3 ; 5 de i 3 , nous 

5 trouverons 8 ; 5 de 8 , nous trouverons 3 , quantité 
— plus petite que 5. Nous avons dû faire 4 soustrac-

r tions pour arriver à ce résultat. a3 contient donc 
—- 4 f°is 5, et un reste 3 plus petit que 5. 
1J 4, ou le nombre des soustractions effectuées, est 

0 donc le quotient cherché. 
8 Le reste 3 s'appelle le reste de la division de a3 
5 par 5 : le reste d'une division est toujours plus petit 
3 que le diviseur. On voit que c'est la quantité qu'il faut 
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ajouter au produit du diviseur par le quotient pour reproduire 
le dividende. Ainsi, dans toute division, le dividende est égal 
au produit du diviseur par le quotient, plus le reste. 

44. II peut se faire que le reste soit nul. Dans ce 'cas, le 
dividende est simplement égal au produit du diviseur par le 
quotient. On peut dire alors que la division a pour but, étant 
donnés un produit de deux facteurs et l'un de ces facteurs, de 
trouver l'autre. Nous généraliserons plus tard cette définition. 
On dit souvent dans ce cas que la division est exacte. 

Pour qu'un nombre soit le quotient d'une division exacte, 
il suffira donc q u e , multipliant le diviseur, il reproduise le 
dividende. 

Si, dans le cas indiqué, on regarde le diviseur comme tenant 
la place du multiplicateur, on pourra dire encore, en se re 
portant à la définition de la multiplication, qu'on veut parta
ger le dividende en autant de parties égales qu'il y a d'unités 
dans le diviseur : l'une de ces parties est le quotient qui joue 
alors le rôle de multiplicande. Cette remarque justifie les dé
nominations de dividende et de diviseur. 

45. On comprend sans peine que le procédé indiqué (43) 
est en général tout à fait impraticable. Nous allons donc cher
cher une autre méthode. Nou^distinguerons deux cas, suivant 
que le quotient aura un ou plusieurs chiffres. 

Cas où le quotient n'a qu'un chiffre. 

46. Supposons que le quotient et le diviseur n'aient qu'un 
chiffre. Le dividende ne pourra avoir qu'un ou deux chiffres, 
et l'on obtiendra le quotient en se servant de la table de mul
tiplication. 

Soit 39 à diviser par 5. En descendant dans la ligne verticale 
commencée par 5, on verra que 3g tombe entre les produits 
de 5 par 7 et par 8. 

3geontient donc 7 fois le diviseur5, plusun res te4, différence 
entre 3g et le produit 35 qui en approche le plus par défaut : 
7 est donc le quotient demandé, et 4 est le reste de la division. 

47. Supposons maintenant que le diviseur ait plusieurs 
chiffres, le quotient n'en ayant toujours qu'un seul. 

Soit 6843 à diviser par 83g. On voit immédiatement que le 
quotient n'a qu'un chiffre, parce que le dividende étant plus 
petit que 10 fois le diviseur ou 83go, ne contient pas «o fois 
ce diviseur. 

Ceci posé, au lieu de diviser 6843 par 83g, divisons 6843 
par 800. Puisque nous employons un diviseur plus petit que 

I. 2 
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le diviseur donné, nous pourrons trouver un quotient plus 
grand que le quotient cherché, mais seulement plus grand. 

Diviser 6843 par 800 revient à diviser 6800 par 800. En 
effet, si l'on divise 68 centaines par 8 centaines, on trouvera 
pour reste un nombre de centaines inférieur à 8 centaines au 
moins d'une centaine; dès lors, pour que le dividende contînt 
une fois de plus le diviseur, il faudrait l 'augmenter au moins 
d'une centaine, et non pas seulement de 43 unités. 

Enfin, diviser 6800 par 800.revient à diviser 68 par 8; car 
68 unités de centaines renferment autant de fois 8 unités de 
centaines, que 68 unités renferment 8 unités. 

On est donc conduit à diviser, par les plus hautes unités du 
diviseur, les unités de même ordre du dividende ; et l'on ob
tient ainsi ou le quotient exact ou un quotient supérieur au 
quotient exact. 

Il faut donc vérifier l'exactitude du chiffre trouvé : il faut 
Y essayer. 

Pour cela, on multiplie le diviseur par ce chiffre , et, selon 
que le produit trouvé est plus petit ou plus grand que le divi
dende, le quotient obtenu est exact ou trop fort. 

Si le quotient obtenu est trop fort, on le diminue d'une 
unité et l'on recommence l'essai jusqu'à ce qu'il réussisse (*). 

Dans l'exemple proposé, en divisant 68 par 8, 

6843 f 8 3 9 

I 3 I 

on trouve 8 pour quotient (40). Le produit du diviseur 839 
par 8 est égal à 6712 ; ce produit peut se retrancher du divi
dende 6843, et l'on obtient I 3 I pour reste. Le quotient de
mandé est donc 8, et le reste de l'opération est égal à I 3 I (**). 

(*) Si l'on obtenait pour quotient un nombre plus grand que g, on ne de 
vrait évidemment commencer les essais qu'au chiffre 9. 

(**) De même qu'on a divisé en réalité 6800 par 800, on aurait pu diviser 
6800 par 900 ou 68 par 9. On augmente ainsi le diviseur, on peut donc trouver 
un quotient plus petit que le quotient cherché, mais seulement plus petit. On 
essaye le chiffre trouvé comme il est dit plus haut et, suivant que la soustrac
tion donne un reste plus petit ou plus grand que le diviseur, on en conclut que 
le quotient obtenu est exact ou trop faible. On a intérêt à augmenter ou k/orcrr 
ainsi d'une unité le chiffre des plus hautes unités du diviseur, lorsque le chiffre 
qui vient après surpasse 5. Soit, par exemple, 

275 

5 
1209 

~734 
à diviser lôog par 27D. En divisant i5 par 2, on trouve 7 ; en divisant i5 par 3, 
on obtient immédiatement le véritable quotient qui est 5. Ici le diviseur est 
bien plus près de 3oo que de 200. 
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48. On peut effectuer à la fois la multiplication et la sous
traction que l'essai du chiffre 8 exige. On y parvient en aug
mentant chaque chiffre du dividende d'autant de fois dix qu'il 
est nécessaire pour qu'on puisse en retrancher immédiatement 
le produit partiel correspondant, et en augmentant d'autant 
d'unités le produit partiel suivant. 

Multiplions le diviseur 83g par 8. On aura d'abord 8 fois g, 
72. Il faudra alors augmenter le chiffre 3 des unités du divi
dende de 70, et dire 72 de 73, reste 1 et je retiens 7. En pas
sant au produit partiel suivant qui représentera des dizaines, 
il faudra par compensation l'augmenter de 7 unités, et dire 
8 fois 3 font 24 et 7 de retenue font 3i. On continuera de la 
même manière, en disant 3i de 34, reste 3 et je retiens 3; 
8 fois 8 font 64 et 3 de retenue 67 ; 67 de 68, reste i. 

L'opération présentera alors une forme plus simple. 

6843 839 
i 3 i — 

En suivant la marche qu'on vient d'indiquer, on pourra faire 
l'essai d'un chiffre sans rien écrire (*). 

Cas où le quotient a plusieurs chiffres. 

49. Nous commencerons par déterminer les plus hautes 
unités du quotient. 

Soit 423782 à diviser par 785. En multipliant le diviseur 
par 100, on obtient 78500, nombre inférieur au dividende ; en le 
multipliant par 1000, on obtient 785000, nombre supérieur au 
dividende. Le dividende étant compris entre 100 fois et iooofois 
le diviseur, le quotient sera compris entre 100, qui est le plus 
petit nombre de trois chiffres, et 1000, qui est le plus petit 
nombre de quatre chiffres : le quotient aura donc trois chiffres, 
et ses plus hautes unités seront des centaines. 

Séparons alors les 4257 centaines du dividende. Ce nombre 
de centaines sera nécessairement plus grand qu'une fois le 
diviseur et plus petit que dix fois le diviseur. En effet, si 4257 
ne surpassait pas 785, 425700 ne surpasserait pas 100 fois 785, 
et le dividende 425782 ne serait pas plus grand que 100 fois 
le diviseur. De même, si 4257 surpassait dix fois 785, 420700 
surpasserait cent fois 7850 ou mille fois 785, et le dividende 
425782 ne serait pas plus petit que 1000 fois le diviseur. 

( * ) La vérification sera souvent plus rapide, si l'on commence la soustraction 
par la gauche. Ainsi, en disant dans l 'exemple précédent, 8 fois S, G/| ; 6/\ de 68, 
reste 4 centaines; on est immédiatement sûr du chiffre 8, car le chiffre suivantdu 
diviseur étant 3, le produit partiel suivant ne contiendra pas plus de 3 centaines. 

2 . 
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Si l'on sépare sur la gauche du dividende les unités de 
même ordre que les plus hautes unités du quotient, on obtient 
donc un nombre compris entre une fois et dix fois le diviseur. 
Et réciproquement, si l'on sépare un pareil nombre sur la 
gauche du dividende, les unités séparées marquent l'ordre des 
plus hautes unités du quotient. 

50. Ceci posé, si l'on divise les 4237 centaines du dividende 
par le diviseur 785, le chiffre 5 obtenu est le chiffre exact des 
centaines du quotient. 

En effet, 42$7 contenant 5 fois le diviseur 785,425700 con
tient 5oo fois le diviseur, et le dividende 425782 contient au 
moins 5oo fois ce même diviseur. 

De plus, 4257 étant inférieur à 6 fois le diviseur 785 au 
moins d'une unité, 425700 diffère de 600 fois ce diviseur au 
moins d'une centaine, et par suite le dividende 425782 ne 
contient pas 600 fois 785. 

Le dividende tombant entre 5oo fois et 600 fois le diviseur, 
le quotient tombe entre 5oo et 600, c'est-à-dire contient 5 cen
taines et un certain nombre de dizaines et d'unités, qu'il s'agit 
de déterminer. 

425782 
3g2.5 

33282 
3i4o 

785 

542 

1882 

1570 

En retranchant 5 fois 785 de 4 257, il reste 332. Donc, en re
tranchant 5oo fois 785 de -4-257 centaines, il restera 332 cen
taines; et en retranchant 5oo fois le diviseur du dividende tout 
entier, on obtiendra pour reste 33282. 

11 faut donc chercher maintenant combien de fois ce reste con
tient le diviseur, c'est-à-dire il faut effectuer une nouvelle 
division en prenant pour nouveau dividende le reste 33282 et 
en conservant le même diviseur 785. 

D'après la remarque faite précédemment ( i9 ) , on séparera 
sur la gauche de ce reste assez de chiffres pour former un 
nombre compris entre une fois et dix fois le diviseur. Si l'on 
est conduit ainsi à séparer les dizaines du reste, c'est que le 
quotient contient des dizaines ; si l'on est forcé d'aller jus
qu'aux unités, c'est que le quotient ne contient que des uni
tés, et il faut alors mettre un zéro au quotient pour tenir la 
place des dizaines manquantes. 

Dans l'exemple proposé, les 332.8 dizaines du reste 33282 
contenant 4 l'ois le diviseur, le chiffre des dizaines du quo-
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tieril est 4 • En reiranchant 4 fois 785 de 33-28, on trouve pour 
reste 188. Donc en retranchant 4o fois 783 de 33282, on trou
vera pour reste 1882. 

Ainsi, le nouveau dividende 33282 contient 4° fois le divi
seur 785, plus un reste 1882. Il faut donc 'chercher.combien 
de lois ce reste 1882 contient le diviseur 785, en regardant à 
son tour 1882 comme un nouveau dividende. 

1882 contient 2 fois le diviseur 785, plus un reste 3 i2 . 
Le dividende 425782 renferme donc 5oo fois, plus 40 fois, 

plus 2 fois, le diviseur 780, avec un reste égal à 3 ia . Le quo
tient demandé est donc 542, et le reste de l'opération est 312. 

SI. En relisant attentivement la démonstration précédente, 
on est conduit à cette règle pratique pour la division de deux 
nombres quelconques : Il faut séparer le dividende du diviseur 
par un trait vertical, le diviseur du quotient par un trait ho
rizontal ; marquer ensuite sur la gauche du dividende un 
nombre compris entre une fois et dix fois le diviseur, diviser ce 
nombre par le diviseur : le quotient obtenu est le chiffre des 
plus hautes unités du quotient. On multiplie le diviseur par ce 
chiffre, on retranche le produit obtenu de la partie séparée à 
gauche du dividende, qu'on appelle premier dividende partiel ; 
et on forme un second dividende partiel en abaissant à côté du 
reste trouvé le chiffre suivant du dividende. En divisant le se
cond dividende partiel parle diviseur, on trouve le second, chiffre 
du quotient. On multiplie le diviseur parce second chiffre, et l'on 
retranche le produit correspondant du second dividende partiel. 
On obtient un second reste à côté duquel on abaisse un nouveau 
chiffre du dividende, et l'on opère sur le troisième dividende 
partiel ainsi formé comme sur les précédents. On continue jus
qu'à ce qu'on ait abaissé le dernier chiffre à droite du dividende. 

Si quelques-uns des dividendes partiels obtenus sont infé
rieurs au diviseur, on met pour chacun d'eux un zéro au quo
tient et Von abaisse le chiffre suivant du dividende. 

En employant la simplification déjà indiquée ( i8) , on dis
pose l'opération comme il suit.— Dans le second exemple, le 
quotient présente plusieurs zéros. 

425782 1 785 1919022 
3328 j 2^ 2 6003 

1882 132 

Remarques sur la division. 

9 a7 

52. REMARQUE 1. Lorsque le diviseur n'a qu'un chiffre, 
i opération se simplifie, parte que les dividendes partiels suc-
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cessifs n'ayant qu'un ou deux chiffres (4-!)), on peut se dis
penser de les écrire. On note seulement les chiffres du quo
tient, qu'on écrit sous le dividende à mesure qu'on les trouve, 
et le dernier reste. 

Soit, par exemple, 45839 à diviser par 7. 

45839 | 7 
6548 '— 

3 

On dira : en 45, 7 est contenu 6 fois pour 42, et il reste 3 ; 
en 38, 7 est contenu 5 fois pour 35, et il reste 3 ; en 33, 7 est 
contenu 4 fois pour 28, et il reste 5 ; en 5g, 7 est contenu 8 fois 
pour 56, et il reste 3. Le quotient est donc 6548 et le reste 
est 3. 

53. REMARQUE II . Quand le quotient doit avoir un très-grand 
nombre de chiffres, on a intérêt à former d'avance les pro
duits du diviseur par les neuf premiers nombres. En compa-^ 
rant ensuite ces produits aux dividendes partiels successifs, 
on trouve immédiatement les différents chiffres du quotient 
et les restes qui leur correspondent. 

105702350981347263 
48io 

2 0 2 2 

2943 
635 

5go 
.498 
346i 

5347 
i63?. 
4806 ' 

j 9 8 3 
255 

576 

i835i1026009283 

fois 576. 
2 . 

3. 

4-
5 . 
6, 
n 

; • 
8. 

9-

576 
1 i5a 
1728 
23o4 
2880 
3456 
4o32 
4608 
5i84 

54. REMARQUE III . Il suit des démonstrations précédentes que 
diviser 54817 par 2700 par exemple, revient à diviser 548 par 27. 

En effet, diviser 54817 par 2700 revient d'abord à diviser 
54800 par 2700 : car quand on divise deux nombres de cen
taines l'un par l'autre, il faut au moins ajouter une centaine 
au dividende pour faire varier le quotient d'une unité (V7) ; et 
diviser 548 unités de centaines par 27 unités de centaines 
revient évidemment à diviser 548 par 27. 

548,7 
817 

2700 



ARITHMÉTIQUE. 2 ^ 

On trouve alors pour quotient 20 et pour reste 8. En divisant 548 
centaines plus 17 unités par 27 centaines, on trouvera pour 
quotient ?.o et pour reste 8 centaines et 17 unités ou 817. 

Donc, quand le diviseur est terminé par des zéros, on les né
glige en même temps qu'un pareil nombre de chiffres sur la 
droite du dividende, on ne modifie pas le quotient en opérant 
ainsi ; seulement, à côté du reste trouvé, il faut abaisser les 
chiffres négligés à droite du dividende. 

55. REMARQUE IV. Le nombre des chiffres du quotient est 
égal à la différence des nombres de chiffres du dividende et du 
diviseur ou à cette différence caigmentêe de 1. 

En effet, le premier dividende partiel renferme autant de 
chiffres que le diviseur ou autant plus 1, puisque le produit du 
diviseur par un nombre d'un seul chiffre doit être contenu 
dans ce dividende partiel (51, 40). Si le premier cas a lieu, le 
nombre des chiffres à abaisser au dividende étant égal à la dif
férence qui existe entre les nombres de chiffres du dividende 
et du diviseur, et chacun d'eux devant fournir un chiffre au 
quotient, ce quotient contient un nombre de chiffres égal à la 
différence indiquée plus 1, puisque le premier dividende par
tiel fournit aussi un chiffre au quotient. 

Si le premier dividende partiel contient un chiffre de plus 
que le diviseur, le nombre des chiffres à abaisser au dividende 
étant diminué de 1, il en est de même dû nombre de chiffres 
du quotient, qui est alors juste égal à la différence indiquée. 

5G. Pour faire la preuve de la division, il suffit de vérifier 
la relation fondamentale : le dividende égale le produit du 
diviseur par le quot ient , plus le reste. 

57. On peut faire la preuve de la multiplication au moyen 
de la division. En divisant le produit, considéré comme divi
dende, par l 'un des facteurs, considéré comme diviseur, on 
doit trouver pour quotient le second facteur avec un reste 
zéro (44). 

EXERCICES. 

I. La circonférence d'une roue de voiture étant de 4 mètres, combien 
cette roue fera-t-elle de tours par Houe commune de 4444 mètres'1 

II. Combien y a-t-il d'heures, de minutes et de secondes, dans 37845 se
condes ? 

III. La lumière parvient du soleil à la terre en 8 minutes i3 secondes, 
combien de lieues parcourt-elle par seconde, la distance des deux astres 
étant supposée égale à 34800000 lieues? 

IV. La distance de la lune à la terre étant supposée égale à 38 199000 mè
tres, on demande de calculer en combien de jours, heures, minutes el 
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secondes, le son qui parcourt 34o mètres par seconde, serait transmis de 
la lune à la terre, s'il existait une atmosphère pour le transmettre. 

V. La consommation annuelle de la France en blé étant supposée s'é
lever à 3716439726 litres, calculer la consommation par habitant, en 
supposant le nombre des habitants égal à 34230178. 

VI. En supposant que la circonférence de la terre contienne 40000000 de 
mètres, et sachant que cette circonférence est divisée en 3Go degrés, 
chaque degré en 60 minutes, et chaque minute en 60 secondes, on 
demande la valeur en mètres d'un degré, d'une minute, d'une seconde. 

CHAPITRE V. 

THÉORÈMES RELATIFS AUX QUATRE OPÉRATIONS. — DES PUISSANCES. 

08. Les quatre opérations que nous venons d'étudier ont 
chacune leur signe représentatif. 

L'addition s'indique au moyen du signe + ; l'expression 
5 + 3 signiûe 5 plus 3. 

La soustraction s'indique au moyen du signe —; l 'expres
sion 7 — 2 signifie 7 moins ?.. 

La multiplication s'indique au moyen du signe X ; l 'expres
sion i5 X 9 signifie i5 multiplié par 9. 

La division s'indique au moyen du signe : ; l'expression 
i a : 3 signifie 12 divisé par 3. 

59. Quand on veut soumettre à une certaine opération le 
résultat d 'une opération qui n'est elle-même qu'indiquée, il 
faut employer un signe particulier : on met alors entre paren
thèses l'indication de la première opération, et le signe de la 
seconde opération porte sur toute la parenthèse. 

Soit la somme 5 + 3 à multiplier par 7 ; il faudra mettre 5 + 3 
entre parenthèses et écrire (5 + 3) X 7. Si l'on ne prenait pas 
cette précaution, et si l'on écrivait simplement 5 + 3 X 7 , a u 

lieu d'indiquer le produit de la somme 5 + 3 par 7, on indi
querait la somme de 5 et du procfuit 7 X 3 . 

De même, si l'on veut indiquer la division de la différence 
i5 — 3 par la somme 2 + 7, on écrira (i5 — 3)1(2 + 7). 

GO. Quand deux expressions sont égales ou doivent donner 
des résultats égaux lorsqu'on exécute les calculs qui y sont 
indiqués, on emploie le signe = ; ainsi 1 4 X 2 = 4 X 7 veut 
dire que le produit de i4 par 2 es! égal au produit de i par 7. 
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i4 X 2 est le premier membre, 4 X 7 est le second membre de 
l'égalité 14 X 2 = : 4 X 7. 

Quand deux expressions sont inégales, on l'indique en les 
séparant par le signe > , l 'ouverture du signe devant être tour
née du côté de la plus grande quantité. Ainsi, on écrira 
i5 X 2 > 3 x g , pour indiquer que le produit de i5 par 2 sur
passe celui de 3 par g, ou 3 X 9 <C J5 X 2 pour indiquer que 
ie premier produit est plus petit que le second. Dans le pre
mier cas, on dit i5 X 2 plus grand que 3 x 9; et dans le se 
cond, 3 X 9 plus petit que i5 X 2. 

Cl. On remplace quelquefois en arithmétique les nombres 
par des lettres quelconques, pour rendre le raisonnement plus 
rapide ou l'expression d'une vérité plus facile à retenir. 

Le produit de deux nombres représentés par les lettres a et b 
s'indique alors en écrivant ces deux lettres à côté l 'une de 
l'autre. Ainsi « x ' » = ab; de même « x 5 = 5a. 

Si l'on représente, par exemple, par D i e dividende d'une 
division quelle qu'elle soit, par d le diviseur, par O le quo
tient, par R le reste de l 'opération, on se rendra t rès-net
tement compte de la composition du dividende en écrivant : 

D = r/Q + K. 

Lorsque plusieurs nombres ont une propriété commune ou 
un mode de formation analogue, on les représente souvent 
par la même lettre, et on les dislingue entre eux en accentuant 
successivement cette lettre d'un, ou deux, ou trois accents. 
Ainsi, pour représenter une série de quotients se déduisant 
les uns des autres, on écrira q, q', q", et l'on énoncera les 
lettres affectées d'accents, en disant q prime, q seconde, etc. 

On peut démontrer , sur les opérations, plusieurs théo
rèmes [*) qui facilitent beaucoup les calculs et qui sont essen
tiels à connaître: nous allons les parcourir. 

Théorème relatif à la soustraction. 

02. Pour retrancher d'un nombre la différence de deux 
autres, il faut lui ajouter le plus petit de ces deux nombres, et 
retrancher le plus grand (lu résultat. 

Soit 8 dont on veut retrancher i5 —10 : on ne changera rien 
à la différence demandée en augmentant 8 et i 5 — 1 0 d'une 
même quantité 10; mais alors, il reste i5 à retrancher de la 
somme 8 4 - 10. On exprime ce théorème par l'égalité : 

8 — ( i 5 — 10} = 8 - M o — i 5 . 

.,') On entend par théorème l'énoncé d 'une vérité qui a besoin de démons-
tivlion ; corollaire signifie : conséquence d'un théorème. 
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Théorèmes relatifs à la multiplication. 

63. I. Pour multiplier une somme par un nombre, il faut 
multiplier chaque partie de la somme par ce nombre, et ajou
ter les produits partiels obtenus. 

Soit (4 + 5 + 7) X 3. Il faudra répéter 3 fois la somme 
4 + 5 + 7 , et le résultat renfermera 3 fois chaque partie de 
cette somme. On aura donc bien : 

(4 + 5 + 7 ) x 3 = 4 x 3 + 5 x 3 + 7 x 3 . 

11 est évident que, pour multiplier un nombre par une somme, 
il faudra de même multiplier ce nombre par chaque partie de 
la somme, et ajouter les résultats partiels obtenus ; car 

' 3 x ( 4 ' + 5 + 7 ) = (4 + 5 + 7 ) x 3 , 

et dans chacun des résultats 4 X 3, 5 x 3 , 7 X 3 , on peut 
renverser l 'ordre des deux facteurs (41). 

11 résulte aussi de ce qui précède que, pour diviser une 
somme par un nombre, il faut diviser chaque partie de la 
somme par ce nombre. En effet, puisque 

( 4 + 5 + 7) X 3 = 4 x 3 + 5 x 3 + 7 X 3 , 

4 + 5 + 7 est bien le quotient de 4 x 3 + 5 x 3 + 7 X 3 ou 
de la somme 12 + i5 + 21 divisée par 3 (44). 

Enfin, pour multiplier deux sommes l'une par l'autre, il faut 
multiplier chaque partie de la première somme par chaque par
tie de la seconde, et ajouter les résultats partiels obtenus. Soit 
(4 + 5 + 7) x ( 2 + 9 ) . On pourra regarder le premier produit 
comme effectué : le résultat sera alors égal à 

( 4 + 5 - 4 - 7 ) X a + (4 + 5 + 7) X 9, 

c'est-à-dire en réalité à la somme obtenue en multipliant 
chaque partie de la première somme par chaque partie de la 
seconde. 

64. II . Pour multiplier une différence par un nombre, il 
faut multiplier chaque partie de la différence parce nombre 
et retrancher le plus petit produit du plus grand. 

Soit (i5 —10) X 2. La différence i 5 —10 étant égale à 5 , 
on a 

i5 = i o + 5 ( 2 4 ) , d'où i 5 x 2 = 10 X 2 + 5 X 2 (63). 

Puisque i5 X 2 est la somme des deux produits 1 0 X 2 et 
5 X 2 , le produit 5 X 2 0 u ( i 5 —10) X 2 est bien égal à son 
tour à la différence des deux produits i5 x 2 et 10 x 2. 

11 est é\ idenl que , pour multiplier un nombre par une. dif-
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férence, il faut multiplier ce nombre par chaque partie de la 
différence et retrancher le plus petit produit du plus grand. Soit 
eu effet, Î X ( i 5 — 1 0 ) . Ce produit est égal à (i5 —10) X 2, et 
dans chacun des résultats i5 X 2 et 10 X 2, on peut renverser 
l'ordre des deux facteurs. . 

Il résulte aussi de ce qui précède que, pour diviser une dif
férence par un nombre, il faut diviser chaque partie de la dif
férence par ce nombre. En effet, puisque ( i5—10) x 2 est 
égal à i5 X 2 — 10 X 2, i5 —10 est bien le quotient de la di
vision de i 5 x 2 — 1 0 X 2 ou de la différence 3o — 20 divisée 
par 2. 

65. Soit l'expression 5 x 3 x 7 X s X 9. Elle signifie qu'il 
faut effectuer le produit de 5 par 3, puis multiplier ce résultat 
par 7, le nouveau résultat obtenu par 2, et ainsi de suite jus 
qu'à ce qu'on ait employé tous les nombres 5, 3, 7, 2, etc. , 
qu'on appelle les facteurs du produit définitif. 

66. III . Etant donné un produit de plusieurs facteurs, on 
peut intervertir leur ordre de toutes les manières possibles, sans 
que le produit varie. 

Ce théorème est fondamental, nous partagerons sa démons
tration en trois parties. 

i°. Dans un produit de trois facteurs, on ne change pas le 
produit en changeant l'ordre des deux derniers. 

Soit 6 x 3 x 5 . Je dis qu'on peut poser 

6 x 3 x 5 = 6 x 5 x 3 . 
En effet, 

6 x 3 = 6 4 - 6 + 6 
et 

6 x 3 x 5 = ( 6 + 64-6) X 5 = 6 x 5 + 6 x 5 4 - 6 x 5 , 

d'où 
6x3x5=6x5x3. 

On en déduit immédiatement que, dans un produit d'un 
nombre quelconque de facteurs, on peut changer l'ordre des 
deux derniers sans changer le produit. 

Je dis qu'on aura, par exemple, 

2X7X9X3x8=2X7X9X8x3. 
En effet, pour former ces deux produits , il faudra toujours 
commencer par multiplier entre eux les trois premiers facteurs 
qui sont identiques de part et d'autre, et la question sera ra
menée à prouver que 216 X 3 x 8 = a i 6 x 8 x 3 . 

2". Dans un produit d'un nombre quelconque de fadeurs, 
on peut changer l'ordre de deux facteurs consécutifs quel
conques sans changer le produit. 
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Je dis qu'on aura, par exemple, 

3 x 5 X 2 x 8 x 6 X 9 = 3x5x8X2X6X9. 

En effet, puisqu'on a, d'après ce qui précède, 

3 x 5 X 2 X 8 = 3 x 5 x 8 X 2 , 

on obtiendra encore des produits égaux, en multipliant suc
cessivement ces deux produits égaux par les mêmes facteurs 
6 et g. 

3°. On peut faire passer un facteur quelconque à tous les 
rangs, sans changer le produit. 

Dans le produit î X g X j X l x S J c puis , par exemple, 
sans modifier le produit, échanger le facteur 7 d'abord avec le 
facteur 9 , puis ensuite avec le facteur 2, ou bien l'échanger 
avec le facteur 4, et ensuite avec le facteur 5. On peut répéter 
pour tout autre facteur ce qu'on vient de dire pour le facteur 7 : 
il en résulte que l'ordre des facteurs n'influe en rien sur le 
produit. 

07. On déduit du théorème fondamental que nous venons 
d'établir les remarques suivantes. 

REMARQUE I. Pour multiplier un nombre par un produit de 
plusieurs facteurs, il suffit de former un produit unique avec 
ce nombre et tous les facteurs du produit. 

Soit 35 X (2 X 3 X 4)- Je dis que ce produit est égal à 

3 5 X 2 X 3 X 4 -

En effet, on peut écrire 

3 5 ' x ( 2 X 3 x 4 ) = ( 2 X 3 x 4 ) x 3 5 . 

Qu'on laisse ou qu'on enlève les parenthèses dans le second 
membre de celte égalité, rien ne sera changé au résultat, 
puisqu'il faudra toujours former le produit 24 des trois pre
miers facteurs, et le multiplier ensuite par 35. On aura donc 

35 X ( 2 x 3 X 4} = 2 x 3 X 4 X 35 = 35 X 2 X 3 X 4-

REMARQUE II . Pour multiplier deux produits de plusieurs 
facteurs, il suffît de former un produit unique avec tous les, 
facteurs de ces deux produits. 

Je dis que ( 3 x 4 X 7 ) x ( 5 X g ) = 3 x 4 X 7 X 5 X 9 ; car, 
en regardant le premier produit comme effectué et en s'ap-
puyant sur la remarque précédente , le premier membre de 
l'égalité revient d'abord à ( 3 x 4 X 7 ) x 5 x g ; et cette der
nière expression donnera toujours le même résultat, qu'on 
conserve ou qu'on enlève les parenthèses. 

REMARQUE III. Vans un produit de plusieurs facteurs, on-
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peut en remplacer un nombre quelconque par leur produit 
effectué. 

Soit 2 X 7 X 5 x 4 X 9 . On pourra remplacer les facteurs 7 
et 4 par leur produit 28 et écrire 

2 X 7 X 5 x 4 X 9 = 2 X 2 8 x 5 x g . 

En effet, on a 

. 2 X 7 X 5 X 4 X 9 = 7 X 4 X 2 X 5 X 9 = 2 8 X 2 X 5 X 9 
= 2 X 2 8 x 5 X 9 -

REMARQCÏ; IV. Pour multiplier un produit de plusieurs fac
teurs par un nombre, il suffit de multiplier l'un des facteurs 
du produit par ce nombre. 

Soit ( 2 x 3 x 7 ) X 5. Je dis qu'on pourra écrire 

( 2 X 3 X 7 ) X 5 = 2 X i 5 x 7. 

On a, en effet, d'après la remarque III : 

( 2 X 3 X 7 ) x 5 = 2 X 3 X 7 X 5 = 2 X i 5 X 7 . 

Théorèmes relatifs à la division. 

68. I. Lorsqu'on multiplie ou qu'on divise le dividende et le 
diviseur d'une division par un même nombre, le quotient ne 
change pas et le reste est multiplié ou divisé par le même 
nombre. 

Soit 38 à diviser par 5. On trouve pour quotient 7 et pour 
reste 3. On peut donc écrire (61) : 

(1) 38 = 5 X 7 + 3. 

Multiplions les deux membres de cette égalité par 2, par 
exemple. Il viendra : 

3 8 X 2 = (5 X 7) X 2 + 3 X 2. 

Pour multiplier le produit 5 X 7 P a r 2> o n P e u t multiplier le 
facteur 5 par 2 (67, IV), et écrire 

(2) 3 8 X 2 = ( 5 X 2 ) x 7 + 3 X 2 . 

De plus, le reste 3 étant plus petit que le diviseur 5 , on aura 
nécessairement 3 X 2 <^5 X 2. L'égalité ( 2 ) signifie alors que 
le produit 5 X 2 est contenu 7 fois dans le produit 38 X 2, avec 
un reste 3 X 2 ; c'est ce qu'il fallait établir. 

Si l'on a au contraire 

3 8 X 2 = ( 5 x 2 ) x 7 + 3 X 2, ou 76 = 1 0 X 7 + 6 , 
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on en déduit immédiatement (63) 

38 = 5 X 7 + 3 : 

les deux parties du théorème sont donc vérifiées. 

REMARQUE. Il est évident que le reste étant supposé nul, si 
l'on multiplie ou si l'on divise le dividende seulement, le quo
tient est multiplié ou divisé par le même nombre ; et si l'on 
multiplie ou si l'on divise le diviseur seulement, le quotient 
est divisé ou multiplié par le même nombre (44). 

6c). II . Pour diviser un produit de plusieurs facteurs par 
l'un de ses facteurs, il suffit de supprimer ce facteur. 

Soit ( 3 x 5 x 7} : 5. Le quotient sera bien égal à 3 X 7 ; car le 
dividende 3 x 5 X 7 contient le diviseur 5 un nombre de fois 
représenté par 3 X 7 , puisqu'on peut écrire 

3 x 5 X 7 = 5 x ( 3 X 7 ) -

Il suit de là que, pour diviser un produit de plusieurs fac
teurs par un nombre, il suffit de diviser l'un des facteurs du 
produit par ce nombre, lorsque cette division est possible exac
tement. 

Soit (17 X 28 X 5):4- De même qu'on peut remplacer deux 
facteurs 4 et 7 par leur produit effectué 28 (67, I I I ) , on peut 
remplacer 28 par les deux facteurs 4 et 7. On a alors 

(17 X 4 X 7 X 5 ) : 4 = 1 7 X 7 X 5 , 

ce qu'il fallait établir. 

70. III . Pour diviser un nombre par un produit de plusieurs 
facteurs, la division étant supposée exacte, on peut diviser ce 
nombre par le premier facteur, le résultat obtenu par le second 
facteur, et ainsi de suite jusqu'à ce q'u'on ait épuisé tous les 
facteurs. 

Soit 38o:'38. Le quotient sera égal à 10, et l'on aura 

38o = 3 8 x i o . 

38 étant égal à 2 X 19, on pourra écrire 

38o = 2 X i 9 X 10. 

Si l'on divise les deux membres de cette égalité par 2, on aura 

380:2 = 19X 10, 

car 2 étant facteur du second membre, pour diviser ce second 
membre pars., il suffira de supprimer 2 (69). Divisons par 19 
les deux membres de la nouvelle égalité, nous aurons 

(380:2): 1 9 = 1 0 . 
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Le quotient reste donc le même, qu'on divise par 38 ou, suc
cessivement, par les facteurs de 38; l'ordre des divisions par
tielles est d'ailleurs indifférent (*). 

Des puissances. 

71. On appelle puissance d'un nombre, le produit qu'on ob
tient en prenant ce nombre plusieurs fois comme facteur. 

On dit que la puissance est une puissance miim', lorsque le 
nombre est pris m fois comme facteur : m est alors le degré de 
la puissance. 

On appelle, en particulier, carré la seconde puissance et 
cube la troisième puissance d'un nombre. 

72. On indique le degré de la puissance au moyen de Y expo
sant : l'exposant est un nombre égal au degré de la puissance, 
qu'on écrit sur la droite et un peu au-dessus du nombre élevé 
à la puissance. 

Ainsi, on indiquera que 5 est élevé à la puissance i3 , en 
écrivant 5'3. 

(*) Si la division ne s'effectuait pas exactement, les deux procédés conduiraient 
encore au même quotient, mais les restes définitifs ne seraient pas les mêmes. 
Si l'on divise 385 par 38, le quotient est 10 et le reste 5. Si l'on divise 385 par 2, 
le quotient est 192 et le reste 1 ; si l 'on divise ce quotient par 19, le quotient 
définitif est encore 10, mais le dernier reste est égal à 2. 

Désignons en effet, d'une manière générale, par Die dividende, par d le divi
seur, par a et b les facteurs qui le constituent. Si l'on divise directement D par d, 
on obtiendra un certain quotient Q et un reste R. On pourra donc écrire 

D = d Q - H R . 

Si l'on divise au contraire D par a, puis le quotient q obtenu par h, on obtien
dra un dernier quotient q' : il faut prouver que q' — Q. Désignons par r et r' 
les restes des deux divisions successives, on pourra poser les deux égalités 

D=aq +r, q=bq'-h!'. 

Si l'on substitue à q sa valeur, il vient 

D = f l ( ^ ' + r ' ) + r ou D = abq'-\-ar' -i- r . 

ar1 est au plus égal à ab — a, puisque iJ est au plus égal h b — 1 et r est plus 
petit que a ; la somme ar' -+- r est donc inférieure à ab. Ceci posé, l'égalité 

D = abq' -f- ar' -f- r 

prouve que le plus grand nombre de fois que D contient ab = d est q' ; l'égalité 

D = <fQ-+-R 

prouve que ce plus grand nombre de fois est Q; on a donc bien 9 ' = Q. On 
voit en même temps que, puisqu'on a nécessairement 

R = ar' -f- r, 

le dernier reste r' est toujours inférieur au reste R. 
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La notion de l'exposant est extrêmement importante, et son 
emploi facilite beaucoup les calculs. 

Par analogie, on dit que 5 est la première puissance de 5 : 
on n'écrit pas l'exposant i . 

Les opérations sur les puissances se ramènent à des opéra
tions plus simples sur les exposants de ces puissances. 

73. I . Pour multiplier deux puissances d'un même nombre, 
il suffit d'ajouter leurs exposants. 

Soit 7 3 X 7 !. Je dis que le résultat cherché est égal à 73+2 

ou f\ En effet, 73 représentant le produit de trois facteurs 
égaux à 7 et 72 le produit de deux facteurs égaux à 7, le pro
duit 7 3 X 72 renfermera 5 facteurs égaux à 7. 

74. H. Il suit de là q u e , pour élever une puissance à une 
autre puissance, il suffit de multiplier les exposants clés deux 
puissances. 

Soit 72 à élever au cube , ce qu'on indiquera ainsi : (72)3.' 11 
faudra faire le produit de trois facteurs égaux à 7% ce qui re
viendra à ajouter trois fois l'exposant 2. On aura donc 

f n~Y z= n ! + 1 + - — n2X3 — n c . 

75. III . Il suit de là encore q u e , pour diviser deux puis
sances d'un même nombre, il suffit de retrancher leurs expo
sants. 

Soit 7S: 72. Puisau'on a 
5 = 2 + 3, 

on aura aussi 

f = f-xf, 
d'où 

76. IV. Enfin, pour élever un produit à une puissance, il suf
fit d'élever tous sesfacleurs à cette puissance. 

Soit le produit 5 X 7' X 4 à élever au cube. On aura 

( 5 X 7 2 X 4 ) 3 = i 5 X 7 2 x 4 ) X ( 5 X 7 2 X 4 ) X ( 5 X 7 ' - ' X 4 ) -

On peut enlever les parenthèses (67, II) et remplacer autant 
de facteurs qu'on voudra par leur produit effectué (67, III) . 
En réunissant les facteurs 5 , les facteurs 72 et les facteurs 4, 
on pourra donc écrire 

( 5 X 7 2 X 4 ) 3 = 5 3 X ( 7 : ) 5 X 4 3 -

77. Extraire la racine miime d'un nombre , c'est chercher un 
nombre qui, élevé à la puissance miim', reproduise le nombre 
donné. 

Pour terminer ce qui a rapport au calcul proprement dit, il 
faudrait exposer l'opération inverse de l'élévation aux puis-
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sauces, au moins dans ses deux cas les plus simples. Mais, 
pour ne pas trop nous écarter des habitudes de l'enseigne
ment, nous renverrons l'étude de l'extraction des racines car
rée et cubique au livre IV. 

Nous ferons seulement remarquer que nous avons été suc
cessivement conduits à la considération de six opérations'par-
ticulières sur les nombres, opérations qui n'ont jamais pour 
but que la composition et la décomposition de ces nombres. 
Les nombres se composent au moyen de l'addition, de la mul
tiplication et de l'élévation aux puissances. Dans la multiplica 
tion les nombres à ajouter sont égaux; dans l'élévation aux 
puissances, les facteurs employés sont égaux. Les nombres se 
décomposent au moyen de la soustraction, de la division, de 
l'extraction des racines. Dans la division, les nombres à sous
traire sont égaux; dans l'extraction des racines, les facteurs 
qui, par leur produit, doivent reconstituer le nombre donné 
sont égaux. Les trois premières opérations ont pour inverses 
les trois dernières. 

78. Nous devons maintenant nous occuper des propriétés 
des nombres, mais seulement sous le point de vue du calcul. 
L'ensemble de ces propriétés constitue une branche très-éten
due des mathématiques, qui porte le nom de théorie des 
nombres : le livre suivant aura pour objet l'étude de ses prin
cipes les plus élémentaires. 

I. 
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LIVRE DEUXIÈME. 
LES PROPRIÉTÉS ÉLÉMENTAIRES DES NOMHHES 

CHAPITRE PREMIER. 
THÉORIE DE LA DIVISIBILITÉ. 

79. Lorsqu'un nombre en divise un autre sans reste, on l'ap
pelle diviseur exact ou simplement diviseur de cet autre. 

Lorsqu'un nombre admet un diviseur exact, on dit qu'il est 
divisible par ce diviseur ou qu'il en est un multiple (*) : le di
viseur, à son tour , est un sous-multiple ou un facteur de ce 
nombre. 

11 est utile de pouvoir juger rapidement, à certains carac
tères particuliers, si un nombre est diviseur exact d'un autre 
nombre, au moins dans les cas où le diviseur est très-petit et 
la condition correspondante très-facile à vérifier. On ramène la 
question à la recherche des restes fournis par un nombre quel
conque, lorsqu'on essaye les diviseurs dont il s'agit. En effet, si 
un nombre , divisé par 9 par exemple , donne un reste nul, ce 
nombre sera un multiple de g. 

Avant d'indiquer les conditions de divisibilité, nécessaires à 
connaître dans la pratique, nous démontrerons plusieurs théo
rèmes essentiels sur les diviseurs. 

80. I. Lorsqu'un nombre est diviseur de toutes les parties 
d'une somme, il est diviseur de cette somme. 

En effet, puisqu'il est contenuexactementdans chaque partie 
de la somme, cette somme en sera nécessairementun multiple. 

Par la même raison, tout diviseur d'un nombre divise les 
multiples de ce nombre. 

81 . II- Lorsqu'un nombre en divise deux autres, il divise 
leur différence. 

En effet, puisqu'il est contenu exactement dans chaque par-

(*) On peut d i re , d'après cela , que la division a pour but de chercher le 
plus grand multiple du diviseur contenu dans le dividende, 
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lie de ia différence, cette différence en sera nécessairement un 
multiple. 

Il suit de là que tout diviseur de deux nombres divise le reste 
de leur division. En effet, ce reste est la différence du divi
dende et du produit du diviseur par le quotient, c'est-à-dire la 
différence de deux multiples dû diviseur considéré. 

82. III. On ne change pas le reste d'une division en faisant 
varier le dividende d'un multiple du diviseur, ce qui revient à 
dire que, lorsque deux dividendes ne diffèrent que d'un mul
tiple d'un certain diviseur, divisés par ce diviseur, ils donnent 
des restes égaux. 

En effet, le reste d'une division représentant l'excès du divi
dende sur le plus grand multiple du diviseur qui y est contenu, 
ne dépend en rien de ce plus grand multiple qu'on peut aug
menter ou diminuer à volonté sans influer sur le reste . 

83. IV. Réciproquement, si deux nombres divisés par un 
troisième donnent des restes égaux, leur différence est un 
multiple de ce troisième nombre. 

Soit 38 et 2.3, divisés par 5. On aura 

38 = 5 x 7 + 3 et 23 = 5 x 4 + 3. 

Il en résultera évidemment 

3 8 — • 2 3 = 5 x ; — 5 x 4 = im mult. de 5. 

84. V. Si l'on divise un produit de deux facteurs par un 
certain nombre, on obtient un certain reste; si l'on divise cha
cun de ces facteurs par le même nombre, si l'on multiplie 
entre eux les deux restes obtenus et si l'on divise encore leur 
produit par le même nombre, on trouve le reste déjà fourni par 
le produit des deux facteurs. 

On énonce plus rapidement, mais moins clairement ce théo
rème, en disant : Le reste d'un produit est égal au reste du 
produit des restes des deux facteurs, le diviseur employé res
tant le même. 

Soit 43 X a i . Prenons 9 pour diviseur. On aura 

43 = 9 X 4 + 7 e ' 21 = 9 X 2 + 3, 
d'où 

4 3 X 2 i = f g x 4 + 7) [ î ) X 3 + 3 ] , 

c'est-à-dire (63) 

43 X2i = 9 x 4 x 9 x 2 + 7x9x2+9x4x3-4 -7x3 
= un mult. de 9 + 7 X 3. 

Par suite, 
43 x 21 — 5 x 3 = un mult. de 9. 

3. 
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Puisque les deux produits 43 x 21 et 7 X 3 diffèrent exac
tement d'un multiple de g, on en conclut (82) que , divisés par 
le diviseur 9, ils donneront des restes égaux. 

C'est sur ce théorème, qu'on peut facilement généraliser et 
étendre à un nombre quelconque de facteurs, que repose la 
preuve de la multiplication au moyen des caractères de divi
sibilité. 

Caractères de divisibilité par 2, 5, 3, 9, 11. 

85. I. Pour qu'un nombre soit divisible par 2" ou 5", il faut 
et il suffit que le nombre formé par ses n derniers chiffres à 
droite soit divisible par 2" ou 5". 

En effet, tout nombre peut se décomposer en ses unités du 
( « H - I ) ' ' ° " ! o rdre , plus le nombre formé par ses n derniers 
chiffres à droite. Les unités du (n-\-i)''"'e ordre sont sui
vies de n zéros, c'est-à-dire qu'elles sont toujours un mul
tiple de 10" ou de 2" x 5", puisque 10 = 2 x 5. Il en résulte 
que la première partie du nombre donné sera toujours divi
sible par 2" ou 5", et que le reste de sa division par?," ou 5" ne 
pourra provenir que du nombre formé par ses n derniers 
chiffres à droite (82). 

En particulier, supposons d'abord n = 1. Nous en déduirons 
la règle suivante : Pour qu'un nombre soit divisible par 2 ou 
par 5, il faut que son dernier chiffre à droite, c'est-à-dire le 
chiffre de ses unités, soit divisible par 2 ou par 5. 

Quand un nombre est divisible par 2, on dit qu'il est pair : il 
est impair dans le cas contraire. Donc un nombre est divisible 
par 2, quand le chiffre de ses unités est pair ; il est divisible 
par 5, quand le chiffre de ses unités est o ou S. 

Supposons encore n = i. Nous en déduirons cette seconde 
règle : Pour qu'un nombre soit divisible par 2- ou par 52 , 
c'est-à-dire par 4 ou par i5, il faut que le nombre formé 
par ses deux derniers chiffres à droite soit divisible par 4 ou 
par 25. 

8G. II . Pour qu'un nombre soit divisible par g ou par 3, // 
faut et il suffit que la somme de ses chiffres soit divisible par 9 
ou par 3. 

Nous partagerons la démonstration en trois parties. 
i°. L'unité, suivie d'un nombre quelconque de zéros, est un 

multiple de 9 ou de 3, plus 1. 
En effet, un nombre formé seulement de 9 est un multiple 

de 9 ou de 3 , car, divisé par g ou par 3 , il donne au quotient 
autant de 1 ou de 3 qu'il renferme de g ' 5 2 ' . De plus, si l'on 
ajoute 1 à ce nombre , on obtient l'unité suivie d'autant de 
zéros qu il contient de 9. 
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-•". L n chiffre si^iujiciiii;/', autre que l'unité, suivi d'un 
nombre quelconque de zéros, est un multiple de g ou de 3, 
plus ce chiffre. 

On a, par e \empîe , 

5ooo = 1000 x 5, 
d'où 

5ooo = ; un mult. de 9 ou de 3 -+-1' >< 5 
= un mult. de 9 ou de 3 -1- 5. 

3°. Soit maintenant un nombre quelconque 8>643. On peut 
le décomposer en ses unités des différents ordres et poser 

8a(>43 = 80000 -1- aooo -|- Goo -+- 4° -+- 3. 

On pourra écrire alors, d'après ce qui précède, les égalités 
suivantes : 

80000 = un mult. de g ou de 3 -+- 8 
A>oo = un mult. de 9 ou de 3 -f- a 

600 = un mult. de g ou de 3 - H 6 

)0 = un mult. de g ou de 3 + 4 
3 = 3 

Si on les ajoute membre à membre on trouvera 

82643 = un mult. de g ou de 3 -i- (8 + 2 -+- 6 4- 4 -+- 31. 

Le reste de la division de ce nombre par 9 ou par 3 ne 
pourra donc p rcnen i rque de la somme de ses chiffres: le 
théorème est, par suite, établi. 

Dans la pratique, on fait la somme des chiffres en suppri
mant g successivement, et l'on d i t : 8 et a, 10; 1 et 6, 7; 
7 et 4, 11; a et 3, 5. 5 est le reste de la division du nombre 
considéré par g. Si i'on essaye le diviseur 3, on fait la somme 
des chiffres, et on la divise direeiemeut par 3. On di t : 8 et 
a, 10; loe lé j , 16; 16 et 4> 2 ° et 3, :>,3. a.3 divisé par 3 donne 2 
pour reste, a est le reste de la division du nombre considéré 
par 3. 

87. III. Pour qu'un nombre soit divisible par 11, il faut et 
il suffit que l'excès de la somme de ses chiffres de rang impair 
à partir de la droite, sur la somme de ses chiffres de rang 
pair, soit divisible par 11. 

Nous partagerons la démonstration en trois parties. 
i°. L'unité suivie d'un nombre impair de zéros est un mul

tiple de 11 moins 1, et l'unité suivie d'uti no*mbie pair de zéros 
est un multiple de 1 1 plus 1 

On a 
I O — I I - I . 
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Il en résulte 

ioo = io X 10 = (i i — I ) X I O = un muit. de n — 10 

ou 
ioo = un mult. de 11 — [ n — i., 

ce qui peut s'écrire (62): 

i oo = un mult. de i i — 11 -+- i 
ou 

IOO = un mult. de n + i. 

De m ê m e , iooo = ioo x i o = (un m u l t . d e H + I ) X I O ou 
iooo = un mult. d e n + i o = u n mult. de 11 -t- 11 — i, c'est-
à-dire 

iooo = un mult- de I I — i. 

Soit encore IOOOO = iooo x io , on aura * 

IOOOO = (un mult. de 11 — i) X i o = un mult. de n — io 

= un mult. de 11 — 11 + i, 

c'est-à-dire 
IOOOO = un mult. d e n + i. 

En continuant toujours de la même manière , on démontre ht 
première partie du théorème. 

2°. Un chiffre significatif, autre que l'unité, suivi d'un 
nombre impair de zéros, est un multiple de I I moins ce 
chiffre ; et un chiffre significatif, autre que l'unité, suivi d'un 
nombre pair de zéros, est un multiple de 11, plus ce chiffre. 

Soit 5OOOOO. On aura 

5OOOOO = iooooo X 5 = (un mult. de 11 — î) X 5, 

c'est-à-dire 
5ooooo = un mult- de i i — 5. 

Soit 8000000. On aura 

8000000 = 1000000 x 8 = (un mult. de 11 -1- 1 ; X 8, 

c'est-à-dire 
8000000 — un mult. de 11 + S. 

3°. Soit maintenant le nombre 48756g. On pourra le décom
poser en ses unités des différents ordres et poser 

4S75(iq = îonono -4- Poono -4- 7000 -4- 5oo -f- 60 -+- q, 

f~*n pour ra nlc-r* c r i r p ; d npn ' s rp qui p r ^ ^ d ^ . Ic= ^ a l i t c ; 

mult.de


ARITHMÉTIQUE. 3 Q 

suivantes ; 
i'juoooo = uii mult. de 11 — ,'j. 

80000 = un mult. de 11 -f-8 
7000 = un mult. de 11 — -

5oo = un mult. de 11 + 5 
bo = un mult. de 11 •— 6 

9 = 9 

Si on les ajoute membre à membre, on trouvera 

487069 = un mult. de 11 — 4 + 8 — 7 -+-5—6 + 9 
ou 

487569 = un mult. de 11 + ( 9 + 5-+-8) — (6-1-7 + 4 ) ; 

ce qui démontre le théorème. 
Le reste de la division du nombre proposé par 11 ne peut 

provenir que de l'excès de la somme 9 + 5 + 8 sur la somme 
6 + 7 + 4 ; il est donc, dans l 'exemple considéré, égal à 5. 

77 peut arriver que la somme des chiffres de rang pair l'em
porte sur la somme des chiffres de rang impair. Dans ce cas, 
on augmente la somme des chiffres de rang impair d'autant de 
fois 11 qu'il est nécessaire pour que la soustraction soit pos
sible. En effet, on peut toujours détacher ce nombre de fois 11 
du multiple de n qui forme la première partie du nombre 
donné. Soit 35291. On aura 

35agi = un mult. de 11 + 6 — 1 4 . 

Si l'on détache une fois n du multiple de 11, on aura 

35ag! = un mult. de 11 + 11 + 6 —14 
= un mult. de 1 1 + 17 — i4 = un mult. de n + 3. 

Preuves des quatre opérations, au moyen des caractères 
de divisibilité. 

88. Pour faire ces preuves, il vaut mieux employer un divi
seur tel que 9 , parce que tous les chiffres du résultat con
courent à la preuve (86), ce qui n'aurait pas lieu pour les divi
seurs qui sont des puissances de 2 ou de 5 (85). 

89. AUDITION ET SOUSTRACTION. — Soit à additionner les nom-
tuos 8457, '-'.392., 1547; ' e u r somme sera égale à 12396. On 
aura les égalités suivantes (85) : 

8457 = un mult. de 9 + 6, 
7.392 = un mult, de 9 + 7, 
s5^7 = un muit. de 9 -}- 8. 
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En comparant les trois premières égalités et la dernière, on 
\oit que la somme des restes partiels 6 + 7-1-8 ne doit dilï'é-
rer du reste 3 que d'un multiple de 9 ; ce qui a lieu en effet. 

Soit à soustraire les nombres 82.357 et ig853 : leur différence 
sera 62004. 11 faudra, d'après ce qu'on vient de dire pour l'ad
dition, que la somme des restes fournis par le plus polit 
nombre 19853 et la différence 6?5o4 ne diffère du reste donné 
par le plus grand nombre 82357 que d'un multiple de 9. Le 
reste de la division de 82357 par 9 est 7, celui de la division 
de 62004 est 8, comme celui de la division de ig853. La somme 
8 + 8 ou 16 diffère bien de 7 d'un multiple de 9. 

90. MULTIPLICATION.— La preuve de la multiplication par 9 
résulte immédiatement du théorème démontré au n" 8 i . 
Xous indiquerons donc seulement la marche à suivre sur 
un exemple. Soit 4832 à multiplier par 627. Le produit 
est 3029664. Le reste de la division de ce produit par 9 est 3. 
Les restes de la division du multiplicande et du multiplicateur 
par 9 sont 8 et 6. Le produit de ces deux restes est 48 , le 
reste de la division de ce produit par 9 est 3, comme on l'a 
déjà trouvé pour le produit 3o2g664 '• l'exactitude de la multi
plication est donc probable-

91 . DIVISION.— S'il s'agit de vérifier une division, on n'a qu'à 
appliquer ce qu'on vient de dire pour l'addition et la multi
plication, puisque le dividende doit être égal au produit du 
diviseur par le quotient , plus le reste. Soit à diviser 3o3i9gi 
par 4832 ; on trouvera pour quotient 627 et pour reste 2827. 
Le dividende divisé par g donnera pour reste 8. Le produit du 
diviseur par le quotient donnera, d'après ce qui précède, le 
même reste que le produit 8 x 6 des restes obtenus en divi
sant séparément par 9 le diviseur et le quotient : ce reste sera 
donc 3. Enfin, le reste 2327 de l 'opération, divisé par 9, don
nera pour reste 5. Il faut donc que la somme des deux der
niers restes 3 + 5 soit égale au premier reste trouvé 8 ou n'en 
diffère que d'un multiple de 9. 

92. Si l 'erreur commise dans une opération était juste égale 
a un multiple du diviseur employé, la marche indiquée ne 
pourrait la faire découvrir. 
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CHAPITRE II. 
TilEOKIE l ) t PLUS GRAND C.OMMILN DIV1SKI ïi. 

93. Deux nombres peuvent admettre un diviseur commun, 
ils peuvent en admettre plusieurs : le plus grand de tous ces 
diviseurs s'appelle leur plus grand commun diviseur. Ainsi 36 
et 24 ont pour diviseurs communs 2, 3, 4> 6 et 12 : 12 est leur 
plus grand commun diviseur. 

94. I. Le plus grand commun diviseur de deux nombres 
divisibles l'un par l'autre est le plus petit d'entre eux. 

Si 36 divise exactement 180, il est le plus grand commun 
diviseur de 36 et de 180; car le plus grand nombre quFpuisse 
diviser 36 est 36. 

On sera donc conduit , pour chercher le plus grand commun 
diviseur de deux nombres , à essayer leur division. Si la divi
sion réussit , la recherche du plus grand commun diviseur est 
terminée; s inon, on s'appuie pour la continuer sur le théo
rème suivant. 

95. II . Le plus grand commun diviseur de deux nombres 
est le même que celui du plus petit d'entre eux et du reste de 
leur division. 

Soit à chercher le plus grand commun diviseur des nombres 
672 et 276. J'effectue leur division, je trouve 2 pour quotient 
et 120 pour reste. Je remarque alors que tous les diviseurs 
communs à 673 et à 276 divisent 120, reste de leur division, 
c'est-à-dire sont diviseurs communs de 276 et de 120. 

Je remarque ensuite que 672 = 276 x 2-1-120 et q u e , p a r 
conséquent, tous les diviseurs communs à 276 et à 120, divi
sant 2 7 6 x 2 , divisent aussi la somme 276 X 2-+-120 ou 672, 
c'est-à-dire sont diviseurs communs de 672 et de 276. 

J'en conclus que les deux g roupes : 672 01276 d'une part , 
276 et 120 de l 'autre, admettant la même série de diviseurs 
communs , ont en particulier le même plus grand commun 
diviseur. 

96. Reprenons l'exemple proposé. On est conduit à diviser 
276 par 120 : on trouve 2 pour quotient et 36 pour reste. La 
recherche est ramenée a celle du plus grand commun diviseur 
des nombres 120 el 36. On di\i«o 120 par 36. ou trouve 3 pont 
quotient et 12 pour seste. Knfin, on cherche le plus grand 
commun diviseur îles nombre- 36 et 1 >. on trouve 3 pour quo 
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tient et c> pour reste : i 
seur deniauilé. 

672 
120 

ARli ' 

2 est 

2 

27G 

36 

s! doue le plus • ria 11 tl commun divi-

On remarquera que les quotients successifs doivent être 
écrits au-dessus des diviseurs correspondants. 

On voit {\u'il faut diviser le plus grand nombre par le plus 
petit, le plus petit par le reste trouvé, ce premier reste par le 
second, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on trouve un reste qui, 
divisant exactement le reste précédent, est le plus grand com
mun diviseur cherché. 

97. L'opération se terminera nécessairement; car, puisqu'il 
s'agit de nombres entiers et que tout reste doit être plus petit 
que le diviseur correspondant, les restes iront toujours en 
diminuant ; il faudra donc qu'on ariive au moins au reste 1 qui 
divise tous les nombres. 

Lorsque deux nombres ont pour plus grand commun divi
seur l 'unité, on dit qu'ils sont premiers entre eux. 

Si, dans la recherche du plus grand commun diviseur de 
deux nombres, on arrive à deux restes premiers entre eux, le 
plus grand commun diviseur des deux nombres proposés est 
aussi 1, puisque; ce plus grand commun diviseur est celui de 
deux restes consécutifs quelconques (96). 

98. Tout commua diviseur de deux nombres divise leur plus 
grand commun diviseur. 

En effet, tout commun diviseur de deux nombres divise le 
reste de leur division. 

Reportons-nous à l 'exemple proposé (90;, et prenons 4, par 
exemple , qui divise 672 et 276. 4 divisant 672 et 276, divi
sera 120; divisant 276 et 120, il divisera 36; divisant 120 et 36, 
il divisera 12 ; * . 

; "') Plus grand commun diviseur de plusieurs nombres. Soient les nombres G72, 
:>.-l'\, ao j ei roS. Cherchons le plus grand commun di. iseur de 10.] et de 108: 
nous trouverons i>. Je dis que le plus grand commun diviseur des quatre 
nombres ^ 7 : , 276 , :io'i et ïoS , est le même que celui des trois nombres 672. 
2-(t c- 1:?. F.n effet, tout commun diviseur des nombres eo.'j et 10S divise leur 
plus grand commun diviseur il , 'Je ' et, par sa i le , tout commun diviseur des 
quatre nombres preoose> e.P commun uhr-cur d e i : - . ' , -o 7 ' i et i •:. \\ éc ip.ro que-
ment, leui diviseur d„ 1 ; e-P oivi-eu; cuuitoun d• • nomPivs -3t- ; et 108 qui *onl 

l i a i ! 

ip.ro
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Théorèmes relatifs au plus grand commun diviseur. 

09. 1. En multipliant ou en divisant deux nombres pur un 
troisième nombre, on multiplie ou l'on divise leur plus grand 
commun diviseur par ce troisième nombre. 

En effet, en multipliant ou en divisant deux, nombres par 
un troisième nombre, on multiplie ou l'on divise le reste de 
leur division par ce troisième nombre. 

Reprenons l 'exemple du n° 96. En multipliant ou en divi
sant 672 et 276 par 3, par exemple , on multipliera ou l'on di
visera le reste 120 par 3. Le dividende 276 et le diviseur 120 
étant multipliés ou divisés par 3 , le reste 36 sera lui-même 
multiplié ou divisé par 3. Enfin, le dividende 120 et le divi
seur 36 étant multipliés ou divisés par 3 , le reste 12 sera lui-
même multiplié ou divisé par 3. Le dividende 36 et le divi
seur 12 donnaient o pour resie : i! en sera de même de ces 
deux nombres multipliés ou divisés par 3 , c'est-à-dire que 
le plus grand commun diviseur sera 12 multiplié ou divisé 
par 3. 

100. Ce qui précède permet de simplifier dans certains cas 
la recherche du plus grand commun diviseur de deux nom
bres. Si l'on demande , par exemple , le plus grand commun 
diviseur des nombres 368oo et 24000, ou pourra diviser ces 
deux nombres par 100 et chercher le plus grand commun di
viseur 16 des quotients 368 et 240. Pour avoir ensuite le plus 
grand commun diviseur des nombres proposés, il suffira de 
multiplier 16 par 100. 

101. II . Les quotients de deux nombres divisés par leur plus 
grand commun diviseur sont premiers entre eux. 

En effet, en divisant deux nombres par leur plus grand com
mun diviseur, on divise ce plus grand commun diviseur par 

seurs c o m m u n s o n t , en p a r t i c u l i e r , l e m ê m e p l u s o r a u d c o m m u n d i v i s e u r . On 
p o u r r a d o n c s imp l i f i e r la q u e s t i o n de p r o c h e eu p r o c h e , et e l l e s e r a r a m e n é e 
l i n a l e i n c n t à c h e r c h e r le p l u s e r a m l c o m m u n d i v i s e u r de d e u x n o m b r e s . A ins i , 
d a n s l ' e x e m p l e d o n n é , o n c h e r c h e r a le p l u s e r a n d c o m m u n d i v i s e u r d e s 
n o m b r e s 370 e t ! ? . , q u i s e r a t a ; e t e u t i u , le p l u s g r a n d c o m m u n d i v i s e u r d e s 
n o m b r e s 6 -e et l'i, q u i se ra o u c o . e >2 : i , ; s e r a le p l u s rp 'and c o m m u n d i v i 
s e u r dos n o m b r e s l i o n n e s . 

O n a i n t é r ê t à c o m m e n c e r le e a K u ! eu o p é r a n t su r les p l u s pe t i t s n o m b r e s , 
ca r il p o u r r a i t a r r h e r q u e h; p l u s -paui t c o m m u n ù n i s r u r l'ut eea! ait p l u s peti t 
des n o m b r e ^ d o n n e s , bu p r e n a n t ' a i t , p ; \ ; . : rj t i. •. i. ou d b u i a u . ra :a net d e m e h i 
ie n o m b r e d e - d i \ iMou> a olt'ei i tic.1 

il est Ç\ u b u n q u e toiii r. m m " a o ,-, . r :; ' ••]:<•- • :; r- 1.. -o c , . o M 1 -i icut | Le-
r 'siiii r n m m eu d r a s e u r 
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lui-même ( % } , de soi le que le plus grand commun dUiseui 
des deux quotients obtenus est l 'unité. 

La réciproque de ce théorème est évidente M . 

102. En Arithmétique, l'ulilité de la théorie que nous ve
nons d'exposer est bornée à la recherche des quotients de 
deux nombres par leur plus grand commun diviseur. 11 est 
donc utile d'indiquer une règle pour trouver rapidement ces 
quotients, au moyen de l'opération même qui fournit le plus 
grand commun diviseur. 

Reprenons encore l 'exemple du n° 96. 12 se contient lui-
même 1 fois : j 'écris 1 au-dessous de 12. 36 contient 3 fois 12, 
j 'écris 3 au-dessous de 36. 120 contient 3 fois 36 + 12, c'est-à-
dire un nombre de fois 12 représenté par 3 x 3 + 1 ou 10 : 
j 'écris 10 au-dessous de 120. On voit qu'il faut, pour obtenir 
ce résultat, multiplier le résultat précédent 3 par le quotient 
qui est placé au-dessus, et ajouter à ce produit le nombre 1 
placé à droite de 3. 276 contient 2 fois 120 plus 36, c'est-à-
dire un nombre de fois 12 représenté par 1 0 X 2 + 3 ou 23 : 
j 'écr is 23 au-dessous de 276. Ce résultat s'obtient encore en 
multipliant le précédent par le quotient 2 placé au-dessus, et 
en ajoutant au produit le résultat anié-précédent. Enfin, 
672 contient 2 fois 276 plus 120, c'est-à-dire un nombre de 
fois 12 représenté par ?3 x 2 + 10 ou 56 : j 'écris 56 au-dessous 
de 672. Les quotients cherchés sont 56 et 23. 

3 3 

276 

36 

120 j 36 

12 | 0 

12 

56 2.3 10 3 1 

Ou voit sans peine la règle à suivre. Jprès avoir écrit 1 sous 
le plus grand commun diviseur, et le quotient qui lui corres
pond, à gmic'ie de 1, il faut multiplier successivement le der-

{*) Dans l'énonce d'un théorème, il \ a toujours une hypothèse et une con
clusion; la démonstration a pour but de passer de l 'hypothèse à la conclusion, 
a l'aide d'une série de déductions évidentes. Z.e théorème réciproque s'obtient 
en prenant la conclusion du théorème direct pour hypothèse, et l'hypothèse de 
ce théorème pour conclusion. Dans le cas considère, l 'hypothèse du théorème 
direct est que l'on divise deux nombres par leur plus grand commun diviseur, 
la conclusion est que les quotients obtenus sont premiers entre eux. Le théo
rème réciproque s'énoncera en disant : Si l'on divise deux nombres par un troi
sième nombre et que les quotients obtenus soient premiers entre eux, le troi
sième nombre est le plus grand commun diviseur des deux prcmi.ers. Les 
réciproques ne sont pas toutes vraies, parce que l'hypothèse el la conclusion 
n'ont pas ton jours le même deipé de généralité : n<ois en verrons des exemple-
PU Oeometrie 
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nier résultat obtenu par le quotient qui est au-dessus et ajouter 
au produit l'avant dernier résultat. On trouve ainsi la série des 
quotients des restes consécutifs et des deux nombres proposés 
par leur plus grand commun diviseur. 

CHAPITRE III. 
THÉORIE DES NOMBRES PREMIERS, 

103. Un nombre est premier, lorsqu'il n'a pas d'autres divi
seurs que lui-même et l 'unité. 

Lorsqu'un nombre premier ne divise pas un autre nombre, 
il est premier avec lui ; car il ne peut plus avoir avec lui que 
l'unité pour diviseur commun. 

5, 11, 23 sont des nombres premiers. 

104. Tout nombre qui n'est pas premier admet un diviseur 
premier. 

En effet, le nombre proposé n'étant pas premier, admet un 
diviseur. Ce diviseur, à son tour, s'il n'est pas premier, admet 
lui-même un diviseur dont le nombre proposé est nécessaire
ment un multiple. Ce second diviseur, ou bien est premier, 
ou bien admet lui-même un diviseur qui divise le nombre 
proposé. En continuant toujours le même raisonnement, 
comme les diviseurs considérés sont entiers et vont toujours 
en diminuant, on finira par arriver au moins à l'unité comme 
dernier diviseur; ce qui prouvera que l'avant-dernier diviseur 
est un nombre premier. 

Il en résulte que : Deux nombres qui ne sont pas premiers 
entre eux, admettent un diviseur premier commun. 

En effet, ces nombres ont un plus grand commun diviseur 
qui, s'il n'est pas premier, admet lui-même un diviseur pre
mier. 

105. Formation d'une table de nombres premiers (*). 
Pour former une table des nombres premiers, depuis i jus-

(*) La suite des nomhres premiers est illimitée. Soit en effet un nombre p r e 
mier quelconque/) : je vais démontrer qu'il existe un nombre premier supé
rieur à p. Formons le produit des nombres premiers jusqu ' à /? : ce produit 
sera i X 3 X 3 x 5 X " X n . . . x / ) . Ajoutons i à ce produit , nous formerons le 
nombre i X î X Î X J X j X n X . . X p + i. Ce nombre , supérieur à p, 
est premier ou admet un diviseur premier ; e t , dans ce dernier cas, ce 
diviseur premier doit être supérieur à p, car il no peut se trouver dans la 
suite i X 2 X 3 x S X 7 >' t i X . . . X /', sans quoi il diviserait la première par
tie du nombre considéré >ans divUc-r la secon le 
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qu'a une limite donnée, ou éciit tous Ici nombres depuis ; 
jusqu'à cette limite : 

i :>- 3 | j G 7 S i; i n i i i 2 i 3 14 i~> 1 (> 

17 18 19 2 0 21 2 2 9.3 2.f 2 J 2(i 2 - 2.1S 2C) 3 o 3 l 32 

33 34 35 3(> 37 38 3<) .fo .fi 42 43 44 45 .jf> !\'t j8 
']<j 5o 51 52 53 54 5~> 5;> 57 

On 6«/TI° alors les nombres de cette suite de 2 en 2, à partir 
de 2, comme multiples de 2 : on conserve 1 et 2, qui sont 
évidemment des nombres premiers. 

Le premier nombre non barré après 2 étant 3, 3 est un nom
bre premier, puisqu'il n'est pas divisible par les nombres plus 
petits que lui, sauf l'unité. 

On barre les nombres de la suite de 3 en 3, à partir de 3, 
comme multiples de 3. Le premier nombre non barré après 3 
étant 5, 5 est un nombre premier. 

On barre les nombres de la suite de 5 en 5, à partir de 5, 
comme multiples de 5. Le premier nombre non barré après 5 
étant 7, 7 est un nombre premier. 

On barre les nombres de la suite de 7 en 7, à partir de 7, 
comme multiples de 7. Le premier nombre non barré après 7 
étant 11, 11 est un nombre premier. 

On continuera en suivant toujours la même marche. 
Il faut remarquer qu'on doit s'arrêter dès qu'on est parvenu 

à un nombre premier dont le carré surpasse la limite de la table, 
tous les nombres conservés dans la table étant alors nécessai
rement premiers. 

Supposons, par exemple, que la limite de la table soit 2.60, 
et qu'on soit arrivé au nombre premier 17 dont le carré est 289, 
je dis que tous les nombres non barrés sont des nombres pre
miers. En effet, si un seul de ces nombres n'était pas premier, 
il admettrait un diviseur premier plus grand que i 3 , puisque 
tous les multiples de i3 ont dû être barrés. Supposons que ce 
diviseur premier soit 17 ou plus grand nue 17. Puisque le 
nombre dont il s'agit est compris dans la table, il est inférieur 
à 281) et contient par suite 17 eu un diviseur plus grand que 
17 moins de 17 fois; donc, ou le quotient de sa division par 
ce diviseur est un nombre premier inférieur à 17, ou ce quo
tient admet lui-même un diviseur premier plus petit que 17. 
Le nombre considéré étant nécessairement multiple de ce der
nier dh iseur , a donc déjà été effacé; et tous les nombres non 
barrés sont bien des nombres premiers. 

106. Ce que nous venons de dire prouve évidemment 
qn'f/Ti nombre est premier, lorsqu'il n'est divisible par aucun 
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(les nombres premiers dont les carrés sont plus petits que lui; 
car il ne peut dès lors être divisible par aucun des nombres 
premiers dont les carrés le surpassent (10'*). 

Théorèmes sur les nombres premiers. 

107. I. Lorsqu'un nombre quelconque divise un produit de 
deux facteurs et qu'il est premier avec l'un de ces facteurs, 
il divise nécessairement l'autre. 

Soit le produit 100 x 36 qui est divisible par 9 ; 9 étant pre
mier avec 100 divisera 36. En effet, 100 et y étant premiers 
entre eux ont pour plus grand commun diviseur l 'unité. Mul
tiplions 100 et g par 36, nous multiplierons leur plus grand 
commun diviseur par 36 (99), de sorte que le plus grand com
mun diviseur des nombres 100 x 36 et 9 X 36 sera 1 x 36 
ou 36. Tout nombre qui en divise deux autres, divise leur plus 
grand commun diviseur (98); 9 divisant 100 x 36 par hypo
thèse, et 9 x 36 parce qu'il est un facteur de ce produit (69), 
divisera donc 36. 

Il faut remarquer que le théorème n'aurait plus de sens, si 
le diviseur considéré n'était pas premier avec l'un des facteurs 
du produit, c'est-à-dire qu 'un nombre quelconque peut diviser-
un produit de deux facteurs sans diviser l'un d'eux. Ainsi 
22 x iS est divisible par 10, et 10 ne divise ni 22 ni i 5 . Mais 
les facteurs 2 et 5 qui composent 10 se retrouvant, l'un dans 22, 
l'autre dans i 5 , 10 n'est premier avec aucun des facteurs du 
produit proposé. 

108. II . Lorsqu'un nombre premier divise un produit de 
plusieurs facteurs, il divise au moins l'un d'eux. 

Soit le produit 3g X 4 2 X 20 qui est divisible par le nombre 
premier i 3 , i3 devra diviser l 'un des facteurs du produit. En 
effet, on peut considérer ce produit comme composé des deux 
facteurs (3g X 4 2 ) d'une part, 2.5 de l 'autre. Si i3 divise 2,5, 
le théorème est démontré ; sinon, i3 étant premier, sera pre
mier avec 25 (103) : divisant le produit (3g X 42) X a5 et étant 
premier avec 2.5, il devra diviser le facteur (3g x 4 3 ) [107], 
Mais (3g x 4 2 ) P e u t être regardé comme le produit des deux 
facteurs 3g et 4 2 - Si i3 divise 42> le théorème est démont ré ; 
sinon i3 sera premier avec 4 2 , et, divisant le produit 3g x 42> 
il devra diviser 3g ; ce qui a lieu en effet. 

On peut déduire de ce théorème les deux conséquences 
suivantes : 

i° Lorsqu'un nombre premier divise une puissance, il divise 
le nombre élevé à la puissance. Si 7 divise 35', il divise 35. En 
effet, 7, nombre premier divisant le produit de 3 facteurs égaux 
a 35, devra diviser l'un d'eux, c'esl-à-dire 35. 
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2°. Lorsque deux nombres sont premiers entre eux, leurs, 
puissances quelconques sont premières entre elles. Soient les 
nombres 22 et i 5qu i sont premiers entre eux , les puissances 
y.?.~ et i52 seront aussi premières entre elles. En effet, s'il n'en 
était pas ainsi, ?.23 et i53 admettraient un diviseur premier 
commun (lOi) qui diviserait dès lors, à la fois 22 et i 5 . 

109. III . Tout nombre premier avec les facteurs d'un pro
duit est premier avec ce produit ; réciproquement, tout nom
bre premier avec un produit, est premier avec les facteurs de 
ce produit. 

Soit un produit P = ABC. Si N est premier avec les facteurs 
À, B, C, il sera premier avec leur produit P ; car s'il admettait 
avec lui un diviseur premier commun, ce diviseur devrait divi
ser au moins l'un des facteurs A, B, C (108), qui dès lors ne 
seraient plus tous premiers avec N. 

Réciproquement , si N est premier avec le produit P, il le 
sera avec tous les facteurs A, B, C; car s'il admettait avec A, 
par exemple, un diviseur premier commun, ce diviseur divise
rait P qui est un multiple de A; P ne serait donc plus premier 
avec Is. 

110. IV. Lorsqu'un nombre est divisible séparément par 
plusieurs nombres premiers entre eux deux à deux, il est divi
sible par leur produit. 

Soit le nombre N, divisible séparément par les nombres a. 
b, c, premiers entre eux deux à deux. Si l'on effectue la divi
sion de N par a, on trouve un quotient exact q, et l'on peut po
ser N = aq. N est divisible par b, le produit aq doit donc 
l 'ê t re; mais b est premier avec a, il devra donc diviser q. Si 
l'on effectue la division de q p a r é , on trouve un quotieni 
exact q' et l'on peut poser q = bq', c'est-à-dire N = abq'. N est 
divisible par c, le produit abq' doit donc l ' ê t re ; mais c étant 
premier avec a et avec b, le sera avec leur produit ab (109 i ; 
c divisant le produit abq' ou ab x q' et étant premier avec le 
facteur ab, devra diviser g'. Si l'on effectue la division de q' 
par c, on trouve un quotieni exact q", et l'on peut poser 
q' = cq", c'est-à-dire N = abcq". N esî donc un multiple du 
produit abc. 

111. Le théorème qui précède permet de combiner entre 
eux les caractères de divisibilité déjà obtenus. Supposons qu'on 
cherche quelles conditions cioit remplir un nombre divisible 
par 66. On remarquera que 66 = 2 x 3 X 11. Les nombres 2, 
3 et 11 étant premiers entre eux, tout nombre divisible séparé
ment par ces trois nombres sera divisible par 66. Donc, pour 
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qu'un nombre soit divisible par 66 , il faut et il suffit qu'il réu
nisse les caractères de divisibilité par 2, 3 et 11. 

Décomposition d'un nombre en facteurs premiers. 

112. I. Tout nombre qui n'est pas premier, est un produit 
de nombres premiers. 

En effet, soit le nombre N qu'on suppose n'être pas premier : 
il admettra un diviseur premier a (lOi). Désignons par N' le 
quotient de N par a : on aura N = «N' . Si N' est premier, le 
théorème est démontré ; sinon , N' admettra un diviseur p re 
mier b. Désignons par N" le quotient de N' par b : on aura 
N' = è V , c'est-à-dire N = « 6 X " . On répétera pour N" ce qu'on 
vient de dire pour X'. Si l'on remarque alors que la suite des 
quotients N', N", etc. , va toujours en diminuant, on voit qu'on 
finira par arriver à un quotient au moins égal à 1, auquel cas le 
quotient précédent sera un nombre premier puisqu'il ne sera 
divisible que par lui-même. 

On en conclut que tout nombre non premier est un produit 
de nombres premiers. 

Remarquons que ces nombres premiers peuvent se trouver 
répétés dans le produit considéré un nombre quelconque de 
fois. 

Si un nombre contient 3 fois le facteur 2, 2 fois le facteur 3, 
une fois le facteur 5, comme 36o, on écrira : 36o = a3 X 32 x 5, 
en se servant de la notation des exposants. 

Quand on cherche les nombres premiers dont le produit 
constitue un nombre donné , on dit qu'on veut décomposer ce 
nombre en ses facteurs premiers. 

Avant d'indiquer la marche à suivre pour arriver à cette dé
composition dans un cas quelconque, il est nécessaire de 
prouver qu'elle n'est possible que d'une seule manière; en 
d'autres termes, il faut démontrer qu'un nom'breni'admet qu'un 
seul système de facteurs premiers. 

113. I I . In nombre quelconque n'est décomposable que 
d'une seule manière en facteurs premiers. 

Supposons que le nombre N soit égal à la fois aux deux sys
tèmes de facteurs premiers abcd et a'b'c'd'. Nous allons prou
ver que ces deux systèmes sont forcément identiques. En 
effet, on aura 

abcd = a'b'c'd'. 

a divisant le premier membre, devra diviser le second; mais a 
étant un nombre premier devra diviser au moins l'un des fac
teurs du produit a'b'c'd', et comme tous ces facteurs sont p re 
miers, ii ne pourra diviser l'un d'eux que si ce dernier lui est 
égal (108). 
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Supposons ft = u'. On pourra diviser le premier membre de 
l'égalité considérée para et le second par a' : il restera 

bcd = b'c'd'. 

On pourra répéter pour b ce qu'on vient de dire pour a, et 
l'on prouvera qu'on a, par exemple, /> = b'. En continuant le 
même raisonnement, on démontrera que tous les facteurs du 
premier système se retrouvent parmi ceux du second, et réci
proquement. 

Remarquons que le raisonnement indiqué n'exclut' pas le 
cas où quelques-uns des facteurs du premier système sont 
égaux entre eux ; mais alors ils se répètent en même nombre 
dans l'autre système. 

Les deux systèmes considérés sont donc identiques, non-
seulement quant aux facteurs qui les composent, mais encore 
quant aux exposants de ces facteurs. 

l l i . III . Décomposition d'un nombre en ses facteurs pre
miers. Ceci posé, prenons pour exemple le nombre 542.52. 

Nous commencerons par essayer la division de ce nombre 
par le plus petit nombre premier après i , c'est-à-dire par 2. 
Elle réussira, puisque le nombre proposé est pair. On obtient 
pour quotient 27 126, et l'on a 

54?52 = 2 X 2 7 1 2 6 . 

Les facteurs premiers de 542.52 sont donc 2 et les facteurs pre
miers de 27126. Essayons de nou\eau la division de 27126 
par 2. On trouve pour quotient i35(>3, et l'on a 

27126 = 2 x 13563, 
c'est-à-dire 

54252 = 2 x 2 X 1 3 5 6 3 . 

La question est donc ramenée à chercher les facteurs premiers 
de i3563. La division par 2 ne pouvant réussir, il faut essayer 
la division par le nombre premier suivant, c'est-à-dire par 3 : 
elle réussira, puisque la somme des chiffres de i3563 est di
visible par 3. On trouve pour quotient 4521, et l'on a 

13563 = 3 x 4 5 a i , 
c'est-à-dire 

54252 = 2 x 2 x 3 x 4 ^ 2 1 • 

La question est ramenée à chercher les facteurs premiers de 
452i . Lorsqu'on a cessé d'employer un diviseur, on n'a plus 
besoin d'y revenir. Ainsi 4521 ne saurait être divisible par 2, 
puisque, sans cela, son multiple i3563 l'aurait été. 45? 1 est en
core divisible par 3, et l'on trouve pour-quotient 1507. On a 
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donc 
45-2 1 = 3 X iSo'j , 

c'est-à-dire 
54253 = 2 . X a x 3 x 3 x 1507. 

La question est ramenée à chercher les facteurs premiers 
de 1507. i5o7 n'est plus divisible par 3, ni pa r5 puisqu'il est 
terminé par un 7, ni par 7. Il faut essayer la division par n : 
elle réussira, puisque l'excès de la somme des chiffres de rang 
impair sur la somme des chiffres de rang pair est égal a n . On 
trouve pour quotient 137, et l'on a 

1507 = 11 x 137, 
c'est-à-dire 

54253 = 2 x s x 3 x 3 x 11X137. 

La question est ramenée à chercher les facteurs premiers 
de 137. 137 n'étajit plus divisible par n , il n'est pas nécessaire 
d'essayer la division par i 3 . Le carré de i3 ou 169 étant supé
rieur à 137, on peut affirmer que 137 est un nombre premier. 
En effet, 137 n'étant divisible par aucun des nombres premiers 
dont les carrés sont plus petits que 137, ne sera divisible 
par aucun des nombres premiers dont les carrés sont plus 
grands (106). 

La décomposition se trouve donc terminée et l'on a 

54?.52 = 2 X 2 X 3 x 3 x i 1X137 ou 54253 = 2 2 x 3 2 X i 1X137. 

Voici comment on indique habituellement le calcul : 

54252 
27126 

i3563 
452. 
1507 

.37 

1 

2. 

3 
3 
11 

!3 

115. Lorsqu'un nombre est le produit de nombres connus, 
on abrège l'opération en cherchant les facteurs premiers de ces 
nombres et en les réunissant ensuite. Ainsi, si l'on a le nom
bre 26800, on cherche séparément les facteurs premiers de 
268 et de 100. On a" 

a68 = 2 2 x 6 7 et ioo = 2 2 x 5 \ 
par suite 

26800 = 2 i x 5 ! X 67. 

116. IY. Lorsqu'un nombre est une puissance exacte, les 
exposants de ses facteurs premiers sont divisibles par le degré 
de la puissance. 

4-
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Si l'on a N = N ' \ et si ÏN' = 2 2 x 3 x 7, on a 

N = J 2 ' x 3 x 5 J : , 
c'est-à-dire 

\ = 2 » X 3 ! X ; 1 . (76) 

La réciproque est évidente. Si l'on a 

N = 2'X2 X 32 x 7% 
on a aussi 

N = ( 2 ' X 3 X 7 ) 2 . 

EXEB.CÏCES. 

I. Démontrer que tout nombre premier est de la forme 6,r ± 1. 

II. Démontrer qu'il n'existe aucun nombre qui, divisé par 18, donne 
6 pour reste, et qui, divisé par 14, donne 5 pour reste. 

CHAPITRE IV. 
APPLICATIONS DE LA THÉORIE DES NOMBRES PREMIERS 

Recherche des diviseurs d'un nombre. 

117. I. Pour que deux nombres soient divisibles l'un par 
l'autre, il faut et il suffit que tous les facteurs premiers du 
diviseur se retrouvent parmi ceux du dividende, au moins 
avec leurs exposants. 

En effet, lorsque îa division est possible, celte condition se 
trouve remplie, puisque le dividende est égal au produit du 
diviseur par le quotient. Et lorsque cette condition se trouve 
remplie, la division est possible, puisque les facteurs qui 
restent lorsqu'on a supprimé dans le dividende ceux du divi
seur, forment précisément le quotient. 

D'après cela, puisque les diviseurs d'un nombre ne peuvent 
contenir d'autres facteurs premiers que ceux de ce nombre, 
pour les avoir tous , il suffit de décomposer le nombre pro
posé en ses facteurs premiers et de les combiner entre eux 
de toutes les manières possibles. La seule précaution à prendre 
sera de suivre une marche telle, qu'on ne puisse oublier au
cune de ces combinaisons. 

118. II . Calcul des diviseurs d'un nombre. 
Soit le nombre 36o qui est égal à 23 X 32 X 5. 
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Dans une première colonne verticale, j'écrirai i qui divise 
tous les nombres, et ensuite les diverses puissances du fac

teur 2, c'est-à-dire les diviseurs qui con
tiennent seulement ce facteur. Je formerai 
une seconde colonne verticale en multi
pliant les nombres de la première colonne 
par les diverses puissances du facteur 3. En 
multipliant i par ces puissances, j'aurai les 
diviseurs qui contiennent seulement le fac
teur 3; en multipliant les diverses puis
sances de i par les diverses puissances de 3, 
j'aurai les diviseurs qui contiennent à la 
fois les facteurs 2 et 3. Je formerai une 
troisième colonne en multipliant les nom
bres contenus dans les deux premières, par 
les diverses puissances du facteur suivant, 

puissances qui se réduisent ici à la première du facteur 5. En 
multipliant 1 par ces puissances, j'aurai les diviseurs qui con
tiennent seulement le troisième facteur premier. En multi
pliant les puissances de 2 par 5, j'aurai les diviseurs qui con
tiennent à la fois les facteurs 2 et 5. En multipliant la seconde 
colonne par 5, j'aurai d'abord les diviseurs qui contiennent les 
facteurs 3 et 5, et ensuite les diviseurs qui contiennent à la 
fois les facteurs 2, 3 et 5. Aucune combinaison n'aura donc été 
oubliée. 

119. III. Nombre des diviseurs d'un nombre. 
Il est facile de déduire de l'ordre adopté le nombre des di

viseurs qu'on doit obtenir. 
La première colonne renferme un nombre de diviseurs mar

qué par l'exposant du facteur premier 2, plus l'unité, c'est-à-
dire (3-t-i) diviseurs. 

La seconde colonne, obtenue en multipliant la première par 
les diverses puissances de 3, en contiendra 2 fois autant, 
puisque le facteur 3 est affecté de l'exposant 1, c'est-à-dire 
( 3 x i ) x a . 

Les deux premières colonnes réunies renfermeront donc 
[ (3 - | - i ) - f - (3+ i )X2] diviseurs, c'est-à-dire (3 + 0 X (2-j-r':. 

La troisième colonne, obtenue en multipliant les deux pre
mières par les diverses puissances du troisième facteur, en 
contiendra une fois, deux fois, trois fois autant que ces deux 
colonnes, suivant que l'exposant du troisième facteur consi
déré sera 1, 2 ou 3. Dans l'exemple choisi, la troisième co
lonne renfermera donc 3 -+-1) X (2 -+- r diviseurs. 

Les trois colonnes réunies renfermeront donc un nombre de 
diviseurs représenté par ( 3 -+-1) x (2 -+-1. ) + ( 3 + 1 ) x ( 2 + 11, 

r 
2 

4 
a 

3 
9 
6 
1 2 

24 
18 

36 
72 

10 

2 0 

40 
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c'est-à-dire que le nombre total des diviseurs devra être égal 
à (3-t- i) X ( a + i ) x ( i -f- i ) . 

La loi est évidente. Pour avoir le nombre des diviseurs d'un 
nombre, il faut ajouter i aux exposants de ses différents 
facteurs premiers, et multiplier entre eux les résultats obtenus. 
Le nombre 36o doit avoir 24 diviseurs. 

REMARQUE. — Pour avoir les diviseurs communs à plusieurs 
nombres, il suffit de chercher les diviseurs de leur plus grand 
commun diviseur (98, note! . 

Composition du plus grand commun diviseur et du plus petit 
commun multiple de plusieurs nombres. 

120. I. Le plus grand commun diviseur de plusieurs nom
bres est le produit des facteurs premiers communs à ces nom
bres, pris avec leur plus faible exposant (*). 

Soient les nombres : 

N = 2 J x 3 ! x 5 , 
N' = 2 ! x 3 X 7 , 
N" = a3 X 33 X: 52 X 11. 

Je dis que leur plus grand commun diviseur sera formé des 
facteurs premiers 2 et 3, pris avec les exposants 2 et 1. En effet, 
tout diviseur commun aux nombres proposés ne peut contenir 
que des facteurs premiers communs à ces nombres (117), 
c'est-à-dire les facteurs 2 et 3 ; et il peut les contenir au plus 
avec les exposants les plus faibles qui les affectent dans les nom
bres proposés, sans quoi il cesserait d'être diviseur commun. 
Le plus grand commun diviseur cherché sera donc a2 x 3. 

121. II . Le plus petit commun multiple de plusieurs nom
bres ou le plus petit nombre divisible à la fois par ces nombres, 
est le produit des facteurs premiers différents contenus dans 
ces nombres, pris avec leur exposant le plus élevé. 

Soient les nombres : 

N = 23 x 32 X 5, 

N ' = Î ' X 3 X 7 , 

X" = 2 ! X 3 ' x 5 ! X u . 

Je dis que leur plus petit commun multiple sera formé des 
facteurs premiers 2, 3, 5, 7 et 11, pris respectivement avec les 

. • ——-———-— 

(*) Il résulte de ce théorème que si Ton cherche le p . g . c . diviseur de deux 
nombres en opérant par voie de division, on |>eut supprimer dans l'un îles 
nombres tout facteur premier qui n'entre pas dans l 'autre nombre, sans changer 
le plus grand commun diviseur cherché. 
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exposants 3, 3, 2, 1 et 1. En effet, tout multiple commun des 
nombres donnés doit contenir tous les facteurs premiers con
tenus dans ces nombres (117); et il-doit les contenir au moins 
avec les exposants les plus élevés qui les affectent dans les 
nombres proposés, sans quoi il cesserait d'être multiple com
mun. Le plus petit commun multiple cherché sera donc 
a5 X 33 x 52 X 7 X n • 

REMARQUE. — Si, parmi les nombres donnés, il en est qui se 
divisent exactement, on doit négliger les plus petits de ces 
nombres dans la recherche du plus petit commun multiple. Si 
l'on cherche, par exemple, le plus petit commun multiple des 
nombres 5160, 180 et 36, il est inutile de considérer 36 qui est 
un diviseur exact de 180, c'est-à-dire dont tous les facteurs 
premiers font partie des facteurs premiers de 180. 

122. III. Quand on considère seulement deux nombres, 
leur produit est égal au produit de leur plus grand commun 
diviseur par leur plus petit commun multiple. 

Enjjffet, les facteurs premiers communs aux deux nombres 
entrent dans le plus grand commun diviseur avec leur plus 
faible exposant et, dans le plus petit commun multiple, avec 
leur exposant le plus élevé; le plus petit commun multiple 
contient en outre les facteurs non communs aux deux nom
bres. Le produit du plus grand commun diviseur par le plus 
petit commun mult iple, contient donc tous les facteurs des 
nombres proposés (*). 

( * ) Cette remarque pourrait conduire à una seconde méthode générale pour 
trouver le [dus petit commun multiple de plusieurs nombres. On voit que, dans 
le cas de deux, nombres A et B , on devrait chercher leur plus grand commun 
diviseur D et diviser le produit AB par D ; en désignant par M le plus petit com
mun multiple, on a en effet 

AB = DM, 
d'où 

AB:D = M. 

Dans la pra t ique , on n'effectuerait pas le produitjAB, on diviserait B par D, et 
l'on multiplierait A par le quotient Q obtenu, de sorte qu'on aurait 

AQ = M. (69) 

Pour appliquer cette méthode à la recherche du plus petit multiple commun 
de plusieurs nombres, il faut commencer par démontrer le théorème suivant: 
Chercher le plus petit multiple commun des quatre nomhres a, /3, y, o, par exemple, 
revient à chercher celui des trois nombres M, y, S (M représentant le plus petit 
multiple commun des deux premiers nombres a et (9). 

Il est évident d'abord que, pour avoir tous les communs multiples do plu
sieurs nombres, il suffit de multiplier leur plus petit multiple commun par la 
suite des nombres entiers i, 2, 3, etc. Ceci posé, tout commun niulliple des 
quatre nombres a, j3, y, o, l'est des trois nombres M, y, S. Réciproquement, tout 
multiple de M l 'étant des nombres « et ,3, tout commun multiple des trois 
nombres M, y, 'J\ l'est aussi des quatre nombres y, 3, y, *?. tes deux séries çon-
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Nous donnons ici une table des nombres qui, depuis i jus
qu'à 3ooo, ne sont pas divisibles par les facteurs premiers 2, 3, 
5, 7, qu'on découvre facilement; et nous écrivons en regard 
leur décomposition en facteurs premiers. Si un nombre plus 
petit que 3ooo et non divisible par 2, 3, 5, 7, n'est pas dans 
cette table, il est premier. 

121 

143 
169 

187 
209 
221 

247 
a53 
289 
299 
319 
323 
34i 
361 
377 
39i 
4o3 
407 
437 
45i 
473 
481 
493 
517 
527 
529 
533 
551 
55g 

1 r 
11 X i3 
i3-
11x17 
II X 19 
i3 x 17 
i3 x 19 
II X 23 

172 
i3 x 23 
11 x 29 

. 17 x 19 
11 x 3i 
192 
i3 x 29 
17 x 23 
i3 x 3i 
11 x 37 
19 x 23 
11 x 41 
I I X 43 
i3 x 37 
17 x 29 
11 x 47 
17 x 3i 
23"' 
i3 x 4' 
19 X 29 
i3 x 43 

583 
589 
611 

629 
649 
66; 
671 
689 
697 
7o3 
7i3 
73i 
737 
767 
779 
781 
793 
799 
80 3 
817 
84i 
851 

869 
871 
893 
899 
901 

913 
923 

11 x 53 
19 x 3i 
i3 x 47 
17 x 37 
11x09 
23 X 29 
II X 6l 
i3 x 53 
17 x 41 
19 x 37 
23 x 3i 
17 x 43 
Il X 67 
i3 x 5g 
19 x 4i 
11 x 71 
i3 x 61 
17 x 47 
11 x 73 
19 x 43 
29': 

23 X 07 

11 x 79 
i3 x 67 
19 x 47 
29 x 3i 
17 x 53 
11 x 83 
i3 x 71 

943 
94g 
961 
979 
989 
ioo3 
1007 

1027 

1037 
1067 
io73 
1079 
1081 

1111 

1121 

n33 
n3g 
"47 
1137 
115g 
1177 
1.89 
1199 
1207 

1219 

1241 

1243 
1247 
1261 

23 x 41 

i3 x 73 
3i2 

Il X 89 
23 X 43 
17 x 5g 
19 x 53 
i3 x 79 
17 x 61 
11 x 97 
29 x 37 
i3 x 83 
23 x 47 
11 x 101 

19 x ;>9 
11 x io3 
17 x 67 
3i x 37 
i3 x 8g 
19 x 61 
11 x 107 

•29 x 41 
II X 109 

17 x 71 
23 x 53 
17 x 73 
11 x 113 
2g x 43 
1.3 x 97 

sidérées admettant les mêmes multiples communs, admettent en particulier le 
même plus petit multiple commun. Ce raisonnement étant général, le calcul 
s'effectuera dans tous les cas de la manière suivante- . 

Si D représente le plus grand commun diviseur des nombres a e t ; 3 , on aura, 
en désignant par Q le quotient de /3 par D, 

M = « Q . 

On cherchera alors le plus grand commun diviseur D' des nombres Al et y. 
Soient Q' le quotient de y par D' et M' le plus petit multiple commun des 
nombres M et y, c/est-a-dire des nombres a, /î, y ; on aura 

M' = MQ'=i a Q Q ' . 

Enfin, on déterminera le plus grand commun diviseur D" des nombres j\l' et o 
On cherchera le quotient Q" de o p a r D " et, en appelant M" le plus petit mul
tiple commun des nombres M' et s\ c'est-à-dire des quatre nombres proposés) 
on aura 
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5 8 ARITHMÉTIQUE. 

On demande de décomposer 1859, 2o63, i2.o3o, en leurs fac
teurs premiers. 

La table donne immédiatement : i85g = n x i32. 
2063 ne se trouvant pas dans la table est un nombre premier. 
i2o3o est divisible para, 3 et 5, et le quotient 401 de i2o3o 

par 3o est un nombre premier. On a donc 

12o3o = 2 x 3 x 5 X t o i . 

/ 
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LIVRE TROISIÈME. 
LES FRACTIONS ET LES NOMBRES DÉCIMAUX. 

CHAPITRE PREMIER. 
PROPRIÉTÉS DES FRACTIONS. 

123. Jusqu'ici nous avons considéré les nombres entiers, 
c'est-à-dire le cas où l'unité choisie est contenue exactement 
dans la grandeur à mesurer 12). 

Si cette condition n'est plus remplie, il peut arriver qu 'une 
certaine partie aliquote de l 'unité (c'est-à-dire contenue exac
tement dans l'unité) soit elle-même comprise exactement dans 
la grandeur qu'on veut évaluer. On dit alors que le rapport de 
la grandeur à son unité, ainsi que le nombre qui représente ce 
rapport, sont fractionnaires. 

Si la septième partie de l'unité est renfermée a3 fois dans la 
grandeur à mesurer, on dit que cette grandeur est égale aux 
23 septièmes de l'unité : 23 septièmes, surpassant l'unité qui 
vaut 7 septièmes, est un nombre fractionnaire. 

Si la septième partie de l 'unité est renfermée 5 fois dans la 
grandeur à mesurer, on dit que cette grandeur est égale aux 
5 septièmes de l 'unité : 5 septièmes, tombant au-dessous de 
l 'unité, est une fraction proprement dite. 

Les mêmes règles de calcul s'étendent d'ailleurs aux nom
bres fractionnaires et aux. fractions, et l'on ne doit établir entre 
eux aucune distinction. 

On peut définir une fraction, une on plusieurs parties égales 
de l'unité. 

12i. Pour exprimer une fraction, il faut deux nombres, qui 
sont les termes de la fraction : l 'un, appelé dénominateur, in
dique en combien de parties égales il a fallu diviser l 'unité; 
l 'autre, appelé numérateur, indique combien on a dû prendre 
de ces parties. * 
• Pour écrire une fraction, on écrit le dénominateur au des
sous du numérateur, et on les sépare par un trait horizontal : 

"?. 3 o 
2.3 septièmes, 5 septièmes, s'écrivent — ? — 

On énonce mie fraction en énonçant successivement ses. 
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deux termes, el en Taisant suivre l 'énoncé du dénominateur 
de la terminaison ième, excepté lorsque ce dénominateur est 

j o 3 
2, 3 ou i . On énonce les fract ions- , ^r, -r, en disant : un demi, 

2 5 4 
deux tiers, trois quarts. 

Une fraction est plus grande ou plus petite que 1, c'est-à-dire 
qu'elle est un nombre fractionnaire ou une fraction propre
ment dite, suivant que son numérateur est plus grand ou plus 
petit que son dénominateur. Elle représente l 'unité, lorsque 
son numérateur et son dénominateur sont égaux. 

125. On peut convertir un entier en fraction de dénomina
teur donné. 

Soit 3 à convertir en septièmes. Chaque unité valant 7 sep-
3 y/ " 

ticm.es, 3 unités vaudront ai septièmes et l'on aura 3 = '-• 
7 

On doit donc multiplier l'entier par le dénominateur donné, 
et donner au produit ce dénominateur. 

Il en résulte que tout nombre entier peut être regardé 
comme une fraction dont il est. le numérateur et qui a pour 
dénominateur l'unité. On a 

- 5 X 1 K 5 
5 = ou 5 = - . 

1 1 

Cette remarque est importante, parce qu'elle permet d'éten
dre immédiatement les théorèmes concernant les fractions 
au cas où quelques-unes de ces fractions seraient remplacées 
par des nombres entiers. 

126. L ne expression fractionnaire étant donnée, on peut 
extraire les entiers qu'elle contient. 

Soit -— Autant de fois cette expression renferme 9 neuviè

mes, c'esl-à-dire autant de fois 43 contient <), autant elle ren

ferme d'entiers. 43 contenant 4 fois y avec un reste 7, on peut 
43 

écrire — = 4 -+--• On doit donc diviser le numérateur par le 
9 9 . 

dénominateur : le quotient représente les entiers demandés, el 
le reste est le numérateur de la fraction complémentaire. 

Réciproquement, si l'on donne une expression telle que 

J 4-—? on peut réduire les entiers en fraction avant aussi 
9 

i» pour dénominateur et écrire 

4 + 1 = •+ x •> + 1 = ^î + 1 — i3-. 
' 9 9 9 9 9 9 

127. De deux fractions ayant même dénominateur, la plus 

ticm.es
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grande est celle qui a le plus grand numérateur, puisqu'elle 
contient plus des mêmes parties de l'unité. 

De deux fractions ayant même numérateur, la plus grande 
est celle qui a le plus petit dénominateur, puisqu'elle contieni 
lç même nombre de parties plus gimides de l'unité. 

128. Lorsqu'on multiplie ou qu'on divise le numérateur 
d'une fraction par un certain nombre, on multiplie ou l'on di
vise la valeur de la fraction par ce nombre. 

5 x 3 5 
est une fraction 3 fois plus grande que -•> puisqu'elle 

7 7 
5 i5 • 3 

renferme 3 fois plus de septièmes. À son tour, - ou — est 
7 7 

i5 
une fraction 3 fois plus petite que — 

129. Lorsqu'on multiplie ou qu'on divise le dénominateur 
d'une fraction par un certain nombre, on divise ou l'on multi
plie la valeur de la fraction par ce nombre. 

5 5 
—-— est une fraction 2 fois plus petite que -• En effet, si 
7 X 2 7 

l'on divise l'unjjp en 7 parties, puis en 14 parties égales, cha
que septième contiendra 2 quatorzièmes; en d'autres termes, 
les quatorzièmes sont 2 fois plus petits que les septièmes. 

5 5 
A son tour, - ou —7—— est une fraction 2 fois plus grande 

7 14 . 2 

que | p 

130. On ne change pas la valeur d'une fraction lorsqu'on 
multiplie ou qu'on divise ses deux termes par un même nombre. 

5 5 5 x 3 
Soit la fraction -• Les deux fractions - et seront 

n " X 3 
5 x 3 

toutes les deux 3 fois plus petites que la fraction , c'est-
7 

à-dire qu'elles seront égales. 
11 résulte de là qu 'une valeur fractionnaire donnée est sus

ceptible d'une infinité d'expressions. On a 

2 4 ' I 0 l^> 
3 (i i5 24 

Théorie des fractions irréductibles. 

131. Une fraction est irréductible, lorsque sa valeur ne peut 
pas être exprimée en termes plus simples : on dit alors qu'elle 
est réduite à sa plus simple expression. 
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11 est évident qu 'une fraction irréductible doit avoir ses deux 
termes premiers entre eux; car, sans cela, on pourrait diviser 
ses deux termes par leur plus grand commun diviseur, sa va
leur ne changerait pas, et elle serait exprimée en termes plus 
simples. 

Mais il n'est pas évident qu 'une fraction dont les deux 
termes sont premiers entre eux, soit irréductible; car on ne 
sait pas à priori si, en diminuant les deux termes de cette frac
tion dans un certain rapport, on ne pourra pas oblenir une 
fraction égale et plus simple. Il faut donc démontrer le théo
rème suivant. 

132. Toutes les fractions égales à une fraction dont les 
ternies sont premiers entre eux, s'obtiennent en multipliant 
les deux termes de cette fraction par un même nombre. 

5 
Soit la fraction - dont les termes sont premiers entre eux, et 

7 

soit la fraction -r qui lui est égale. Multiplions les deux termes 

de chaque fraction par le dénominateur de l 'autre; elles reste
ront égales, et l'on aura 

5 X b _ a X 7 # 
7 X b ~ b X 7 ' 

Les dénominateurs étant égaux, les numérateurs le seront (127), 
et l'on aura 

5 X b — flX 7. 

5 divisant le premier membre de cette égalité, divisera le se
cond ; de plus, 5 étant premier avec 7, devra divisera (107). 
Si q est le quotient de cette division, on aura 

a = 5Xq. 
Il en résulte 

5 X b = 5x 5 X 7 , 

c'est-à-dire, en divisant les deux membres de l'égalité par 5, 

b = 1Xq. 
On a donc bien 

a Sxq 
b~~~ 7 X 2 '" 

ri 5 5 

j représentant la va l eu r - moins simplement que - , cette frac

tion est, par suite, réduite à sa plus simple expression, elle est 

irréductible. 
Ainsi, pour réduire une fraction à sa plus simple expression, 

il faut rendre et il suffit de rendre ses deux termes premiers 



ARITHMÉTIQUE. 6 3 

entre eux. On y arrivera , en divisant les deux termes de la 
traction par leur plus grand commun diviseur (101 ). 

133. Soit, par exemple, à réduire la fraction ,. • On cher-
2961 

chera le plus grand commun diviseur des nombres 70g et 2961 ; 

3 1 2 2 2 2 9 6 1
 J 799 

5 6 4 ! 2 35 
564 | 235 I 94 

94 I 47 I ° 
63 17 12 5 2 

47 

et en employant l'algorithme indiqué (102), on trouvera que 

la plus simple expression de la fraction —~- est ^-1 l l 2961 63 
Souvent, dans la pratique, on évite la recherche du plus 

grand commua diviseur, en supprimant dans les deux termes 
de la fraction proposée tous les facteurs communs qu'on y 

aperçoit. Soit la fraction — 5 - - Si l'on divise haut et bas par 10, 

il vient —% Si l'on divise haut et bas par 2, il vient —• Enfin, 
' 9 8 99 

en divisant haut et bas par 11, on trouve la fraction irréduc
tible 2 . 

9 
La réduction des fractions à leur plus simple expression a 

une grande importance. On simplifie les calculs, en opérant 
sur des fractions irréductibles, et l'on juge mieux de la valeur 
des quantités considérées. 

13i. Deux fractions irréductibles égales sont identiques ; car 
chacune doit être obtenue en multipliant les deux termes de 
l'autre par un même nombre (132), qui ne peut, dans ce cas, 
être que l 'unité. 

Réduction des fractions au même dénominateur et au plus petit 
dénominateur commun. 

135. Pour pouvoir comparer des fractions, il faut qu'elles 
aient même dénominateur ou_ même numérateur (127) . 
L'usage est de les réduire au même dénominateur. 

Si l'on opère sur deux fractions, il suffit de multiplier les 
deux termes de chaque fraction par le dénominateur de 
l'autre : elles ont alors toutes deux pour dénominateur le pro-

3 5 
duii des dénominateurs primitifs. Soient les fractions ^ e t - : 



3 X 7 
4x": 

a i 

Ï8 

et 

et 

5 x 4 
7 x 4 

2 0 

58' 

6 4 ARITHMÉTIQUE. 

réduites au même dénominateur, elles deviendront 

c'est-à-dire 

Si l'on opère sur plus de deux fractions, il suffit de multiplier 
les deux ternies de chaque fraction par le produit des dénomi
nateurs de toutes les autres : elles ont alors pour dénomina
teur commun le produit de tous les dénominateurs primitifs. 

Soient les fractions^; %. - J — Réduites au même dénomi-
6 5 7 i i 

nateur, elles deviendront : 

a X 5 X 7 X ' i 4 x 3 X 7 X i i 6 x 3 x 5 X i i 8 x 3 x 5 X 7 
3 x 5 X 7 X 1 1 ' 5 X 3 X 7 X I I ' 7 X 3 x 5 X i 1 ' * 1 1 X 3 X 5 X 7 ' 

c'est-à-dire 
770 «)?4 990 840 

~ 5 
•i55 1155 1i55 1155 

136. Lorsque les dénominateurs des fractions proposées 
sont premiers entre eux, on ne peut pas suivre une autre 
marche; dans le cas contraire, on peut réduire ces fractions 
à leur plus petit dénominateur commun. 

Il faut d'abord supposer ces fractions irréductibles. On ne 
pourra alors transformer chacune d'elles sans changer sa va
leur, qu'en la multipliant haut et bas par un certain nom
bre (132). Dès lors le dénominateur commun qu'on leur don
nera à toutes, quel qu'il soit, sera divisible par tous les déno
minateurs primitifs, puisqu'il les contiendra comme facteurs, 
c'est-à-dire qu'il en sera un commun multiple. Si l'on veut 
avoir le plus petit dénominateur commun, il faut donc cher
cher le plus petit commun multiple des dénominateurs des 
fractions proposées. Il est évident qu'on pourra bien donner ce 
plus petit commun multiple comme dénominateur à toutes les 
fractions considérées ; car il suffira pour cela de multiplier les 
deux termes de chacune d'elles par le quotient obtenu en divi
sant par son dénominateur le plus petit commun multiple (*). 

( * ) . Si les tractions données n'étaient pas préalablement réduites à leur plus 
simple expression, la règle indiquée ne conduirait pas toujours au plus petit 
dénominateur commun. En effet, tous les termes des fractions proposées pour
raient alors admettre un facteur commun que la réduction au même dénomi
nateur ne ferait pas disparaître ; ce facteur commun supprimé, les fractions 
conserveraient un même dénominateur, plus petit que le précédent. 
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Proposons-nous, par exemple, de réduire au plus petit déno

minateur commun les fractions —=4 ' 7 -̂7» w-^- Ces fractions, 
i 2 i 5 5o4 875 

5 
réduites à leur plus simple expression, deviendront -f=, —=-•> 

45 202 

~^y Je décompose les dénominateurs en leurs facteurs pre

miers, et j 'obt iens : 
45 = 3 2 x 5 , 2 5 a = 2 2 X 3 2 X 7 , i75 = 5 3 X 7 . 

Leur plus petit commun multiple sera 22 X 32 X 52 X 7 ou 63oo. 
Je divise maintenant le plus petit commun multiple par les 
dénominateurs: ce qu'on doit faire en supprimant parmi les 
facteurs de ce plus petit commun multiple ceux qui appar
tiennent au dénominateur considéré. Ici on aura pour quo
tients successifs i4o, 25, 36. Il faudra donc multiplier haut et 
bas la première fraction par i4o, la seconde par 25, la troisième 
par 36. On obtiendra 

980 125 324 

63oo 63oo 63oo 

On dispose ordinairement le calcul comme ci-dessous. 

Décomposition des 
dénominateurs en facteurs 

premiers. 

45 = 3 ! X5 

252 = 22 X 33 X 7 

r --- ai i 7 5 = 5 2 X 7 
175 63oo ; J 

P. P. C. M. = 22 X 3 ! X5> X 7 = 6 3 o o . 

Théorèmes sur les fractions. 

137. I. Lorsque plusieurs fractions sont égales, en les ajou
tant terme à terme, on obtient une fraction égale à chacune 
des fractions proposées. 

25 45 55 
Soient les fractions ^=5 %r, —•, qui sont égales. Réduites à 

o5 63 77 
leur plus simple expression, elles conduiront à la même frac
tion irréductible ; car des fractions irréductibles égales sont 
identiques (134). Dès lors, chacune représentera cette fraction 

5 
irréductible - multipliée haut et bas par un certain nom-

Fractions 
proposées, 

7 
45 
5 

2 5 2 

9 

Quotients 
P. P. C. M, 

du 
par 

les différents 
dénominateurs-

l4o 

2.5 

3fi 

Fractions 
réduites. 

980 
63oo 
125 

63oo 
324 



66 ARITHMÉTIQUE. 

bre (132), et l'on pourra écrire : 

25 _ 5 X 5 45 _ 5 X g 55 _ 5 X 11 
35~^>^5, 63-7x1)' Yl ~ 7 x T . 

On aura donc 

a5 + 45 + 55 __ 5 x 5 + 5 X 9 + 5 X i i _ 5 x ( 5 + 9 

3 5 + 6 3 + 7- 7 X 5 + 7 X 9 + 7 X 1 1 7 x 1 5 + 9 + 11) 7 

C'est-à-dire que la fraction obtenue en ajoutant toutes les frac
tions données terme à terme, conduit à la même fraction irré
ductible que ces fractions, lorsqu'on la réduit aussi à sa plus 
simple expression : elle est donc égale à chacune des proposées. 

On démontrerait de même que si deux fractions sont égales 
et qu'on les retranche terme à terme, on obtient une fraction 
égale à chacune d'elles. 

138. II . Lorsqu'on ajoute terme à terme deux fractions iné
gales, la fraction obtenue tombe entre les deux fractions pro
posées. 

Soient les fractions j e t — : je dis que la fraction 
7 4 + 7 

tombera entre ces deux fractions. Il faut prouver d'abord que 
l'on a 

3 3 + 1 1 

4 4 + 7 

ce qui revient à prouver que si l'on réduit ces deux fractions 
au même dénominateur, le numérateur de la première sera 
le plus petit, et qu'on aura 

3 X ( 4 + 7 ) < ( 3 + n ) x 4 
ou 

3 x 4 + 3 X 7 < 3 x 4 + nx4. 

Si l'on néglige la partie commune 3 x 4 , il ^ u t montrer 
qu'on a 

3 X 7 < n X 4 

ou, en donnant a ces deux produits le même dénominateur 
4 X 7 , qu'on a 

3 x 7 1 1 x 4 

4 x 7
< 4 x 7 " 

c'est-à-dire, en simplifiant, 

condition que suppose précisément l 'énonce. 
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On prouvera absolument de la même manière que l'on a au 
contraire 

" < " • 4+7 
Il résulte immédiatement de là que, si l'on a plusieurs frac

tions inégales et qu'on les ajoute terme à terme, la fraction 
obtenue sera comprise entre la plus grande et la plus petite des 
fractions données. 

O Q 

Soient les fractions inégales j->. -•, —, rangées par ordre de 
4 9 7 

3 -+- S 
grandeur. D'après ce qui précède, la fraction 7 -tombera 

4 + 9 
• 1 f ,• 3 , 8 , , r .- 3 3 + 8 8 I I entre les tractions y et -•> et les fractions-r? -. , - , — , 

4 9 4 4 + 9 9 7 
seront rangées par ordre de grandeur. Si l'on ajoute terme à 

, , " t . 3 + 8 11 3 + 8 + n 
terme les tractions -. et — , la fraction -. sera com-

4 + 9 1 4 + 9 + 7 " ' 
prise entre elles deux : elle sera donc plus grande que la l'rac-
tion y et plus petite que la fraction — 

4 7 

139. III. Lorsqu'on ajoute une même quantité aux deux 
termes d'une fraction, elle augmente ou diminue suivant 
qu'elle est plus petite ou plus grande que 1; dans les deux cas, 
elle se rapproche de l'unité. 

Lorsqu'on retranche une même quantité aux deux termes 
d'une fraction, elle diminue ou augmente suivant qu'elle est 
plus petite ou plus grande que 1 ; dans les deux cas, elle 
s'éloigne de l'unité. 

5 
Soit la fraction -• Ajoutons a ses deux termes une quantité 

1 ,. • 5 + m T> 

quelconque m. ]\ous aurons la traction -Remarquons 
1 1 , - _ ( _ m 1 • -

qu'on peut mettre l'unité sous la forme d'une fraction dont les 

deux termes sont égaux (124) et poser 1 = — Dès lors, on 
' m 

peut regarder- la fraction comme avant été obtenue en 
*- 7 -t- m 

5 m 
aioutant terme a ternie les tractions - et —: cette traction, tou-

7 '» 

jours plus petite que 1. est donc plus grande que la frac

tion - M 38 . 
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5 
Réciproquement, la fraction - est plus petite que la frac-

5 + m 
tion 

7 + m 
Soit la fraction 2 plus grande que i. On pourra regarder la 

fraction comme avant été obtenue en ajoutant terme à 
5 -4- m 

terme les fractions ^ et — ; cette fraction, toujours plus grande 
5 m 

n 

que i, est donc plus petite que la fraction - (138). 
n 

Réciproquement, la fraction j= est plus grande que la frac-

tion i 
5 + m 

REMARQUE. — Il est utile de remarquer qu'à mesure que la 
quantité ajoutée aux deux termes de la fraction augmente, 
cette fraction approche de plus en plus de l'unité sans jamais 
pouvoir l'atteindre, puisque les deux termes de la fraction ré
sultante ne peuvent jamais devenir égaux. 

Quand une quantité variable d'une manière continue con
verge ainsi vers une quantité fixe, la quantité fixe s'appelle la 
limite de la quantité variable. L'unité est ici la limite com
mune des séries croissantes qu'on obtient en partant d'une 
fraction quelconque plus petite que i, et des séries décrois
santes qu'on obtient en partant d'une fraction quelconque plus 
grande que i. 

L,a considération des limites est extrêmement importante en 
mathématiques; nous en verrons beaucoup d'autres exemples. 

140. IV. Moyenne arithmétique. On appelle en général 
moyenne de plusieurs quantités une quantité comprise entre 
la plus grande et la plus petite des quantités données, et for
mée à l'aide de ces quantités. 

Si l'on a plusieurs nombres 57, 72, 93, on peut les considé
rer comme des fractions ayant pour dénominateur l'unité. Si 

l'on ajoute terme à terme ces fractions—7 —•> — 1 la fraction 
1 1 1 

57 + 72 + 03 . , A 

obtenue 5——— sera comprise entre les fractions extrêmes 
5" Q3 , 
— et — 1 c'est-a-dire entre les nombres 57 et o3 (138). Cette 
moyenne, qu'on trouve en ajoutant les quantités données et en 
divisant leur somme par leur nombre, s'appelle la moyenne 
arithmétique des quantités considérées. 
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E X E R C I C E S . 

I. Deux fractions irréductibles ne peuvent avoir pour somme un nombre 
entier que si elles ont même dénominateur. 

II. La somme de trois fractions irréductibles ne peut être un nombre 
entier, que si chaque dénominateur divise le produit des deux autres. 

CHAPITRE IL 
OPÉRATIONS SUR LES FRACTIONS. 

Addition. 

141. L'addition a pour but de trouver un nombre qui con
tienne à lui seul autant d'unités et de parties d'unité que plu
sieurs nombres donnés. Le résultat de l'opération s'appelle 
somme. 

Cette définition est générale; elle s'applique, que les nom
bres considérés soient entiers ou fractionnaires, que ces nom
bres soient des fractions proprement dites. 

142. Pour ajouter plusieurs fractions qui ont même dénomi
nateur, il suffit d'ajouter leurs numérateurs. 

* , • 3 8 i 5 , . , , , . 
La somme des fractions —I 1 est évidemment égale a 

r n H 
3 + 8 - h i 5 , 2 6 

ou a — 

143. Si les fractions proposées n'ont pas le même dénomi
nateur, on commence par les y réduire; car on ne peut addi
tionner que des quantités de même espèce. 

3 2 i 
Soient les fractions -y-, -P» -• Réduites au même dénomina-

,. i35 "72 80 . 
leur, elles deviendront -0-» -77-5 -77-; et leur somme sera 

100 100 100 

i 3 5 + 7 2 - l - 8 o 287 
180 ' 180 

144. Lorsqu'on a à additionner des nombres entiers suivis de 
fractions, on fait à part la somme des entiers et celle des frac
tions suivant les règles connues ; on a soin de commencer par 
additionner les fractions : leur somme en effet peut renferme 
des entiers qu'on devra ajouter aux entiers proposés. 
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Soit demandé d'additionner les nombres fractionnaires 7 + - ; 
9 

A H > i5 +• ~ On disposera le calcul comme il est indique;, 
11 00 

en n'écrivant que les numérateurs des fractions réduites à leur 
plus petit dénominateur commun, et en en divisant la somme 
par ce plus petit dénominateur pour extraire les entiers. 

8 

P .P .C.M = 3 s x i i = y y . 

7 9 

15 à 
1 

28 
27 H 

99 

11 

9 

3 

88 

18 

21 
I 2 7 
28 

_99 

9 = 3 ^ 

1 1 = 1 1 

1 3 3 = 3 x n 

Soustraction. 

l i o . La soustraction a pour but de retrancher d'un nombre 
donné toutes les unités et parties d'unité renfermées dans un 
autre nombre donné. Le résultat de l'opération s'appelle reste, 
excès ou différence. 

Cette définition est générale. 
On peut dire encore que la soustraction a pour but, étant 

données une somme de deux parties et l'une de ses parties, de 
trouver l'autre. En effet, le plus petit nombre plus le reste doit 
reproduire le plus grand nombre. 

l i( î . Pour retrancher deux fractions, si elles n'ont pas le 
même dénominateur, on les y réduit ; puis on retranche leurs 
numérateurs, et on donne à la différence obtenue le dénomi
nateur commun. 

' 3 
Soient les fractions - et — Réduites au même dénomina-

1 1 1 

' 44 2 1 
teur, elles deviendront — et — : leur différence sera donc 

77 ; ; 
. . 4 4 2 1 , 2 3 
égale a ou a — 

77 77 
147. Si l'on doit retrancher l'un de l'autre des entiers sui\ is 

de fractions, on retranche à part les entiers et les fractions, en 
commençant par soustraire les fractions. 

Il peut arriver en effet que le plus grand entier soit joint à la 
plus petite fraction. Dans ce cas, on augmente le plus petit nu
mérateur du dénominateur commun des fractions, ce qui re-
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vient à augmenter d'une unité la plus petite traction; par com
pensation, on ajoute aussi une unité au plus petit entier. 

-. . . • / ! < ) , 5 „ 
>oit a soustraire 4 H—^ de 12 + -j— Les deux fractions re -

20 4 a 

duiles au plus petit dénominateur commun deviendront ^y 
04 

O1- . 10 ,, . , . 
et^p.- On augmentera alors la traction TTJ d u n e unité ou de 

04 64 
84 
,77, ce qui reviendra à ajouter 84 au numérateur 10. On dis-
0 4 
pose le calcul comme il est indiqué, en ajoutant en môme 
temps 10 et 84 et en retranchant 57 de leur somme. 

5 I lO1: , 
4-2 2 4 2 = 2 X 3 X : 

1 P. P.C. M; 
4 -g 3 5 ; j 2 8 = : 2 2 X ' 

:2 2
X3X7=84. 

' ^ 84 
Multiplication. 

148. Si le multiplicateur est un entier, la multiplication a 
pour but de répéter le multiplicande autant de fois que le mul
tiplicateur contient d'unités. 

Si le multiplicateur est une fraction, la multiplication a pour 
but de partager le multiplicande en autant de parties égales 
qu'il y a d'unités dans le dénominateur de la fraction multipli
cateur, et de prendre autant de ces parties qu'il y a d'unités 
dans le numérateur de cette fraction. 

Le résultat de l'opération s'appelle produit. 
Si Fou voulait réunir ces deux énoncés en un seul on pour

rait dire que, pour obtenir le produit, il faut opérer sur le mul
tiplicande comme on a opéré sur l'unité pour obtenir le multi
plicateur. 

Multiplier 10 par 4 , c'est répéter 10, 4 fois; multiplier 10 
2 , , , . , . . . , 

pa r -» c'est repeter 2 lois la septième partie de 10, c est en 

prendre les — 

Le produit est supérieur, inférieur ou égal au multiplicande, 
suivant que le multiplicateur est supérieur, inférieur ou égal 
à l 'unité. 

H9 . Pour multiplier deux fractions l'une par l'autre, // 
suffit de les multiplier terme à terme. 
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' 3 5 5 
Soient les fractions j et -• On a pour but de prendre les -

4 7 7 
3 3 3 

de -T- Le septième de -. sera égal à -. (129); pour répé-
3 ~ 

ler 5 fois ce septième ou pour multiplier la fraction , par 5, 
4 X 7 

il suffira de multiplier son numérateur par 5 (128). Le résultat 
3 x 5 

cherché sera donc bien égal à 7-^ 
4 x 7 

Ainsi 
3 5 3 X 5 
- X - = 7 
4 7 . 4 X 7 

. 5 , . . ,. 3 
Si 1 on avait eu - a multiplier par7-5 on aurait trouve 

7 4 
5 3 5 X 3 
- X 7 = r 

1 4 7 x 4 
Nous savons ( i l ) que 3 x 5 = 5 x 3 et que 4 X 7 = 7 X 4 -

. . 3 5 5 3 . , . 
Par suite, on peut écrire 7 X - = - X T ) ce qui démontre 

4 7 7 4 
qu'on ne change pas le produit de deux facteurs fractionnaires 
en renversant leur ordre. 

150. Pour multiplier un entier par une fraction ou une frac
tion par un entier, on multiplie le numérateur de la fraction 
par l'entier et Von donne au produit le dénominateur de la 
fraction. 

3 
S o i t ? x 4 - On peut (125) regarder 4 comme une fraction 

avant pour dénominateur l 'unité. On a donc 

* x 4 = M = | ^ ou t * i 
5 5 1 5 X 1 5 

Ce dernier résultat correspond à celui déjà trouvé (128). 
De même 

On a évidemment 

Le théorème relatif au changement d'ordre de deux facteurs 
est donc vrai, que ces facteurs soient tous les deux entiers, 
tous les deux fractionnaires, ou l'un entier et l'autre faction
naire, 

r 3 

4xr 
ent 

4 _ 3 4 x 3 
1 5 iX5 

3 , , 3 

5 X 4 = 4 X 5 -

4 x 3 
5 
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151. Soit le produit de plusieurs fractions — X - X %? X -rr-
1 9 7 35 8 

Cette expression signifie qu'il faut multiplier la première frac
tion par la seconde, le résultat obtenu par la troisième, et ainsi 
de suite jusqu'à ce qu'on ait épuisé toutes les fractions. 11 est 
évident (149) qu'on obtiendra le résultat définitif en multi
pliant terme à terme toutes les fractions proposées. 

Il faut avoir soin A'indiquer le résultat avant d'effectuer les 
calculs, afin de pouvoir supprimer tous les facteurs communs 
que peut présenter haut et bas la fraction résultante. Repre
nons l 'exemple donné, on aura 

6 

l - * - - - * - ^ ^ — j x 5 X ja X 11 
9 7*35* 8 _

9 X - X 3 â x 8' 
3 7 * 

On peut diviser haut et bas par 4> en supprimant le facteur 4 
au numérateur et en remplaçant par 2 le facteur 8 du dénomi
nateur. On peut diviser haut et bas par 5, en supprimant le fac
teur 5 au numérateur et en remplaçant par 7 le facteur 35 du 
dénominateur. On peut diviser haut et bas par 7, en remplaçant 
par 6 le facteur 4 2 du numérateur et en supprimant l'un des 
facteurs 7 du dénominateur. Enfin, on peut diviser haut et bas 
par 6 en supprimant ce facteur au numérateur ; au dénomina
teur, on remplace par compensation le facteur 9 par 3, et l'on 
supprime le facteur 2. 11 reste alors, pour le produit cherché, 

la fraction ou — 
3 X 7 2 I 

152. Puisque le produit de plusieurs fractions est une frac
tion qui a pour numérateur le produit de tous les numérateurs, 
et pour dénominateur le produit de tous les dénominateurs des 
fractions proposées, il en résulte que ce produit ne change 
pas, quel que soit l 'ordre des facteurs fractionnaires. En effet, 
le produit des numérateurs reste le même quel que soit leur-
ordre, et il en est de même du produit des dénominateurs (66). 

Le théorème général du changement d'ordre des facteurs 
est donc vrai, que les facteurs considérés soient tous entiers 
ou tous fractionnaires, que les uns soient entiers et les autres 
fractionnaires; car, dans ce dernier cas , on pourra regarder 
les facteurs entiers comme des facteurs ayant pour dénomina
teur l 'unité (125). 

153. Pour multiplier des entiers suivis de fractions, on ré 
duit respectivement chaque entier en fraction de même espèce 
que celle qui le suit , et l'on applique les règles précédentes 
aux résultats obtenus. 
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Soit 8-1 à multiplier par 5 + — • On réduit 8en neuvièmes 
9 i 2 

et l'on remplace le multiplicande par la fraction — On réduit 

5 en douzièmes, et l'on remplace le multiplicateur par la i'rac-
• 67 ^ 

lion —• On a alors 
1 a 

9 / \ 12/ g 12 9 X 1 2 ' 108 108 

Division. 

l o i . La division a pour but, éteint donnés un produit appelé 
dividende et l'un de ses facteurs appelé diviseur, de trouver 
Vautre facteur appelé quotient. 

Cette définition est générale. Elle s'applique aux nombres 
ent iers , lorsque la division s'effectue sans res te ; nous allons 
prouver qu'elle s'étend aussi au cas d'un reste. Soit 38 à divi
ser par 5. On trouve pour quotient 7 et pour reste 3. 38 est 
donc compris entre les produits du diviseur 5 par les entiers 
consécutifs 7 et 8. Dès lors, si la définition peut s'étendre à 
ce cas, il faut que 38 soit le produit exact du diviseur 5 par un 
nombre fractionnaire plus grand que 7 et plus petit que 8. 

Je dis, en effet, que le quotient de la division de deux nom
bres quelconques est une fraction ayant pour numérateur le 
dividende et pour dénominateur le diviseur. Pour le prouver, 
reprenons l 'exemple proposé et soit 38 à diviser par 5. Si l'on 

multiplie le diviseur 5 par la fraction -^-on o b t i e n t — ^ — (130), 

c'est-à-dire le dividende 3 8 : cette fraction -=- est donc bien 
5 

le quotient cherché. 
• , • , . 3 8 

Si 1 on extrait les entiers contenus dans 1 expression — ? 
c'est-à-dire si l'on effectue la division de 38 par 5 suivant la 
règle donnée pour les nombres entiers, on aura 

38 3 

La partie entière 7 du quotient complet s'appelle quo
tient entier des deux nombres 38 et 5 ; le quotient complet 
38 3 , .. . , , 

-z- ou 7 + - s appelle simplement quotient de ces deux nom

bres. On voit que , pour compléter le quotient entier, il suffit 

de lui ajouter une fraction avant pour numérateur le reste de 
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la division effectuée suivant la méthode ordinaire, et pour dé 
nominateur le diviseur. 

155. Jusqu'à présent nous avons indiqué la division de 
deux nombres, au moyen du signe :. Le quotient de cette di
vision étant une fraction ayant pour numérateur le dividende 
et pour dénominateur le diviseur, le signe : pourra être désor
mais remplacé par une barre de fraction entre les deux nom
bres. Ainsi nous regarderons les deux expressions 3 8 : 5 et 
38 , . . 
-p- comme équivalentes. 

156. Soit maintenant à diviser l'une par l'autre les deux frac-
3 5 3 5 

lions -y et — Le dividende -y doit être é^al au diviseur - mul-
4 7 4 7 

5 
tiplié par le quotient ou à ce quotient multiplié p a r - (150) ; 

3 5 
en d'autres termes , le dividende -. représente les - du quo -

4 7 
tient (148). Dès lors la cinquième partie du dividende, c'est-
à-dire ^ ^ (129), représentera - du quot ient ; et, par suite, 

4 X 0 ' 7 
3 

le quotient tout entier sera égal à la fraction 7——^multipliée 

3 X "~ 
par 7 où à 7 ~ [128). On aura donc 
1 ' 4x5 * 

3 5 _ 3 x 7 _ 3 7 
4 ' 7 ~ 4 X ~ 5 ~ 4 X 5 ' 

i-, 5 

Si l'on compare la fraction -i au diviseur -> on voit qu'elle n'est 

° ' 
que ce diviseur renversé. On arrive donc à cette règle : Pour 
diviser deux fractions, on multiplie la fraction dividende 
par la fraction diviseur renversée. 

157. Cette règle est la règle générale, toujours applicable : 
mais il est bon, au point de vue théorique, de l 'indiquer en
core sous une autre forme. En reprenant le même exemple, 

3 
on voit qu'il a fallu d'abord diviser par 5 la fraction y pour ob-

4 
tenir la septième partie du quotient, et ce premier résultat peut 

être mis sous la forme —'y— (128) ; il faut ensuite le multiplier 
4 

par 7 pour obtenir le quotient qui pourra alors être représenté 

par l'expression -^-— ( 129). On peut donc dire aussi : Pour di

viser deux fractions, il suffît de les diviser terme à terme (149). 
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158. Soit à diviser un entier par une fraction ou une fraction 
par un entier. On pourra regarder l'entier comme une fraction 
ayant pour dénominateur l'unité, et la règle sera toujours, 
pour obtenir le quotient, de multiplier le dividende par la frac-
lion diviseur renversée. 

5 
Soit 4 à diviser par -• On aura 

7 

Soit 
3 . 
7 » 
4 

f 

4 

diviser ] 

3 

V 

. 5 

' 7 

par 

• J -

= 4. 
i 

7 - 0 

3 

~v 

5 

' 1 

n ; 

7 
i 

= 4 

uira 

3 

~ 4 

X 

X 

5' 

î 

/ 

= 4 

~ 4 

T*. 

x 5 ' 

3 

X 7 

Ce dernier résultat correspond à celui déjà trouvé (129;. 

159. Pour diviser l'un par l'autre des entiers suivis de frac
tions, on convertit chaque entier en fraction de même espèce 
que celle qui le suit, et l'on applique les règles précédentes 
aux résultats obtenus. 

i i 5 
Soit 37 -4- -;j- à diviser par 9 H On réduit 37 en huitièmes, 

et l'on remplace le dividende par la fraction-—- On réduit 9 
o 

1 i j 
en douzièmes, et l'on remplace le diviseur par la fraction 

1 2 307 X 12 

i T Ï Ï - 8 X n 3 

IL. 
226 

On a alors 

M : (?+Jr*< 
» 

. 307 113 30--; 1 

_ 307X 3 _ 921 __ 
2 X 113 226 

Puissances. 

160. Elever une fraction à la puissance m'ém', c'est la prendre 
m fois comme facteur. Par conséquent, pour élever une frac
tion à la puissance miime, il faudra élever ses deux termes à 
cette puissance (151). Ainsi l'on aura 

5 \ 3 _ 5 3 

7/ — r 
161. Lorsqu'une fraction est irréductible, toutes ses puis

sances sont des fractions irréductibles. Car nous avons démon
tré que lorsque deux nombres sont premiers entre eux, leurs 
puissances sont premières entre elles 108, i ° \ 
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Par conséquent, i" Aucun nombre entier ne peut être égal à 
une puissance quelconque d'une fraction irréductible ; 2° de 
plus, Lorsqu'une fraction irréductible est une puissance exacte 
d'un certain degré, ses deux termes sont des puissances exactes 

, I 2 0 
du même degré. Si l'on a la fraction irréductible -^-pr qui est 

un cube parfait, elle ne peut l 'être, d'après ce qui précède, que 
d'une certaine fraction qu'on peut toujours supposer irréduc-

5 
tible : cette fraction est ici — On a donc 

7 
12.5__ / 5 \ 3 _ 5 3 

W~\ï) ~r' 
La dernière fraction étant irréductible et deux fractions irré
ductibles égales étant identiques (134), on a 

I 2 5 = 5 3 et 3 4 3 = 73. 

Généralisation des théorèmes relatifs aux opérations. 

162. Nous avons déduit précédemment du théorème fonda
mental sur le changement d'ordre des facteurs, une série de 
théorèmes très-importants au point de vue du calcul (67 et 
suivants). Ayant.étendu ce même théorème fondamental au 
cas des facteurs fractionnaires, nous pouvons regarder tous les 
autres théorèmes comme démontrés aussi pour ce dernier cas. 
Nous nous contenterons donc d'en rappeler les énoncés. 

Que les nombres considérés soient entiers ou fractionnaires, 
on pourra dire que : 

i°. Pour multiplier ou diviser un nombre par un produit 
de plusieurs facteurs, on peut multiplier ou diviser ce nombre 
par le premier facteur, le résultat obtenu par le second fac
teur, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on ait épuisé tous les fac
teurs (67,1 et 70); 

2°. Pour multiplier deux produits de plusieurs facteurs, on 
forme un produit unique avec les facteurs du multiplicande et 
ceux du multiplicateur (67, II) ; 

3°. Dans un produit de plusieurs facteurs, on peut en rem
placer un nombre quelconque par leur produit effectué (67, III ) ; 

4°. Pour diviser un produit par l'un de ses facteurs, il suffit 
de supprimer ce fadeur (69); 

5°. Pour multiplier ou diviser un produit de plusieurs fac
teurs par un nombre, il suffit de multiplier ou de diviser l'un 
des facteurs du produit par ce nombre (67, IV et 69) ; 

6°. Pour multiplier ou diviser deux puissances d'un même 
nombre, il suffit d'ajouter ou de retrancher les exposants de 
ces puissances (73, 75" ; 
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7°. Pour élever une puissance à une autre puissance, il suf
fit de multiplier les exposants de ces puissances (71) ; 

8". Pour élever un produit à une puissance, il suffit d'élever 
ses facteurs à celte puissance (761. 

Des rapports. 

163. De même que le rapport de deux grandeurs est le nom
bre qui mesure la première grandeur lorsque la seconde est 
prise pour unité (3 et 123), de même le rapport de deux nom
bres est le quotient de ces deux nombres (155). 

Deux rapports sont dits inverses l'un de l'autre, lorsque leur 
produit est égal à l'unité. On obtient donc le rapport inverse 
d'un rapport donné, en divisant l'unité par ce rapport ou en 

, 2 
renversant le rapport donne. Le r a p p o r t - a pour inverse le 

3 , 7 . , ! 
rapport — 5 7 ou le rapport — a pour inverse le rapport — 

16i . / / est très-important de remarquer que le rapport de 
deux grandeurs est toujours égal au rapport des nombres qui 
les mesurent respectivement, l'unité choisie n'étant plus l'une 
des deux grandeurs, mais une troisième grandeur quelconque. 

Soient deux grandeurs représentées, eu égard à l'unité choi-
3 5 

sie, par les nombres - et -• Cherchons le rapport de ces deux 

grandeurs, c'est-à-dire le nombre qui mesure la première 
grandeur lorsque la seconde est prise pour unité. Remarquons 

5 
que la seconde grandeur étant égale au - de l 'unité q u e l -

conque, cette unité à son tour est égale auv ~ de cette seconde 

grandeur. Des lors la première grandeur, qui est égale a u x 7 

4 
de la même unité, est égale aussi aux 7 d e s ^ de la seconde 

4 5 
grandeur. Cette seconde grandeur devenant l'unité adoptée, 
la première grandeur sera donc mesurée par le nombre 
3 3 5 
JX-P [ 148), c'est-à-dire par le rapport j \ - (156). . 
4 3 _ 4 7 ' 

Lorsqu'on aura à comparer des grandeurs, à chercher leur 
rapport, il suffira par conséquent de comparer les nombres qui 
les mesurent, de chercher le rapport de ces nombres. 

165. On peut toujours mettre le rapport de deux nombres 
fractionnaires sous la forme d'une fraction proprement dite, 
c'est-à-dire à ternies entiers. 
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3 
"7 ^ 

Soit, par exemple, le r appor t^ ; par extension, on dit que 7 

_ 4 

5 , 
est le numérateur et que - est le dénominateur de ce rap
port (lo'i-). 

Nous savons que, pour diviser deux fractions l 'une par 
l 'autre, il faut multiplier la fraction dividende par la fraction 
diviseur renversée (156) ; on aura donc 

3 
1 3 7 a i 

7 

8 + 5 
S il s'agissait du rapport- -T.-, on convertirait <S en cin-

3 4 - -
7 

qu ièmese l 3 en septièmes. On aurait alors 

8 4 - - — 

6 27 5 27 5 X 9 45 

11 résulte de cette remarque que toutes les propriétés de,-, 
fractions et les règles qui résument leur calcul, s'étendent au.v 
rapports quelconques, c'est-à-dire aux fractions à termes 

fractionnaires. Nous ne donnerons qu'un seul exemple du 
mode de démonstration à employer. 

Prouvons qu'on ne change pas un rapport en multipliant 

ses deux termes par une même quantité. Soit le rapport - , 

a et b étant deux fractions. Désignons par q le quotient <!•-> ces 
deux fractions. On au/a, d'après ce qui précède, 

a , 
j = q ou fl = oX</ . 

Multiplions par m les deux membres de cette égalité, m étant 
une quantité quelconque entière ou fractionnaire; on aura 

, „ ,, « X m a 
« X » ? = 0 X W X « , d OU -. = : f l = T . 

^ bxm i b 
Nous rappellerons les principaux théorèmes démontrés sur 
les fractions, en les appliquant aux rapports. 
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i". On ne change pas la valeur d'un rapport en le multi
pliant ou en le divisant haut et bas par un même nombre (130) ; 

2°. Si l'on a une suite de, rapports égaux, et qu'on les ajoute 
terme à terme, on obtient un rapport égal à chacun des rap
ports proposés ( 137 ) ; 

3°. Pour multiplier ou diviser un rapport par un nombre, 
on multiplie le numérateur ou le dénominateur du rapport par 
ce nombre (128, 129); 

4°. Pour multiplier plusieurs rapports, on les multiplie terme 
à terme (151) ; 

5°. Pour diviser deux rapports l'un par l'autre, on multiplie 
le premier rapport par l'inverse du second rapport (156) ; 

6°. Pour élever un rapport à une puissance, on élève ses 
deux termes à cette puissance (160). 

EXERCICES. 

I. Des deux quantités —= -\ et - + - , chercher quelle est la plus 
n i5 i2 i4 io r 

grande. 

II. Calculer l'expression ,r = 
f*+5AU-±) £ 

ix^vs III. Évaluer s d'heure en minutes et secondes. 
o 

IV. Évaluer 3y minutes, 3o secondes, en fraction d'heure. 

V. Une balle élastisque rebondit à une hauteur qui est les - de celle 
Q 

d'où elle est tombée. Après avoir rebondi 3 fois, elle s'élève à — de 
I I 

mètre : trouver de quelle hauteur on l'avait laissée tomber d'abord. 
VI. IOO parties de poudre de guerre renferment j5 parties d'azotate de 

potasse ou salpêtre, 12 parties et demie de charbon, 12 parties et demie 
de soufre. Trouver la composition de 32 kilogrammes de poudre. 

VII. Lorsqu'un liquide, après avoir dissous une certaine quantité d'un 
sel à une température donnée, refuse d'en dissoudre davantage, on dit 
qu'il e^tsaturé. Ceci posé, sachant qu'une dissolution saturée de sel marin 
renferme 27 parties de sel sur 100 parties, à la température ordinaire, et 
étant donnés 1200 kilogrammes d'eau salée renfermant 4 parties de sel 
sur 100 parties, on demande la quantité d'eau qu'il faut faire évaporer pour 
obtenir une dissolution saturée. 

VIII. L'usure annuelle est sur les grandes routes de • de mètre 
1000 

cube par kilomètre parcouru et par tonne transportée. On demande la cir
culation moyenne journalière qui nécessite l'emploi annuel de 1800 mètres 
•cubes de pierres cassées pour entretenir une route de iioo mètres. II 
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faudra remarquer que le métro cube de pierres cassées ne renferme en 

realité, à cause des vides, que —de mètre cube de pierre. 

IX. La houille en morceaux pèse 810 kilogrammes par mètre cube, et 
le mètre cube de houille en morceaux ne représente, à cause des vides, 
cIuu — de mètre cube de houille en roche. Un chemin de fer a brûlé une 

certaine année 4'234ic5o kilogrammes de coke. On demande le volume 
occupé dans la mine par la houille qui a produit ce coke, sachant que la 
houille en se transformant en coke perd le tiers de son poids. 

CHAPITRE III. 
DES SOMBRES DÉCIMAUX. 

1G6. Nous avons vu (12) que la numération écrite reposait 
sur ce principe : que tout chiffre placé à la droite d'un autre 
vaut dix fois moins que s'il était à la place de cet autre. Nous-
nous sommes arrêté, pour l'application de cette convention, 
au chiffre des unités ; mais rien n 'empêche de là poursuivre à 
droite de ce chiffre.' 

Si une grandeur renferme 5 unités, plus un certain reste, on 
pourra chercher combien ce reste renferme de dixièmes de 
l 'unité, puis combien le nouveau reste obtenu renferme de 
dixièmes de dixièmes ou de centièmes de l 'unité, et ainsi de 
suite. 

Le nombre qui exprime combien une grandeur contient 
d'unités et de parties de dix en dix fois plus petites de l 'unité, 
s'appelle nombre décimal; ces parties de dix en dix fois plus 
petites de l'unité sont les unités des divers ordres décimaux. 

Les chiffres qui représentent les dixièmes, les centièmes, les 
millièmes d'unité s'appellent chiffres décimaux ou décimales, 
et leur ensemble constitue la partie décimale du nombre pro
posé, par opposition à sa partie entière. Pour qu'on ne con
fonde pas dans l 'écriture des nombres décimaux la partie en
tière et la partie décimale, on les sépare par une virgule. 

Si un nombre décimal doit représenter 5 unités, 7 dixièmes, 
9 centièmes, o millièmes, 4 dix-millièmes, on placera une vir
gule après le chiffre 5, et à droite de cette virgule, d'après la 
convention générale rappelée précédemment, on écrira suc
cessivement les chiffres 7 ,9 , o, 4.11 viendra alors 5,7904. 

167. Il est important de remarquer que les nombres déci
maux ne sont en réalité que des expressions fractionnaires 

I. 6 
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avant pour dénominateur une puissance quelconque de d i \ . 
5 2 ^ 

Ainsi le nombre décimal 0,527 revient à o-i i t —-
1 ÎO ! DO JOOO 

, i)Ooo ooo >n 7 , <)527 
ou a = h A 1 —-, c est-a-uire a -• 

IOOO iooo iooo IOOO tooo 
On voit que pour obtenir la fraction qui correspond à un 

nombre décimal donné, il faut prendre pour numérateur le 
nombre décimal lui-même, abstraction faite de la virgule, et 
pour dénominateur l'unité suivie d'autant de zéros que le nom
bre proposé contient de chiffres décimaux. 

Réciproquement, toute fraction ayant pour dénominateur 
une puissance de io , représente an nombre décimal qui est 
formé des mêmes chiffres que le numérateur de la frac
tion et qui contient autant de décimales qu'il y a de zéros au 
dénominateur de cette fraction. Ces sortes de fractions s'ap
pellent fractions décimales et se confondent entièrement avec 
les nombres décimaux. 

Lecture et écriture des nombres décimaux. 

168. On peut d'abord remarquer que , dans un nombre déci
mal, les chiffres placés dans la partie entière et dans la partie 
décimale à égale distance du chiffre des uftités, se correspon
dent en ce sens que si le chiffre placé trois rangs plus loin 
vers la gauche représente des mille, le chiffre placé trois rangs 
plus loin vers la droite représente des millièmes. Les mêmes 
noms se répètent donc à gauche et à droite du chiffre des uni-
lés, sauf la terminaison ième qui caractérise les fractions. 

Ceci posé, si le nombre des chiffres décimaux n'est pas trop 
grand, on énoncera à part la partie entière et à part la partie 
décimale, en regardant le dernier chiffre décimal comme re
présentant les unités simples de cette partie décimale. 

Ainsi, les nombres 4,62.58 et io,307052 s'énonceront 4 uni 
tés, 6258 dix-millièmes, et 10 unités, 807052 millionièmes. En 
effet, 6 dixièmes valent 60 centièmes ou 600 millièmes ou 
6000 dix-millièmes ; 2 centièmes valent 20 millièmes ou 200 
dix-millièmes ; 5 millièmes valent 5o dix-millièmes, etc. 

Quelquefois on réunit dans l 'énoncé la partie entière et la 
partie décimale. Ainsi le nombre 37,017 peut s'énoncer 37017 
millièmes. En effet, 1 unité vaut iooo millièmes. 

Si le nombre des chiffres décimaux est considérable, comme 
un dixième vaut dix centièmes ou cent millièmes et qu'un 
centième vaut dix millièmes, comme un dix-millième vaut dix 
cent-millièmes ou cent millionièmes et qu'un cent-millième 
vaut dix millionièmes, on pourra former la tranche des milliè
mes, celle des millionièmes, celle des biliionièmes, e tc . . 
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comme on a formé la tranche des mille, celle des millions, 
celle des billions, etc. De sorte que, pour lire la partie déci
male, on la partagera en tranches de trois chiffres à partir de 
la virgule [ la dernière tranche à droite pourra n'avoir qu'un 
ou deux chiffres) et l'on énoncera chacune de ces tranches en 
désignant l'espèce d'unité représentée par son dernier chiffre 
à droite. On verra mieux, en opérant de cette manière, quelle 
importance on doit accorder aux différents chiffres décimaux. 

D'après ce que nous venons de dire, le nombre 

4278,607 812 704 781 02 

s'énoncera :. 4278 unités, 607 millièmes, 812. millionièmes, 
704 billionièmes, 781 trillionièmes, 2 cent-trillionièmes. 

169. Pour écrire un nombre décimal, il suffit d'écrire la 
partie entière et la partie décimale telles qu'elles sont énon
cées, en ayant soin de remplacer par des zéros les tranches ou 
parties de tranches qui peuvent manquer soit dans la partie 
entière, soit dans la partie décimale. 

Ainsi les nombres 57 unités, 325 millièmes, et 10 unités, 
307052 millionièmes, s'écriront : 

57,32.5 et ici, 307052. 

De même, on écrira le nombre : 8262.5 unités, 32 millièmes, 
012 millionièmes, 3 dix-billionièmes : 

8262.5, o32 51 •?. 000 3 * j . 

Lorsque le nombre proposé ne renferme pas de partie en
tière, on la remplace par un zéro. 2.5 dix-millièmes s'écrivent 
0 , 0 0 2 5 . 

Enfin, 4257 centièmes s'écriront 4 2 ^ 7 , en plaçant la virgule 
de manière que le dernier chiffre 7 représente des centièmes. 

170. En r é sumé , quand on lit un nombre décimal, la seule 
difficulté est de donner au dernier chiffre décimal le nom qui 
convient au rang qu'il occupe; quand on écrit un nombre dé 
cimal, la seule difficulté est de placer le dernier chiffre déci
mal au rang énoncé. 

(* ] Si l'on avait énoncé la partie décimale de ce même nombre sous la forme : 
trois cent vingt-cinq millions cent vingt mille trois dix-bili ionièmes, il aurait 
fallu remarquer que le dernier chiffre décimal devant représenter des dix-bi l
lionièmes et dix billions indiquant dix rangs à gauche du chiffre des unités, la 
partie décimale doit contenir nécessairement dix chiffres, pour que le chifire 
des dix-billionièmes se trouve dix rangs à droite du chiffre des unités ( 1GS). Par 
suite, on aurait complété ces dix chiffres en écrivant un zéro entre la virgule et 
le premier chiffre significatif de la partie décimale énoncée. 

6. 
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171. On ne change pas la râleur d'un nombre décimal en 
écrivant des zéros à sa droite. En effet, ao5 millièmes, par 
exemple, équivalent;» ao5o dix-millièmes ou à :>o5oo cent-mil
lièmes, etc. 

Il est utile de remarquer d'après cela que tout nombre en
tier peut être regardé comme un nombre décimal dans lequel 
il n'y a que des zéros après la virgule. 

Pour multiplier ou diviser un nombre décimal par l'unité 
suivie d'un nombre quelconque de zéros, il suffit de reculer la 
virgule d'autant de rangs vers la droite ou vers la gauche qu'il 
y a de zéros après l'unité. 

En effet, chaque chiffre du nombre proposé représente alors 
des unités n>, ioo, 1000 fois plus grandes ou plus petites. 

172. 11 ne faut jamais perdre de vue que les nombres déci
maux proviennent d'une simple extension des conditions gé
nérales de la numération aux parties de l'unité qui sont de dix 
en dix fois plus petites, c'est-à-dire aux parties de l'unité dont 
la succession graduée a lieu comme celle à laquelle les unités 
des différents ordres entiers obéissent. On pourra donc sou-
mellre aux mêmes règles de calcul la partie entière et la par
tie décimale des nombres décimaux ; et la seule recherche sera 
la place que la virgule doit occuper dans le résultat. 

Addition et soustraction. 

173. En se reportant à la remarque qui précède, on suivra 
pour additionner et soustraire les nombres décimaux des rè
gles identiques à celles indiquées pour les nombres entiers 
(-21, 27). 

Pour que les unités de même ordre se trouvent rangées dans 
une même colonne verticale , il suffira d'écrire les nombres 
proposés les uns au-dessous des autres de manière que leurs 
virgules se correspondent. 

Exemples : 

-5 ,830-5 8,r>.o5()3 
1,273 a>o571 

° > I 0 2 4 (17i4883 
7 7,19615 

Lorsque, dans la soustraction, le plus grand nombre contient 
ie moins de chiffres décimaux , on écrit à sa droite autant de 
zéros qu'il est nécessaire (171) pour que les deux nombres 
proposés contiennent le même nombre de chiffres décimaux. 

Soit à soustraire i5,30731 de ?.<},8i5; on indiquera l'opéra-
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lion comme il suit : 
?,<) ,8i JOO 

i5 ,3o-2 i 
14,50779 

Multiplication. 

17i. Pour multiplier deux nombres décimaux, on effectue 
leur produit en faisant abstraction de la virgule dans chacun 
d'eux, et l'on sépare sur la droite de ce produit autant de déci
males qu'il y en a dans les deux facteurs. 

Soit 825,948 à multiplier par 19,72. En faisant abstraction de 
la virgule dans le multiplicande, on le multiplie par 1000, et 
en faisant abstraction de la virgule dans le multiplicateur, on 
le multiplie par 100. On pourra donc écrire 

825948 X 1972 = 325,948 X 1000 X 19,72 X 100 
= (325,g48 x 19, 72) X 100000. 

Par suite, 
o ~ , 0 325948X1O72 
325,948 x 1 9 , 7 2 = ^ -11— 

•J ^ ' 100000 

Cette règle est générale, mais elle entraîne souvent des cal
culs inutiles. Supposons qu'on veuille multiplier deux nom
bres contenant .chacun sept décimales; la règle donnera le 
produit avec quatorze décimales, et la connaissance de ces 
quatorze décimales sera en partie le plus souvent illusoire, 
soit à cause de l'insuffisance de nos procédés pratiques, soit 
parce que les sept décimales des deux facteurs ne seront pas 
elles-mêmes toutes certaines. Il est donc important d'indiquer 

* une marche qui permette de ne poser au produit que le nom
bre de décimales indiqué d'avance par la nature de la question ; 
et il faut, pour cela, ne faire concourir à la formation du pro
duit approché que les décimales des deux facteurs qui peuvent 
influer sur les chiffres qu'on veut y conserver. 

175. Avant d'exposer la multiplication abrégée, il faut mon
trer quelle erreur on commet lorsqu'on néglige plusieurs chif
fres sur la droite d'un nombre décimal. 

Soit le nombre 65,718249 supposé exact. Je remarque d'a
bord qu'e JI négligeant des chiffres sur la droite de ce nombre, 
on ne fera jamais une erreur qui atteigne une unité de l'ordre 
du dernier chiffre conservé. Si l'on prend, par exemple, 65,718 
au lieu du nombre proposé, l 'erreur sera plus petite qu'un 
millième ; en effet, lors même que tous les chiffres négligés 
seraient des 9, il résulte du principe général de la numération, 
que la somme de leurs valeurs respectives serait toujours in-
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férieure à un millième. £n négligeant 9 dix-millièmes, il s'en 
faut d'un dix-millième qu'on néglige un millième ; en négli
geant 99 cent-millièmes, il s'en faut d'un cent-millième qu'on 
néglige un"mill ième; etc. 

Quand le nombre approché est plus petit que le nombre 
exact, on dit que l'erreur est en moins ou qu'elle a lieu par 
défaut; quand le nombre approché est plus grand que le nombre 
exact, on dit que l 'erreur est en plus ou qu'elle a lieu par excès. 

Ceci posé, je dis qu'on peut toujours faire en sorte que l 'er
reur commise soit, en plus ou en moins , plus petite qu 'une 
demi-unité de l'ordre du dernier chiffre conservé. 

Soit le même nombre 65,718249. En le remplaçant par le 
nombre 65,718, on néglige a | 9 millionièmes, c'est-à-dire un 
nombre inférieur à 3oo millionièmes et, à plus forte raison, à 
5oo millionièmes ou à 5 dix-millièmes. Par suite, un millième 
valant dix dix-millièmes, l 'erreur, par défaut, est plus petite 
qu'un demi-millième. 

En remplaçant le nombre proposé par 65,72, on l'augmente 
de la différence qui existe entre un centième ou 10000 millio
nièmes et 8249 millionièmes, c'est-à-dire de 1751 millioniè
mes, quantité inférieure à 2000 millionièmes et, à plus forte 
raison, à 5ooo millionièmes ou à 5 millièmes. Par sui te , un 
centième valant dix millièmes, l 'erreur, par excès, est plus 
petite qu 'un demi-centième. 

Donc, lorsque le premier chiffre négligé est plus petit que 5, 
l'erreur est par défaut; lorsque le premier chiffre négligé est 
égal ou supérieur à 5, on force l'unité sur le dernier chiffre 
conservé [c'est-à-dire on l'augmente d'une unité), et l'erreur 
est par excès : dans les deux cas, elle est plus petite qu'une 
demi-unité du dernier ordre conservé. 

Multiplication abrégée. 

17G. Soit maintenant à multiplier les deux nombres 

3 2,5136982 5 et 4°;92 3o681 

don! le produit exact est 

133o, 56028766860082.5. 

Supposons qu'on demande ce produit seulement avec trois dé
cimales, c'est-à-dire jusqu'au chiffre des millièmes. 

On écrira alors les chiffres des unités du multiplicateur (ce 
chiffre peut être o , sous le chiffre du multiplicande qui repré
sente des unités cent fois plus faibles que celles qu'on veut 
conserver au produit, c'est-à-dire dans le cas considéré sou-' 
le chiffre des (•••in-miUicmes ; puis, on renversera les •chiffres du 
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multiplicateur à droite et à gauche du chiffre des unités. De 
celte manière, le chiffre des dizaines du multiplicateur se trou
vera sous le chiffre des millionièmes du multiplicande, tandis 
que le chiffre des dixièmes se trouvera sous celui des dix-mil
lièmes, etc. 

Il résulte de cette disposition que le produit d'un chiffre 
quelconque du multiplicande par le chiffre du multiplicateur 
placé au-dessous, représentera des cent-millièmes ; car la va
leur relative des chiffres du multiplicande devenant de dix en 
dix fois plus petite, celle des chiffres correspondants du mul
tiplicateur devient de dix en dix fois plus grande, et inverse
ment. 

Si l'on a soin alors de multiplier le multiplicande par les dif
férents chiffres du multiplicateur, en commençant la multipli
cation au chiffre du multiplicande placé au-dessus du chiffre 
qu'on emploie au multiplicateur, tous les produits partiels ob
tenus représenteront des cent-millièmes, et les chiffres des 
unités de ces différents produits partiels devront être écrits 
dans une même colonne verticale. On voit qu'on ne fera ainsi 
participer au produit que les chiffres des deux facteurs dont la 
combinaison peut donner au moins des cent-millièmes. 

Le calcul présentera la disposition suivante : 

32,51369825 
186 o3ago4 

i3o 054792 
2 1)26224 

65o26 
9753 

192 

i33o,56oi1 

Je force alors l'unité sur le chiffre des millièmes du produit, 
etje dis que le produit demandé est bien i33o,56i à o , o o i près, 
par excès ou par défaut. 

En effet, les chiffres négligés sur la droite de chaque multi
plicande partiel, ne forment pas un nombre égal à une unité 
du dernier ordre conservé (175). Donc l 'erreur sur chaque 
produit partiel correspondant sera moindre que le chiffre em
ployé au multiplicateur multiplié par 0,00001 ( dans le cas con
sidéré;. Par suite, il faudra d'abord tenir compte d'une erreur 
par défaut égale à la somme des chiffres employés au multipli
cateur, multipliée par 0.00001. 

Il faut remarquer que si le multiplicateur renversé dépasse 
le multiplicande sur In droite, on doit ajouter par la pensée des 



8 8 ARITHMÉTIQUE. 

zéros à la suite du multiplicande, de manière à ne négliger au
cun chiffre sur la droite du multiplicateur renversé ; les chiffres 
du multiplicateur qui correspondent à ces zéros additionnels 
n 'entrent pas alors dans l'évaluation de l 'erreur. 

Les chiffres du multiplicateur qui dépassent le multiplicande 
sur la gauche étant au contraire laissés de côté, il s'agit d'appré
cier l 'erreur qui en résulte. D'après ce qui précède, ces chif
fres ne forment pas un nombre égal à une unité du dernier 
ordre conservé sur la gauche du multiplicateur. De plus, la va
leur du multiplicande est inférieure à celle de son dernier chif
fre à gauche augmenté de i . Par conséquent, les chiffres négligés 
sur la gauche du multiplicateur entraîneront (en cent-milliè
mes) une erreur par défaut inférieure au dernier chiffre à gau
che du multiplicande plus i . 

L'erreur par défaut commise sur le produit cherché est 
donc, dans l 'exemple considéré, au plus égal à 

(4+9-f-2-)-3-|-6-r-8) x o , oooo i —1— (3—!— I ) X O , O O O O I = O, ooo36, 

quantité inférieure à 100 cent-millièmes ou i millième. 
Le produit exact tombe donc entre 

I 3 3 O , 5 6 O I I , et I 3 3 O , 5 6 O I i -1-0,001 = I 3 3 O , 5 6 I 11. 

A plus forte raison, sera-t-il compris entre 

i33o,56o et i33o,562. 

Le nombre I 3 3 O , 5 6 I qui diffère de ces deux limites juste 
de 0 ,001, représentera le produit cherché à moins de 0,001 
par excès ou par défaut ; car le produit exact tombant entre 
i33o,56o et i33o,562, tombe nécessairement entre i33o,56o 
et i33o,56i ou entre I 3 3 O , 5 6 I et <33o,562. 

Dans la pratique, on peut ne pas écrire les chiffres du mul
tiplicande et du multiplicateur qui ne doivent pas être em
ployés. Soit, par exemple, à multiplier 42)30578006 par 
i)5a8,6023071 à 0,01 près ; le produit exact est 

4o3ii4,95348338i176426. 

Le calcul présentera la disposition suivante : 

42,3o5 7800 
3 206 825q 

38o 752 0200 
2 1 i 5 2 8 9 0 0 

846 1156 
338 4456 
a5 383o 

846 
] >6 

.jo3 11 î , 9 5 i i 
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Et le produit cherché sera 4o3i 14,96 à 0,01 près, par excès 
ou par défaut. 

177. On voit facilement comment il faudrait modifier la 
règle, si la limite de l 'erreur surpassait une unité de l 'ordre 
d'approximation demandé. Au lieu d'écrire le chiffre des unités 
du multiplicateur sous le chiffre du multiplicande qui repré
sente des unités cent fois plus petites q-ue celle qui exprime 
ce degré d'approximation, on l'écrirait sous le chiffre qui r e 
présente des unités mille fois plus petites. On répondrait ainsi 
à tous les cas possibles de la pratique. 

Si l'on avait, par exemple, à multiplier 40000,07071238 par 
99'999999999°71 » e t s ' l ' o n demandait le produit à 0,001 près, 
on obtiendrait, en appliquant la première règle indiquée (176), 
la disposition suivante : 

40000,570712 

99999 999999 

On verrait immédiatement que la limite supérieure de l 'erreur 
commise atteindrait 104 cent-millièmes, quantité plus grande 
que 0 ,001 . On aurait alors recours à la règle modifiée, c'est-à-
dire qu'on écrirait le chiffre des unités du multiplicateur sous 
le chiffre des millionièmes du multiplicande. 11 vaudrait mieux 
d'ailleurs, dans l 'exemple proposé, renverser l'ordre des deux 
facteurs, ce qui est évidemment permis. On aurait alors 

99.999999999 
2 1 707500OO4 

et Teneur sur le produit aurait pour limite o,ooo36, quantité 
moindre que 0,001. 

Enfin, dans le cas où la somme des chiffres qui entrent dans 
l'évaluation de l 'erreur est inférieure à 10, la règle au contraire 

• se simplifie, puisqu'on peut écrire le chiffre des unités du mul -
* tiplicateursous le chiffre du multiplicande qui représente seu

lement des unités dix fois plus faibles que le degré d'approxi
mation voulu. 

Division. 

178. La division des nombres décimaux présente deux cas; 
1° le diviseur est ent ier ; 20 le diviseur est un nombre décimal. 
Le second cas se ramène au premier. 

1". Soit à diviser 49^ ,607 par 78. En divisant 493607 par 78, 
on trouve, 63a8 pour quotient et 2.3 pour reste; en divisant 
493607 millièmes par 78, on trouvera donc 6328 millièmes 
pour quotient et 2.3 millièmes pour reste. 

On x oit que, pour diviser un nombre iléeiitnd par nn nombre 
entier, il faut faire /ibstniction de In rirgu/e mi dividende et 



9 ° ARITH M ÉTIOLE. 

séparer sur la droite du quotient et du reste obtenus autant de 
décimales qu'il en contient; ce qui revient, dans la pratique, à 
mettre une virgule au quotient aussitôt que l'opération con
duit à abaisser le premier chiffre décimal du dividende*. 

493,607 

6,3a8 

647 
2.3 

Le quotient demandé est, dans l 'exemple proposé, 6,328 et 
le reste 0 ,023. 

179. 2". Soit à diviser 942 ,84o5g par 86,192. 
On supprime la virgule du diviseur pour le rendre entier, et 

on la recule d'autant de rangs vers la droite dans le dividende, 
que le diviseur renferme de chiffres décimaux. De cette ma
nière, on ne change pas le quotient, puisque le dividende et le 
diviseur se trouvent multipliés par un même nombre 1000; 
mais le reste est multiplié par ce même nombre (68). La ques
tion est donc ramenée à diviser 942840,59 par 86192 : c'est le 
cas précédent. 

q4284°,5>9 i 86192 
8 o 9 2 ° 5 \ 10 ) 0 3 

3347 79 
762 o3 

On trouve pour quotient i o , 9 3 e t pour reste 762,03 (178). Ce 
dernier résultat doit être divisé par 1000 : le reste de la divi
sion proposée est, par suite, 0,76203. 

On peut remarquer que le reste de la division de deux nom
bres décimaux doit toujours représenter des unités de même 
ordre que le dernier chiffre décimal du dividende tel qu'il est 
donné; et que le dernier chiffre décimal du quotient est de" 
l'ordre du dernier chiffre décimal du dividende modifié de 
manière que le diviseur soit entier. 

Soit encore à diviser 285,73 pa r8 ,9461 . On regardera le di
vidende proposé comme égal à 285,7300 et, en appliquant la 
règle, on sera conduit à diviser les deux nombres entiers 
2857300 et 89461. 

Le quotient sera donc 3i ci le reste 8,4009. 

180. 11 résulte des règles posées au n" 175 que le quotient 
est toujours obtenu à une unité près de l'ordre auquel on s'ar
rête. On peut, en comparant le reste trouvé au diviseur, obte
nir le quotient à une demi-unité près du même ordre, par dé
faut, ou par excès. Eu effet, si le reste est plus petit que lu 
isioiiié du diviseur, la fiai lion qu'il faudrait ajouter au quotient 
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pour le compléter ( 154 i, sera plus petite qu'une demi-unité du 
dernier ordre conservé. Si le reste est plus grand que la moi
tié du diviseur, cette fraction sera plus grande qu'une demi-
unité du même ordre, et, dans ce cas, il faudra forcer l'unité 
sur le dernier chiffre du quotient pour l'obtenir à une demi-
unité près de cet ordre par excès. Dans le premier exemple 
considéré (178), le reste 23'étant inférieur à la moitié du divi
seur 78, la fraction complémentaire • ' „ sera inférieure à un 

demi-millième. Dans le second exemple (179), le reste 76203 
surpassant la moitié du diviseur 86192, la fraction eomplémen-

762,03 - , . . . . , TV 1 taire ',. •— sera plus grande qu un demi-centieme. Dans le 
00192 ' ° 

premier cas, on dira que le quotient est 6,328 à un demi-mil
lième près par défaut. Dans le second, on prendra pour quo
tient 10, g4, et l'on dira qu'il est obtenu à un demi-centième 
près par excès. 

181. 11 résulte de ce qui précède la possibilité de trouver le 
quotient de la division de deux nombres entiers, avec telle 
approximation décimale qu'on voudra. Il suffit pour cela de 
transformer le dividende en un nombre décimal dont le der
nier chiffre soit du même ordre que l'approximation indiquée, 
on ajoutant à sa droite un nombre convenable de zéros. Si l'on 
demande, par exemple, le quotient de 285 par 7 a 0,001 près, 
on divisera 285,000 par 7. Dans la pratique, on divise d'abord 
285 par 7 : on trouve pour quotient 40 et pour reste 5. On place 
alors une virgule au quotient et l'on continue, la division en 
écrivant un zéro à la droite du reste 5 et de ceux qu'on obtient 
successivement, jusqu'à ce qu'on atteigne au quotient l'ordre 
des millièmes. Par suite, le quotient de 2.85 par 7 à 0,001 près 
est 4o,7'4-

Division abrégée. 

182. De même que l'approximation avec laquelle on veut 
calculer un produit de deux facteurs conduit à n'employer que 
certains chiffres de ces deux facteurs (176), de même l'ap
proximation demandée au quotient permet de négliger certains 
chiffres du dividende et du diviseur. C'est sur cette remarque 
qu'est basé le procédé de la division abrégée. Nous poserons 
d'abord les deux règles suivantes. 

1". Dans la division de deux nombres quelconques, avant 
tout calcul, il faut rendre le diviseur entier ( 179 ) ; 

20. Nous supposerons dans tout ce qui va suivre que le 
quotient est demandé à l'unité près. S'il est demandé en effet 
a un dixième, un centième, un millième près, il suffit de 
rendre le dividende 10, 100. 1000 l'ois plu-; grand et de cher-
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cher le quotient a l'unité près; puisqu'on devra ensuite le 
rendre 10, 100, iooo lois plus petit, il sera obtenu à un 
dixième, un centième, un millième près. Si l'on demande au 
contraire le quotient à une dizaine ou à une centaine près, il 
faudra rendre le dividende 10 ou ioo fois plus petit, et cher
cher le quotient à l 'unité près. Comme on devra ensuite le 
multiplier par 10 ou par«ioo, il sera bien obtenu à une dizaine 
ou à une centaine près. 

183. Soit donc à diviser dans ces conditions 83645012,37 
par 6i3345. Le quotient trouvé par la méthode ordinaire est 
136,5g à 0,01 près. Si l'on veut trouver ce quotient à 0,01 près, 
par la méthode abrégée, on devra chercher à l 'unité près le 
quotient des nombres 8364501237 et 612345. 

/Vous commencerons par déterminer le nombre des chiffres 
du quotient (55) : ce nombre sera égal à 5. Il faudra alors sé
parer sur la gauche du diviseur assez de chiffres pour former un 
nombre au moins égal à 5 X 9. Ces chiffres formeront le der
nier diviseur qui sera 61 . On comptera alors 5 — 1 ou 4 chiffres 
sur la droite du dernier diviseur, et l'on aura le premier divi
seur qui sera 612345. S'il y avait d'autres chiffres au diviseur, 
après ceux qui constituent le premier diviseur, on les suppri
merait. On efface alors sur la droite du dividende autant de 
chiffres qu'il y en a dans le diviseur après le dernier diviseur., 
et l'on obtient le premier dividende 83645o. 

On divise le premier dividende par le premier diviseur en 
suivant le procédé ordinaire. On a ainsi le chiffre des plus hau
tes unités du quotient, qui est 1, et un reste égal à 224105. 
C'est ce reste qu'on prend, pour second dividende; mais on 
barre alors un chiffre sur la droite du premier diviseur, de 
sorte que le second diviseur est 61234. On obtient 3 pour se
cond chiffre du quotient, et un reste égal à 4°4°3. C'est ce 
reste qu'on prend pour troisième dividende. Le troisième divi
seur 6123 s'obtient en barrant un nouveau chiffre sur la droite 
du second diviseur. On continue de la même manière, jusqu'à 
ce qu'on soit conduit à employer le dernier diviseur qui cor
respond nécessairement au dernier chiffre ou au chiffre des 
unités du quotient : en effet, pour former le premier diviseur, 
on a compté à la suite du dernier diviseur autant de chiffres 
moins un qu'il doit y en avoir au quotient. 

8364501237 , 61«3:p 

2 3-4105 | T 3 6 5 9 

4o4°3 1 
;>(i()5 
6o5 

56 
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i\ reste à prouver que le quotient i365ij, obtenu en appli
quant ce procédé, est bien exact à l'unité près. 

On a d'abord négligé la partie 1237 du dividende. On néglige 
ensuite à la fin de l'opération le reste 56 qui représente des 
dizaines de mille. La somme de ces deux erreurs est donc 
égale à 561237, et c'est une -erreur par défaut. Le reste 56 étant 
moindre que le dernier diviseur 61 , cette erreur par défaut 
sera moindre que le diviseur proposé, puisqu'on a effacé sur 
la droite du dividende autant de chiffres qu'il y en avait au di
viseur après le dernier diviseur. 

De plus, dans le courant de l 'opération, on a négligé de mul 
tiplier les chiffres barrés sur la droite de chaque diviseur par 
les chiffres correspondants du quotient, et comme les produits 
partiels successivement obtenus ont été retranchés des diffé
rents dividendes ou du dividende total, on a fait ainsi sur les 
différents dividendes ou sur le dividende total une erreur par 
excès qu'il faut évaluer. 

Ecrivons le quotient sous le premier diviseur, en le renver
sa i t comme dans la multiplication abrégée (176), et posons le' 
chiffre des unités du quotient sous le chiffre des unités du der
nier diviseur. * 

612345 
g563i 

Nous verrons alors facilement qu 'on a précisément formé les dif
férents produits partiels du diviseur par les chiffres successifs 
du quotient, comme s'il s'agissait de trouver le produit des deux 
nombres par le procédé de la multiplication abrégée. Le chiffre 
des unités du dernier diviseur représentant des dizaines de 
mille, et ce chiffre correspondant au chiffre des unités du quo 
tient, l 'erreur sur le produit sera inférieure à la somme des 
chiffres du quotient multipliée par une dizaine de mille (176). 
Le nombre des chiffres du quotient étant 5 et ces chiffres étant 
au plus tous égaux à 9, la limite supérieure de l'erreur par 
excès que nous cherchons à évaluer sera 9 X 5 dizaines de 
mille. Le dernier diviseur 61 ayant été pris supérieur à 9 X 5, 
il en résulte que l'erreur totale par excès sera encore moindre 
que le diviseur proposé 6ia345. 

En résumé, l'erreur commise sur le dividende se compose de 
deux erreurs : l'une par défaut, l'autre par excès ; et chacune 
de ces erreurs est moindre que le diviseur. En effectuant la di
vision, on divise aussi l 'erreur. Par conséquent, l'erreur sur le 
quotient se composera elle-même de deux erreurs : l'une par 
défaut, l'autre par excès; et chacune de ces erreurs sera moin
dre qu'une unité. En réalité, le quotient sera donc obtenu, par 
excès ou par défaut, à l'unité près. 
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Le quotient 1365t) étant exact à moins d'une unité, le véri
table quotient i36,5() sera exact à moins d'un centième. 

Supposons, comme second exemple, qu'on demande de di
viser 63817 ,908401273 par 49,6923 à 0,001 près. On commen
cera par rendre le diviseur entier, puis on multipliera le divi
dende par 1000 (182), et la question sera ramenée à chercher 
le quotient de 638179084512,73 par 496923 à l'unité près. On 
devra donc négliger d'abord les deux chiffres décimaux du 
dividende (179 i. 

Le quotient devant avoir 7 chiffres et 7 X 9 étant égal à 63, 
4g6 sera le dernier diviseur. On doit compter 7—1 ou 6 
chiffres à la suite de 49^ pour avoir le premier diviseur. 
Mais le nombre des chiffres du diviseur proposé n'étant pas 
assez grand pour permettre l'application de la règle, on écrira 
trois zéros à la droite du dividende et du diviseur (68) : 
Oïl aura ainsi 496923000 pour premier diviseur. Pour avoir 
le premier dividende, il faudra supprimer 6 chiffres sur la 
droite de 638179084512000 ; le premier dividende sera donc 

638179084. • 
L'opération présentera la disposition suivante : 

638179084 49% a 3°oo 
41256084 "7284261 
41871484 
2117644 

129952 
3o568 

754 
2.58 

Le quotient donné par la méthode abrégée étant 12842(11, 
le quotient cherché sera 1284,261 à 0,001 près. 

18i. Il peut arriver qu'un dividende partiel contienne 10 fois 
le diviseur correspondant. On peut alors en général appliquer 
la règle indiquée sans modification aucune, en ayant soin d'é
crire le quotient égal à 10 entre deux parenthèses. 

Soit à diviser 3279814615 par 780913 à l 'unité près. Le quo
tient contenant 4 chiffres et 4 X 9 étant moindre que 78, 
78 formera le dernier diviseur. On devra compter 3 chiffres 
après 78, de sorte que 78091 sera le premier diviseur. On bar
rera le dernier chiffre du diviseur proposé, et l'on supprimera 
4 chiffres sur la droite du dividende, puisque le diviseur donné 
en contient 4 à la suite du dernier diviseur. Le premier divi
dende sera donc 327981, et l'opération présentera la disposi
tion suivante. .Nous traçons une barre horizontale au-dessus 
de l 'ensemble des chiffres supprimés tout d'abord à la droite 
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des nombres considérés : on pourrait d'ailleurs se dispenser 
d'écrire ces chiffres. 

ii'j 9814610 
I 5 6 I 7 

-808 

780913 

4 I {1 û o 

Le quotient demandé sera 45-oo. 
Il faut remarquer avec soin que le deuxième reste 7808 est 

moindre que le deuxième diviseur 7809. Par conséquent, si 
ce reste 7808, qui devient le troisième dividende, contient 
io fois le troisième diviseur 780, il ne peut surpasser 10 fois 
ce troisième diviseur que d'une quantité inférieure au chiffre 
9 qu'on a barré sur sa droite. En d'autres termes, le reste sui
vant ou quatrième dividende ne contiendra qu'un chiffre. 
Comme le dernier diviseur en contient 2, tous les chiffres sui
vants du quotient seront des zéros. 

On peut donc formuler cetje règle : Lorsqu'on est conduit à 
poser (10) au quotient, il faut forcer l'unité sur le chiffre trouvé 
précédemment et compléter le quotient par des zéros. 

Il peut arriver qu'on ait à poser immédiatement (10) au quo
tient, comme chiffre de ses plus hautes unités. Il est facile de 
voir que la règle précédente est encore applicable. Désignons 
par a le nombre des chiffres du dividende, par 8 le nombre des 
chiffres du diviseur. Le quotient aura alors (55) un nombre 
de chiffres égal à cr.— 8 ou à a— S + 1 . 

Si l'on suppose que le dernier diviseur contienne p chif
fres, le premier diviseur en contiendra autant que le quo
tient p lus / ) — 1, c'est-à-dire a — S +p — 1 ou x— p-)-/?• 

Quant au premier dividende, puisqu'il est obtenu en barrant 
sur la droite du dividende proposé autant de chiffres que le 
diviseur en contient à la suite du dernier diviseur, il en renfer
mera y-—3-t-/>-

Ainsi, le premier dividende contient un chiffre de plus que 
le premier diviseur ou le même nombre de chiffres. 

On peut donc être conduit, dans le premier cas, à poser im
médiatement (10) au quotient. Mais alors le quotient n'aura 
plus a — 3 chiffres : il en aura a — ,8 -+-1 ; ce qui prouve d'abord 
qu'on ne peut jamais avoir à poser que 10 au quotient ( et non 
pas i i , 12, etc.). En effet, le quotient devant réellement 
contenir a — 8 chiffres et la méthode abrégée en donnant 
a — 8 + 1 avec une erreur moindre qu 'une unité, c'est que 
le procédé ordinaire conduirait à un quotient composé de 
?.— 8 neuf, avec une erreur par défaut moindre qu'une 
unité. Le procédé abrégé doit donc donner (10 suivi de 
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a—[S—i zéros, et I'OTCM/' moindre qu'une unité est alors 
par excès if). 

On peut vérifier ce que nous venons de dire sur l 'exemple 
suivant. Soit à diviser 43-538 par 4378. On aura : 

Procède ordinaire. 

437538 j 4378 
4 ^ i~9îT 

4110 

Pour évaluer dans le cas qui nous occupe l 'erreur par excès 
commise sur le dividende (183), on doit écrire le quotient 
renversé sous le diviseur, de manière que le chiffre des unités 
du quotient corresponde, non pas au chiffre des unités, mais 
au chiffre des dizaines du dernier diviseur : en effet, le quo
tient renferme un chiffre de plus. L'erreur cherchée sera donc 
moindre que la somme des chiffres du quotient ou 1, multiplié 
par 1000. Le diviseur étant au moins égal à 1000 Verreur par 
excès commise sur le quotient s&ra encore plus petite que 1. 
Quant à l 'erreur par défaut, pour l'évaluer il n'y a rien à chan
ger aux. raisonnements précédents ( 183). 

EXERCICES. 

I. On traite annuellement dans une usine naâoooo kilogrammes de 
minerai de cuivre argentifère. Le minerai contient a1""1,4° de cuivre et 
op<l". 0000695 d'argent sur 100 parties. La perte en cuivre est de 4 parties 
sur 100 parties extraites, et la perte en argent est de 5 parties sur 100 par
ties extraites. Calculer les productions annuelles de cuivre et d'argent et 

(*; il faut, pour bien comprendre ce qui précède, se rappeler que lorsque le 
quotient a (/y. — .3) chiffres, le premier dividende partie! employé en suivant le 
procédé ordinaire, doit contenir un chiffre de plus que le diviseur ( 5 J ) . D'ail
leurs, ce premier dividende partiel divisé par le diviseur ne pouvant donner 
qu 'un chiffre au quotient, on voit que le premier chiffre du dividende sera au 
plus égal au premier chiffre du diviseur. Lorsqtie cette condition sera remplie, 
il faudra qu'en comparant les chiffres suivants du diviseur à ceux qui leur cor
respondent dans le premier dividende partiel, on trouve au moins un chiffre du 
diviseur plus grand que celui de même rang dans le premier dividende partiel, 
les chiffres précédents étant égaux deux à deux. Sinon, le premier dividende 
partiel renfermerait dix fois le diviseur. 

Ceci posé, en appl iquant le procédé abrégé, le premier dividende contiendra 
donc dix fois au plus le premier diviseur (car les chiffres conservés dans le p re 
mier diviseur doivent être au moins égaux à ceux de môme rang dans le p r e 
mier dividende qui en renferme un de plus), et le reste obtenu ou second divi
dende n'aura alors qu un seul chiffre. Comme le dernier diviseur en contient au 
moins deux, tous les chiffres suivants du quotient seront bien des zéros. 

Si le premier chiffre du dividende est inférieur au premier chiffre du diviseur, 
le premier dividende ne pourra pas contenir dix fois le premier diviseur, et Von 
rentrera dans l 'un des cas déjà examines. 

437538 j 43^8 
' 5 |——'-, 

I ( I O j O 
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leurs valeurs, en estimant 220 francs le kilogramme d'argent et -i!', 10 la 
kilogramme de cuivre. 

II. Un cheval peut traîner une voiture contenant un poids de i5oo kilo
grammes ; sa vitesse est de 4kil,25 par heure; le temps pour le charge
ment et le déchargement est évalué à 10 minutes. Pour un travail journalier 
de 10 heures, on paye 5 francs au conducteur de la voiture. Calculer le 
prix du transport de 5oo mètres cubes de terre à une distance de 97 mètres, 
sachant que le mètre cube de terre pèse 1600 kilogrammes. 

III. Au chemin de fer de Paris à Lyon, les rails pèsent 38 kilogrammes 
par mètre courant ; la longueur d'un rail est de 5 mètres ; 100 kilogrammes 
de rails coûtent 07 francs. Il y a 5i2 kilomètres de Paris à Lyon, et le 
chemin est à deux voies. Calculer le poids total des rails, le volume occupé 
par eux, leur nombre et le prix total des deux voies. La densité du fer 
est 7,7. 

IV. Les profondeurs de trois puits artésiens sont 220 mètres, 3g5 mètres, 
543 mètres; les températures des eaux correspondantes sont 190,75, 
25°, 33, 3o°,5o. On demande de vérifier si le rapport qui existe entre les 
accroissements de température est égal à celui qui existe entre les accrois
sements de profondeur; on demande ensuite de calculer quelle température 
devrait avoir l'eau fournie par le troisième puits pour que l'égalité supposée 
pût exister. 

V. Le grand axe de l'orbite de la planète Mars est égal, en prenant pour 
imité le grand axe de l'orbite terrestre, à 1,52369. Sachant que, d'après 
Kepler, le rapport qui existe entre les carrés des temps pendant lesquels 
deux planètes exécutent leurs révolutions, est égal à celui que présentent 
les cubes des grands axes de leurs orbites; on demande de trouver en 
jours la durée de la révolution de Mars, la terre effectuant la sienne 
en 365', 25628. 

CHAPITRE IV. 
CONVERSION DES FRACTIONS ORDINAIRES EN DÉCIMALES. 

185. Nous avons vu (Chap. Il) que les règles du calcul des 
fractions entraînaient, une plus grande complication que les 
règles du calcul des entiers. En effet, l'addition et la soustrac
tion exigent toujours qu'on réduise préalablement les expres
sions proposées au même dénominateur ; et la multiplication 
et la division des fractions sont des opérations complexes qui 
renferment une double opération sur des nombres entiers. 
D'autre part, le calcul des nombres décimaux (Chap. III) ne 
présente en réalité aucune différence avec celui des nombres 
entiers, et permet d'obtenjr le résultat cherché avec une ap
proximation plus facile à apprécier que lorsqu'on complète la 
partie entière de ce résultat à l'aide d'une fraction. Il est donc 
naturel de chercher à remplacer les expressions fractionnaires 

I. 
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par des expressions décimales équivalentes : c'est ce qu'un 
appelle convertir une fraction ordinaire en décimales. 

5 
186. Soit la fraction - • Convertir cette fraction en décimales. 

1 
c'est chercher à combien de dixièmes, de centièmes, de mil
l ièmes, etc., elle équivaut. En d'autres termes, puisque la 

5 
fraction - représente le quotient de 5 par 7 ( l o i s c'est effec
tuer la division de 5 par 7 à un dixième, un centième, un mil
lième près (181). Il en résulte immédiatement que , pour con
vertir une fraction ordinaire en décimales, il faut ajouter à la 
droite de son numérateur autant de zéros que l'expression dé-
cimale cherchée doit contenir de chiffres décimaux, et diviser 
le nombre ainsi obtenu par le dénominateur de la fraction. 
Dans la pratique, on n'écrit pas ces zéros, on les ajoute successi
vement à la droite des restes partiels, et l'on écrit une virgule 
au quotient dès qu'on est conduit à employer un premier zéro. 

5 
D'après cela, l'expression décimale de - en millionièmes 

sera 0 ,7i4a85 à moins d'un millionième par défaut ou 0,714286 
à moins d'un demi-millionième par excès (180). 

285 
L'expression décimale de en millièmes sera 40,714 à 

7 
moins d'un demi-millième par défaut (180). 

5o I 7 2.85 
0 ! 0 ,714285 
3o 

7.0 

60 

4o 
5 

i>o 
1 0 

3o 
•J. 

40,714 

11 v aura deux cas à considérer : ou la conversion sera possible 
exactement, c'est-a-dire que la division poussée convenable
ment conduira à un reste nul ; ou la conversion sera impossible 
exactement, c'est-à-dire que la division continuée indéfini
ment ne conduira jamais à un reste nul . 

187. I. Pour qu'une fraction ordinaire se réduise exacte
ment en décimales, il faut et il suffit que son dénominateur ne 
contienne pas d'autres facteurs premiers que 2 et 5. 

En effet, on peut toujours supposer les deux termes de la 
fraction proposée premiers entre eux. Pour que la réduction 
en décimales s'opère exactement, il faut que le numérateur de 
la fraction multiplié par une certaine puissance de 10 forme 
un nombre exactement divisible par son dénominateur (186x< : 
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et comme ce dénominateur est premier avec le numérateur, il 
faut qu'il divise la puissance de 10 employée (107); c'est-à-
dire qu'il ne peut pas contenir d'autres facteurs premiers que 
ceux qui entrent dans cette puissance de 10. 

• 5 

Ainsi, la fraction ^ peut être convertie exactement en déci
males, parce que le dénominateur 8 == a3. Il suffira de multi
plier le numérateur 5 par io3 = 23 x5% pour introduire autant 
de facteurs 2 au numérateur qu'il y en a au dénominateur, 
c'est-à-dire pour rendre la division possible. On trouvera alors 
5 
g = o,6?.5 (*)• 

5o j 8 
n° i o.6s5 

o 

Fractions décimales périodiques. 

188. II. Lorsque le dénominateur de la fraction donnée 
contient des facteurs premiers étrangers aux facteurs 2 et 5, 
la conversion exacte est impossible, et le quotient illimité qu'on 
obtient est périodique. 

5 
S'il s'agit, par exemple, de la fraction - , quelle que soit 

la puissance de 10 par laquelle on multiplie le numérateur 5, 
on ne pourra jamais introduire au dividende le facteur pre
mier 7 ; dès lors la division n'aura jamais de fin. 

De plus, les restes successivement obtenus seront toujours 
inférieurs au diviseur et, comme on ne peut trouver le reste o, 
on ne pourra obtenir que les six restes 1, 2,3, 4, 5, 6. Par con
séquent, après six divisions au plus, un des restes déjà trouvés 

( * ) Soit la fraction -r- Si b = 2" x &, n étant supposé > p, il faudra mul t i 

plier le numérateur par 10" ou 2" x 5". L'expression du quotient sera alors 

a X 2" X 5" „_„ 
— = a X s 1 

3" X bp 

et l'on pourra poser 

b ~~ 10" 

On voit qu'il y a autant de décimales dans l'expression exacte que d'unités dans 
l'exposant le plus élevé des facteurs premiers 2 et 5 qui entrent au dénomina
teur; de plus, on obtient le nombre décimal cherché, abstraction faite de la 
virgule, en multipliant le numérateur a par celui de ces facteurs premiers 2 et 5 
qui a le plus faible exposant, ce facteur devant être affecté d'un exposant égal à 
la différence des exposants n et p. 

7-
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reparaîtra ; ce reste ramènera le même dividende partiel et le 
même chiffre du quotient, et puisqu'on sera alors dans des 
conditions identiques à celles où l'on était placé à la première 
apparition'de ce reste, les chiffres du quotient, à partir du chiffre 
considéré, se reproduiront d'une manière indéfinie, périodi
quement et dans le même ordre. On dit alors que ce quotient 
est un quotient décimal périodique ou une fraction décimale 
périodique. 

5o 
10 

3o 
?.o 

60 

0,71428571. 

40 
5o 

10 

3 
5 

Pour la fraction -> on trouve les six restes possibles dans un 
7 

ordre irrégulier ; après quoi, le premier reste 5 reparaît. Le 
quotient périodique est 

0,714280 714a85 714a85 71 

5 
Remarquons que ce quotient représente - à un dixième, à un 

7 
centième, . . . , à un millionième près, suivant qu'on s'arrête au 
premier, au s e c o n d , . . . , au sixième chiffre décimal. On ap-

5 
proche donc autant qu'on veut de -» à mesure qu'on prend au 

y 

quotient un plus grand nombre de chiffres, et l'on peut écrire 
5 

que - est la limite de ce quotient illimité ou 

5 
- = limite de 0,71428571428571428571. . . ( 139}. 

L'ensemble des chiffres qui se reproduisent constitue la pé
riode de la fraction décimale périodique considérée. On peut 
remarquer que cette période contient au plus b — 1 chiffres, si 
le dénominateur de la fraction ordinaire génératrice est b. 

La période peut commencer immédiatement après la vir
gule : la fraction est alors dite périodique simple. 

La période peut commencer un certain nombre de rangs 
après la virgule : la fraction est alors dite périodique mixte. 
L'ensemble des chiffres placés entre la virgule et la partie pé 
riodique, chiffres qui ne se reproduisent pas, constitue la par
tie non périodique. 
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Retour à la fraction ordinaire génératrice^-* jv; 

189. Étant donnée une fraction périodiques W o p o ^ n s - n ^ u s ; 
maintenant de retrouver la fraction ord ina le dontiàx^Qrryeî^ 
sion en décimales lui a donné naissance. ^ • w ^ ^ i : - * - ' ^ " ' 

Soit d'abord une fraction périodique simple telle que 

0,267 267 267 2 

Prenons seulement trois périodes, et représentons par a la 
valeur de ces trois périodes. Nous aurons 

(1) a = 0,267 267 267. 

Multiplions par 1000 les deux membres de cette égalité, de 
manière à faire passer une période avant la virgule. Il viendra : 

( :»/ 1000 a = 267 ,267 267 . 

(*) Nous croyons que, pour être bien saisi, ce paragraphe doit être précédé 
des considérations suivantes : nous les donnons donc en note. 

Les théorèmes qu'on va démontrer seront d'ailleurs utiles par la suite. 
I. Les puissances d'un nombre plus grand que i croissent indéfiniment, de ma

nière à pouvoir surpasser toute quantité donnée. 
Soit le nombre a > i. a- sera plus grand que a, parce que le produit est plus 

grand que le multiplicande, lorsque le multiplicateur surpasse l 'unité. On aura 
de même a* ]> a3, a* > a3,.. ., am > am~ . Ainsi, les puissances successives de a 
croissent indéfiniment; mais on ne sait pas à priori si leur valeur finira par 
surpasser toute quantité donnée, car une quantité variable peut croître indéfi
niment, tout en s'approchant d'une certaine limite fixe : il faut prouver que, 
dans le cas considéré, cette limite n'existe pas. 

Je dis qu'on pourra trouver pour l'exposant m une valeur telle que am s u r 
passe N, N étant un nombre aussi grand quVm voudra le supposer. Désignons 
par K l'excès de a sur l 'unité et posons a — t = a. Nous aurons, d'après la r e 
marque qui précède, 

ûa — a > K, ^ 
a3 — « * > a, 

a* — a1 >• a, 

m m—! v 

a — a J> K . 
Si nous ajoutons membre à membre la première égalité et les m — i inégalités 
suivantes, il viendra 

am— i > m a ou a m > i - i - m « . 

Posons i - t - m a = Î V . Nous en déduirons 

K — 1 

Si l'on donne-cette valeur à m, a™ qui surpasse toujours i- t-wia, surpassera 

aussi JN1-
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Retranchons inei 
nous trouverons 
Retranchons membre à membre l'égalité (i) de l'égalité 

q g g a = 2 6 7 — o , 0 0 0 0 0 0 267 

ou 
267 

Pour avoir la valeur de a, il suffira de diviser par 999 les deux 
membres de l'égalité obtenue. On aura donc 

267 267 
_ 999 999X I O O ° 3 

La valeur des trois périodes considérées est donc égale à 
267 207 
—- diminuée de la fraction • Remarquons que le 
999 9 9 9 X l o o ° 
dénominateur de cette fraction renferme 10003, parce que nous 
avons pris trois périodes. Si nous en prenons quatre, il renfer
mera iooo4; si nous en prenons cinq, il renfermera iooo5; 
si nous en prenons un nombre quelconque n, il renfer
mera 1000". L'expression trouvée est donc générale, en ce sens 
qu'il suffit d'y faire varier l'exposant de 1000 de manière qu'il 
soit toujours égal au nombre des périodes considérées, pour 

II. Les puissances d'une quantité plus petite que 1 décroissent indéfiniment, de 
manière à pouvoir tomber au-dessous de toute quantité donnée. 

Soit le nombre o < 1. On aura 
a' <a, 

parce que le produit est plus petit que le multiplicande lorsque le multiplica
teur est plus petit que 1. On aura de même 

a ' < < r , < r < a ' , . . . , a™ < a " - ' . 

Il reste a prouver que l'on peut donner à m une valeur telle que am tombe au -

dessous de —, N é t a n t u n nombre aussi grand qu'on voudra ou —une fraction 

aussi petite qu'on voudra. 

Puisque a est < T , on peut le représenter par une fraction —, a' étant > 1 
a' 

si a représentait la fraction - , — représenterait — et a' serait - V On aura 

0) 
."={•)•--.• 

\ a I a 

pour que a' soit plus petit que —7 il faut donc que — soit plus petit que — 

ou a'"1 >• i\, condition qu'on peut toujours remplir d'après le premier théorème, 

puisque i ï ' o t supérieur ;i ! : n" 'pm'cr.'.e d-un* vprs zéro )» mc'-ntp que tu ;tn;;mentp 
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avoir la valeur de ce nombre de périodes. Si nous désignons 
par A la valeur de n périodes, nous pourrons écrire 

. 267 267 267 267 / 1 V 
•V = —'- '- ou A = -—; '- X • 

999 9 9 9 x I O O ° " 999 999 \ i o o o / 
/ 1 \ " 

A mesure que » augmente, I devient de plus en plus 

267 . , „ 
peut, tandis que — - est une quantité fixe, !M n surpasse toute 

999 
quantité donnée, ( 1 tombe au-dessous de toute quantité 

\ i o o o / n 

26" 
donnée [voir la note). La quantité qu'il faut retrancher de —-

999 
pour avoir la valeur des n périodes, devient donc de plus en 
plus petite à mesure que n augmente, et sa limite est zéro, 
puisque l'un des facteurs de cette quantité restant invariable, 

3.6-
l'autre converse vers zéro. Par suite, la fraction —^- est elle-

999 
même la limite vers laquelle cbuvcrge la valeur de toutes les 
périodes. En désignant leur somme par x, on aura rigoureuse
ment 

267 
X ~ 999' 

Ainsi, la fraction ordinaire génératrice d'une fraction pé
riodique simple a pour numérateur une période et, pour dé
nominateur, un nombre formé d'autant de 9 que la période 
contient de chiffres. 

190. Remarquons qu'un nombre formé seulement de 9 n'est 
20 r7 

jamais divisible par 2 ou par 5. En réduisant la fraction — - à 
999 

sa plus simple expression, on ne pourra que supprimer les fac
teurs qui sont communs à ses deux termes. Il en résulte que 
le dénominateur de la fraction ordinaire génératrice d'une 
fraction périodique simple ne renferme jamais que des fac
teurs étrangers aux facteurs premiers 2 et 5. 

191. Soit, en second lieu, une fraction périodique mixte 

O , 3 S 6 I 5 6 I 5 6 I 5 6 I . . . . 

Désignons par x la valeur exacte de cette fraction : ou aura 

x = o, 3 2615 6 r 5 ( > 15 (ï 1. . -. 

Mulliplious les deux membres de celle égalité par 100, de ma 
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nière à faire passer la partie non périodique avant la virgule ; il 
viendra 

I O O X = 3 2 , 6 I 5 6 I 5 6 I 5 6 I . . . . 

Remarquons que nous n'avons en rien diminué le nombre des 
périodes : nous avons seulement déplacé la virgule de manière 
à la placer avant la première période. Le second membre est 
donc égal à 32 augmenté d'une fraction périodique simple dont 

6 i5 
la période e s t 6 i 5 , c'est-à-dire à 32 H Par suite, 

999 
6i5 32 6i5 

IOOX=32-1 OU X= 1-• -• 

999 I0° 999°° 
Effectuons le calcul indiqué dans le second membre, nous au
rons 

3?. x 999 -H- 6 i5 
~ 999°° 

On peut remplacer 999 au numérateur par 1000 — 1 et écrire 

32 X (1000 — i ) - | - 6 i 5 32000 — 3 2 - | - 6 i 5 
_ 999°° ~~ 999°° 

c'est-à-dire 
326i5 — 3?. 

X ~~ 999°° 
Cette manière d'opérer est évidemment générale, car les trois 
zéros de 32000 seront toujours remplacés par la période 6 i 5 . 

La fraction ordinaire génératrice d'une fraction périodique 
mixte a donc pour numérateur l'ensemble de la partie non pé
riodique suivie d'une période, diminué de la partie non pé
riodique, et pour dénominateur un nombre formé d'autant de 
9 que la période contient de chiffres, suivi d'autant de zéros 
que la partie non périodique contient de chiffres. 

192. Remarquons que le dénominateur de cette fraction qui 
est, dans l 'exemple considéré, 999 X 100, renferme des fac
teurs premiers étrangers à 2 et à 5 provenant de 999, et des fac
teurs 2 et 5 provenant de 100. Lorsqu'on voudra réduire la 
fraction à sa plus simple expression, les facteurs étrangers ne 
pourront pas tous disparaître, sans quoi la fraction aurait une 
expression décimale exacte. De plus, on ne pourra jamais la 
diviser haut et bas par 10. Il faudrait pour cela, en effet, que la 
différence 3 a 6 i 5 — 3 2 fût terminée par o ou que le dernier 
chiffre de la partie périodique fût égal au dernier chiffre de la 
partie non périodique : ce qui est impossible. Si, dans l'exem
ple proposé, on remplaçait 5 par 2, il viendrait 

.!• — n , 3 2("ii r>i) 12(11 a f i i , . . 
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et la période ne serait pas 612, mais bien 261, c'est-à-dire 
qu'elle commencerait un chiffre plus tôt. 

Puisqu'on ne peut pas diviser par 10 les deux termes de la 
fraction ordinaire génératrice d 'une fraction périodique mixte, 
il en résulte que son dénominateur contiendra toujours autant 
de facteurs 2 ou autant de facteurs 5 qu'il contenait de zéros 
avant la réduction de la fraction à sa plus simple expression ; 
car, si on peut diviser haut et bas par 2, on ne pourra pas diviser 
par 5, et inversement. On peut donc dire que l'exposant le plus 
élevé des facteurs 2 et 5 que renferme le dénominateur de la 
fraction génératrice, marque dans tous les cas le nombre de 
chiffres de la partie non périodique. 

193. En rapprochant les résultats obtenus, on voit que toute 
fraction ordinaire dont le dénominateur ne renferme que des 
facteurs premiers étrangers à 2 et à 5, conduit à une fraction 
périodique simple, parce qu'elle ne peut conduire ni à une 
fraction limitée (187), ni à une fraction périodique mixte (192). 

De même, toute fraction ordinaire dont le dénominateur 
contient à la fois des facteurs premiers étrangers à 2 et à 5 el 
des facteurs 2 et 5, conduit à une fraction périodique mixte, 
parce qu'elle ne peut conduire ni à une fraction limitée, ni à 
une fraction périodique simple ( 190) ; et le nombre des chif
fres de la partie non périodique est d'avance indiqué par l 'ex
posant le plus élevé des facteurs 2 et 5 du dénominateur (192). 

194. REMARQUES. — I. Si l'on a des entiers joints à une frac
tion décimale périodique, il est facile de remplacer l 'expres
sion donnée par une expression exacte, en opérant comme il 
suit et en s'aidant des résultats précédents. Soit l'expression 

;T = 3,2727272727 .... 
On en déduit 

— = 0 ,32727272727. . . . 
10 ' 

Le second membre étant une fraction périodique mixte, on a 

x 327 — 3 

1 0 _ 99° 
d'où 

327 — 3 
x = — 

99 
Soit encore l'expression 

x = 3 i , 2765656565 . . . . 
On en déduit 

3C 

= o, 312-65656565 . . . . 
1 on 
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OU 
X 312^65 3 12^ 

— = r 7 

IOO 990000 
c'est-à-dire 

312765 — 3127 
x= -• 

99°° 
II. Si la période est 9, on force l 'unité sur le chiffre qui pré

cède la première période, et l'on a la valeur exacte de l 'expres
sion périodique. 

Ainsi 

3,9999 . . . = 3 - r - - = 3 - | - i = 4-

De même 
5>479999-- - = 5 , 4 7 + 0 , 0 0 9 9 9 9 . . . = 5 , 4 7 + ^ 

= 5,47 -H 0,01 = 5,48. 
III . On peut facilement réduire en décimales toutes les frac

tions qui ont un même dénominateur, lorsqu'on a réduit en 
décimales celle d'entre elles qui a pour numérateur l 'unité. 

Ainsi la fraction - est égale à 0,142857 142857 1. . . . Par con-

3 
séquent, la fraction - sera égale à cette même valeur multi
pliée par 3 ou à 0,4285714285714- • • • 

EXERCICES 

I. Convertir 3 heures 53 minutes 7 secondes en nombre décimal, l'heure 
étant prise pour unité. 

II. Les mines de cuivre de la Grande-Bretagne ont donné, une cer
taine année,- i5a6i5ooo kilogrammes de minerai, et l'on en a extrait 
13900000 kilogrammes de cuivre. Le Chili et l'Australie ont fourni cette 
même année à l'Angleterre 41 49°°0 0 kilogrammes de minerai, et l'on 
en a extrait 9009000 kilogrammes de cuivre. On demande la richesse en 
cuivre du minerai indigène et du minerai importé, c'est-à-dire combien 
100 kilogrammes de chacun d'eux fournissent de kilogrammes de cuivre. 
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LIVRE QUATRIÈME. 
LES NOMBKES INCOMMENSURABLES. 

CHAPITRE PREMIER. 
THÉORIE DE LA RACINE CARRÉE 

195. Nous avons terminé tout ce qui a rapport aux deux 
formes sous lesquelles on peut directement considérer les 
nombres. Les nombres entiers répondent à l'addition succes
sive de l'unité; les nombres fractionnaires, à l'addition suc
cessive d'une certaine partie aliquote de l'unité. Cette partie 
aliquote peut être variée d'une manière quelconqtie, de sorte 
que le champ des nombres fractionnaires est beaucoup plus 
vaste que celui des nombres entiers. La progression des nom
bres entiers se retrouve à la fois au numérateur et au dénomi
nateur de l'expression fractionnaire et, de plus, à un numéra
teur donné on peut faire correspondre tel dénominateur qu'on 
voudra. 

Nous avons vu ensuite comment on pouvait simplifier les 
procédés du calcul en considérant spécialement les fractions 
décimales et en y ramenant toutes les autres, soit exactement, 
soit avec une approximation donnée. 

Il nous reste à étudier une dernière classe de quantités que 
nous retrouverons constamment en mathématiques et qui nais
sent, en particulier, de la considération des racines, c'est-à-
dire qu'on y est conduit par la sixième opération fondamentale, 
inverse de l'élévation aux puissances (77). 

196. On appelle racine carrée d'un nombre, le nombre qui 
élevé au carré reproduit le nombre proposé. Ainsi, 25 étant 

1 4 
égal au carré de 5, 5 est la racine carrée de 25; de même, -

, 2 2 , . , , i. 
étant le carre deT) r est la racine carrée de -• 

3 3 9 
On indique la racine carrée d'un nombre au moyen du signe 

y' > qu'on appelle radical. On écrira donc 
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S'il s'agit d'une racine de degré plus élevé, on emploie le 
même signe et l'on écrit entre ses branches le nombre qui 
correspond au degré de la racine, c'est-à-dire l'indice de cette 
racine. Pour indiquer, par exemple, la racine cubique de 64, 
on écrira y 64 = 4-

Le carré d'un nombre entier ou fractionnaire s'appelle carré 
parfait. 

197. Tout nombre entier qui n'est pas carré parfait d'un 
nombre entier, ne peut pas l'être d 'une fraction (161). Sa racine 
carrée ne pourra donc être exprimée exactement ni par un 
nombre entier ni par une fraction. 

Toute fraction dont les deux termes ne sont pas carrés par
faits, ne peut être elle-même carré parfait d'une autre frac
tion (161). Sa racine carrée ne pourra donc être exprimée exac
tement ni par un nombre entier ni par une fraction. 

198. Lorsque deux grandeurs sont multiples d'une troisième 
grandeur, cette troisième grandeur se nomme leur commune 
mesure ; et les nombres qui représentent les deux premières 
grandeurs, lorsque la troisième est prise pour unité, sont dits 
commensurables entre eux. 

Lorsque deux grandeurs n'ont pas de commune mesure, 
elles sont dites incommensurables entre elles; et les nom
bres qui les représentent, nombres qu'on ne peut obtenir 
exactement lorsqu'on veut rapporter les grandeurs considérées 
à une même unité, sont des nombres incommensurables entre 
eux. 

Ceci posé, une unité étant choisie, on aura trois cas à exa
miner. Les grandeurs à mesurer pourront contenir exactement 
l 'unité : elles seront alors représentées par des nombres en
t iers ; ou bien, ces grandeurs contiendront exactement une 
partie aliquote de l 'unité : elles seront alors représentées par 
des nombres fractionnaires; enfin, ces grandeurs ne contien
dront exactement ni l 'unité, ni aucune partie aliquote de l 'u
nité : elles seront alors incommensurables et correspondront à 
des nombres incommensurables. 

Les racines carrées des nombres entiers qui ne sont pas 

carrés parfaits et des fractions dont les deux termes ne sont 

pas carrés parfaits, ne pouvant être exprimées exactement ni 

par un nombre entier ni par une fraction (197), sont des nom

bres incommensurables : V*2 et t / - sont des nombres incom

mensurables. 

199. Les nombres incommensurables ne pouvant être néces
sairement représentés que par des sjmboles, il esl important 
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de marquer leur place dans l'échelle des grandeurs exactes. 
Nous dirons donc, pour préciser les idées, que lorsqu'une 
grandeur incommensurable tombe entre deux grandeurs com-
mensurables, le nombre incommensurable qui lui correspond 
est compris entre les deux nombres commensurables qui me
surent les grandeurs limites considérées. 

On pourra, d'après cela, obtenir l'expression numérique 
d'une grandeur incommensurable, sinon exactement, du moins 
avec telle approximation qu'on voudra. Soit, en effet, une 
grandeur incommensurable quelconque. Partageons l'unité 
en p parties égales et supposons que la grandeur proposée 
tombe entre m et m + i de ces parties; le nombre qui lui 

J i m m + i , ,.Cr> J 

correspond tombera entre — et : la ditierence de ces 
P P 

expressions étant -•> il différera de chacune d'elles de moins 
P 

de -• En le remplaçant par l'une ou l'autre, on fera donc une 

erreur plus petite que —•> c est-a-dire aussi petite qu on vou

dra en donnant h p une valeur convenable. 
Nous devons donc nous proposer dans ce chapitre de trou

ver la racine carrée d'un nombre, exactement lorsque cela 
sera possible, c'est-à-dire lorsque ce nombre sera un carré par
fait, de la trouver avec une approximation donnée dans le cas 
contraire (*). 

Composition du carré d'une somme de deux parties, et remarques 
sur les carrés. 

200. Pour trouver le carré de la somme 7 + 3, il faut multi
plier 7 + 3 par 7 + 3. En suivant la règle indiquée (63), on 
trouve pour résultat 

7 + 3 
7 + 3 
7' + 7 X 3 

+ 7 X 3 + 3' 
7 ' + 2 . ( 7 x 3 ) + 32 

( *) Il faut bien remarquer que tout ce que nous venons de dire est relatif au 
choix de l 'unité. Une grandeur incommensurable avec une certaine unité peut 
être commensurable avec une autre. Quant aux nombres considérés abstraite
ment, comme ils expriment des rapports, ils restent commensurables ou incom
mensurables, sans qu'il y ait variation quand on passe d'un système à un autre. 
Ainsi, une grandeur est toujours incommensurable quand elle contient deux 
fois Tunité eboisie, parce que le rapport 2 est tel qu'aucune expression nu nié-
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724- 2. (7 x 3 } + 3 ! ; c'est-à-dire que /<? ciwt^ d'une somme de 
deux parties est égal au carré de la première partie, plus le 
double produit de la première partie par la seconde, plus le 
carré de la seconde partie [*). 

Tout nombre plus grand que 9 étant composé de dizaines et 
d'unités, on peut dire d'une manière générale que le carré 
d'un nombre entier contient le carré de ses dizaines, plus le 
double produit de ses dizaines par ses unités, plus le carré de 
ses unités. 

Ainsi, l'on aura 

372=(3o + 7)2 = 3o ' - f -2X3oX7 4- ?.• 

D'après ce qui précède, on a 

( f l + i ) ' = r f + î « 4 - i , 
d'où 

(rt + l ) - « 3 = 2 rt -+- I . 

Par conséquent, la différence des carrés de deux nombres en
tiers consécutifs est égale à deux fois le plus petit nombre 
plus 1 

Si le carré de 3o est égal à 900, le carré de 3i sera égal à 
goo -+- 2 x 3o 4-1 ou à 961. 

201. La table suivante donne les carrés des neuf premiers 
nombres : 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

1 /} 9 16 25 36 I 9 6 | 81 

On peut remarquer que le carré d'un nombre est nécessaire
ment terminé par le même chiffre que le carré de ses unités. 
En effet, le carré des dizaines étant terminé par deux zéros, et 
le double produit des dizaines par les unités par un zéro, quand 
on additionne les trois parties qui constituent le carré, la co
lonne des unités ne renferme que le chiffre qui termine le 
carré des unités. Si, de plus, le nombre proposé est terminé 
par un 5, son carré doit être terminé par 25 ; car le double 
produit des dizaines par les unités est, dans ce cas, terminé 

rique élevée au carré ne peut le reproduire. Si l 'unité est choisie 2 fois plus 
petite, la grandeur devient commensurable parce qu'elle se trouve repré 
sentée par / j . 

Il est bon de noter qu'il n'y a pas analogie entre les nombres incommensu
rables et les fractions décimales périodiques, puisque ces dernières expressions 
sont toujours susceptibles d'une représentation numérique^exacte. 

(*) Si l'on élevait 7— 3 au carré, on trouverait évidemment (641 

7 > - - > . ( 7 x 3 ) + :V\ 
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par deux zéros. Ainsi 

35-'=(3o + 5 ; ! = 3o--f-2 ><3o x5- ( -5 - ' = goo-f -3oo- i -25=i225. 

Enfin, si un nombre est terminé par un nombre quelconque 
de zéros, son carré sera terminé par deux fois plus de zéros : 
ceci résulte des principes de la multiplication (39). 

En se reportant à la table des carrés des neuf premiers 
nombres, on voit que les nombres terminés par i et g auront 
leurs carrés terminés par i ; que les nombres terminés par 2 
et 8 auront leurs carrés terminés par 4 ; que les nombres ter
minés par 3 et 7 auront leurs carrés terminés par 9 ; que les 
nombres terminés par 4 et 6 auront leurs carrés terminés 
par 6 ; enfin que les nombres terminés par 5 auront leurs 
carrés terminés par 25. 

Donc, tout nombre terminé par 2, 3, 7 ou 8, ne peut pas 
être un carré parfait ; tout nombre terminé par 5, sans l'être 
par 25, ne peut pas être un carré parfait ; tout nombre ter
miné par un nombre impair de zéros ne peut pas être an 
carré parfait. 

Extraction de la racine carrée d'un nombre à l'unité près. 

202. Nous commencerons par remarquer que, pour extraire 
la racine carrée d'un nombre fractionnaire à l'unité près, il 
suffit d'extraire à l'unité près la racine carrée de sa partie 
entière. 

En effet, pour que #la racine carrée d'un nombre entier 
croisse d'une unité, il faut que ce nombre croisse lui-même 
au moins d'une unité, puisque la différence des carrés de deux 
nombres entiers consécutifs est égale à deux fois le plus petit 
nombre plus un (200). Si l'on augmente un nombre entier 
d'une fraction proprement dite, on ne peut donc changer en 
rien la partie entière de sa racine carrée. Ainsi, extraire la 

racine carrée de 33?. -!—•- à l 'unité près ou extraire la racine 
27 

carrée de 332 à l 'unité près, revient au même. 

203. Ceci posé, la question se trouvant ramenée dans tous 
les cas à extraire la racine carrée d'un nombre entier à l'unité 
près, il faut distinguer entre les nombres plus petits et plus 
grands que IOO. 

Lorsqu'un nombre est plus petit que 100, il suffit de consul
ter la table des carrés des neuf premiers nombres. On voit 
immédiatement, par exemple, que la racine carrée de 49 
est 7 ; et que 78 tombant entre 64 et 81, sa racine carrée tombe 
entre 8 et g ( 199 , de sorte qu'elle est 8 par défaut et g par 
excès à l 'unité près. 
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204. Si le nombre considéré est plus grand que 100, comme 
487919, sa racine carrée est plus grande que 10 : elle renferme 
dès lors des dizaines et des unités. Si le nombre donné est un 
carré parfait, il contient les trois parties qui composent le 
carré de sa racine (200) ; s'il n'est pas un carré parfait, il con
tient en outre une quatrième partie qui représente son excès 
par rapport au carré de sa racine, et qu'on appelle le reste de 
l'opération. 

Le carré des dizaines de la racine ne pouvant donner que 
des centaines sera compris dans les 4879 centaines du nombre 
proposé. Je dis qu'ère extrayant la racine carrée du plus grand 
carré entier contenu dans ces centaines, on aura nécessaire
ment le nombre des dizaines de la racine. 

En effet, désignons par a ce plus grand carré entier. On 
aura, en se reportant à l'exemple choisi, 

« '<4879<(a -+ - i ) \ 
par suite, 

« 2 X i o 2 < ; 4 8 7 9 0 o < ( a + i)2 X i o ! . 
Les deux termes extrêmes différant au moins de 3 centaines 
(pour a = i), on peut ajouter au terme intermédiaire une 
quantité plus petite qu'une centaine sans changer le sens des 
inégalités. On aura donc 

«2X io J <4879 iC |< (a + i)2X io2. 
On en déduit 

« X i o < v/487919 <^ (« -h- 1) X 10. 

La racine carrée de 487919 tombant entre a dizaines et (a -+-1) 
dizaines, contiendra a dizaines, a représentant, comme nous 
l'avons dit, la racine carrée du plus grand carré entier contenu 
dans les 4879 centaines du nombre donné. 

On est conduit à extraire la racine carrée du plus grand carré 
entier contenu dans 4879, c'est-à-dire à extraire la racine car
rée de ce nombre à l'unité près. Mais 4879 étant > i o o , sa ra
cine est plus grande que 10; les raisonnements précédents 
sont donc applicables, et il faut extraire la racine carrée du 
plus grand carré entier contenu dans les 48 centaines de 4879, 
pour obtenir les dizaines de sa racine carrée. Le plus grand 
carré entier contenu dans 48 est 36 dont la racine carrée est 6. 
Le chiffre des dizaines de la racine carrée de 4879 est donc 6 ; 
reste à trouver le chiffre des unités. 

48 .79 
36 
1 2 7.9 
1 1 6 1 

69 
129 

9 
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Pour cela, retranchons 36 de 48; on trouve 12: en retranchant 
le carré de 60, c'est-à-dire le carré des dizaines de la racine 
ou 36oo, de 4879, on trouvera donc 1279. Le reste 1279 ainsi 
obtenu contient au moins le double produit des dizaines de la 
racine par les unités cherchées, plus le carré de ces unités. 
Le double produit des dizaines de la racine par ses unités ne 
pouvant donraer que des dizaines, se trouvera dans les 127 
dizaines du reste 1279. En divisant 127 par le double 12 du 
nombre de dizaines de la racine, on aura donc pour quotient 
le chiffre des unités de la racine ou un chiffre supérieur. Je 
dis supérieur, parce que 127 représente non-seulement le 
double produit du nombre de dizaines de la racine par ses 
unités, mais contient en outre les dizaines des autres parties 
qui composent 1279. Le quotient obtenu devra donc toujours 
être essayé : le premier chiffre de la racine est le seul qui soit 
nécessairement exact. 

127 divisé par 12 donne 10 pour quotient; mais, comme le 
chiffre cherché est inférieur à 10 puisque le chiffre des dizaines 
est forcément 6, nous essayerons 9. La racine carrée de 4879, 
à l'unité près, est égale ou inférieure à 69. Si le carré de 69 
peut se retrancher de4879, le chiffre9 est exact; sinon, il faut 
le diminuer d'une unité et recommencer l'essai. Nous avons 
déjà retranché de 4879» 36oo ou 602; il faut donc seulement 
vérifier si l'on peut retrancher du reste 1279 les deux autres 
parties du carré de 69. On peut évidemment former ces 
deux parties d'un seul coup, en écrivant le chiffre 9 à côté du 
double 12 du premier chiffre 6 de la racine et en multipliant le 
résultat 129 par 9. On obtient 1161 qui, retranché de 127g, 
donne 118 pour reste. 69 représente donc la racine carrée du 
plus grand carré entier contenu dans 4879-

Par conséquent, en revenant au nombre 487919, 69 repré
sente les dizaines de la racine carrée de ce nombre ; reste à 
trouver le chiffre des unités. 

En retranchant 6g2 de 4879, on trouve 118 ; en retranchant le 
carré de 690 de 487900, on trouvera donc 11800 et, par suite, 
en retranchant le carré de 690 ou le carré des dizaines de la 
racine de 487919, on trouvera pour reste 11819. 

11819 contient au moins le double produit des dizaines de la 
racine par les unités cherchées, plus le carré de ces unités. Par 
conséquent, les dizaines 1181 du nombre 11819 sont au moins 
égales au double produit du nombre 6g des dizaines de la ra
cine par les unités inconnues et, en divisant 1181 par 69 x 2 ou 
i 3 8 = 129 + g , on obtiendra un quotient égal ou supérieur à 
ces mêmes unités. 

I. 8 
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48.7 9.1 9 S 698 

J 2 7 - 9 9_ 
LL6.-1. i388 

1 1 8 r .9 8 
1 1 1 o 4 j • 

7 . 5 

1181 divisé par i38 donne 8 pour quotient. Pour essayer le 
ehiffre 8, il faut voir si l'on peut retrancher de 4879'9 I e pai'ré 
de 698. On a déjà retranché de 487919 le carré de 6go; il faut 
donc seulement retrancher du reste 11819 les deux autres par
ties du carré de 698, parties qu'on formera en écrivant à coté 
du double i38 de la partie 69 déjà écrite à la racine le ehiffre 8 
à essayer, et en multipliant par 8 le résultat i388. On obtient 
11104 qui, retranché de 11819, donne le reste 715. La racine 
carrée demandée est donc 698 à l 'unité près par défaut, et 715 
représente le reste de l 'opération. 

205. En relisant attentivement les raisonnements précé
dents, on arrive à formuler la règle suivante : 

Pour extraire la racine carrée d'un nombre entier à l'unité 
près, on le partage en tranches de deux chiffres à partir de la 
droite et en remontant vers la gauche, de sorte que la dernière 
tranche à gauche peut n'avoir qu'un chiffre. Le nombre des 
tranches obtenues indique le nombre des chiffres de la racine. 
On obtient le premier chiffre de la racine en extrayant la ra
cine carrée du plus grand carré entier contenue dans la dernière 
tranche à gauche. On retranche le carré de ce chiffre de cette 
même tranche et, à côté du reste, on abaisse la tranche sui
vante ; on sépare les dizaines de l'ensemble obtenu. En divisant 
ces dizaines parle double du premier chiffre de la racine, on a 
le second chiffre de la racine ou un chiffre trop fort. Pour l'es
sayer, on l'écrit à côté du double du premier chiffre de la racine 
et on multiplie le résultat obtenu par le chiffre essayé. Si le 
produit peut se retrancher de l'ensemble du premier reste et de 
la seconde tranche, le chiffre essayé est exact ; sinon, on le di
minue d'une unité, et l'on recommence l'essai. A côté du second 
reste, on abaisse la troisième tranche, on sépare les dizaines de 
l'ensemble obtenu, on les divise par le double de la partie écrite 
à la racine, et l'on a le troisième chiffre de la racine ou un 
chiffre trop fort dont l'essai s'effectue comme précédemment. 
On continue à suivre la même marche, jusqu'à Vabaissement de 
la dernière tranche qui conduit au dernier chiffre de la racine 
et au reste de l'opération. 

Il est évident qu'on ne peut posera la fois qu'un chiffre à 
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la racine, et que ce chiffre est zéro lorsque les dizaines du reste 
considéré sont inférieures au double de la partie déjà écrite à 
la racine. 

En employant la simplification indiquée déjà (48), on donne 
au calcul la disposition suivante : 

48 7 919 [ 698 

" 7 - 9 i , 2 9 

11 8 1.9 9 

206. Le reste de l'opération ne peut pas dépasser deux fois 
la racine. 

En effet, le nombre proposé N est égal au carré de sa racine A, 
plus le reste trouvé R. Si ce reste était seulement égal à deux 
fois la racine plus un, le nombre donné égal à A2 + R, serait 
égal à A2 -+- a A 4-1 ou à (A-+-1)2. Sa racine carrée ne serait 
donc pas A à l 'unité près, mais bien A -4-1 ; et la crainte d'écrire 
au résultat un chiffre trop fort en aurait fait écrire un trop 
faible. 

Cette remarque s'applique évidemment aux restes trouvés 
dans le courant de l'opération, comparés aux nombres déjà 
écrits à la racine. 

207. En comparant le reste de l'opération à la racine trou
vée, on peut obtenir cette racine à moins d'une demi-unité par 
défaut ou par excès. 

En effet, on a en même temps 

N = A2-t-R et ( A + - ) ' = A ' + A + r 

\ 2 / 4 
Si R est <C A, c'est-à-dire égal au plus à A, on a 

N < ^ A + ^ y et V ' N < A + ~ 

A représente alors la racine carrée demandée à moins d'une 
demi-unité par défaut. 

Si R est > A, c'est-à-dire égal au moins à A -i- 1, on a au 
contraire 

N > / A + ^V et v 'N>A4- j : 

de sorte qu'en prenant A pour la racine, l 'erreur par défaut sur
passe une demi-unité, et qu'il faut dès lors, pour l'avoir à moins 
d'une demi-unité, mais pas excès, forcer l 'unité sur le résultat 
trouvé A. 

Si l'on cherche la racine carrée de 815718, on trouve 903, et 
8 
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le reste est 309 <(9"3 : la racine est obtenue par défaut à une 
demi-unité près. Si l'on cherche la racine de 487917. on trouve 
698, et le reste est 7i5)>6g8: la racine à moins d'une demi-
unité par excès est 699. 

Racine carrée des fractions et des nombres décimaux. 

208. Puisque pour élever une fraction au carré il faut éle
ver ses deux termes au carré (100), pour extraire la racine car
rée d'une fraction carré parfait, il suffit d'extraire la racine 

4 2 
carrée de ses deux termes. Ainsi, la racine carrée de - est «̂ 

9 •> 
Quelle que soit la fraction proposée j - , on a d'une manière 

générale t / -r ~ -̂=- ' le carré de la seconde expression étant T , 
6 V l> s/b . b 

comme celui de la première (196). 
11 est important d'opérer toujours sur des fractions dont le 

dénominateur soit carré parfait, afin de pouvoir apprécier im
médiatement le véritable degré d'approximation. On n'a, pour 
y arriver, qu'à multiplier haut et bas la fraction donnée par son 
dénominateur. Ainsi, 

/5 _ 75X7 _ y/5x7 _ y/5 x 7_ 
Y 7 _ V f ~ sff ~~ 7 

Si l'on extrait la racine carrée de 35 à l'unité près, comme on 
devra diviser le résultat trouvé par 7, on obtiendra la racine 

, , 5 , 1 , 
carrée de - a - près. 

7 7 
On n'a pas toujours besoin de multiplier la fraction haut et 

bas par son dénominateur. Si l'on a, par exemple, à extraire la 
7 ' ' 1 

racine carrée de -/-•> c'est-a-dire la racine carrée de ——=•> il 
4° a ; x 5 

suffira pour rendre le dénominateur carré (parfait (116) de 
multiplier les deux termes de la fraction par 2 X 5 ou 10. On 
aura alors 

\A / 70 _ ^70 _ v/7_o_ 
5 — V ?.! X 5: ~~ y/ja2 X 5f ~~ 20 

209. Soit à extraire la racine carrée d'un nombre décimal tel 
que 325,714- On estd'abqrd conduit, pour rentrer dans ce qui 
précède, à faire abstraction de la virgule. On a alors 

J257 14 = 3a5,7 14 X 1000 
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ei, par suite, 

V'3257i4 = V325,714 X v'iooo 76 >, 

d'où 

V 1000 

Pour que la question soit convenablement résolue, il faut qu'on 
puisse immédialeminent juger du degré d'approximation ob
tenu, ce qui exige qu'on ait à diviser parla racine carrée d'une 
puissance de dix qui soit carré parfait. Or, on peut toujours se 
placer dans ces conditions en rendant pair, s'il ne l'est pas déjà, 
le nombre des chiffres décimaux par l'addition d'un zéro. Dans 
l 'exemple proposé, on remplacera le nombre donné par son 
équivalent 325,714° et l'on aura alors 

/=—= -f- v/3257140 v'325Ti4o 
V 39.5,7140= — y-JL--

y / 1 0 0 0 0 I O ° 

Si l'on extrait la racine de 3257140 a l'unité près, on obtiendra 
a 0,01 près la racine carrée de 325,7140. 

La règle pratique sera donc de compléter le nombre des chiffres 
décimaux par un, zéro s'il est nécessaire, d'extraire la racine 
carrée du nombre obtenu à l'unité près, abstraction faite de la 
virgule, puis de séparer sur la droite de celle racine moitié 
moins de chiffres décimaux qu'il n'y en a dans le nombre con
sidéré. 

L'ordre décimal auquel on arrive ainsi est aussi celui de l'ap
proximation obtenue. On peut mettre une virgule à la racine, 
dès qu'on abaisse la première tranche décimale. 

En général, pour extraire la racine carrée d'un nombre frac
tionnaire à une approximation décimale donnée, il faut donc 
réduire V expression fractionnaire en décimales jusqu'à ce qu'on 
obtienne deux fois plus de chiffres décimaux qu'on n'en veut à 
la racine, et appliquer la règle qu'on vient dindiquer. Nous 
verrons bientôt qu'on peut pousser beaucoup moins loin la 
réduction en décimales. 

Si l'on veut extraire la racine carrée d'un nombre entier à 
une approximation décimale donnée , il faut le considérer 
comme un nombre décimal (,171) contenant deux fois plus de 
décimales qu'on n'en veut à la racine; c'est-à-dire qu'il faut 
écrire à la droite de ce nombre entier autant de tranches de 
deux zéros que sa racine doit contenir de chiffres décimaux. 
Dans la pratique, on écrit successivement ces tranches de zéros 
à côté des restes obtenus, à mesure qu'on en a besoin, 



n 8 ARITHMÉTIQUE. 

Exemples. i°. Extraire la racine carrée de — à 0,01 près. 

2 a 
1 0 

3o 
2 0 

6o 

4 

7 
3, 1428 

3, i 4 2 8 
2 , 4 

2 5 2.8 
9'9 

' •77 
2 7 

7 

3 47 

'; 

—•= 3 , 1428 à 0,0001 près. La racine carrée de 3 , i4^8 sera 

1,77 à 0,01 près et, par suite, 1,77 représentera aussi la racine 
2 2 1 

carrée de — à 0,01 près. En effet, qu'on ajoute ou non a 
7 

3,1428 la quantité plus petite que 0,0001 qui lui permettrait 
22 

de représenter exactement — > on ne modifiera en rien le 
7 

chiffre des centièmes de la racine (202). 
20. Extraire la racine carrée de 2 à 0,001 près. 

;,4.4 

4 0.0 
11 9 0 . 0 

6 0 4 

24 
4 
281 

Is^4 
4 

On trouve ^2 = 1,4i4 a \ millième près par défaut. 

Simplification qu'on peut apporter à l'extraction de la racine 
carrée. 

210. Lorsqu'on a calculé en général plus de la moitié des 
chiffres de la racine carrée d'un nombre entier, on peut obte
nir les autres chiffres en divisant le reste auquel on s'est arrêté 
par le double de la partie déjà écrite à la racine, suivie du 
nombre de zéros qui correspond aux unités qu'elle représente. 

Soit N le nombre proposé, ne faisons d'abord aucune hypo
thèse sur le nombre de chiffres de la racine. Désignons par a 
le nombre formé par la partie déjà écrite à la racine, suivie 
d'autant de zéros qu'il est nécessaire pour que le premier 
chiffre de la racine soit au rang qui convient aux unités qu'il 
représente. Appelons x la quantité quelconque, commensu-
rable ou incommensurable, qu'il faut ajouter à a pour avoir 
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e\aetement la racine carrée de N.-On aura aussi exactement 

N = i a-\- x)2 — cC- -{-iax -\-x7. 
d'où 

N rt1 == 2 (IX -+- X1. 

\ — a1 est évidemment le reste R auquel on parvient, lorsqu'on 
cesse de poursuivre le calcul de la racine suivant le procédé 
ordinaire. On a donc 

d'où 

— Jl_£l 
2d i a . 

Pour que la partie entière de x soit égale au quotient entier 
R x J 

(1541 de —-, il suffit que l'expression — soit une fraction 
ia ia 

proprement dite ou que la partie entière de x'' soit inférieure 
à a a. Pour l'affirmer à priori, il faut que la partie entière de x-
contienne moins de chiffres que 2« . 

Ceci posé, admettons d'abord que la racine cherchée à 
l'unité près doive contenir 271+1 chiffres. Si l'on a trouvé 
n-\-i chiffres par le procédé habituel, x n'en contiendra plus 
que n à sa partie en t iè re ; x'1 en contiendra au plus a«(iO), 
tandis que 2 a en contiendra au moins 2 » + 1. Dans ce cas, 
x2 ,. . . . . , 
— sera une fraction qu on pourra négliger et, pour avoir la 
partie entière de x, il suffira de diviser R par ia. 

De même, si la racine doit contenir in chiffres et si l'on en 
a.déjà trouvé « + 1, x en contiendra n— 1 à sa partie entière; 
dès lors x- en contiendra au plus in— 2, tandis que •y.a en 
contiendra au moins in. On arrive donc encore à la même 
conclusion. 

Enfin, si la racine contenant toujours in chiffres, son pre
mier chiffre est égal ou supérieur à 5, il suffira de chercher n 
chiffres par le procédé habituel. En effet, x2 contiendra alors 
au plus in chiffres, et 2« , à cause de la retenue, en contien
dra in-\- 1. 

Si ce cas se présentait lorsque la racine renferme 111+1 
chiffres et si l'on voulait ne chercher que n chiffres par le pro
cédé ordinaire, x- contiendrait 2 1 1 + 2 chiffres au plus à sa 
partie entière, mais 2 « e n contiendrai! aussi 2« + 2, de sorte 
qu'il y aurait doute. 

En résumant, on voit que lorsque le nombre des chiffres de 
la racine est impair, il faut en calculer la moitié plus un avant 
de terminer l'opération en avant recours à la division; el que, 
lorsque ce nombre est pair, il suffit d'en ealeuler seulement la 
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moitié, si le premier chiffre de la racine est égal ou supé
rieur à 5. 

Si l'on appelle /• le reste de la division de R par ia cl q le 
. . . , R '' 

quotient de cette division, on peut remplacer — par q-\ --, 
d'où 

;• x-
x = q-\ 

2 a 2. a 
On voit alors qu'en remplaçant x par q, la racine est obtenue à 
l 'unité près par défaut ou par excès, suivant que r est plus 
grand ou plus petit que x2 : cette racine serait exacte si l'on 
avait r=x'2. 

Exemple. On demande de calculer y/3 avec six décimales. 
Faisons abstraction de la virgule. Les quatre premiers chiffres 
de la racine forment le nombre 1732. On a donc ici 2 <z= 3464000 
e t R = 17600.00.00. Divisons R par 2a ou 176000 par 3464. On 
trouve 5o pour quotient et 2800 pour reste. Puisque x doit 
avoir trois chiffres à sa partie entière, on devra prendre ici 
•r = o5o et r = 28oo]>-5o2 ou 25oo. Par conséquent, la racine 
à l 'unité près par défaut est 1732050 et l'on a ^ = i ,73ao5o à 
un millionième près par défaut. 

3 
2 0.0 

1 10.0 

7 1 0.0 

,76 

• 732 

27 

7 
343 
3 

3462 
2 

17600.0 

280 0 

3464 

5o 

CHAPITRE II. 
THÉORIE DE L4 RACINE CUBIQUE. 

211. On appelle racine cubique d'un nombre le nombre qui, 
élevé au cube, reproduit le nombre proposé. Ainsi, 8 étant le 

2 r 3 
cube de 2 et — étant le cube de -71 on a 

r»/i A 
64 4' 

et \/% = 

Le cube d'un nombre entier ou fractionnaire s'appelle 
parfait. 

cubr 
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Tout nombre entier qui n'est pas cube parfait, toute fraction 
dont les deux termes ne sont pas cubes parfaits, a pour racine 
cubique un nombre incommensurable (161, 198). On devra 
donc se proposer de trouver la racine cubique d'un nombre 
exactement ou avec une approximation donnée. 

Composition d'un cube d'une somme de deux parties et remarques 
sur les cubes. 

212. Pour trouver le cube de la somme 8 -+- 5, il faut d'abord 
en faire le carré, ce qui donne 8 2 + i X (8 X 5) + 5% et mul 
tiplier ce carré par 8-1-5. 

8 ! + 2 X ( 8 x 5 ) + 5 ' 
8 + 5 

8J + 2 X ( 8 ! X 5 ) + 8 X 5 ! 

•+• ( 8 ! X 5 ) + 2 X ( 8 X 5 ! ) + 5 J 

8 ! + 3 X ( 8 ' X 5 ) + 3 x ( 8 x 5 ! j + 5 ! 

On trouve pour résultat 

8 3 + 3 X ( 8 2 X 5 ) H - 3 X ; , 8 X 5 2 ) + 5 % 

c'est-à-dire que le cube d'une somme de deux parties est égal, 
au cube de la première partie, plus trois fois le carré de la pre
mière partie multiplié par la seconde, plus trois fois la pre
mière partie multipliée par le carré de la seconde, plus le 
cube de la seconde. 

Tout nombre plus grand que g étant composé de dizaines et 
d'unités, on peut dire d 'une manière générale que le cube d'un 
nombre entier contient le cube de ses dizaines, plus le triple 
produit du carré de ses dizaines par ses unités, plus le triple 
produit de ses dizaines par le carré de ses unités, plus le cube 
de ses unités. 

Ainsi l'on aura 

ZÎ73 = (4o + 7 y = 40= + 3 X 4V X 7 + 3 X 4o x 72 + T-

On a, d'après ce qui précède, 

(« - ) - i ) 3 =a 3 l -3a2-f-3a-(- i , d'où (a-t-1)3—a3 = 3«3-(-3«-t-i . 

Par conséquent, la différence des cubes de deux nombres en
tiers consécutifs est égale à trois fois le carré du plus petit 
nombre, plus trois fois ce plus petit nombre, plus un. 

213. La table suivante donne les cubes des neuf premiers 
nombres : 

1 a 3 4 5 6 7 8 <) 

1 8 27 <i4 "-5 2i(i 343 5i2 72;) 

On peut remarquer que le cube d'un nombre est nécessaire-
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ment terminé par le même chiffre que le cube de ses unités; 
mais cette remarque ne fournit aucun moyen de distinguer les 
nombres qui peuvent être cubes parfaits ; car un cube parfait 
peut être indifféremment terminé par l'un des neuf premiers 
nombres, puisque les cubes des nombres terminés par i, 4, 5, 
6 et g, le sont aussi par i, 4, 5, G et 9, tandis que les cubes des 
nombres terminés par 2, 3, 7 et 8, le sont inversement par 8, 
7, 3 et 2. 

Si un nombre est terminé par un nombre quelconque de 
zéros, son cube sera terminé par trois fois plus de zéros. Donc 
un nombre terminé par un nombre de zéros qui n'est pas mul
tiple de trois, ne peut pas être cube parfait. 

Extraction de la racine cubique d'un nombre à l'unité près. 

214. Nous commencerons par remarquer que, pour extraire 
la racine cubique d'un nombre fractionnaire à l'unité près, il 
suffit d'extraire à l'unité près la racine cubique de la partie en
tière de ce nombre. En effet, pour que la racine cubique d'un 
nombre entier croisse d'une unité, il faut que ce nombre croisse 
lui-même au moins d'une unité d'après la différence qui existe 
entre les cubes de deux nombres entiers consécutifs (212). Si 
l'on augmente un nombre entierd'une fraction proprement dite, 
on ne peut donc changer en rien la partie entière de sa racine 

i3" cubique. Ainsi, extraire la racine cubique de 4"3?.7 -f- -7—= à 

l'unité près, ou extraire la racine cubique de î^iZi^ à l'unité 
près, revient au même. 

215. Ceci posé, la question se trouvant ramenée dans tous 
les cas à extraire la racine cubique d'un nombre entier à l'unité 
près, il faut distinguer entre les nombres plus petits et plus 
grands que 1000. 

Lorsqu'un nombre est plus petit que 1000, il suffit de con
sulter la table des cubes des neuf premiers nombres. On voit 
immédiatement, par exemple, (pie la racine cubique de 5ia est 
8; et que 275 tombant entre 216 et 343, sa racine cubique 
tombe entre 6 et 7, de sorte qu'elle est 6 par défaut et 7 par 
excès à l'unité près. • 

216. Si le nombre considéré est plus grand que 1000, comme 
57817233, sa racine cubique est plus grande que 10, elle ren
ferme dès lors des dizaines et des unités. Si le nombre donné 
est un cube parfait, il contient les quatre parties qui compo
sent le cube de sa racine (212) ; s'il n'est pas un cube parfait, 

. il contient, en outre, une cinquième partie qui représente son 
e\cès par rapport au cube de sa racine, et qu'on appelle le veste 
de l'opération. 
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Le cube des dizaines de la racine ne pouvant donner que des 
mille, sera compris dans les 57817 mille du nombre proposé. 
Je dis qu'era extrayant la racine cubique du plus grand cube 
entier contenu dans ces mille, on aura nécessairement le 
nombre de dizaines de la racine. 

En effet, désignons par a ce plus grand cube entier. On aura, 
en se reportant à l 'exemple choisi, 

« 3 < 5 7 8 i 7 < ( « + i j3 , 
et, par suite, 

a' X io ;<[57817000 <[ ( a + i j î X i o 1 . 

Les deux termes extrêmes différant au moins de 7 mille (pour 
a = i), on peut ajouter au terme intermédiaire une quantité 
plus petite qu 'un mille, sans changer le sens des inégalités. On 
aura donc 

« 3 X i o 3 < 57817233 < (« + i ] ' X io3. 

On en déduit 

a X 10 < ^ / 5 7 8 i 7 2 3 3 < i a -t-i) X 10. 

La racine cubique de 57817233 tombant entre a dizaines ei 
[a + i] dizaines, contiendra a dizaines, a représentant, comme 
nous l'avons dit, la racine cubique du plus grand cube entier 
contenu dans les 57817 mille du nombre donné. 

On est conduit à extraire la racine cubique du plus grand 
cube entier contenu dans 57817, c'est-à-dire à extraire la ra
cine cubique de ce nombre à l'unité près. Mais 57817 étant 
> i o o o , sa racine est plus grande que 10; les raisonnements 
précédents sont donc applicables, et il faut extraire la racine 
cubique du plus grand cube entier contenu dans les 57 mille 
de 57817, pour obtenir les dizaines de sa racine cubique. Le 
plus grand cube entier contenu dans 07 est 27 dont la racine 
cubique est 3. Le chiffre des dizaines de la racine cubique de 
57817 est donc 3 ; reste à trouver-le chiffre des unités. 

57817 j_38 
2J_ | 2700 X 8 = 3 X 3o2 X 8 
30817 7 2 o x 8 = 3 x 3 o X 8 ! 

27872 6 4 x 8 = 83 

2945 3484 X 8 = 3 X 3o2 x 8 + 3 X 3o X 82 -H 83 

Pour cela, retranchons 27 de £7 ; on trouve 3o pour reste. En 
retranchant le cube de 3o, c'est-à-dire le cube des dizaines de 
la racine ou 27000 de 57817, on trouvera donc 30817. Le reste 
30817 a u l s i obtenu contient au moins le triple produit du carré 
des dizaines de la racine par les unités cherchées, plus le triple 
produit de ces dizaines par le carré des unités, pins io cube des 
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unités. Le triple carré des dizaines par les unités ne pouvant 
donner que des centaines, se trouvera dans les 3o8 centaines 
du reste 3o8i 7. En divisant 3o8 par le triple carré 27 du nombre 
de dizaines de la racine, on aura donc pour quotient le chiffre 
des unités de la racine ou un chiffre supérieur. Je dis supérieur, 
parce que 3o8 représente non-seulement le triple produit du 
carré du nombre de dizaines de la racine par ses unités, mais 
contient, en outre, les centaines des autres parties qui compo
sent 30817.Le quotient obtenu devra donc toujours être essayé: 
le premier chiffre de la racine est le seul qui soit nécessaire
ment exact. 

3o8 divisé par 27 donne 11 pour quotient; mais comme le 
chiffre cherché est inférieur à 10, puisque le chiffre des dizaines 
est forcément 3, nous essayerons 9 et même-8; car 9 serait 
trop fort, parce que le cube de 3p est supérieur à 57817. La 
racine cubique à l'unité près de 57817 est donc égale ou infé
rieure à 38. Si le cube de 38 peut se retrancher" de 57817, le 
chiffre 8 est exact; sinon, il faut le diminuer d'une unité, et 
recommencer l'essai. Nous avons déjà retranché de 57817, 
27000 ou 3o3; il faut donc vérifier seulement si l'on peut re
trancher du reste 30817 l e s trois autres parties du cube de 38. 
Pour former ces 3 parties, on opérera comme il suit. 

Le triple carré de 3 étant 27, le triple carré de 3o sera 2700 : 
il suffira de multiplier 2700 par 8 pour avoir la première par
tie cherchée ou le triple carré des dizaines par les unités. Le 
triple produit de 3o par 8 sera 720 : 720 X 8 représentera donc 
Se triple produit des dizaines par le carré des unités ou la se
conde partie cherchée. Enfin, 64 X 8 représentera le cube de 8 
ou la troisième partie demandée. L'essai sera ainsi ramené à 
voir si l'on peut retrancher du reste 30817 la somme 3484 X 8 
ou 27872. La soustraction réussit, et le reste obtenu est 2q45. 
38 représente donc la racine cubique du plus grand cube entier 
contenu dans 57817. 

Par conséquent, en revenant au nombre 57817233, 38 repré
sente les dizaines de la racine cubique de ce nombre. Il reste 
à trouver le chiffre des unités. 

En retranchant 383 de 57817, on trouve 2945 ; en retranchant 
le cube de 38o de 57817000, on trouvera donc 2945000; et, 
par suite, en retranchant le cube de 38o ou le cube des dizaines 
de la racine de 07817233, on trouvera pour reste 2g45?.33. 
2945233 contient donc au moins le triple carré des dizaines de 
la racine multiplié par les unités cherchées, plus le triple pro
duit des dizaines par le carré des unités, plus le cube des uni-
lés. Par conséquent, les centaines 29^52 du nombre 2945233 
sont au moins égales au triple carré du nombre 38 des dizaines 
de la racine, multiplié parles unités inconnues; et, en divisant 
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29452 par 38* X 3, on obtiendra un quotient égal ou supérieur 
à ces mêmes unités. 

On peut facilement former, à l'aide des résultats précédents, 
le triple carré de 38. On a 

5 7 8 1 7 3 3 3 
2 7 

3 
2 

0 8.1 7 
7 8 7 3 

3 9 4 5 2 

2 6 4 0 4 
3 3 
5 6 

386 

2700 = 3 X 3o2 

720 = 3 X 3o > 

64 = 8-' 

3 o 4 7 7 7 

3484 = 3 X 3o2 

64 = 82 

433200 = 3 X 38o2 

6840 = 3 X 38o X 6 
36 = 62 

• 3 X 3o X 8 -+• H-

440076 

3 8 ' X 3 = 3 X 3 o ! + 6 x 3 o x 8 + 3 x 8 ! . Puisque 3484 re
présente déjà 3 X 3o2 4- 3 X 3o X 8 -+- 82, il suffira d'ajouter à 
3484, 720 ou 3 x 3 o x 8 , 64 ou 8', plus encore une fois 64 
ou 8-, pour compléter 382 X 3 = 433?.. En divisant 29453 par 
4332, on trouve 6 pour quotient. La racine cherchée à l 'unité 
près sera donc égale ou inférieure à 386. Pour essayer le chif
fre 6, il faut voir si l'on peut retrancher 3863 du nombre donné. 
On en a déjà retranché le cube de 38o ; il reste donc à voir si, 
du reste obtenu, on peut retrancher les trois autres parties 
du cube de 386. On a comme précédemment 

433200 = 3 X 38o% 6840 = 3 X 38o X 6 , 36 = 6'. 

L'essai consistera donc à retrancher du reste 2945233 la somme 
440076 X 6 ou 2640456. La soustraction réussit et le reste 
obtenu est 304777. La racine cubique demandée est donc 386 
à l'unité près par défaut, et 304777 représente le reste de l'opé
ration. 

Si l'on emploie la simplification connue, le calcul présente 
la disposition suivante. 

5 7 8 1 7 2 3 3 
3 o 8.1 7 

? 9 4 5 2.3 3 
3 0 4 7 7 7 

386 

2700 
720 
64 

3484 
H 

433200 
6840 

36 
440076 
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217. En relisant attentivement les raisonnements précé
dents, on arrive à formuler la règle suivante : 

Pour extraire la racine cubique d'un nombre entier à l'unité 
près, on le partage en tranches de trois chiffres à partir de la 
droite et en remontant vers la gauche, de sorte que la dernière 
tranche à gauche peut n'avoir qu'un ou deux chiffres. Le 
nombre des tranches obtenues indique le nombre des chiffres 
de la racine. On obtient le premier chiffre de la racine en 
extrayant la racine cubique du plus grand cube entier contenu 
dans la dernière tranche à gauche. On retranche le cube de ce 
chiffre de cette même tranche et, à côté du reste, on abaisse 
la tranche suivante : on sépare les centaines de l'ensemble ob
tenu. En divisant ces centaines par le triple carré du premier 
chiffre de la racine, on a le second chiffre de la racine ou un 
chiffre trop fort. Pour l'essayer, on peut opérer comme nous 
l'avons indiqué; ou bien, élever au cube le nombre formé par 
les deux premiers chiffres de la racine et voir si l'on peut re
trancher ce cube de l'ensemble des deux premières tranches à 
gauche du nombre proposé. Si la soustraction est possible, le 
chiffre essayé est exact ; sinon, on le diminue d'une unité et 
l'on recommence l'essai. A côté du second reste obtenu, on 
abaisse la troisième tranche : on sépare les centaines de l'en
semble obtenu, on les divise par le triple carré du nombre déjà 
écrit à la racine; on a le troisième chiffre de cette racine 
qu'on essaye comme précédemment. On continue de la même 
manière, jusqu'à ce qu'on ait abaissé la dernière tranche. 

218. Le reste de l'opération ne peut pas dépasser 3 fois le 
carré de la racine, plus 3 fois cette racine. En effet, le nom
bre proposé N est égal au cube de sa racine A, plus le reste 
trouvé R. Si ce reste était seulement égal à 3 A2 -+- 3 À -+- î , le 
nombre donné égal à A3 -+- R, serait égal à A3 -t- 3 A2 -+- 3 A -+-1 
ou à (A -+- i)3 . Sa racine cubique ne serait donc pas A à l'unité 
près, mais bien A + i; et la crainte d'écrire au résultat un 
chiffre trop fort en aurait fait écrire un trop faible. 

Cette remarque s'applique évidemment aux restes trouvés 
dans le courant de l'opération, comparés aux nombres déjà 
écrits à la racine. 

Racine cubique des fractions et des nombres décimaux. 

219. Quelle que soit la fraction proposée -r, on a d'une ma

nière générale 
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cube de la seconde expression étant T comme celui de la 

première, 
Il est important d'opérer toujours sur des fractions dont le 

dénominateur soit cube parfait, afin de pouvoir apprécier im
médiatement le véritable degré d'approximation. On n'a, pour 
y arriver, qu'à multiplier haut et bas la fraction donnée par le 
carré de son dénominateur. Ainsi, 

</w 
5 X f _ _ y 5 X 7 2 _ y 5 X ' 

T h3 7 
Si l'on extrait la racine cubique de 5 X f ou 245 à l 'unité près, 
comme on devra diviser le résultat trouvé par 7, on obtiendra 

la racine cubique de - a - près. 
7 7 

On peut simplifier en multipliant les deux termes de la frac
tion par les facteurs premiers du dénominateur élevés à des 
puissances telles, que leurs exposants deviennent tous mul
tiples de 3 : le dénominateur sera alors nécessairement un cube 
parfait. 

220. Soit à extraire la racine cubique d'un nombre décimal 
tel que 2.487,82. On a 

248782 = 2487,82 X 100 
et, par suite, 

v/248782 = ^2487,82 X v'ïfît», d'où ^2487,82 = ^ 4 8 7 8 2 . 
\l 100 

Pour que la question soit convenablement résolue, il faut 
qu'on ait à diviser par la racine cubique d'une puissance de 
dix qui soit cube parfait. Or, on peut toujours se placer dans 
ces conditions, en rendant multiple de trois (s'il ne l'est pas 
déjà) le nombre des chiffres décimaux par l'addition d'un ou 
deux zéros. Dans l 'exemple proposé, on remplacera le nombre 
donné par son équivalent 2487,820 et l'on aura 

V2487,820 
__ \'2.487820 v 2487820 

La règle pratique sera donc de compléter le nombre des 
chiffres décimaux de manière qu'il soit multiple de trois, par 
un ou deux zéros s'il est nécessaire; d'extraire la racine cu
bique à l'unité près du nombre obtenu, abstraction faite de la 
virgule ; puis de séparer sur la droite de cette racine trois fois 
moins de chiffres décimaux qu'il n'y en a dans le nombre con
sidéré. L'ordre décimal auquel on arrive ainsi est aussi celui 
de l'approximation obtenue. 

En général, pour extraire la racine cubique d'un nombre 
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fractionnaire à une approximation décimale donnée, il faut 
donc réduire l 'expression fractionnaire en décimales, jusqu'à 
ce qu'on obtienne trois fois plus de chiffres décimaux qu'on 
n 'en veut à la racine, et appliquer la règle qu'on vient d'indi
quer . ÎNous verrons qu 'on peut pousser beaucoup moins loin la 
réduction en décimales. 

La même remarque est applicable lorsqu'on veut extraire la 
racine cubique d'un nombre entier à une approximation déci
male donnée, puisqu'on peut le considérer comme un nombre 
décimal contenant à sa partie décimale trois fois plus de zéros 
qu'on ne veut avoir de chiffres décimaux à la racine. 

355 
Extraire la racine cubique de Exemples, i' 

355 
160 
47o 

180 
670 

n 3 

3 , i4i5ga 

3,1 4 l 5 9 2 
2 1.4 1 

3 9 7 5.9 2 
2g 4 5 6 

—^ a 0,01 près. 

,46 

io5o 
33o 
104 

355 
On a — - = 3 , I 4 I 5 9 2 

1 1 0 

1. 

3oo 
1 2 0 

16 

436 
16 

588oo 
2520 

36 

61356 

à 0,000001 près. La racine cubique de 

3 , i4i5g2 sera 1,46à 0,01 près. 
20. Extraire la racine cubique de 3 à 0,001 près. 

2 0 . 0 o 

2 5 6 0.0 o 
1 4 o 1 6 

1 5 5 7 

,442 

,0 o 

1 2 

3oo 
1 2 0 

16 

436 
16 

On trouve y/3 = s ,44'-' a ° J 0 0 1 

588oo 
1680 
16 

6o4q6 
16 

6220800 

864o 

, 4 
6229444 

près par défaut. 
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CHAPITRE III. 
THÉORIE DES APPROXIMATIONS DKCIMALF.S. 

221. Le calcul des nombres incommensurables se ramène, 
d'après ce qui précède, à celui des nombres commonsurables. 
En"effet, les symboles incommensurables doivent toujours être 
remplacés, au point de vue numérique, par des valeurs com-
mensurables qui en diffèrent d'aussi peu qu'on voudra (199':. Il 
n'y a donc pas lieu de donner, à cet égard, de nouvelles défi
nitions des opérations fondamentales. Il faut seulement faire 
remarquer que ces opérations, par rapport aux nombres in
commensurables, resteront aussi symboliques tant qu'on 
n'aura pas remplacé les nombres incommensurables considé
rés par des valeurs commensurables convenables. Ainsi les 

expressions y'f-f-v/a, v"3 — y'a, v'3 X V''2, — , ( v ^ ) 5 , y v'2 1 
V'2 

exigent, pour être comparées à l 'unité (*), qu'on remplace 
y/3 et v 2 par des valeurs commensurables approchées suivant 
les cas à 0 , 1 ; à 0 , 0 1 , etc. 

Mais ici une nouvelle question se présente. Quelle influence 
•l'approximation des données a-t-elle sur l'approximation du 
résultat? Et si l'approximation du résultat est indiquée d'a
vance, avec quelle approximation doit-on alors calculer les 
données? La réponse à cette question complexe est fournie 
par la théorie des approximations décimales. 

Relation entre l'erreur absolue et l'erreur relative. 

222. Il faut distinguer avec soin deux sortes d'erreurs : l 'er
reur absolue et l 'erreur relative. L'erreur absolue est l'erreur 
par rapport à l'unité choisie ; l'erreur relative est l'erreur par 
rapport au nombre lui-même. 

Soit le nombre 35, 62924. Si l'on néglige les deux derniers 
chiffres décimaux, on néglige une quantité plus petite qu'un 
millième d'unité : l 'erreur absolue est donc plus petite qu'un 

35(321 I 
millième. Le nombre 35,627 contient : est donc sa 

' 1000 1000 

35627ième partie. Dès lors l 'erreur relative est plus petite que 

„ • Réciproquement, si l 'erreur relative est plus petite que 

(*) Nous laissons de côté les simplifications apportées par le calcul c>s r ad i 
caux, qui ne changent rien au fond de la remarque. 

I. <! 



13o ARITHMÉTIQUE. 

~^-_—' o n P e u t < o m P t e r S l u ' les cinq premiers chiffres du nom

bre proposé. Car ce nombre renfermant 35627 millièmes, si 

son erreur relative tombe au-dessous de „ ^ — , c'est que son 
35627 * 

erreur absolue tombe au-dessous d'un millième. 
On voit qu'on a une limite supérieure de l'erreur relative en 

divisant l'unité par le nombre proposé exprimé en unités de 
même ordre que l'erreur absolue. 

On pourrait dire aussi que cette limite est égale à la limite 
supérieure de l 'erreur absolue, divisée par le nombre eonsi-
, , • , ,-i 1 • ( l o,ocu \ 
dere tel qu il est donne I ^ ^ — = , . fi— )• 

Représentons par e d 'une manière générale la limite supé
rieure de l 'erreur absolue, par r la limite supérieure de l 'erreur 
relative, par A le nombre proposé approché par défaut. On 
pourra poser la relation fondamentale 

e . 
r=-r- ou e = A r. 

A 

e désigne, dans les applications, une unité de l'ordre au-
dessous duquel tombe immédiatement l 'erreur absolue : c'est 
un centième, un millième, si l 'erreur absolue est plus petite 
qu 'un centième ou un millième. A représente l 'ensemble des 
chiffres exacts du nombre proposé et contient autant de chiffres 
décimaux que l'expression de e. 

On aura aussi 
1 

N étant le nombre A, abstraction faite de la virgule. 
Dans l 'exemple considéré, on a 

e== 0 , 0 0 1 , A = 35,627 et N = 35627. 

Dans les applications, c'est l 'erreur relative qui est impor
tante. Lorsqu'on donne les dimensions d'un bâtiment à 1 mil
limètre près, on atteint une très-grande approximation. Lors
qu'on donne avec la même approximation le diamètre d'un 
tube thermométrique, l'approximation est plus que grossière, 
puisque ce diamètre peut tomber au-dessous de 1 millimètre. 

223. Il existe une retetion fort simple entre l 'erreur relative 
et la quotité des chiffres exacts du nombre proposé. Nous ve
nons de voir qu'on obtenait une limite supérieure de l 'erreur 
relative en divisant l'unité par le nombre proposé exprimé en 
unités de même ordre que l 'erreur absolue. Ainsi en repre
nant l'exemple précédent, si le nombre 35,627 esi approché à 



ARITHMÉTIQUE. l 3 l 

moins d'un millième, l 'erreur relative aura pour limite supé
rieure -r—^— Mais, en remplaçant 35627 par 3oooo ou 3 x <o% 

35b27 

on obtiendra à fortiori f pour limite supérieure de cette 

erreur, et l'on introduira dans l'expression de cette limite le 
nombre des chiffres exacts égal à 4 + 1 • 

D'une manière générale, si K représente le chiffre des plus 
hautes unités du nombre proposé et si ce nombre renferme n 
chiffres exacts (*), on pourra prendre pour limite supérieure 

de l 'erreur relative =? ou encore 
K x io"- ' io"- ' 

En rangeant par ordre de grandeur les limites de l 'erreur rela
tive qu'on peut avoir à employer, on obtient 

1 

SN k X îo" - ' ' io"^1 

224. Réciproquement, si l 'erreur relative est donnée plus 

petite nue -r~, ' k ' étant inférieur à 10, et si K est le p re -
1 K x 1 OP 

mier chiffre à gauche de N ou le chiffre des plus'hautes unités 
de A, on pourra compter sur p-h 1 chiffres ou sur p chiffres 
exacts dans le nombre proposé, suivant que K' sera plus grand 
ou plus petit que K. En effet, si K' est plus grand que K, l 'er
reur relative plus petite que ^-. sera à plus forte raison 

1 r 1 K X10? 
inférieure à l'unité divisée par K suivi de p chiffres quelcon
ques ; et dès lors, d'après ce qui précède (222), le nombre 
proposé renfermera /»H-i chiffres exacts (**). Si K' est plus 
petit que K, l 'erreur relative plus petite que ^7 -» ou que 

—=-, -, est seulement plus petite que -p ou , 
I O I V ' X I O P - 1 k x i o f " ' 
mieux, que l'unité divisée par K suivi de p—1 chiffres quel
conques; car 10K' l 'emporte nécessairement sur R. Par suite, 
on ne peut plus compter que sur p chiffres exacts dans le 
nombre proposé. 

Ainsi le nombre proposé étant 35,62724, si l'on sait que 

l 'erreur relative est inférieure à •= -,•> cette erreur relative 
5 X io-

(*) Si A était un nombre décimal sans partie entière et qu'il y eût des zéros 
entre la virgule et le premier chiffre significatif, ces zéros ne compteraient pas 
dans les n chiffres exacts. 

( **) Plus exactement, l 'erreur absolue sur le nombre proposé sera plus pe
tite qu'une unité de l 'ordre du dernier chiffre conservé. 
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I 
plus petite que p- sera à fortiori plus petite que -
1 ' 5oooo ÛOOOO 

nue -.v-—— On pourra donc compter sur les cinq premiers 

chiffres du nombre donné (222), et l'on a 5 > 3 qui est le chif
fre des plus hautes unités de ce nombre. 

Si l'on donnait au contraire l 'erreur relative seulement 
i i 

nlus petite que , ou que , on ne pourrait plus 
* n a x io' 20000 

dire que cette erreur est inférieure a „ ou a ir^w—; niais 
1 ÛOOOO 3 0 6 2 7 

on pourrait affirmer qu'elle tombe au-dessous de •= ou de 
1 iooo 

--7,-z— On ne pourra donc dans ce cas compter que sur les 
3652 
quatre premiers chiffrés du nombre donné, et l'on a a < ] 3 qui 
est le chiffre des plus hautes unités de ce nombre. 

Si K = K', il est prudent de ne compter que sur p chiffres 
exacts; car le nombre proposé étant 35,627, si l'on donne l'er-

reur relative plus petite que •= ou que ; , rien ne 
• r ' n 3oooo n 3 x i o 

prouve qu'elle soit plus petite que . -̂. mais elle est plus 

petite que og^o > e t l ' o n peut certainement compter sur quatre 

chiffres exacts. 
En r é s u m é , si l'erreur relative a pour expression limite 

•p-,—J
 > 1 il faut comparer le chiffre K des plus hautes unités 

du nombre cherché au chiffre K', et compter sur p -f- 1 ou sur 
p chiffres exacts, suivant que K' est plus grand ou plus petit 
que K. 

Si la limite de l'erreur relative est exprimée par •> on ne 

devra compter que sur p chiffres exacts ; car K' = 1 est ici au 
plus égal à K. 

Une remarque est importante. Soit le nombre 35,6272.4. On 

donne l 'erreur relative plus petite que x :- D'après la 
o X io* 

règle, on peut compter sur 5 chiffres exacts. On doit donc 
prendre 35,627; maison néglige ainsi ?4 cent-millièmes. Si le 
nombre est approché par défaut, on fait donc deux erreurs de 
même sens qui peuvent dépasser 0 ,001, et il faut forcer l'unité 
sur le dernier chiffre conservé, c'est-à-dire prendre 35,628. 
L'erreur commise l'est par défaut ou par excès; mais elle est 
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moindre qu'un millième. Si l'on sait au contraire que le nombre 
donné est approché par excès, en négligeant ses derniers chif
fres, on diminue l 'erreur, et l'on doit conserver le chiffre 7 tel 
qu'il est. Si l'on ignore le sens de l 'erreur qui affecte le nombre 
donné, on peut faire ;dans le cas considéré) une erreur plus 
grande que 0,001; mais on est sûr qu'elle nîalteint pas 0,002. 

Addition et soustraction. 

225. La considération des erreurs relatives simplifiera beau
coup ce qui a rapport aux opérations supérieures. Pour l'addi
tion et la soustraction, il est plus simple de considérer les 
erreurs absolues. 

Comme il arrive souvent qu'on ne connaît pas le sens des 
erreurs, il faut se supposer placé, au point de vue théorique, 
dans le cas le plus défavorable. Pour l'addition, on admettra 
donc que toutes les erreurs sont de même sens, car alors elles 
s'ajouteront. 

Si l'on a à ajouter les trois nombres 6,782 ; 9,6807 ; I 5 , O I ; 
chacun d'eux étant supposé exact à une unité près de l 'ordre 
de son dernier chiffre, on voit qu'on ne pourra pas compter 
sur le chiffre des centièmes du résultat. On doit donc deman
der, au plus, la somme cherchée à 0,1 près et négliger dans 
les nombres proposés tous les chiffres qui dépassent l'ordre 
des centièmes. L'erreur sur chacun d'eux étant ainsi inférieure 
à 1 centième, elle sera sur leur somme inférieure à 3 centièmes 
ou à un dixième. La somme demandée sera 3 i , 5 à 0,1 près. 

6,78 
9,68 

i 5 , o i 

31 , -17 

Réciproquement, si la somme est demandée d'avance à 
0,1 près, chacun des nombres qui la composent devra être 
calculé à 0,01 près. 

Remarquons que nous avons pris 31,5 pour résul lat. En effet, 
3i , .J7 étant déjà un résulta}, par défaut, si nous négligions en
core 7 centièmes, l 'erreur pourrait devenir supérieure à 10 cen
tièmes ou 1 dixième. Ainsi, quand on sait que le résultat est 
obtenu par défaut, il faut forcer l'unité sur le demie! chiffre 
conservé: on fait alors deux erreurs en sens contraire, chacune 
plus petite qu 'une unité du dernier ordre conservé, de sorte 
que celle sur le résultatdéfinitif remplit à fortiori celle condition. 

Ce qui précède suppose qu'on n'a pas plus de vingt nombres 
a ajouter; car on peut calculer chacun d'eux à o ,ooi ou à 
%• centième près 175;, si l'on veut avoir la somme a o, 1 près 



1 3 4 ARITHMÉTIQUE. 

Si l'on opère sur plus de vingt nombres, il suffit de calculer 
chacun d'eux avec deux chiffres décimaux de plus que ne l'in
dique l'ordre d'approximation demandé. 

226. Pour la soustraction, on doit regarder les erreurs comme 
étant de sens contraire : elles s'ajoutent alors (62). Soient les 
nombres 82,6871 t t 29,435 approchés chacun a u n e unité près 
de l'ordre de leur dernier chiffre. On ne pourra pas compter 
sur le chiffre des millièmes du résultat. On soustraira donc 
29,435 de 82,687, et l 'erreur sur le résultat étant inférieure 
à 0 ,002 , ce résultat sera 53,25 à 0,01 près. 

82,687 
?9'435 
53,232 

Réciproquement, si la différence de deux nombres est de
mandée d'avance à o,oi près, il faudra calculer chacun d'eux 
à 0,001 près. 

Donc, d'une manière générale, pour l'addition et la sous
traction, il faut prendre les nombres à ajouter ou à soustraire 
avec un chiffre de plus que le résultat ne peut ou ne doit en 
contenir. 

Multiplication. 

227. Nous devrons, comme pour l'addition, supposer les 
erreurs de même sens. Soient deux nombres A et B approchés 
tous deux par défaut. Désignons par a et p les limites supé
rieures des erreurs absolues commises sur les nombres exacts 
en les remplaçant par A et B. Le véritable produit sera plus 
petit que 

(A-f-a.i ( B + p ) = A B + A p + Ba + ap. 

Le produit approché étant AB, l 'erreur absolue du résultat sera 
plus petite que 

(A + s; :B •+•£) — A B = A p - h B a - t - a p . 

En général, les limites « et S étant des quantités très-petites, 
leur produit a[5 est lui-même une quantité très-petite. Si on le 
néglige, on pourra regarder l 'erreur absolue du produit comme 
égale à A p -+- Ba. Pour avoir l 'erreur relative correspondante, 
il faut diviser A 8 - f - B s par AB; ce qui donne 

« 6 

On arrive donc à ce théorème : L'erreur relative d'un produit 
de deux fadeurs est sensiblement égale à la somme des erreurs 
relatives des deux fadeurs (222). 
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11 est facile d'étendre ce théorème au cas d'un nombre quel 
conque de facteurs. 

Si le théorème est supposé vrai pour m facteurs A, B, C, D, etc. , 
dont les erreurs absolues ont pour limites a, 3, 7, S, etc. , il sera 
encore vrai lorsqu'un nouveau facteur L, dont l 'erreur absolue 
aura pour limite >., s'introduira. En effet, le produit ABCD.. .L 
peut se décomposer en deux facteurs : ABCD. . . d'une part, 
et L de l'autre. L'erreur relative du produit sera égale à la 
somme des erreurs relatives des deux facteurs, c'est-à-dire 
< a 3 7 S \ , . 
a - ^ + ^ T ^ - " F + T ; + • • • ^ ~ ' ï _ • '^e théorème, vrai pour deux A D C 1) L 
facteurs, l'est donc pour trois facteurs, etc. 

228. On peut donc maintenant résoudre toutes les questions 
d'approximation qui se rapportent à la multiplication. 

Montrons d'abord comment on doit calculer le produit, lors
que les facteurs sont donnés avec une certaine approximation. 

i°. Soit à multiplier 4S32,g5 par 9,2.371. Le multiplicande 
est approché à 0,01 près par défaut, et le multiplicateur à 
0,0001 près par défaut. L'erreur relative du produit étant la 
somme des erreurs relatives des facteurs, elle sera ici égale (223) 

à 7 1 ou à "•>. —:• Cette fraction est plus p e -
4 X i o 5 9X10* 3 b x 105 ' r 

tite que — - ; l'erreur relative du produit sera donc plus petite 

que —-1 et l'on pourra compter seulement sur quatre ou cinq 

chiffres exacts au produit (224) ; comme il renferme cinq chiffres 
à sa partie entière, on devra donc le calculer à l'unité près en 
appliquant le procédé de la multiplication abrégée (176). 

4832,g5 
.73 

43496 
966 

'44 
33 

29 
55 
58 
9« 
81 
48 

44642,38 

Le produit cherché sera 44^43 à l'unité près. 
20. Soit à multiplier 32,179 par 27 ,804, sachant que les deux 

facteurs sont approchés par défaut à 0,001 près. Forçons l'unité 
sur le dernier chiffre du multiplicateur, il sera approché par 
excès à moins de 1 millième. Les erreurs ayant lieu en sens 
• •ontraire, l'erreur relative du produit sera égale à la différencu 
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des erreurs relatives des deux facteurs (*), c'est-à-dire plus pe 

tite que la plus grande d'entre elles ou que Le chiffre 
1 1 0 ' 2 x 1 0 * 

des plus hautes unités du produit surpassant 2 , on ne devra 
compter que sur quatre chiffres au produit, et comme il ne 
contient que trois chiffres à sa partie entière, on le calculera à 
o , 1 près. 

3 2,i 7 9 
4 0 8 7 2 

6 4 3 5 8~o" 
2 2 5 3 5 3 

2 5 7 3 6 
I 2 S 

894,6 9 7 
Le produit cherché sera 894,7 à 0,1 près. 

3". Soit à élever au cube le nombre 0,045782. 
L'erreur relative du produit, égale à la somme des erreurs 

relatives des facteurs, sera ici égale à 3 fois l 'erreur relative du 
3 

nombre proposé ou à -• Cette fraction est plus petite 

que —— ; on ne pourra donc compter que sur les quatre p re 
miers chiffres du cube cherché. Comme il doit contenir dix-
huit chiffres décimaux, dont au moins trois zéros [qui ne doi
vent pas entrer dans l'appréciation de l 'erreur relative, et par 
suite dansle nombre des chiffres exacts (223, note 1)], on devra 
le calculer avec sept décimales ou à 0,0000001 près. Par suite, 
le carré devra d'abord être calculé avec deux chiffres de plus 
ou neuf décimales (178). On emploiera la multiplication 
abrégée. 

0,045782 0,002095992 
28754.• 2875400 

18,1128000 83836 
22891000 10475 

320474° i463 
366256 , 160 

9106 4 

o , oo2.oq5qqi52 o ,000095938 

Le cube cherché sera 0,0000960 à 0,0000001 près. 

< * ) n:tns ce c,i>, le multiplicande exact étant représenté, par Â -r- v., le mul
tiplicateur exact sera représenté par B — ,3, en désignant part! le multiplicateur 



AIUTHMÉTIQTTE. l 3 y 

4°. Soit à multiplier 262,457 par 3,i4i5o,26535. . . . On sup
pose ici que le second facteur peut être obtenu avec telle 
approximation qu'on voudra, le premier est approché à 
0,001 près. L'erreur relative du produit étant au moins égale 

à l 'erreur relative du multiplicande, c'est-à-dire à , on 
2 X 105 

ne pourra compter sur plus de six chiffres exacts au produit, 
en admettant que le chiffre de ses plus hautes unités sur
passe 2. Comme le produit renferme trois chiffres entiers, il 
faudra le calculer à 0,001 près. En prenant le multiplicateur 
avec six chiffres, l 'erreur du produit restera toujours infé
rieure à ——• On emploiera le procédé de la multiplication 

abrégée. 
262 ,457 . . 
• '9 514f3 

78737100 
262.4570 
1049828 

26245 
13120 
2 358 

824,53221 

Le produit cherché sera 824,533 à 0,001 près. 

229. Supposons maintenant que l'approximation du produit 
soit indiquée d'avance, et qu'on demande avec quelle approxi
mation les facteurs du produit doivent être calculés. 

i° . On veut calculer le produit v'3"x \/ io à 0,01 près. Le 
plus simple est de se rappeler (176) que le procédé de la mul
tiplication abrégée exige qu'on connaisse le multiplicande 
avec deux chiffres décimaux de plus qu'on n'en veut conser
ver au produit. Comme chaque facteur peut être pris pour 
multiplicande, il faut donc les calculer tous les deux avec deux 
chiffres décimaux de plus qu'on n'en veut avoir au produit, 

approché par excès et par /2 l 'erreur commise. Le produit exact sera alors 

( A H - K ) (li — 5 ) = A B - ( - K E — A ,5 — K,3, 

d'où 
( A -f- K ) ( B — ,3 ) — AB = K B — A ,5 — «,£. 

Si on néglige a,3, l 'erreur absolue commise sur le produit est sensiblement 
E B — A .3. et l 'erreur relative devient 

À û" 
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c'est-à-dire à 0,0001 près, puisque chaque facteur a un chiffre 
à sa partie entière. 

On trouve v 3 = i ,4422 et v
/ i ° = 3 , i 6 2 2 . 

1,4422 

2 2613 

4 3266 
.442 
864 

28 
2 

4,56o2 

Par suite, le produit cherché sera 4,57 à 0,01 près. 

- 20. Soit à calculer le produit (\fë-+-2) x (v /45 — i ) x ( s / 8 + 0 

a 0,01 prèsde sa valeur. On veut que l 'erreur relative sur le pro

duit soit inférieure à Il faut donc connaître ce produit avec 
io 2 l 

3 chiffres exacts (223). Les deux facteurs [ (y /3-l-2)x(v /45—0] 
d'une part et y/8 -+-1 de l'autre devront donc être calculés avec 
5 chiffres exacts (i°) .Pour que le produit (\/3 -+- 2) x ( y / 4 5 — 1) 
présente 5 chiffres exacts, comme il renferme deux chiffres à 
sa partie entière, il faut pouvoir le calculer jusqu'aux mil
l ièmes; ce qui exige qu'on connaisse les deux facteurs j u s 
qu'aux cent-millièmes, c'est-à-dire avec 6 chiffres exacts. On 
trouvera : 

v/3-h 2= 3,732o5; y/45 —1 = 5,70820; ^8 + 1 = 3,8284. 

En appliquant le procédé de la multiplication abrégée, on ar
rive rapidement au produit cherché qui sera 81,6 à o, 1 près. 

3,73205 21,3o4 
o 28075 4^ a83 

18 66025 63 912 
2 61240 17 o4o 

* 2984 426 
:4 '68 

2 r ,3o323 $ 
8i ,554 

Division. 

230. On supposera que les erreurs sur le dividende et le 
diviseur son»de sens contraire ; de sorte qu'elles agiront dans 
le même sens pour augmenter ou diminuer le quotient. Le 
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dividende étant approché par excès et le diviseur par défaut, 
le quotient sera approché par excès; le dividende étant appro
ché par défaut et le diviseur par excès, le quotient sera appro
ché par défaut. On voit que les erreurs du diviseur et du quo
tient sont alors toujours de sens contraire. Il en résulte que le 
dividende étant le produit du diviseur par le quotient, l'erreur 
relative du dividende est sensiblement égale à la différence 
des erreurs relatives du diviseur et du quotient (228, note i). 
On peut donc dire d'une manière générale que l'erreur rela
tive du quotient est égale à la somme des erreurs relatives du 
dividende et du diviseur. 

231. Montrons d'abord comment on doit calculer le quo
tient, lorsque le dividende et le diviseur sont donnés avec une 
certaine approximation. 

i". On demande de calculer le quotient de i par 3,1415927. 
Le dividende est exact, le diviseur est approché par excès 
à | unité près de l'ordre du dernier chiffre ; le quotient sera 
alors approché par défaut. Son erreur relative sera égale à l'er
reur relative du diviseur, puisque celle du dividende est nulle, 

, J . , \ 1 

c est-a-dire a =— = ? 

3 X i o ' 6 X 1 0 ' 
Le premier chiffre du quotient étant 3, on pourra compter 

sur huit chiffres exacts au quotient (224) et le calculer par 
conséquent à 0,00000001 près. 

IOOOOOOOOOO 3l4lj>92'JOO 

57522I900 3l 83o988 
261062630 
97352 14 
3io438 
27703 
2575 
63 

En employant le procédé de la division abrégée (183) et en se 
reportant au n° 184, on trouve pour quotient 0,31830988. 

2°. On demande de calculer le. quotient de o,gg3855 par 
9,8088, ces deux nombres étant approchés à une unité près de 
l'ordre de leurs derniers chiffres. 

L'erreur relative du quotient sera égale à 1 • 
9 X 1 0 ' 9 X 1 0 ' 

ou à — : cette fraction étant moindre que —? on pourra 
9 X 1 o° 10' 

compter au plus sur 5 chiffres au quotient. 
En employant le procédé de la division abrégée et en remar

quant qu'on peut aller au quotient jusqu'au chiffre des cent-
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millièmes (181), on trouvera pour quotient o, joi3a à 0,00001 
près. 

9 93855 080880 
1297 5 
3 i6 7 

227 

3 : 

IOl32 

232. Supposons maintenant que l'approximation du quotient 
soit indiquée d'avance et qu'on demande avec quelle approxi
mation le dividende et le diviseur doivent être calculés. 

i°. On veut calculer le quotient de \/3 par \fi. à 0,001 près. 
Le quotient ayant 1 pour partie entière, c'est demander de le 
calculer avec quatre chiffres exacts. L'erreur relative sur le 

quotient devra donc être plus petite que —; (223). Comme 

cette erreur relative doit être égale à la somme des erreurs re
latives du dividende et du diviseur (230), la condition imposée 
sera remplie si l'on calcule le dividende par excès et le divi
seur par défaut à i dix-millième près ; car, chacun d'eux conte
nant alors cinq chiffres exacts, la somme des erreurs rela-

1 -A 1 

lives correspondantes sera plus petite que——h — = 
10' i o ' IO 1 

On trouve 
v'3 = 1,7821 et v'2 = I i 4 ' 4 2 ' 

r4'42° 
1224 

173210 

317J90 
35o6 
6-8 
n4 

En suivant la marche indiquée au n" 18i, ou trouve pour quo
tient 1,224 à 0,001 près par excès. 

2°. On veut calculer le quotient de \/io par \/3 à 0,001 près 
de sa valeur. C'est demandes que l 'erreur relative du quotient 
soit inférieure à 0,001 ou que le quotient renferme quatre 
chiffres exacts. La condition imposée sera remplie si l'on cal
cule le dividende par excès et le diviseur par défaut à ~ dix-
millième près; car chacun d'eux contenant alors 5 chiffres 
exacts, la somme des erreurs relatives correspondantes sera 

2 
plus petite que 3 X i o « ou que 3 X 10 

• Cette frac

tion étant moindre une —,» ou pourra compter sur 4 chiffres 
10 
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exacts au quotient. On trouve 

^10 = 3,16^3 et \/'i = 1 ,-/i2o 

et, par suite, ie quotient cherché est 1,825 à 0,001 près par 
excès. 

3i()23o i-3?oo 

' f 3 o 3 ° i" iKa5 
4 17° 
l o o b 

,4 , 

Racine carrée. 

233. Puisque l 'erreur relative d'un produit est égaie à la 
somme des erreurs relatives des deux facteurs, l 'erreur relative 
d'un carré est égale au double de l 'erreur relative du nombre 
élevé au carré. On peut donc admettre réciproquement que 
l'erreur relative de la racine carrée d'un nombre est la moitié 
de l 'erreur relative commise sur ce nombre. 

Ainsi, l 'erreur relative d'un nombre ayant pour limite supé

rieure r f/J + i étant le nombre des chiffres exacts 1, 

K désignant les plus hautes unités de ce nombre, l 'erreur r e 

lative de la racine carrée de ce nombre aura pour limite supé

rieure —r 11 en résulte que si le premier chiffre de la 
2 K x 1 oi' 

racine est plus petit que 2K (*), on pourra compter sur p -+- 1 
chiffres exacts à la racine; sinon, seulement sur p chiffres 
exacts (224). 

i°. Soit à calculer la racine carrée du quot ient . 
3, i4t5g26535.. . 

à 0,0001 près, le diviseur pouvant être obtenu avec telle ap
proximation qu'on voudra. Le premier chiffre du quotient étant 
un chiffre de dizièmes et. ce premier chiffre étant 3, l 'erreur 
relative sur la racine carrée de ce quotient sera inférieure à 

, 7T-- 5 P + 1 représentant le nombre de chiffres exacts 
[2 x 3 , X IOP

 r ' 
du quotient. Comme le premier chiffre de la racine est évi
demment inférieur à 6, on pourra alors compter aussi sur 
p-\- 1 chiffres exacts à cette racine. Mais p + 1 doit être ici égal 
à 4, puisqu'on demande la racine à 0,0001 près. Par suite, on 
commencera par calculer le quotient avec 4 chiffres exacts ou 
à o,oooi près ; ce qui exigera qu'on prenne pour diviseur 

(*) 2K représente ici ce que nous avons appelé K'précédemment (224). 
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3 , I 4 I 5 . On trouve pour quotient o ,3 i83 et pour racine car
rée , o ,564r . On peut maintenant se reporter au n° 209. 

ioooooo 
5755o 
26135 

1007 

65 

3 I 4 I 5 O 

3i83 

o,318 3 
68.3 

4 70.0 

20 4«.o 

9 1T 9 

o,564i 

106 
6 

[124 

4 
1128! 

20. Calculer à 0,00001 près l'expression 

Il suffit évidemment de calculera 0,00001 près chaque radical 
principal, puisqu'en en prenant le quart on divisera l 'erreur par 
4 ; de manière que l 'erreur sur la somme sera inférieure à 
{0,00001. 

Le premier chiffre de l'expression 3 -+- y/5 étant 5 dont le 
double est 10, et le premier chiffre de la racine correspondante 

étant forcément inférieur à 10, il suffira pour calculery3 -l- v'5 
à 0,00001 près ou avec 6 chiffres exacts, de connaître d'abord 

3 -+- \JS avec six chiffres exacts. De même, le premier chiffre de 

l'expression V'5 — \J5 étant 2 dont le double est 4 et I e pre
mier chiffre de la racine correspondante étant inférieur à 4, il 
faudra aussi calculer d'abord 5 — y'5 avec 6 chiffres exacts. En 
résumé, on peut dire qu'on peut comptera la racine sur autant 
de chiffres exacts qu'il y* en a dans le nombre proposé ou sur 
autant moins un, suivant que le premier chiffre de la racine 
est plus petit ou plus grand que le double du premier chiffre 
du nombre proposé. On trouve 

d'où 
^5 = 2,23606, 

3 4- v̂ 5 = 5,236o6 et 5 — ^ 5 = s,76394• 

Par suite 

y 3 + y'5 = 2,28824 et y'5 — v 5 = 1,66251. 

(*) Cette expression représente le sinus naturel de 8i°. (Voir In Trigono
métrie.) 



5v236o6o 
] 23 

3t)6o 
37660 

111600 

2007600 

177C24 
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2,28824 

42 
2 

448 
8 

4568 

ÉTIQ 

2 

I 

UE. 

,76394.) 
76 
2039 
834o 
169600 
337500 

4999 

1 

1,66251 

26 
6 
326 

6 
3322 

14.3 

45762 

2 

45^44 
4 

L'expression demandée est 

4 4 4 

33245 
5 

3325oi 

:0,9876g. 

231. Les questions relatives à la racine cubique se traite
ront d'une manière analogue, en remarquant que l'erreur rela
tive de la racine cubique d'un nombre est le tiers de l'erreur 
relative de ce nombre. 

Table des carrés des 1000 premiers nombres. 

On peut se servir de cette table de la manière suivante. On 
veut extraire la racine carrée de 48217932 à l'unité près. On 
remarque que, d'après la table, le plus grand carré contenu 
dans les 482179 centaines de ce nombre est 48«636 dont la 
racine carrée est 694. Les dizaines de la racine cherchée sont 
donc 6g4; on n'a plus qu'à chercher le chiffre des unités. 

Soit à extraire la racine carrée de 11 à 0,001 près. C'est 
comme si l'on demandait la racine carrée de 11000000 à l'unité 
près. On remarque alors que le plus grand carré contenu dans 
les uoooo centaines de ce nombre est iog56i dont la racine 
carrée est 33i. Les premiers chiffres de la racine cherchée 
sont donc 3,3i. On n'a plus qu'à chercher le chiffre des mil
lièmes. 
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NOM

BRES. 

I 

2 

3 
4 
5 
6 
-
8 
9 
IO 

11 

12 

i3 
'4 
i5 
16 
17 
18 
19 
20 

21 

22 

23 
24 
23 

26 

27 

28 
29 
3o 
3i 
32 
33 
34 
35 
36 
37 

38 
39 

4o 
4i 
42 
43 
44 
45 
46 
47 
48 
49 
30 

5i 
32 

53 

CARRES. 

, 
4 
9 
16 

23 

36 
4<) 
«4 
81 

100 

121 

'44 
169 
196 
225 

2 56 
289 
324 
361 
400 
441 
484 
529 

376 

625 

676 
729 
784 
«4i 
900 

961 
1024 
1089 

1i56 
1225 

1296 

1369 

'444 
l52I 

1600 

1681 
176! 

1849 
1936 
2025 

2116 

2209 

2 3o4 
24° ! 
2)00 

2U0I 

2704 
2809 

.NOM

BRES. 

54 
55 
56 
57 
58 
59 
60 

61 

62 

63 
64 
65 
66 
fi

es 
09 
70 

71 

72 

73 
74 
75 
76 
77 
78 
79 
80 

81 

82 

83 

84 
85 
86 
87 
88 
89 
9° 
91 
9'-
93 
94 
93 

96 
97 
98 
99 
100 

loi 

102 

io3 
104 
io5 
106 

CARRÉS. 

2916 
3023 

3136 

32-Î9 
• 33(>4 
3481 
30oo 
3721 

3844 
3969 
4096 
422) 
4356 
4489 
4624 
4761 
4900 
3041 

3184 
3029 

5476 
5625 
3776 

;>929 
6084 
624, 
6400 
6561 
6724 
6889 
7o56 
722") 

7396 

• 75G9 
7744 
7921 
8100 

8281 

8464 
8649 
8836 
902 5 

9216 

94«9 
9604 
9801 

10000 

10201 

10404 
10609 

10816 

1102 5 

1120!) 

N'OJl-

m;ES. 

107 

108 
109 

110 

111 

1 12 

M 3 
114 
u5 
116 

"7 
118 

"9 
120 

121 

122 

123 

12.4 
123 

12.6 

I27 

128 

I29 

i3o 

i3i 

TJ2 
i33 
•34 
1 35 
i3G 
l37 
i38 
i3g 
i4o 
I4I 
142 
i43 
•44 
145 
146 
i47 
148 
•49 
i5o 
i5i 

l52 

i53 
i54 
155 
i56 
137 

r 58 
139 

E 
CABRES, i 

"449 
11664 
11881 

12100 

I232I 

12544 
I 2769 
12996 
l322 5 

013456 
13G89 
13924 
14161 

14400 
14641 

I48S4 
15129 

15376 
13625 

15876 
16129 

i6384 
16641 
16900 

17161 

174^4 
17689 
17956 
18223 

18496 
18769 

'9°44 
19321 

19600 

19881 
20164 
20449 
20736 
21025 

2i3i6 
21609 
21904 
22201 

22J00 

22801 

23io4 
23409 
23716 
24025 
24336 
24649 

24964 
23281 

NOM

BRES. 

160 

l6l 

162 

' i63 
164 
i65 
166 
167 
168 
169 
170 

171 

172 

173 
174 
i-5 
176 
177 
178 
'79 
180 

181 

182 

i83 
184 
i85 
186 
187 
188 
189 
igo 
191 

192 

19 3 

194 
U)5 
196 
197 
198 
199 
200 

201 

202 

203 

204 

203 

206 

207 

208 

20<) 

1 210 

j 211 

S 212 

CARRES. 

2.56oo 
25921 

26244 
2.656<) 
26896 
27225 

27 556 
27889 
2822.4 
28361 

28900 

292.41 

29584 
29929 
30276 
3062.5 
30976 
3i329 
3i68'4 
32041 
32400 
32761 
33124 
3348g 
33856 
34225 
34596 
34969 

35344 
3)721 

36100 

3648i 
36864 
37249 
37636 
38oa5 
38416 
38809 
39204 
39601 
40000 

4<-'4°i 
40804 
41209 

41616 
42025 
42.436 
42849 
43264 
4368i 
44ioo 
44521 

44944 
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.NOM

BRES. 

4>5 
4̂ 6 
427 
4-28 

4̂ 9 
43o 
431 
43a 
433 
434 
435 
{36 
437 
438 
439 
44o 
44' 
442 
443 
444 
445 
446 
447 
448 
449 
45o 
45i 
45a 
453 
454 
455 
456 
457 
458 
459 
460 
461 
462 
463 
464 
465 
466 
467 
468 
469 
470 
47 ' 
472 
473 
474 
475 
476 
477 

CARRÉS. 

[ 8<)6a5 
181476 
182329 
Ï 8 3 I 8 4 

184041 
184900 
180761 

186624 
187489 
i88356 
189223 

190096 

'90969 

191844 
192721 

193600 
194481 
i95364 
196249 
'97'36 
198025 
198916 

•99809 
200704 
201601 

202500 

203401 
2o43o4 
•205209 

206116 

207025 

207936 
. 208849 

209764 
2I068I 

2II60O 

212521 

213444 
214369 
215296 
216225 
2I7I56 
218089 
219024 
219961 
2209OO 

22I84 1 

222784 
223729 
224676 
225625 
226576 
227529 

\ OM

IS R ES. 

478 
479 
48o 
48i 
482 
483 
484 
485 
486 
487 
488 
489 
49° 
49» 
492 
493 
494 
4g5 
496 

497 
498 
499 
5oo 
5oi 
502 

5o3 
5o4 
5o5 
5o6 
507 

5o8 
509 
5io 
5n 
JI2 

5i3 

5i4 
5i5 
516 

5'7 
5i8 
519 
520 

521 

522 

523 
524 
025 

526 
527 
528 
529 

53o 

AIUIIIMÉTIOLE. 

CARRÉS. 

228484 
229441 
23o4oo 
2 3 I 3 6 I 

23a324 
233289 
234256 
235225 
236196 
237169 
a38144 
239121 

240100 

241081 

242064 
243049 
244o36 
245025 
246016 
247009 

248004 
249001 
200000 

25lOOI 

252004 
253009 
254016 
2.55o25 
256o36 
257049 
258064 
2.59081 
260100 

261121 

262144 
263169 
264196 
26)225 

266256 
267289 

268324 
269361 
270400 
271441 
272484 
27352g 
274576 
275625 
276676 
277729 
278784 
279841 
280900 

NOM

BRES, 

53 1 
532 

533 
534 
535 
536 
537 
538 
53g 
54o 
54' 
54a 
543 
544 
545 
546 
547 
548 
549 
55o 
551 
552 

553 
554 
555 
556 
557 
558 
559 
56o 
56i 
562 
563 
564 
565 
566 
567 
568 
569 
570 
571 
572 

573 
574 
575 
576 
577 
578 
579 
58o 
581 
582 

583 

CARRÉS. 

281961 
283024 
284089 
285i56 
28622.5 
287296 

288369 
289444 
290521 

291600 

292681 

293764 

294849 
2g5g36 
297025 
298116 
299209 

3oo3o4 
3oi4oi 
3o25oo 
3o36oi 

304704 
305809 
306916 
3o8o25 
309136 
310249 

3n364 
312481 
3136oo 
314721 

3i5844 
316969 
318096 
319225 
32o356 
321489 
322624 
323761 
324900 

32604' 
327184 
328329 
329476 
33o62.5 
331776 
332929 

33io84 
33524i 
3364oo 
33756i 
338724 
33g88g 

NOM

BRES. 

584 
585 
586 
587 
588 
58g 
ogo 
5g 1 

592 

593 
394 
5g5 
5g6 
597 
5g8 
599 
600 
601 

602 

6o3 
604 
6o5 
606 
607 
608 
609 
610 

611 

612 

6i3 

6.4 
6i5 
616 
617 
618 

6'9 
620 
621 
622 

623 
624 
625 
626 
627 
628 " 
629 

63o 
63i 
632 
633 
634 
635 
636 

CARRÉS. 

34io56 
342225 

3.|33g6 
344569 

345744 
346921 
348100 
349281 

3.Ô0464 
351649 
352836 
354025 
3552i6 
356409 
357604 
3588oi 
36oooo 
361201 

3624o4 
3636og 
3648i6 
366025 
3G7236 

368449 
36g664 
3-o88i 
372100 

37332.1 

374544 
375769 
376996 
378225 

379456 
38o68g 
381924 
3 8 3 I 6 I 

3844oo 
38564i 
386884 
388i2g 
389376 
3oo625 
39i876 

393i29 
3g4384 
3g564i 
3g6goo 
3g8i6i 

399424 
400689 
4oig56 
4o3225 
4o4496 



vIUTHMIiTIOUK. ' 4y 

NOM
BRES. 

63 7 

638 
63q 
640 
641 
642 
643 

644 
645 
646 
647 
648 
649 
65o 
651 
652 
653 
654 
655 
656 
657 
658 
65g 
660 
661 
662 
663 

664 
665 
666 
667 
668 
669 
670 
671 
672 
673 

674 
675 
676 

677 
678 

679 
680 
681 
682 
683 
684 
685 
686 
687 
688 
689 

>.:ARR£S. 

405769 

407044 

4o832i 

.409600 

410881 

412164 

413449 
4i4736 
41602.5 
417316 
418609 

4i99°4 
421201 
422500 
423801 
420104 
426409 
427716 
429025 
43o336 
431649 
432964 
434281 
4356oo 
436921 
438244 
439569 
440896 
442225 
443556 
444889 
446224 
44756i 
448900 
450241 
451584 
452929 
454276 
455625 
456976 
45832g 
459684 
461041 
462400 
463761 
465i24 
466489 
467856 
469225 
470596 

471969 
473344 
474721 

NOM

BRES. 

690 

691 
692 
6<)3 

694 
69.5 

696 

697 
698 

699 
7OO 
701 
702 
7o3 

704 
705 
706 
707 
708 

7°9 
710 
711 
712 

7i3 
714 
7i5 
716 
717 
718 

7i9 
720 
721 
722 
723 
724 
725 
726 
727 
728 

729 
73o 

73i 
732 

733 

734 
735 
736 

737 
738 

739 
74o 
74i 
742 

CARRÉS. 

4761OO 

477481 

478864 
480249 
48i636 
483oa5 
484416 
4858og 
487204 
488601 
490000 
491401 
492804 
494209 
495616 
497025 
498436 
499849 
501264 
502681 
5o4ioo 
5o552ï 
5o6g44 
508369 
509796 
5l1225 
512656 
514089 
5[5524 
5i6961 
518400 
5i984i 
521284 
522729 
524176 
525625 
527076 
528529 
529984 
53144i 
532900 
53436Ï 

535824 
537289 
538756 
540225 
541696 
543169 

544644 
546121 
547600 
549081 
55o564 

NOM

BRES. 

743 

744 
745 
746 
747 
748 
749 
750 

751 
752 
753 

754 
755 
756 
757 
758 

759 
760 
761 
762 
763 

764 
765 
766 

767 
768 

769 
77° 
77i 
772 

773 
774 
775 
776 
777 
778 
779 
780 
781 
782 
783 

784 
785 
786 

787 
788 

"89 
790 

79 ' 
79 2 

793 
794 
79T 

CARRÉS. 

552049 
553536 
555o25 
556516 
558009 
55g5o4 
56iooi 
5625oo 
564001 
5655o4 
567009 
5685i6 
570025 
57i536 
573o4g 
574564 
576081 
577600 
579121 
580644 
582169 
583696 
585225 
586756 
588289 
589824 
59i36i 
592900 

59444i 
595984 
597329 
599076 
600625 
602176 
603729 
605284 
606841 
608400 
609961 

611524 
613089 
6i4656 
616225 
617796 
619369 
620944 
622521 
624100 
62568i 
627264 
628849 
63o.{36 
63205.5 

NOM

BRES. 

796 
797 
798 
799 
800 
801 
802 
8o3 
804 
8o5 
806 
807 
808 
809 
810 
811 
812 
8i3 
814 
8i5 
816 
817 
818 
819 
820 
821 
822 
823 
824 
825 
826 
827 
828 
829 
83o 
83i 
832 
833 
834 
835 
836 
837 
838 
839 
84o 
841 
842 
843 
844 
845 
846 
847 
S.{ 8 

CARRÉS. 

6336i6 
635209 
6368o4 
6384oi 
640000 
641601 
643204 
644809 
646416 
648025 
649636 
651249 
652864 
65448i 
656100 
657721 
639344 
660969 
6625g6 
664225 
665856 
667489 
669124 
670761 
672400 
674041 
675684 
677329 
678976 
680625 
682276 
683929 
685584 
687241 
688900 
6go56i 
692224 
693889 
6g5556 
697225 
698896 
700569 
702244 
703921 
705600 
707281 
708964 
710649 
712336 
714025 
715716 
717409 
719104 

1 0 , 
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Table des racines carrée et cubique des 100 premiers nombres, 
avec sept décimales. 

N 

i -

2 

3 
4 
5 
6 
-
8 
9 
IO 

11 

12 

i3 

i4 
i5 
16 
17 
i8 

i9 
20 

21 

22 

23 

2 a 

23 

26 
27 
28 

29 
3o 
3i 
32 
33 
34 
35 
36 
3-
38 
39 
4o 
4i 
4* 
43 

• 44 
45 
46 
4.. 
48 
Î9 
5o 

,<x 

I ,OOOOOOO 

i,4i42i36 
1,73io5o8 
2,0000000 

2 j2360680 

2,4494897 
a,64575i3 
2,8284*271 
3,0000000 

3-, 1622777 
3,3166248 
3 , 4 6 4 I O I 6 

3,6o555i3 
3.7J165-4 
3,8729833 
4,OOOOOOO 

4.i23io56 
4,2426407 
4,3588<)89 
4,47?-i36o 
4,58-25757 
4,6904158 
4.7958315 
4.8989795 
5,0000000 

5.0990195 
5,ig61J24 
5.291.5026 
5^385i648 
5.4772256 

5,5677644 
5.656854-2 
5,744)626 
5.8309319 
5.9160798 
6,0000000 

6,082762.5 
6.1644MO 
6.2449980 
«.32Î5553 
6. 4()3l24'2 
6.4807407 
6.55743S5 
6.633249'.'> 
6.708203c) 
6.7823300 
6 ! 8556546 
6.9282032 
7.0000000 

7.0710678 

VN 

I,OOOOOOO 

r,2599210 
1.4422496 
1,5874011 

1,7099759 
1,8171206 
1,gi2g312 

2.OOOOOOO 

•2,o8oo838 
2. i544347 
2,2239801 
2.2894286 
2.35i3347 
2.4101.422 
2.4662121 
•2- 5198421 
2,5712816 

•2.6207414 
2,6684016 

2,7i44i77 
2,7589243 
2 • 8020393 
2,8438670 

2,8844991 
2,9240177 
2-9(324960 
3 - 0000000 

3-0363889 
3,0723168 
3, 107232.) 
3,i4i38o6 
3,1748021 
3.2075343 
3,2396;18 
3.2710663 
3,3019272 
3,3322218 
3,3619754 
3,3912114 

3- Î199319 
3, {482172 
3,4760266 
3,5o3398i 
3, 53o3.|83 
3,5)08933 
3.583o479 
3.6088261 
3.634'24i 1 
3.6193037 
3 .68 i<>31 i 

N 

5i 
5'2 
53 
54 
55 
56 
57 
58 
59 
60 
61 
62 
63 
64 
65 
66 
67 
68 

69 
7» 
71 
72 
73 

74 
~5 
7» 
77 
78 
79 
80 
81 
82 
83 
84 
85 
86 
87 
88 
«O 
90 
9' 
92 
93 
94 
9:> 
9<i 
97 
98 
99 
100 

v/K 

7.14M284 
7,2111026 

7,2801099 
7.3484692 
7,4161985 
7 4833i 48 

7,5498344 
7,6157731 
7,6811457 
7.7459667 
7,8102497 
7.8740079 
7,9372539 
8,0000000 

8,0622.577 
8.1240384 
8, i8535-28 
8.2.462113 
8,3066239 
8,3666oo3 
8,4261498 
8.4832814 
8,5440037 
8 .6o232.53 
8,6602540 

8,7177979 
8,7749°44 
8.8317609 
8,8881944 

8-9442719 
9,0000000 

9,o,55385i 
9,1io4336 
9,I65I5I4 

9,2195445 
9.2736185 
9,3273791 
9.38o83i5 
9.433981i 
9.486833o 
9.5393920 
9.5916630 
9.6436508 
9.69.53.J97 
9 7467943 
9.7979.390 
9.8488578 

9,8994949 
9-9498744 
10.0000000 

t'N 

3.7084298 
3,7325i11 
3,7362838 
3,7797631 
3.802952.3 
3.8258624 
3.848.3011 
3,8708766 
3,8929965 
3,9148676 
3,9364972 
3,9578915 
3,9790571 
4,0000000 

4.020725c) 
4-0412401 
4,0615480 
4,0816551 
4.1015661 
4,1212853 
4,1408178 
4-, 1601676 
4,i793392 
4,1983364 
4-2171633 
4-2358236 
4,2543-210 
4.2726586 
4,2908404 
4,3088695 
4,3267487 
4,34448i5 
4,3620707 
4,3793191 
4,3968296 
4-4i40049 
4;43IO476 
4•4 479602 
4,464745i 
4,481 .{047 

4,49794 ' 4 
4,5143.374 
4,53o6549 
4,5468359 
4•5629026 
4,3788.570 
4.5947009 
4,6io4363 
4,62606.30 
{.64i5888 
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LIVRE CINQUIÈME. 
LES MESURES ET LES APPLICATIONS. 

CHAPITRE PREMIER. 
SYSTÈME MÉTRIQUE. 

235. Nous avons achevé tout ce qui concerne le calcul quand 
on considère seulement les six premières opérations fonda
mentales. L'étude des logarithmes en algèbre et celle des rap
ports trigonometriques augmenteront plus tard nos ressources 
sous ce point de vue. 

Pour terminer l'arithmétique proprement dite, nous devons 
maintenant exposer ses applications usuelles. Ces applications 
sont plutôt du ressort de l'algèbre ; car l'arithmétique ne trouve 
pas les solutions, elle les calcule. Mais il ne sera pas inutile de 
montrer, par comparaison, quels sont les avantages de l'algèbre 
et, après avoir résolu certaines questions à l'aide de l'arithmé
tique, de les résoudre de nouveau algébriquement, avec une 
rapidité et une simplicité bien plus grandes. 

Comme les calculs les plus ordinaires ont pour objet des 
longueurs, des surfaces, des volumes et des poids, nous ex
poserons d'abord le système général de ces mesures. 

236. « L'excessive diversité des mesures de longueur, de 
» volume et de poids, autrefois usitées dans les diverses pro-
» vinces de la France, présentait au gouvernement, ainsi qu'au 
» commerce, des inconvénients depuis longtemps reconnus. 
» Mais le caractère légal, attaché aux usages individuels de 
» ces provinces, n'aurait pas aisément permis à l'Administra-
» lion royale de les ramener à l'uniformité. Lorsque la grande 
» révolution de 1789 eut mis toute la force d'un pouvoir cen-
» tralauxmains de l'AssembléeConstituante, quelques hommes 
» éclairés songèrent à profiter de cette position pour donner à 
» la France un système de mesures général et uniforme, dont 
» toutes les parties fussent astreintes à un mode régulier de 
» dérivation. Une Commission, prise dans l'Académie des 
» Sciences, composée de Borda, Lagrango, Laplace, Monge cl 
» Conrtoreei, fut chargée de proposer un choix d'unité fonda 
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» mentale, et d'indiquer les opérations nécessaires pour la de-
« terminer. » ( Voir Biot, Astronomie physique, tome III, 
page 334.) 

L'unité fondamentale choisie par la Commission fut la dix-
millionième partie du quart d'un méridien terrestre (*) : cette 
unité fondamentale reçut le nom de mètre. Les résultats des 
opérations exécutées, pour la déterminer d'une manière aussi 
précise que possible, par Méchain, Delambre et Borda, furent 
approuvés par le Corps Législatif le 4 messidor an VII (22 juin 
1799), et les étalons des mesures de longueur et de poids adop
tées, déposés aux Archives (**). 

Nota. D'après les opérations géodésiques exécutées et les 
calculs auxiliaires, le quart du méridien terrestre elliptique 
avait été trouvé égal à 5130740 toises (***) ou le mètre, égal à 
oToise,5i30740 : telle est la longueur du mètre légal. Des 
calculs plus exacts ont prouvé depuis que cette valeur est un 
peu plus petite que la dix-millionième partie du quart du mé
ridien terrestre considéré, lequel passe par Paris en allant de 
Dunkerque à Barcelone. Il est très-heureux cependant qu'on 
ait accepté immédiatement les résultats indiqués : ce qui im
portait, c'était l'établissement légal de l'uniformité des mesures 
pour toute la France. Le mètre théorique et le mètre légal dif
fèrent d'ailleurs très-peu, puisque l'erreur présumée affecte 
seulement les centièmes de ligne. Le mètre légal étant re
présenté par le nombre oToisB,5i 30740 ou 443''sucs, 296, le cal
cul indique la valeur oToise,5i 31276 ou 443lisne%342-

Mesures de longueur. 

237. Comme le dit Laplace {Exposition du système du monde, 
livre I, ch. XIV), « L'identité du calcul décimal et de celui 
» des nombres entiers ne laisse aucun doute sur les avantages 
» de la division de toutes les espèces de mesures en parties 
» décimales. » 

On a donc soumis les multiples et les subdivisions du mètre 
à la loi décimale : les multiples représentent des longueurs de 
dix en dix fois plus grandes, les subdivisions des longueurs de 

(*) On démontre que la terre peut être regardée approximativement comme 
un ellipsoïde de révolution aplati aux pôles et renflé à l 'équateur. Toute section 
passant par l'axe, c'est-à-dire par la ligne des pôles, détermine un méridien 
terrestre. ( Voir la Géométrie. ) 

(**) L'étalon en platine déposé aux Archives donne la longueur légale du 
mètre à la température de la glace fondante. 

(***) La toise elait l 'ancienne unité d é m e s u r e pour les longueurs : elle se 
subdivisait en 6 pieds, chaque pied en i-.'. pouces, chaque pouce en 12 ligues-
!-i toise renfermai! <lonc 7" pouces roi Sf;', li;*i>e-. 
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dix en dix l'ois plus petites. Les noms des multiples sont formés 
du nom de l'unité principale, précédé des mots grecs dê.ca, 
liecto, kilo, myria, qui signifient dix, cent, mille, dix mille; 
et les noms des subdivisions sont formés du nom de l 'unité 
principale, précédé des mots latins déci, centi, milli, qui 
signifient dixième, centième, millième. Cette règle est égale
ment suivie pour toutes les autres mesures . Les mesures de 
longueur seront comprises dans le tableau suivant, 

Myriamètre (MM'i dix mille mètre.-!. 
Kilomètre i KM ;• mille mètres. 
Hectomètre i HM j cent mettes. 
Décamètre (DM; dis mètres. 
MKTKE • M ; unité de longueur, unité joiuUuncntuk, 
Décimètre i dMi dixième de mètre. 
Centimètre [ r t l centième de mètre. 
Millimètre ''.mM) millième de mètre. 

238. D'après ce tableau, une longueur contenant 

3 L ilomètres, 5 hectomètres, 2 décamètres, 7 mètres, 
8 décimètres, q centimètres, 

sera représentée par 
35-27",8t). 

On ne prend pas toujours le mètre pour unité. S'il s'agit de 
dislances itinéraires, on rapporte le nombre considéré au my
riamètre ou au kilomètre. Dans l'arpentage, c'est l 'hectomètre 
ou le décamètre qui devient l 'unité. Les physiciens, dans leurs 
expériences délicates, expriment les résultats qu'ils obtien
nent en centimètres ou en millimètres. Il est évident d'ailleurs 
que , lorsqu'on veut changer d'unité, il suffit de placer la vir
gule à la droite du chiffre de même espèce que la nou
velle uni té . Ainsi, le nombre 3?-75M,713 représente aussi 
3?.HM,75713. Le déplacement de la virgule ne change pas l 'es
pèce d'unité représentée par le dernier chiffre à droite. Dans 
tous les cas, l 'unité adoptée ne doit être ni trop grande ni trop 
petite par rapport aux longueurs à mesurer. 

Oii mesure les longueurs à l'aide de règles. On emploie 
pour le dessin le double décimètre, longueur de 2 décimètres, 
divisée en centimètres et en millimètres, à l'aide de laquelle 
on peut très-facilement évaluer une petite longueur à j milli
mètre près. Dans le lever des plans, on se sert de règles en 
bois ou en métal ayant 1, 2, 4 ou 6 mètres. La chaîne d'arpen
teur est une chaîne de 10 mètres. 

En France, des bornes placées le long des roule» indiquent 
les kilomètre-, parcourus. On compte par lieue métrique de 
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4ooo mètres ou de 4 kilomètres; par lieue de 25 au degré (* ) 
(c'est-à-dire qu'on en compte 25 dans l'arc d'un degré) ou par 
lieue de 4444" >44 (**)> P a r lieue marine de 20 au degré ou 
de 5555M,56; par mille marin de 60 au degré ou de 1 mi
nute, contenant i85i5I,85. (Dans la navigation, l'unité de vi
tesse est le nœud ; le nœud est égal au mille marin, c'est-à-
dire à peu près à i852M .) 

Mesures de surface. 

239. L'unité de surface est toujours le carré construit sur 
l'unité de longueur [voir la Géométrie). Cette unité porte le 
nom de mètre carré. Les multiples du mètre carré sont de 
cent en cent fois plus grands, les subdivisions de cent en cent 
fois plus petites. Pour nous en rendre compte, considérons le 

carré construit sur un mètre. 
Divisons le côté AB en dix 
parties égales : chacune repré
sentera un décimètre; par les 
points de division obtenus, 
menons des parallèles au côté 
BC. JNOUS diviserons le carré 
en dix bandes ayant iM de lon
gueur et oM , 1 de hauteur. Di
visons de même le côté BC 
en dix décimètres et, par les 
points de division,menons des 
parallèles au coté AB. Nous 

partagerons chacune des dix premières bandes en dix carrés 
ayant pour côtéoM,i ou en dix décimètres carrés. Le mètre 
carré en contient donc 100. Même démonstration pour les 
autres multiples ou subdivisions. On peut donc former le ta
bleau suivant : 

j 

j 1 j ~ 
:f~LZ__J 

" i — — I — — I 
I 

ISlyriiunètrc carré (MMq'j 

Kilomètre carré ( KMq ! 

Hectomètre carré i HMq i 

Décamètre carré ! DMq i 

MÈTRE CARRÉ (' Mq ) 

Décimètre i-arré (dMq j 

Centimètre carré I cMq ) 

Millimètre carré (tnMq) 

100000000 M. carrés. 

1000000 M. carrés. 

10000 M. carrés, 

[oo .M. carrés. 

carré construit sur l'imite de longueur. 

0.01 de M. carré. 

0,0001 de M. carré. 

0,000001 de M. carré. 

(*) ï.o quart du méridien terrestre étant divise en 90 doutes, chaque degré en 
00 minutes, chaque minute en 60 secondes. * 

:' " * ) II s a^il i c i , b ien en fondu , d 'une >;dour moyenne. 
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On voit que deux chiffres sont nécessaires pour représenter 
chaque multiple ou subdivision, de sorte qu'une surface ren
fermant 

3»Mq 25DMq ,jJIq g3«l<, gcJIq 

sera représentée par le nombre 325075"1,8309. 
Lorsqu'on veut passer d'une unité à une autre, il suffit évi

demment de placer la virgule après le chiffre qui correspond 
à la nouvelle unité. 

240. Quand il s'agit de mesures agraires ou d'arpentage, 
l'unité principale devient le décamètre carré, et on lui donne 
alors le nom d'are. L'are n'admet qu'un seul multiple : l'hec
tare, qui vaut cent ares; qu'une seule subdivision : le centiare, 
égal à la centième partie de l'are. En se reportant à ce qui 
précède, on peut donc former le tableau suivant : 

Hectare vHa) 100 ares ou iIIM* ou iooooM|i 
Arc (a ) iD>'3 ou iooM<: 
Centiare (ca) 0,01 d'are ou i"i 

La surperficie d'un terrain renfermant i35 hectares, 7 ares, 
12 centiares, sera alors représentée par le nombre i35Ha,07ia 
ou parle nombre i35o7a,i2 ou par le nombre 1350712e3. 

Pour transformer un nombre d'hectares en mètres carrés, il 
suffit de le transformer en centiares, puisque le centiare et le 
mètre carré représentent la même surface. Ainsi, une surface 
de 3i27Ha,25g8 renferme 3i2725g8ctt ou 3i2725g8M<>. 

24-1. Les surfaces ne sont jamais mesurées directement, 
c'est-à-dire qu'on ne porte pas l'unité de surface autant de fois 
que possible sur la surface à évaluer. La Géométrie ramène 
cette évaluation à celle de la longueur d'une ou plusieurs 
lignes ayant une liaison déterminée avec la surface considérée. 

Mesures de volume et de capacité. 

242. On prend toujours pour unité de volume le cube con
struit sur l'unité de longueur [voir la Géométrie). Cette unité 
porte le nom de mètre cube. Les multiples du mètre cube sont 
de mille en mille fois plus grands, les subdivisions de mille 
en mille fois plus petites. Pour nous en rendre compte, con
sidérons le cube construit sur un mètre. Sa face ABC1) ren
fermera 100 décimètres carrés, puisque cette face est un mètre 
carré. Sur.chacun de ces décimètres carrés comme base, on 
peut construire un volume ayant pour hauteur l'arête BE du 
cube : le mètre cube considéré renfermera cent de ces volumes. 
On peut maintenant diviser l'arête BE = iM en io'lM et par les 
points de division obtenus faire passer des plans parallèles ;; 
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la lace ABCD. On décomposera chacun des cent volumes déjà 
construits en dix volumes, et ces dix volumes seront évidem-

4=7 
:-/-

A 0 1 2 3 4 3 6 7 8 9 l i lC 

ment des cubes ayant id" de côté, c'est-à-dire des décimètres 
cubes. Le mètre cube contient donc bien iooo décimètres 
cubes. Même démonstration pour les autres multiples ou sub
divisions. On peut donc former le tableau suivant : 

Hectomètre cube (IIMc) ioooooo M. cubes. 
Décamètre cube (DMc) iooo M. cubes. 
MÈTRE CUBE (Me) cube construit sur l'unité de longueur. 
Décimètre cube ( dMc) 0,001 de M. cube. 
Centimètre: cube (cMc) o,oooooi de M. cube. 
Millimètre cube ( mMc ) o , ooooooooi de M. cube. 

On voit que trois chiffres sont nécessaires pour représenter 
chaque multiple ou subdivision, de sorte qu'un volume ren
fermant 

37DMc 365Mc 2-dMc 9C>,C 

sera représenté par le nombre 37 365Mo, 027009. Lorsqu'on veut 
passer d'une unité à une autre, il suffit évidemment de placer 
la virgule après le chiffre qui correspond à la nouvelle unité. 

Les mesures géométriques, les déblais et remblais, les blocs 
extraits des carrières, etc., sont exprimés en mètres cubes. 
Lorsqu'il s'agit d'évaluer le volume des bois de chauffage ou 
de charpente, l'unité de volume prend le nom de stère. 

Le stère n'a qu'un multiple : \edécastère, qui vaut dix stères; 
qu'une subdivision : le décistère, qui est le dixième partie du 
stère. On fui aussi usase du double stère et du demi-dévustère. 
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Les volumes, de même que les surfaces, ne sont jamais me
surés directement. 

243. L'unité de capacité, ou l'unité employée pour la me
sure des liquides et des grains, a reçu le nom de litre. Le litre 
est la capacité d'un décimètre cube. On compte par litres 
comme on compte par mètres : on peut donc former le tableau 
suivant. 

Kilolitre (Kl) iooo litres. 
Hectolitre (III) ioo litres. 
Décalitre ( 1)1 ) 10 litres. 
LITRE (1) nu décimètre cube, 
Décilitre (dl) o, i du litre. 
Centilitre •: ci I o . o i (lu l i t r e . 
Millilitre irai) o.ooi du litre. 

Le mètre cube vaut iooo décimètres cubes et le kilolitrc vaut 
IOOO litres. Par conséquent, le kilolitre est la capacité d'un 
mètre cube. 

Une capacité renfermant 
, 5H1 :D1 g] y dl gei 

sera représentée par le nombre 1768', 98. Si l'on demande à com
bien de mètres cubes équivaut cette capacité, il suffira de 
prendre d'abord pour unité le kilolitre, c'est-à-dire de placer 
la virgule après le chiffre qui exprime des kilolitres. On ob
tiendra ainsi 

ikl,57898 ou i>lc,378980. 

Les boissons se mesurent en hectolitres ou en litres; les 
grains, en hectolitres, décalitres ou litres; les graines propres 
au jardinage, en décilitres. 

Pour la mesure des liquides, on se sert de vases en étain. Ces 
vases sont cylindriques, et leur hauteur est double du diamètre 
de leur base. Ces vases sont de i1, 5d!, 21", idL, 5 t ! , 2e1, icl. 

Pour la mesure des grains, on se sert de vases en bois. Ces 
vases sont cylindriques, et leur hauteur est égale au diamètre 
de leur base. Ces vases sont de i"1, S°\ ?.D1, iDI, 5', 21, i1, 
.-:<11 0 d l r d l 

Mesures de poids, 

2 i i . L'unité de poids a reçu le nom de gramme. Le gramme 
est le poids dans le vide d'un centimètre cube d'eau distillée, 
à la température de 4 degrés centigrades. On a pris de l'eau 
distillée, c'est-à-dire parfaitement pure, parce que le poids de 
l'eau varie avec les matières qu'elle lient en suspension. On a 
choisi la température de f degrés centigrades, parce que le 
poids de l'eau varie avec la température, el (pie ce poids allein! 



AMTH MnUOliK. l;>7 

son maximum a la température de 4 degrés centigrades. Enfin, 
on a considéré le poids dans le vide, parce qu'on a voulu éviter 
la poussée de l'air qui aurait diminué le poids accusé par les 
appareils, et, en outre, parce que le poids dans l'air varie sui
vant l'état de l 'atmosphère. 

On compte par grammes comme on compte par mètres. On 
peut donc former le tableau suivant : 

Millier, tonne ou tonneau de mer.. . . (T) looo kilogrammes. 
Quintal métrique (Q) 100 kilogrammes. 

Kilogramme ( Kg) iooo grammes. 
Hectogramme ( Hg) 100 grammes. 
Déeagramme ( Dgj 10 grammes. 
GRAMME (g) unité de poids. 
Décigramme : dgï o, i de gramme. 
Centigramme icg") 0,01 de gramme. 
Milligramme i mg! o. ooi de gramme. 

Comme le gramme eût été trop petit, c'est le kilogramme 
qui a été déposé aux Archives, sous forme d'un cylindre en 
plat ine, dont la hauteur égale le diamètre de ia base. 

Le kilogramme, valant 1000 grammes, représente le poids de 
ïooocjic d'eau distillée clans les conditions indiquées : il équi
vaut donc au poids de idMc ou d'un litre d'eau distillée. 

De même, la tonne, valant iooo kilogrammes, représente le 
poids de iooo litres d'eau distillée, c'est-à-dire équivaut au 
poids d'un mètre cube d'eau distillée. Pour évaluer le char
gement des navires, on se sert de la tonne ou tonneau. Un na
vire de iooo tonneaux est un navire capable de porter ioooooo 
de kilogrammes. 

Les poids adoptés dans le commerce sont en foule de fer ou 
en cuivre, on les divise en trois séries. Les gros poids dépas
sent le kilogramme; les poids moyens vont du kilogramme au 
gramme; les petits poids sont comptés à partir du gramme. 

Les poids en fonte de fer sont de 5oKf, 2011-, ioKg, 5Kf , ?.KK, 
I K Ï , 5H°, 2H=, 1"°, 5D». 

Les poidsen cuivre sont de 2oKs, IOKB , 5Ks , :>Ks, 1 h°, 2Hs, i"s, 
5"s, 2D% iD-, 5S, 2*, ie, 5d<s, 2de, ids, 5 r s , 2 rs, i ' s , 5m% ?mi, iroe. 

Les poids inférieurs au gramme sont surtout employés dans 
les analyses chimiques, les pesées pharmaceutiques ou les 
expériences de physique : on leur donne la forme d'une plaque 
carrée, l'un des angles est relevé pour qu'on puisse les saisir 
avec une pince. 

Il est utile de se rappeler que le poids moyen de l'hectolitre 
de froment est de rj5 kilogrammes. 

•2io. Le rapport qui lie le kilogramme au litre ou la tonne 
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au mètre cube, permet d'apprécier immédiatement le volume 
d'une masse d'eau dont le poids est connu ou inversement. 

Si une masse d'eau pèse 257Kï, 8a5, elle occupe une capa
cité de 257',825 et son volume est égal à oMc,257825. 

Si une masse d'eau occupe une capacité de 24-591,7 elle pèse 
2^Sc)Ks,'j ou 2T,4597. 

On peut résoudre le même problème pour tous les corps, 
pourvu qu'on connaisse leur poids sous l'unité de volume ou 
leur poids spécifique. 

Remarquons que lorsqu'on fait correspondre l'unité de poids 
ou le kilogramme et l'unité de capacité ou le litre, le même 
nombre abstrait représente le poids de la masse d'eau considé
rée et son volume. On peut donc dire encore que le poids spé
cifique d'un corps est le rapport de son poids à celui d'une 
masse d'eau de même volume. 

Supposons qu'on demande le poids d'un bloc de marbre de 
2Mc ,875. S'il s'agissait d'un volume d'eau, le poids correspon
dant serait 2T,875 ou 2875^; le poids spécifique du marbre 
étant égal à 2,8376, le poids cherché sera 2875^X2,8376 
ou 8i58Ks,i. 

Si l'on demande le volume occupé par un bloc de marbre 
pesant 459^,27, il faudra remarquer que le même poids d'eau 
occuperait un volume égal à459<"'c>27o; mais le marbre pesant 
près de 3 fois plus que l'eau sous le même volume, occupera, 
pour un poids donné, un volume environ 3 fois plus petit : 
plus exactement, on obtiendra le volume cherché en divisant 
le poids 459^,27 ouïe volume d'eau correspondant 459dMc,270 
par le poids spécifique 2,8376; on trouvera i6idMc,85i. 

Monnaies. 

2i(i. L'unité de monnaie est le franc. Le franc est une pièce 
du poids de 5 grammes : elle est composée, en poids, de neuf 
parties d'argent et de une de cuivre. Cet alliage donne à la mon
naie une plus grande dureté et lui permet de résister mieux à 
l'action du frottement. 

Le franc a pour subdivisions le décime ou dixième du franc 
et le centime ou centième du franc. Ses multiples n'ont pas 
reçu de noms particuliers. 

Les monnaies françaises sont en argent, en or, et en bronze. 
Les monnaies d'or sont composées, en poids, de 9 parties 
d'or pur et de 1 partie de cuivre. Les monnaies de bronze, 
sur 100 parties en poids, sont composées de g5 parties de cuivre, 
de 4 parties d'élain et de 1 de zinc. 

Toutes les monnaies françaises sont comprises dans les ta
bleaux suivants : 
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Monnaies d'or. 
<>y 

VALEUR 

fr 

5 . 

EN FRANCS. 
POIDS 

e n ( j r amn ic s . 

RT 

3 2 , 2 5 8 
i(i , 129 
6 ,45161 
3 , 2 2 5 8 o 
1 , 6 1 2 9 0 

on 

DIAMÈTRE 

m i l l i m è t r e s . 

m M 

35 
28 
21 
19 
17 

La tolérance pour le poids est de 1 millième en plus ou en moins pour 
la pièce de 100 francs; de 2 millièmes pour les pièces de 5o francs, de 
•20 francs et de 10 francs ; de 3 millièmes pour la pièce de 5 francs. 

Monnaies d'argent. 

VALEUR EN FRANCS. 

fr 

Pièce de 5 

POIDS 

en g r a m m e s . 

2 5 

10 

5 
2 , 5 
I 

DIAMÈTRE 

en m i l l i m è t r e s . 

mil 

3? 

23 
18 

La tolérance pour le poids est de 3 millièmes en plus ou en moins pour 
les pièces de 5 francs et de 2 francs; de 5 millièmes pour la pièce de 1 franc; 
de 7 millièmes pour la pièce de o* r ,5o, el de 10 millièmes poiir la pièce 
de 0^,20. 

Monnaies de bronze. 

VALEUR EN FRANC. 

fr 

POIDS 

en g r a m m e s . 

£r 
IO 

5 
2 

I 

DIAMÈTRE 

en m i l l i m è t r e s . 

mi l 
3o 
23 
20 
13 

La t o l é r a n c e p o u r l e p o i d s e s t d e 10 m i l l i è m e s en p l u s ou e n m o i n s p o u r 

les p ièces d e o f r , i o et d e o f r , o5 ; e t d e 15 m i l l i è m e s p o u r l e s p i è c e s d e 

o^ r ,02 e t d e o f l ' , o i . 
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Légalement, l'or vaut, sous le même poids, quinze fois et 
demie plus que l 'argent; l'argent vaut, sous le même poids, 
vingt fois plus que le bronze. 

Il est facile d'après cela de déterminer directement le poids 
de la pièce d'or de 20 francs, par exemple. En effet, 20 francs 
en argent pesant 100 grammes, 20 francs en or devront peser 
quinze fois et demie moins. Le poids de la pièce d'or de 20 francs 

, , , ioosr , ioooBr , > . . , , . , - , . , -
sera donc égal a ou a —=^-5 c est-a-dire a 6 g r , / p i o i . Ce 

calcul prouve en même temps que i55 pièces d'or de 20 francs 
pèsent 1000 grammes ou que 1 kilogramme d'or monnayé re 
présente 3100 francs. 

Il est bon de remarquer que les monnaies peuvent, d'après 
les tableaux précédents, servir de poids usuels. 

Pour avoir en grammes le poids d'une somme d'argent expri
mée en francs, il suffit de la multiplier par 5> puisque 1 franc 
pèse 5 grammes. Pour avoir en francs la valeur d'une somme 
d'argent dont le poids est connu en grammes, il suffit de divi
ser ce poids par 5. 

24". On appelle alliage le résultat de la fonte de plusieurs 
métaux. Toute portion d'alliage ou de métal pur s'appelle lin
got. Le rapport du poids d'un des métaux qui entrent dans 
l'alliage au poids total du lingot, est le titre du lingot par rap
port au métal considéré. Ainsi les monnaies françaises sont au 
titre de 0 ,9 par rapport à l'or ou à l'argent. On exprime ordi
nairement les titres monétaires en millièmes. On dira que les 
monnaies françaises sont au titre de 0,900 de fin, en indiquant 
par cette expression qu'on veut parler du métal le plus précieux 
entrant dans l'alliage. On accorde sur le titre une tolérance de 
2 millièmes en plus ou en moins, toujours pour les monnaies 
d'or et d'argent. 

Les frais de fabrication des monnaies s'élèvent à 6 francs par 
kilogramme d'or monnayé et à i f r ,5o par kilogramme d'argent 
monnayé. Par suite, un alliage d'argent au titre de o,goo et pe
sant Ï kilogramme, vaut ig8fr,5o ; un alliage d'or au titre de 0,900 
et pesant 1 kilogramme vaut 3og4 francs. 1 kilogramme d'argent 

iq8,5 X 1000 , „ _, 
pur vaudra par conséquent — = 22o l r ,55. t n effet, 
dans un kilogramme d'argent monnayé il n 'entre que goo gram
mes d'argent pur. De même, un kilogramme d'or pur vaudra 
3o 9 l>< looo = 

900 ' 

(*) ÏNous n'entrerons dans aucun délai! sur les retenues spéciales qui, dans 
certains cas, peuvent venir diminuer un pou les valeurs indiquées. 
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I! y a trois titres légaux pour les ouvrages d'or : ce sont les 
titres de 0,920; de 0,840 et de 0,750. il y en a deux pour les 
ouvrages d'argent : ce sont les titres de o,g5o et de o ,800. Ces 
titres sont indiqués par une marque spéciale frappée dans les 
hôtels des monnaies, et qu'on appelle contrôle. 

II est facile de calculer la valeur intrinsèque d'un objet en or 
ou en argent, lorsqu'on connaît son poids et son titre. Un ou
vrage d'or, au titre de 0,920, pèse 85 grammes, quelle est sa 
valeur propre? La quantité d'or pur contenue dans cet objet 
sera égale à 85gr x 0,920, c'est-à-dire à 78^,2. Puisque 1 kilo
gramme d'or pur vaut 3437fr, 78,1 gramme d'or pur vaut 3r,',438 : 
par suite, l'objet considéré vaut 3r,',438 X 78,2011 a68fr,85. 

Résumé. 

248. On comprend maintenant toute la simplicité du système 
métrique. « Sa création a été l'une des plus belles entreprises 
» des sciences, » et, pour en mieux saisir l'utilité et l'oppor
tunité, il faudrait pouvoir se représenter par la pensée « le vé-
» ritable chaos dans lequel l'incroyable et incohérente diver-
» site des mesures, qui changeaient pour ainsi dire de village à 
» village^ avait mis toutes les relations sociales. L'Institut de 
» France et le gouvernement de notre pays ont donné à cette 
» occasion un grand et bel exemple au monde, exemple unique 
» dans l'histoire des sciences : ils ont voulu qu'un congrès de 
» savants de toutes les nations qui voudraient bien envoyer des 
» députés, s'assemblât pour prendre connaissance de toutes 
» les observations, de toutes les expériences déjà faites, pour 
» les vérifier et les recommencer au besoin, pour s'assurer de 
» l'exactitude de toutes les déterminations et de tous les cal-
» culs. » Les nations qui comprirent alors la grandeur du pro
blème posé doivent s'en honorer. Il nous reste à désirer que ce 
magnifique projet s'accomplisse dans toute son étendue et que 
le système des mesures métriques et décimales soit adopté par 
tous les peuples. Son adoption générale sera d'autant plus 
rationnelle, indépendamment de toute condition économique, 
que « son établissement s'est rattaché aux plus hautes ques-
» tions astronomiques, et a servi à confirmer les lois de l'at-
» traction universelle en donnant une idée complètement 
» exacte de la forme et des dimensions de notre globe (Àrago, 
» astronomie populaire, t. IV, p. 73 et suivantes). » 

Une dernière remarque est importante. Lorsque l'unité de 
longueur est fixée, toutes les autres unités le sont nécessaire
ment. Ainsi, si l'on prend le décimètre pour unité de longueur, 
l'unité de surface est le décimètre carré, l'unité de volume est 
le décimètre cube, l'unité de capacité est le litre, l'unité de 

I . 1 •' 
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poids est le kilogramme. Si l'on négligeait celte précaution 
dans les calculs, on pourrait être conduit à des erreurs gros
sières, 

EXERCICES. 

I. L'ensemencement de i hectare exige en moyenne 2o4:il,6S. 8 de blé. 
Combien faudrait-il de mètres cubes de blé pour ensemencer i kilomètre 
carré? 

II. Chercher le volume d'un lingot d'or valant 52875 francs. sachant que 
la densité de l'or est 19,26. 

III. Un litre de charbon de terre pèse ikg, 33. Combien i5o quintaux 
métriques de charbon rempliraient-ils de stères ' ' ' " 

CHAPITRE IL 
DES ANCIENNES MESURES DE FRANCE. 

249. Mesuresde longueur. —La principale unité de longueur, 
comme nous l'avons déjà dit, était la toise. Elle se subdivisait 
en 6pieds, chaque pied en 11 pouces, chaque pouce en 12 lignes, 
chaque ligne en 12 points. 

Pour la mesure des étoffes, on employait l'aune, qui valait 
6322 points. 

Les distances itinéraires étaient évaluées en milles de 
1000 toises et en lieues de poste de 2000 toises. 

Le mètre satisfaisant, d'après ce qui précède (236), à l'éga
lité 10 000 oooM = 5 i3o 74oT, on en déduit 

„ iooooooo" ,, . , 
5 = - = - 5 — 7 — = l >949°4-0130740 • ~ 

On en déduit aussi i M = oT, 5130740, et comme ta toise ren
ferme 864 lignes, on a 

i M = o r 5 i 30740 x 8 6 4 l i s n e s = 4 4 3 l i s n e s , 296. 

On 'voit par là que, pour convertir un nombre de toises en 
mètres , il faut d'abord le convertir en lignes, puis diviser le 
résultat obtenu par le nombre 443,296. 

En multipliant la valeur du mètre en toise , c'est-à-dire 
o,5i3o74o par 6 , on aura cette valeur exprimée en pieds, 
puisque la toise vaut 6 pieds. On trouve ainsi i M = 3P'ed% 07844. 
En multipliant la partie décimale par 12, on aura le nombre de 
pouces correspondant, puisqu'un pied vaut 12 pouces; mais 
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cette partie décimale étant inférieure à —» il faut la multiplier 
12 

immédiatement par i44 pour trouver le nombre de lignes au
quel elle équivaut, puisqu'un pied vaut i44 lignes. On aura 

0,07844 X i44 l i s n < ! S= I l ! i g n e s»296. 

Par suite, 1" = 3PiedsoPouce n l i s n e%296. 
Pour faciliter les calculs de conversion, on construit des 

tables, publiées chaque année dans l'Annuaire du Bureau des 
Longitudes. La table qui concerne les mesures de longueur 
renferme les valeurs en mètres des différents multiples de la 
toise, du pied, du pouce, de la ligne, depuis 1 jusqu'à 9. 

QUOTITE. 

I 

2 

3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

TOISES 

en mètres. 

'•:949°4 
3,89807 
5,84711 
7,79615 
9,745i8 

11 .69422 
13,64326 
15,59229 
i~,54i33 

PIEDS 

en mètres. 

0.32484 
0,64968 
0,97452 
1,29936 
I,62420 
I;94904 
2.27388 
2,59872 
2,92355 

POUCES 

en mètres. 

0 , 0 2 7 0 7 0 
o.o54i4o 
0 , 0 8 1 2 1 0 
0 . 1 0 8 2 8 0 
0.i3535o 
0 , 1 6 2 4 2 0 
0,189490 
o,2i656o 
o,24363o 

LIGNES 

en mètres. 

0 , 0 0 2 2 5 6 
o.oo45l2 
0 , 0 0 6 7 6 7 
0 , 0 0 9 0 2 3 
0 . 0 1 1 2 7 9 
o,oi3535 
0 , 0 1 0 7 9 1 
0 , 0 1 8 0 4 7 
O,02o302 

Supposons qu'on demande la valeur en mètres de 316 toises, 
2 pieds, 7 pouces, 9 lignes. On aura, d'après la table : 

3oo toises = 5 8 4 M , 7 i i 
10 toises =3 19,4904 
6 toises = 11 ,69422 
2 pieds := o , 64968 
7 pouces = o ,18949 
9 lignes = o,02o3oa 

6i65l,755oc)2 

On ne peut compter que sur les trois premiers chiffres déci
maux. On aura donc 

3 i 6 T 2 P 7 i ' 9 1 = 6 i 6 M , 7 55 . 

250. Mesures de superficie. — Les unités de superficie étaient 
les carrés construits sur les diverses unités de longueur. La toise 
carrée vaut 3Mi, 798743. Pour les mesures agraires, on comptait 
\>ar perches et par arpents. On distinguait la perche des Eaux 
et Forêts ou carré de 22 pieds de côté, la perche de Paris ou 

1 1. 
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carré de 18 pieds de côté. L'arpent des Eaux et Forêts valait 
iooperches des Eaux et Forêts; l'arpent de Paris valait 100 per
ches de Paris. 

Il suffit de savoir, pour les conversions, que i arpent des 
Eaux et Forêts vaut oHa,5io7 et que i arpent de Paris vaut 
oHa, 3419. Réciproquement, 1 hectare vaut iairent,958o des Eaux 
et Forêts et a"!"""5,9249 de Paris. Ainsi 1 hectare vaut environ 
2 arpents des Eaux et Forêts et 3 arpents de Paris. 

251. Mesures de volume et de capacité. — Les unités de 
volume étaient les cubes construits sur les diverses unités de 
longueur. La toise cube vaut 7Mc, 403887. 

Pour mesurer les bois de chauffage on employait la voie, ou 
56 pieds cubes (*), et la corde des Eaux et Forêts, qui valait 
2 voies. Pour mesurer les bois de charpente on employait la 
solive ou 3 pieds cubes. La voie équivaut à iMc,919^2 : c'est 
donc à peu près 2 stères. 

On mesurait les liquides à l'aide de la pinte, contenance de 
o'itre, g313. La velte valait 8 pintes; le quartaut valait 9 v elles; 
la feuillette 2 quartauts, et le muid 2 feuillettes. 

On mesurait les grains à l'aide du litron, contenance de 
o1Ure,8i3o. Le boisseau valait 16 litrons, et le setier 12 bois
seaux. 

252. Mesures de poids. — L'unité de poids était la livre-
poids (**}. Elle vaut oKe, 48g5o6. Le kilogramme, réciproque
ment, vaut 2liTresPoicls, 0428765. Ainsi le kilogramme vaut un 
peu plus de 2 livres. La livre-poids se subdivisait en 2 marcs, 
le marc en 8 onces, l'once' en 8 gros, le gros en 3 deniers ou 
scrupules, le denier en 24 grains ou le gros en 72 grains. Le 
quintal valait 100 livres. 

Nous donnons la table de conversion des anciens poids en 
nouveaux. 

(*) La toise cube vaut évidemment 216 pieds cubes, 1 pied cube vaut 1728 
pouces cubes, 1 pouce cube vaut 1728 lignes cubes. De même, la toise carrée vaut 
36 pieds carrés, un pied carré vaut i/J.'j pouces carrés, 1 pouce carré vaut i/|4 
lignes carrées. 

(**) On indiquait la livre-poids par le signe îfe. 
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QUOTITE 

I 
2 

3 
4 
5 
6 
7 
8 

9 

LIVRES 

en 
kilogrammes 

o,4895I 
o,9790l 
1,4685a 
1,90802 
2,44753 
2,93704 
3,42654 
3,91605 
4,4o555 

ONCES 

en 
grammes. 

3o,59 
61,19 
91..78 

122 ,38 

i5a ,97 
i83.56 
214,16 
244,75 
275,35 

GROS 

en 
grammes. 

3,824 
7>°49 

11,473 
15,297 
19,121 
22,946 
26,770 
3o, 594 
34,418 

GRAINS 

en 
grammes. 

o,o53 
0 , 1 0 6 
0,159 
0 , 2 1 2 
0,266 
0.319 
0,372 
0,425 
0,478 

QUINTAUX 

en 
myriagramm. 

4,895l 
9-790I 

14,6852 
19,5802 
24,4753 
29,3704 
34,2654 
3g,i6o5 
44,°555 

253. Monnaies. —L'uni té monétaire était la livre-tournois (*) ; 
elle se subdivisait en 20 sous, chaque sou en 4 liards ou 12 de
niers. La livre-tournois n'avait pas de représentation monétaire. 
Les monnaies d'or étaient le double-louis, de 48 livres ; le louis, 
de 24 livres; le demi-louis, de 12 livres. Les monnaies d'argent 
étaient Vécu de 6 livres et l 'écu de 3 livres ; la pièce de 3o sols, 
celle de 24 sols, celle de i5 sols et celle de 12 sols. Les mon
naies de billon étaient la pièce de 2 sols et celle de 6 liards. 
Enfin les monnaies de cuivre étaient la pièce de 2 sols et celle 
de i sol, celle de 2 liards et celle de 1 liard. 8 1 * valent80 francs, 

8ofr 

de sorte que i # = - 3 — = ofr, 98765. On prend ordinairement 

i * = o f r , 9 9 . -

254. Mesures de temps. — Le temps employé par la terre 
pour faire une révolution entière autour de son axe est l 'unité 
de temps appelée jour [**). 

Le jour se divise en 24 heures, l 'heure en 60 minutes, la 
minute en 60 secondes, la seconde en 60 tierces. Cette dernière 
subdivision est peu employée, et l'on compte par dixièmes et 
centièmes de seconde. Les heures , minutes et secondes s'in
diquent au moyen des lettres initiales h, m et s. Ainsi 23 heu
res, 32 minutes, 7 secondes, 9 dixièmes de seconde seront 
représentés comme il suit : 23 h 32 m 7 s ,g . 

(*) On indiquait la livre-tournois par le signe fr. 
(**) Le jour ainsi défini représente le temps qui s'écoule entre les passages 

supérieurs successifs d'une même étoile au méridien : c'est le jour sidéral. 
Lorsqu'on considère les passages supérieurs du soleil, l'intervalle entre deux 
passages successifs est le jour solaire vrai, plus long que le jour sidéral, mais 
non constant comme ce dernier. Enfin, le jour solaire moyen ou jour cwil est un 
troisième jour constant, qui peut par conséquent servir aussi d uniic de temps, 
et surpasse le jour sidéral de 236 secondes. 
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Les calculs sur les nombres complexes qui correspondent 
aux mesures de temps ne présentent pas de difficultés. Pour 
l'addition et la multiplication., il suffit de tenir compte des re
tenues en se rappelant que 60 secondes valent 1 minute, et 
60 minutes 1 heure. 

Les opérations suivantes indiquent la marche à suivre : 

i5 h 33m56%8 
35 52 19,7 
27 5o 33 ,2 

7 9 h i 6 m 4 9 s , 7 

3h i7 m 32 s ,4 

9 
2g h 37 m 5 i s , 6 

Pour la soustraction, si les secondes du nombre supérieur 
sont, par exemple, trop faibles, on les augmente de 60, et par 
compensation on augmente d'une minute les minutes du 
nombre inférieur. 

Exemple 
43h 22m 5S,4 
ig 87 i 8 , 3 

23h44m47%1 

Soit maintenant à diviser par 14 le nombre g2h 57m32%5. Le 
quotient sera égal à 

g2h 57'" 32% 5 
14 14 14 

Q2h 81' 48om 

^—- = 6h-\ 7 — 6h -t- . • Si l'on ajoute les deux frac-
14 4 »4 

lions de minutes, on a 

4 i 14 14 14 

5™ 3 o o s 

La fraction —-, revient à —y-- Si l'on ajoute les deux fractions 
i4 14 

do seconde, il vient 

3oos 32% 5 33a%5 ... ,. 
—j- H y- = -f- = 23% 7 5 . 

>4 '4 J4 
Le quotient cherché est donc, en réunissant les résultats suc
cessivement obtenus, 6h 38™ 23% 75. 

Pour donner un exemple de la marche à suivre dans des cas 
plus compliqués, supposons qu'on ait à résoudre cette ques
tion. On a exécuté en 1 heure 5 T 4 P 3 P d'un certain ouvrage; 
quelle sera l'expression du travail produit en 3h32m45s? Nous 
commencerons par réduire le multiplicande 5 T 4 P 3 P en toises 
et fraciion décimale de la toise ; puis nous réduirons le mul
tiplicateur en heures et fraction décimale de l'heure. 
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Nous aurons 
2P P 

M' = — = — = o p , a 5 . 12 4 
Il \ tendra ensuite 

/T *-' 
4 " , _ , 5 = : ± ^ = oT,7o,S3. 

Le multiplicande sera donc égal à 5T , 7083. 
Nous aurons 

45m 3™ 
-*a - 60 ~ 4 ' 7 & ' 

Il \ iendra ensuite 

32™, 7 5 = ° y 7 ° = ob , 5458. 
DO 

Le multiplicateur sera donc égala 3h ,5458. 
11 faut multiplier les deux nombres 5,7083 et 3,5458 : le pro

duit représentera des toises. On ne peut compter au produit 
que sur le chiffre des millièmes. Employons le procédé de la 
multiplication abrégée : 

5 ,7083. 
85453 

! 7 I249° 
2 854i5 

2/2832 

285o 
456 

20,24043 

Le produit sera égala 2o T ,24i . Mais on a 

o T , 24 ' = 0,241 X 6 P = ip,44t>> 
op , 446 = o ,446 X 12P = 5P, 352, 

OP, 352 = O , 352 X 1 21 = 4S 2 2 4 -

Le produit demandé est donc 2oT I P 5 P 4 1 , 2 2 . 

# EXERCICES. 

I. Laune valait 3 pieds. 7 pouces, 10 lignes, 10 points; calculer sa 
longueur en mètres. à 1 millimètre près. 

II. Calculer à 1 litre près la capacité de 12 muids. 1 feuillette, 1 quai-
taut, 5 vcltes. 3 pintes. 
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CHAPITRE III, 
DES GRANDEURS PROPORTIONNELLES OU INVERSEMENT 

PROPORTIONNELLES. 

255. Lorsque deux grandeurs varient ensemble de manière 
que le rapport de deux valeurs numériques quelconques de la 
première grandeur soit égalait rapport des deux valeurs numé
riques correspondantes de la seconde grandeur, on dit que ces 
grandeurs sont proportionnelles. 

Ainsi il est de convention que le salaire d'un ouvrier est-
proportionnel à la durée de son travail. 

On démontre en mécanique que l 'espace parcouru par un 
corps doué d'un mouvement uniforme est proportionnel au 
temps écoulé. 

La géométrie prouve que la longueur d'une circonférence 
de cercle est proportionnelle à celle de son rayon. 

256. Lorsque deux grandeurs varient ensemble de manière 
que le rapport de deux valeurs numériques quelconques de la 
première grandeur soit égal au rapport inverse des deux va
leurs numériques correspondantes de la seconde grandeur, on 
dit que ces grandeurs sont inversement proportionnelles. 

Ainsi, dans certaines limites, on peut admettre que le temps 
nécessaire pour l 'achèvement d'un travail donné est inverse
ment proportionnel au nombre des ouvriers employés. 

On démontre en mécanique que le temps employé par un 
corps, doué d'un mouvement uniforme, à parcourir un certain 
espace, est inversement proportionnel à la vitesse constante 
du mouvement . 

La physique prouve que les hauteurs de deux liquides diffé
rents se faisant équilibre dans les deux branches d'un vase 
communiquant, sont inversement proportionnelles aux poids 
spécifiques de ces liquides. 

257. En général, la proportionnalité directe ou inverse des 
grandeurs résulte d'une convention ou d'une démonstration 
appartenant à une autre science. Il est facile cependant^ie 
s'assurer arilhmétiquement de l 'existence de cette propor
tionnalité directe ou inverse. 

i°. Lorsque deux grandeurs sont telles, que, l'une devenant 
un certain nombre de fois plus grande ou plus petite, l'autre 
devient le même nombre de fois plus grande ou plus petite, on 
peut affamer la proportionnalité des grandeurs considérées. 

Considérons deux \aleurs numériques quelconques A et A' 

file:///aleurs
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3 
de la première grandeur, dont le rapport soit 7 : la première 

4 
3 

valeur A sera les -j de la seconde A'. 
4 

Considérons les deux valeurs numériques correspondantes 
B et B' de la seconde grandeur. Si l'on passe de la valeur A' à 
la valeur 3 A', l'énoncé signifie qu'on passera de la valeur B' à 

3 A' la valeur 3 B' ; et si l'on passe de la valeur 3 A' à la valeur —j- •> 
4 

3B' 3 A' 
on passera de même de la valeur 3 B' à la valeur —.— Mais ^4-

4 4 
3B' 

représente A par hypothèse; donc la valeur —-— représente 
la valeur B qui correspond à A. On peut donc écrire 

R - 3 B ' 
B - T ' 

c est-a-dire qu'on a à la lois 
k-~ 1 Ë. _ 3 

A'~4 ^ B ' - ? ' 
d'où 

A —Ë 
A' — B'' 

20. Lorsque deux grandeurs sont telles, que, l'une devenant 
un certain nombre de fois plus grande ou plus petite, l'autre 
devient le même nombre de fois plus petite ou plus grande, on 
peut affirmer que les grandeurs considérées sont inversement 
proportionnelles. 

Considérons deux valeurs numériques quelconques A el A' 
3 

de la première grandeur, dont le rapport soit -j : la première 
3 

valeur A sera les 7 de la seconde A'. 
4 

Considérons les deux valeurs numériques correspondantes 
B et B' de la seconde grandeur. Si l'on passe de la valeur A' à 
la valeur 3 A', l'énoncé signifie qu'on passera de la valeur B' à 

B' 3 V 
la valeur -^-; et si l'on passe de la valeur 3 A' à la valeur —~j-1 

A , , B ' - , , 4B' r . 3A' on passera de même de la valeur — a la valeur :L=— Mais —j-

représente A par hypothèse; donc la valeur i - - représente la 

valeur B qui correspond à A. On peut, par suite, écrire 
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c'est-à-dire qu'on a à la l'ois 

_v — 4 e l ïï~ 3" 
d'où 

A _ B' 
Â7 ~ F ' 

Règles de trois simples. 

258. On entend par règle de trois simple directe ou inverse, 
•une question dans laquelle il entre quatre quantités deux à 
deux de même espèce : l 'une est inconnue, il faut la trouver 
au moyen des trois autres. La condition expresse pour qu'il y 
ait règle de trois, c'est que les deux grandeurs qui entrent 
dans la question soient directement ou inversement propor
tionnelles. 

i° . Si À et A' représentent les valeurs numériques de la 
première grandeur, si B et x représentent les valeurs n u m é 
riques correspondantes de la seconde grandeur \x est la quan
tité inconnue) , et si l'on suppose la proportionnalité directe 
des grandeurs considérées, on raisonnera comme il suit : 

Si l'on passe de la valeur A à une valeur A fois plus petite, 
c'est-à-dire égale à i , B passera de la valeur B à la valeur 
B \ 
-r [237, i ° ] . Si l'on passe de la valeur -r- ou i a la valeur A', 

on passera de la valeur r à la valeur -r X A', c'est-à-dire qu'on 
A A 

aura, puisque x correspond à A', 

X—.— X A'. 

Il faut donc chercher la valeur numérique de même espèce 
que l'inconnue, pour une valeur de l'autre grandeur égale à 
l'unité ; puis multiplier le résultat obtenu par la valeur connue 
d'espèce différente qui correspond à l'inconnue : c'est en cela 
que consiste la méthode dite de réduction à l'unité. 

Exemple. Une usine a consommé 17000 kilogrammes de 
charbon pour produire 6285 kilogrammes de fonte; quelle 
quantité de charbon faudrait-il brûler pour produire 11812 kilo
grammes de fonte? 

J 'admets la proportionnalité des grandeurs qui entrent dans 
la question, et je cherche la quantité de charbon qui corres
pond à la production de 1 kilogramme de fonte. 6285 kilo
grammes de fonte correspondent à 17000 kilogrammes de 

1 1 1 1 1 <. 1 • ' 7 0 0 0 , . , 

charbon. 1 kilogramme ne lonle correspondra a . - kilo-
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grammes de charbon. Par suite, 11812 kilogrammes de tonte 
1 7 0 0 0 „ .- . . . - , , • 

exigeront -J-— X n » i 2 K 5 d e charbon, c est-a-dire 3i 949. 
20. Si À et A' représentent les valeurs numériques de la pre

mière grandeur, si B et .a; représentent les valeurs numériques 
correspondantes de la seconde grandeur [x est la quantité in
connue), et si l'on suppose la proportionnalité inverse des 
grandeurs considérées, on raisonnera comme il suit : 

Si l'on passe de la valeur A à une valeur A fois plus petite, 
c'est-à-dire égale à 1, B passera de la valeur B à la valeur 

B x A (2o7, 20). Si l'on passe de la valeur — ou 1 à la valeur A', 

B x A 
on passera de la valeur B x A à la valeur —-y— ; c'est-à-dire 
qu'on aura, puisque x correspond à A, 

B x A 
X— A' 

Il faut donc chercher la valeur numérique de même espèce 
que l'inconnue, pour une valeur de l'autre grandeur égale à 
l'unité ; puis diviser le résultat obtenu par la valeur connue 
d'espèce différente qui correspond à l'inconnue. 

Exemple. 11 a fallu i5 jours à 22 ouvriers pour faire un cer
tain travail; combien en aurait-il fallu à 37 ouvriers? 

J'admets la proportionnalité inverse des grandeurs qui en
trent dans la question, et je cherche le temps nécessaire à un 
seul ouvrier pour exécuter le travail donné. 11 a fallu i5 jours 
à 22 ouvriers; il faudra i 5 x 22 jours à 1 ouvrier. Par suite le 

15 *xr 2 2 
temps nécessaire à 37 ouvriers sera égal à — jours ou 

à 8^,9. 

Grandeurs proportionnelles ou inversement proportionnelles 
à plusieurs autres grandeurs. 

259. Une grandeur dépend le plus souvent, non d'une seule 
grandeur, mais de plusieurs autres grandeurs. Lorsqu'on dit, 
dans ce cas, que la grandeur considérée est proportionnelle ou 
inversement proportionnelle à une autre grandeur, on sous-
entend que les autres grandeurs qui la font varier conservent 
alors la même valeur. 

Ainsi, dire que le poids d'une barre de métal est propor
tionnel à la densité de ce métal, c'est sous-entendre que les 
dimensions de la barre restent constantes quand on passe d'un 
métal à un autre. 

Le problème qui se présente est celui-ci : On connaît une 



I 7 2 ARITHMETIQUE. 

série de valeurs numériques correspondantes des grandeurs 
considérées ; on connaît en outre les variations de ces valeurs 
numériques pour un nouvel état de la question, sauf une seule 
qu'il s'agit de découvrir. 

Désignons parles symboles généraux M, A, B, P, Q, les gran
deurs considérées : M est supposée proportionnelle à A et B, 
inversement proportionnelle à P e t Q . Désignons par m, a, b,p, q, 
la série connue des valeurs numériques correspondantes de ces 
grandeurs. Sachant que a, b, p, q, deviennent d, b', p', q', on 
demande la valeur x qui, dans cette nouvelle série, doit r em
placer m. 

Nous généraliserons la méthode de réduction à l 'unité. 
Si l'on passe de la valeur « à la valeur 1 sans faire varier b, 

p,q, on passera de la valeur m à la valeur — (258, i°). De même 

si l'on passe ensuite de la valeur b à la valeur 1 sans faire varier 

les autres valeurs 1 ,p, q, on passera pour la grandeur M de la va

leur — à la valeur =-• Enfin si l'on passe successivement 
a aXb ' 

des valeurs p et q à la valeur i, en ne faisant varier à la fois 

qu 'un seul élément, on passera successivement, pour la gran

deur M, de la valeur =- à la valeur — — , > et de cette 
a X b aXb 

valeur à la valeur m X P * q (238, 2°). 
« X b v ' 

On a donc trouvé la valeur numérique prise par la gran
deur M, lorsque toutes les autres grandeurs deviennent égales 
à l 'unité. 

En suivant la même marche, on verra que ces valeurs égales 
à l 'unité devenant, successivement et une par une, égales ad, 
b',p', q', la grandeur M prendra aussi successivement les valeurs 

m X p X q X a' mXpXqXa'X b' mXpXqXa'X b' 
axb ' a X b ' aXbxp' 

mXpX qXa'Xb' 
aXbXp'Xq' 

On aura donc finalement 
_mXpX qX a' X b' 

X~~ aXbxp'Xq' 
valeur qu'on peut écrire 

a' b' p q 
x — mX—X-rX^X-^y 

a b p' q' 

et qui conduit à une règle générale dont nous développerons 
l 'énoncé en algèbre. Il nous suffit d'avoir indiqué le procédé 
à suivre au point de vue arithmétique. 
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Règles de trois composées. 

260. On entend par règle de trois composée une question 
dans laquelle il entre un nombre pair de quantités deux à deux 
de même espèce. Une de ces quantités est inconnue ; il faut la 
trouver au moyen de toutes les autres. La condition expresse 
pour qu'il y ait règle de trois composée est celle-ci : il faut que 
la grandeur de même espèce que l ' inconnue, comparée succes
sivement à toutes les autres grandeurs considérées une à une , 
soit proportionnelle ou inversement proportionnelle à ces gran
deurs. Le numéro précédent donne la solution générale des 
règles de trois composées. 

Exemple. Il faut 15 quintaux de foin pour nourrir 11 che
vaux pendant 21 jours ; combien la nourriture de 17 chevaux 
pendant 35 jours exigera-t-elle de quintaux de foin ? 

Plus il y a de chevaux, plus il faut de quintaux ; plus il s'écoule 
de jours, plus il faut de quintaux : la question est donc bien 
une règle de trois composée. 

Si l'on avait à nourrir un seul cheval pendant 21 jours, il 
i5 

ne faudrait que — quintaux; si l'on ne devait le nourrir qu'un 

,5 
seul jour, il faudrait seulement quintaux. Si l'on a 

J 1 i x 21 M 

maintenant 17 chevaux à nourrir, le nombre de quintaux con-
i 5 x 17 

•sera '-•> 
11 X 21 

i5 X 17 X 35 

15 x! 1 '-
sommés en un jour sera -•> et pour 35 jours il en faudra 

J 1 1 X 2 1 ' J 

11 X 21 
= 38,64. 

261. Il faut bien remarquer que , pour employer la méthode 
de réduction à l 'unité, les grandeurs considérées doivent être 
proportionnelles ou inversement proportionnelles. Si l'on pose 
cette question : Un corps qui tombe a parcouru en 5 secondes 
i22M, 6 1 ; quelle distance parcourra-t-il en 10 secondes? L 'es
pace parcouru ne croît pas, dans ce cas, proportionnellement 
au temps écoulé : les éléments indiqués ne peuvent faire partie 
d 'une règle de trois. Il faut interroger la mécanique, qui ap
prend que la proportionnalité existe, non entre les hauteurs 
parcourues et les temps écoulés, mais bien entre ces hauteurs 
et les carrés des temps correspondants, et qui résout la ques 
tion plus simplemeut à l'aide d'une formule directe. 

EXERCICES. 

I. Avec 3i2Ks, 5 de fil, on a fabriqué une toile de 1219 mètres de lon
gueur sur 3M, 85 de largeur. Quelle sera la longueur d'une toile de 2 mètres 
de largeur fabriquée avec 182 kilogrammes de fil ? 
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II. Un équipage n'a plus que pour 20 jours de vivres: il doit encore 
tenir la mer pendant 35 jours. Dans quelle proportion doit-on réduire les 
rations quotidiennes"? 

III. Une machine à vapeur dépense 1545 kilogrammes de charbon en 
76 jours. Un perfectionnement apporté à la machine réduit la dépense à 
348 kilogrammes pour 28 jours. On demande l'économie annuelle due au 
perfectionnement, sachant que la machine marche 33o jours par an et 
que le prix du quintal de charbon est 3fr, -5. N 5 o \ \ \ \ 

IV. Un parallélipipède rectangle de glace ayant pour dimensions i2M, 23, 
18 , 3o et 24' , 4° , flotte sur la mer. On demande sa hauteur au-dessus 
du niveau, sachant que le poids spécifique de la glace est 0.930 et celui 
de l'eau de mer 1,026. On calculera les trois solutions possibles. 

CHAPITRE IV. 
PROBLÈMES. 

Règles d'intérêt simple. 

262. Une somme d'argent quelconque s'appelle capital. 
Lorsqu'on emprunte un capital, on indemnise le préteur en lui 
payant tous les ans un certain intérêt. Pour fixer cet intérêt, 
on indique ce que rapporte le capital cent francs, placé pen
dant un an'dans les mêmes conditions que le capital considéré : 
c'est ce qu'on nomme le taux de l ' intérêt. 

Pour un capital donné, l 'intérêt est proportionnel au taux 
choisi et au temps écoulé. Si l'on propose de trouver cet intérêt, 
la question revient donc à une véritable règle de trois composée 
qu'on peut formuler ainsi : 100 francs rapportent, je suppose, 
5 francs en 12 mois; quel intérêt rapportera, par exemple, le 
capital i5825 francs en 7 mois? 

Nous allons parcourir les quatre problèmes auxquels peu
vent donner lieu les questions d' intérêt; et, comme exercice, 
nous les résoudrons successivement par la méthode de réduc
tion à l 'unité : la formule générale à employer sera donnée plus 
loin. Remarquons que , pour un intérêt donné, le capital, le 
temps et le taux, sont des grandeurs inversement proportion
nelles : si le capital est double, il aura besoin d'être placé 
deux fois moins de temps pour rapporter le même inté
rêt , etc. 

263. i°. Quel est l'intérêt produit par un capital de i5825/r . , 
placé à 5 pour 100 pendant 7 mois? 

En un an, 100 francs rapportent 5 francs; dans le même 
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temps, 1 franc rapportera donc o , o 5 ; et, en un mois, seule

ment — Le capital i5825 francs rapportera donc en un mois 
12 

o , o 5 x 10825 . . o , o 5 x i 5 8 2 5 x 7 ,r , err-
— et, en 7 mois, ' ou 46i f r ,5625. 

12 • 12 

20. Trouver le capital qui, placé à 5 pour 100, pendant 7 
mois, a rapporté un intérêt égal à 46 i f r ,5625? 

5 francs d'intérêt en un an correspondent au capital 100 francs ; 
1 franc d intérêt, en un an, correspondra au capital —p— Si le 

capital reste seulement placé un mois, il devra être 12 fois plus 
. , . . . , . , . 1 0 0 x 12 

grand pour rapporter le même intérêt : il sera donc ? 

Le capital qui, au lieu de 1 franc, rapporte 46i f r ,5Ô25 en un 
1 0 0 X 1 2 x 4 ^ 1 , 5 6 2 5 ,., . . . 

mois sera donc P ; et s ures te place 7 mois, 
., , 100 x 12 x 46i ,5625 „ 
il sera seulement = = i58ao. 

5 X 7 «r.. . 
3°. Un capital de i5835 francs, placé à 5 pour 100, a rapporté 

un intérêt de 46i f r ,5625; combien de temps est-il resté placé.' 
Pour rapporter 1 franc d'intérêt, 100 francs doivent être pla-

12 
ces 5 fois moins de temps, c'est-à-dire -^-- 1 franc, pour rap
porter le même intérêt, devra être placé 100 fois plus long-

, ,, 12 x 100 T . , _„ -
temps, cest-a-dire -p Le capital i5b25, pour rapporter 
cet intérêt, devra être placé i5825 fois moins de temps ou 
12 x 1 0 0 „ , , _ - _ , 

•p Fq-?'- et> pour rapporter 461 lr,oo2t>, un temps représente 
3 x%. I 0 0 2 J 

12 x i o o x 4 6 1 , 5 6 3 5 
par L.- P3—5. ou 7 mois. 
F 5 X 10825 ' 

4e- i'n capital de 1582.5 francs a rapporté 46i f r ,5625 en 7 
mois; à quel taux était-il placé? 

i5825 francs ont rapporté 46i f r,5Ô25 en 7 mois, c'est-à-dire 
46i ,5625 . „ 46',562.5 . , 
- en un mois. 1 franc rapportera — r o - dans le 

7 -l 7 x i5825 
46l ,5025 X ion 

même temps. 100 francs rapporteront donc 7̂̂ —=— 
1 ' r 7 X i5ô2a 

, . 4 6 i , 5 6 2 5 x i o o X i 2 
dans le même temps et, en 12 mois, __ _ = o. 

1 7 X i5825 
Si l'on prenait le jour ou l'année au lieu du mois, pour 

unité de temps, on raisonnerait d'une manière tout à fait ana
logue. Dans le commerce, on compte les mois de 3o jours, et 
l'année de 36o jours. En justice, cette réduction n'est pas ad-
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mise. Nous indiquerons en algèbre la formule générale quirend 
tous ces calculs plus rapides. 

Questions sur les rentes. 

264. Lorsqu'un gouvernement fait un emprunt, il peut opé
rer de deux manières : indiquer d'avance l 'intérêt qu'un capital 
donné rapportera, ce qui est le mode le plus rationnel; ou 
bien, indiquer seulement l 'intérêt promis en omettant le véri
table capital correspondant et en le remplaçant par l'indication 
d'un capital fictif: c'est la marche généralement suivie pour les 
emprunts publics. 

Ainsi, on emprunte 100 millions à 3 pour 100 : cela veut dire 
qu'on constitue aux prêteurs 3 millions de rentes annuelles; 
car IOO est contenu un million de fois dans ioo millions. Mais 
cela ne signifie pas que l'État recevra réellement en échange 
un capital de ioo millions. Si la situation du crédit est telle, au 
moment de l 'emprunt, qu'on puisse retirer plus de 3 francs 
d'intérêt d'un capital de ioo francs, le gouvernement sera forcé 
de recevoir, pour l'intérêt de 3 francs, un capital inférieur à 
ioo francs. Il exigera donc, suivant les circonstances 8o, 75, 
70 francs. Dans le second cas, par exemple, le prêteur ne pla
cera pas son argent à 3 pour ioo , mais bien à 4 ; car donner 
n5 francs de capital pour 3 francs d' intérêt , c'est donner 
25 francs pour i franc d'intérêt, et ioo francs pour 4 francs 
d'intérêt. C'est pour cette raison que, dans les titres ou in
scriptions de rentes sur l'Etat, le capital n'est pas énoncé, mais 
seulement l ' intérêt. 

Les rentes sur l'Etat, les actions et obligations de chemins de 
fer, etc., se négocient tous les jours à la Bourse. La valeur du 
capital correspondant varie continuellement suivant les cir
constances,, les bruits de toute nature, les prévisions des 
joueurs, etc . Cette valeur spéciale et journalière s'appelle le 
cours ou la cote de l'effet public considéré. 

265. Tous les problèmes qu'on peut se proposer sur les ef
fets publics sont de simples règles de trois. Nous en donnerons 
quelques exemples. 

i°. On veut placer 60000 francs en renies 3 pour 100; le 
cours actuel de la rente 3 pour 100 étant 71 , a5 , quelle inscrip
tion devra-t-on recevoir? 

Dire que le cours de la rente 3 pour 100 est 71,25, c'est dire 
que ce capital correspond à 3 francs de rente. La question re 
vient donc à celle-ci : 7 i f r , 25 correspondent à 3 francs de rente, 
60000 francs correspondront à une rente x. Les capitaux et les 
rentes sont des grandeurs proportionnelles. 1 franc rapportera 
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3fr 3tr 

donc = et 60000 francs rapporteront ^ X 60000 ou 
7 1,25 r 71 X 25 

x=- 2526'r,35. 
2°. Le 4 pour 100 es? «j< cours de 84fr,25; le Z pour 100, au 

cours de6g{T,i5; quel est le placement le plus -avantageux au 
point de vue des intérêts produits ? 

Si 4 francs correspondent au capital 84,25, 1 franc d'intérêt 
, . , . . 84,25 , _ „ 

sera produit par le capital ———= 21",0625. 
Si 3 francs correspondent au capital 6g, i5, 1 franc d'intérêt 

sera produit parle capital-^— = 23fr,o5. 
Il vaut mieux acheter de la rente 4 pour 100. 

Des assurances. 

266. On appelle assurance un contrat par lequel, moyennant 
une prime convenue, un objet déterminé se trouve pour un 
temps limité garanti ou assuré contre tout risque extérieur. 
On assure une maison, un mobilier, des récoltes, etc., contre 
l'incendie ou la foudre ou la grêle. Le contrat passé entre l'as
sureur et l'assuré, ou police d'assurance, est signé d'avance et 
la prime est calculée à tant pour 100 de la valeur de l'objet, 

.d'après les données de l'expérience. Les mêmes sinistres se 
reproduisent périodiquement, pourvu qu'on considère un 
temps assez long qui permette aux inégalités de détail de se 
perdre dans l'ensemble. Le nombre des naissances, celui des 
décès, des mariages, la quantité des eaux pluviales, la tempé
rature moyenne, etc., sont, dans un pays donné, des quantités 
approximativement fixes, lorsqu'on considère une certaine 
période partagée en intervalles égaux d'une durée conve
nable. 

Supposons qu'il soit prouvé parles faits que, sur 586 navires 
baleiniers, 8 se sont perdus en 4 ans. Prenons ce résultat pour 
moyenne des pertes. Si 8 navires se perdent sur 586, il s'en 

perdra 1 sur -~- ou 1 sur 73,25. On prendra donc 74. Faisant. 

abstraction de toute chance heureuse ou malheureuse, on po
sera en principe que, sur 74 navires, il s'en perd toujours 1. 
Sur le capital engagé, l'assureur devra donc prélever d'abord 

une prime égale à -y? ce qui revient à 1, 36 pour 100; mais il 

doit s'indemniser aussi des frais d'administration et jouir d'un 
certain bénéfice. La prime pourra alors être réglée à 4 pour 100. 
Les bénéfices de l'assureur ne sont plus exposés au hasard, et 
l'assuré, en sacrifiant une petite partie de ceux auxquels il a 

I . 12 
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droit, les vend (ont à fait certains. Le calcul se réduit à cher
cher l'intérêt à 4 pour 100 du capital engagé dans l'onireprise 
maritime. 

Rien de mieux entendu et de plus utile que les assurances. 
II est à désirer que le gouvernement les élève à la hauteur 
d'une institution. La prime des assurances contre l 'incendie, 
contre la grêle, etc., se calcule de la même manière, en ayant 
toujours égard à l'observation des événements malheureux dans 
un temps donné. 

Règles d'escompte. 

267. Dans le commerce, on paye rarement comptant les ob
jets l ivrés: on solde ses achats au moyen d'un billet ou effet, 
pavable à une époque déterminée qu'on nomme échéance du 
billet. 

Si l'on a besoin d'argent avant l 'échéance, il faut passer le 
billet à un banquier qui en acquitte le montant, sauf une re te
nue à son profit. Cette opération et la retenue correspondante 
portent le nom d'escompte. 

11 y a deux sortes d'escomptes : l 'escompte cndehors, le seul 
usité en France, et l'escompte en dedans souvent employé à 
l'étranger. 

Prendre l'escompte en dehors d'un billet, c'est retenir Vin
térêt rapporté par la somme marquée sur le billet, pendant le 
temps qui doit s'écouler jusqu'à l'échéance. Le possesseur du 
billet reçoit seulement la différence entre le montant du billei 
c\ l 'intérêt ainsi calculé. 

Exemple : Trouver l'escompte en dehors d'un billet de 
i5ooo firmes, pcrrable dans 3g jours, le taux de l'escompte 
étant fixé à 7 ,5 pour 100. 

- 5 
En 1 jour, 100 francs rapportent d'après l'énoncé -'-i- et 

3bo 
^ 5 

i franc, ^4^ Par suite, iSooo francs en 3Q jours rapporteront 
ofaooo 

- , 5 X 3q X 15ooo „ 
1— - ~ OU 1 2 l " , b r O , 

3oooo ' 
L'escompte du bille! sera donc T -.-» iFl' .875 et le banquier ni 

payera que 14878^,120. 
268. L'escompte en dedans consiste à retenir seulement les 

intérêts de la valeur actuelle du billet. Un billet de 3ooo francs, 
payable dans 3 mois, ne vaut pas aujourd'hui 3ooo francs : il 
ne les vaudra que dans 3 mois. Sa valeur actuelle est la somme 
qui, augmentée de ses intérêts pendant 3 mois, représente pré
cisément 3ooo francs. 

Il est évident que le montant d'un billet, sa valeur actuelle. 
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son escompte en dedans ou l 'intérêt correspondant à sa valeur 
actuelle, sont, toutes choses égales d'ailleurs, des quantités 
proportionnelles. La question est donc une simple rè<de de 
trois. 

Exemple : Calculer l'escompte en dedans d'un billet de 
i5ooo francs, payables dans 3g jours, le taux de l'escompte 
étant fixé à 7 ,5 pour 100. 

100 francs rapportent 7 f r ,5 en un an : ils rapporteront 
" 5 x 3q 
; ' - g — - e n 3 9 jours, et 1 franc rapportera dans les mêmes 

conditions — ^ - • Par suite, le problème est celui-ci : Un 

billet de 1 -1- '-^ correspond à un escompte de ~-, 9, 
36ooo r F 3booo 

un billet de i5ooo francs correspondra à un escompte x. Les 
quantités considérées étant proportionnelles, on aura 

- 7 .5 X 3q 
1 iooo X ~r -

TSOOO X , OOOOO 
d ou ,r = 7 , 5 x 3 q 7 , 5 x 3 q ' ' 7 , 5 x 3 q 

3ÔOOO 3 6 0 0 0 360OO 

En multipliant haut et bas par 36ooo, on a 

i5ooo X 7 ,5 X 3q 
x = —- '—fi ~ = 1 ao ,bqj. 

36ooo 4 - 7 ,o x 3q u 

L'escompte du billet sera donc i?.ofr,8q3 et le banquier ne 
payera que 14879^,107. 

La différence avec l 'escompte en dehors est ici de o f l ,q82. 
La différence entre les deux escomptes est facile à formu

ler. Le montant du billet est égal à sa valeur actuelle plus 
l'escompte en dedans. Pour avoir les intérêts de ce montant 
ou l'escompte en dehors, il suffit donc d'ajouter aux intérêts 
de la valeur actuelle, c'est-à-dire à l'escompte en dedans, les 
intérêts de ce même escompte. C'est ce qu'on peut vérifier sur 
l 'exemple précédent. 

Nous indiquerons en algèbre la formule générale de l'es
compte en dedans et de la valeur actuelle d'un billet donné. 
L'escompte en dedans semble plus équitable; du reste, la dif
férence entre les deux escomptes est ordinairement très-
faible. 

Partages proportionnels. 

269. Partager un nombre donné en parties proportionnel/es 
à d'autres nombres donnés, c'est vouloir que les rapports de 
chaque partie au nombre correspondant soient égaux, 

1 2 , 



l 8 o ARITHMÉTIQUE. 

Ainsi, partager À en parties x, x', x", proportionnelles aux 
nombres 3, 5, 7, c'est vouloir qu'on ait 

3="5 = T 
Mais nous savons (165) que lorsque plusieurs rapports sont 
égaux, le rapport formé en divisant la somme de leurs numé
rateurs par la somme de leurs dénominateurs, est égal à cha-

x 1 x' 1 x" A 
cun d'eux. Le rapport —= P ou ^ = est donc égal 

1 1 3 + 5 + 7 3 + 5 + 7 
au tiers de x ou au cinquième de x' ou au septième de x". On 
fera par suite la somme des nombres proportionnels, on divi
sera A en autant de parties égales que cette somme contiendra 
d'unités : trois de ces parties formeront x, cinq formeront x', 
sept formeront x". 

270. Les règles de société sont une application des partages 
proportionnels. En effet, lorsque plusieurs personnes s'asso
cient pour former une entreprise, on convient généralement 
de partager les bénéfices proportionnellement aux mises des 
associés. Si les mises ne restent pas placées pendant le même 
temps, on partage les bénéfices proportionnellement aux pro
duits des mises par les temps qui leur correspondent. 

Exemple : 4 associés ont placé dans une entreprise : le pre
mier 24000 francs pendant 4 ans, le second i5ooo francs pen
dant 3 ans. le troisième 36ooo francs pendant 1 an, le quatrième 
60000 francs pendante mois. Le bénéfice est de 57800 francs. 
On le partagera proportionnellement aux produits 24000 x 4> 

i5ooo X 3, 36ooo X i, 60000 x -1 c'est-à-dire aux nombres 
2 

96000, 45ooo, 36ooo et 3oooo ou 32, i5, 12 et 10. En désignant 
les parts par x', x", x'", x", on aura 

578oo x 3? = 268o5fj8o^ 

X i 5 = i 2 5 6 5 f , 2 2 , 

X 12 = 1005a ' , l 6 , 

"~32 + 

"~32 + 

_ 32 + 

l5+ 12 + 

57800 
i5+ 12 

57800 

r5 + 12 

57800 

+ 

+ 

10 

10 

IO 

- — — J - . x i o = 83 76 f ,82. 
3 2 + l 5 + I 2 + IO ' ' 

La somme des parts doit reconstituer, comme vérification, le 
bénéfice total 57800 (*). 

(*) L'hypolhèse de la proportionnalité des parts aux produits des mises par 
les temps, est basée sur la convention toute naturelle que, pour des temps 
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Questions sur les mélanges et les alliages. 

271. On peut se proposer sur les mélanges deux questions 
très-différentes. i° On peut donner les quantités à mélanger et 
les prix qui correspondent à leurs unités, on cherche alors le 
prix total du mélange, i" On peut donner le prix total du mé
lange et les prix des unités, on cherche alors dans quelles pro
portions les quantités correspondantes doivent être mélangées. 
Cette seconde question est en réalité du ressort de l'algèbre, 
et elle est évidemment indéterminée dès qu'on considère plus 
de deux quantités d'espèce différente. 

Exemple : On mélange 8o' de vin à o f r ,5o le litre ; 6o' de vin 
à 0^,70 le litre ; i io1 à o f r ,85 le litre, on demande le prix du 
litre du mélange. 

801 à o f r ,5o valent 80 x o,5o = 4° f r 

60 à o ,70 valent 60 x 0,70 = 4 2 

110 à o ,85 v a l e n t n o X o,85 = g3,5o 

25o' 175fr, 5o 

Les 25o' du mélange vaudront donc i75 f r ,5o. Par suite, i1 du 
1 n 5 00 

mélange vaudra - / — ^ — = 0 ^ , 7 0 2 . 

Exemple : On a 3 lingots d'argent, le premier au titie de 
o,g5o et pesant 8k8y le second, au titre de 0,820 et pesant 
i5ks,- le troisième, au titre de 0,750 et pesant n k § , 5 . On de
mande le titre du lingot obtenu en fondant ensemble ces 3 
lingots. 

8ks à o ,g5o de fin renferment 8ks X o ,950 ou 7ks,6oo d'argent 
pur. 

i5 k s à 0,820 renferment 1 5 ^ x 0 , 8 2 0 ou i2k ë ,3oo d'argent 
pur. 

1 i k E ,5à o,750renferment 1 i k g , 5 X o, 750 ou 8k s ,625 d'argent 
pur. 

Le lingot résultant de la fonte pèse donc 34k s ,5 et contient 

égaux, les parts doivent être proportionnelles aux mises et , pour des mises 
égales, proportionnelles à la durée du placement. Dès lors, a et a' représen
tant deux parts quelconques, b et b\ c et c', les mises et les temps correspon
dants, on trouvera ('259 ) 

V c' 
a' = a X -r X - < 

b c 

d'où 
a' b' X c' 
~ — bxc 

Les parts sont donc bien alors proportionnelles aux produits des mises par les 
temps 
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2<Sks,525 d'argent pur. Son titre sera donc égal (2i7 ) a 

28,525 
„ , y = o, 8268. 
34,5 

272. Exemple. On a deux lingots d'argent, l'un au titre de 
o,g5o, l'autre au titre de 0,820 , dans quelle proportion faut-il 
les mélanger pour obtenir un alliage au titre de 0,900? 

Si, au lieu d'un kilogramme de l'alliage cherché, on prenait 
1 kilogramme du premier lingot, l 'erreur en plus sur le titre 
serait de 0,950 — 0,900 = o,o5o. Si la quantité choisie du 
premier lingot n'est plus égale à ik8, mais à la fraction xkg , l 'er
reur en plus sera x X o,o5o. 

De même, si au lieu de 1 kilogramme de l'alliage cherché, 
on prenait 1 kilogramme du second lingot, l 'erreur en moins 
serait de o,goo — 0,820 = 0,080. Si la quantité choisie du se
cond lingot n'est plus égale à ik?, mais à la fraction rks, l 'erreur 
en moins sera y X o ,080. 

Pour qu'il y ait compensation, c'est-à-dire pour que le kilo
gramme de l'alliage soit au titre de 0,900, il faut que les er
reurs en plus et en moins soient égales et, par suite, qu'on ait 

x X o, o5o = y X o, 080 , 
.on en déduit 

x o,080 
y o,o5o 

On doit donc former 1 kilogramme de l'alliage projeté, 
de deux fractions x et y des lingots considérés, inverse
ment proportionnelles aux différences o,o5o et 0,080 qui 
existent entre le titre moyen et chacun des titres donnés; 
c'est-à-dire que x, quantité du premier lingot, doit corres
pondre à la différence entre le litre moyen et le titre du se
cond lingot, et que y, quantité du second lingot, doit cor
respondre à la différence entre le titre du premier lingot et le 
litre moyen. 

Remarquons que la somme des fractions x et y est supposée 
égale à 1 kilogramme. La question est donc ramenée à parta
ger un nombre donné en parties proportionnelles à des nom-
1 1 , 0 , 0 8 0 
bres donnes. On peut remplacer le rapport — par le rap-

1 0 , 0 0 0 

port •=• On aura alors (2691 

c'est-à-dire 
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La fraction —= revient à o ,6 i54 et la fraction •— a o.38Jh. On 
\ i i j ' 

prendra ok E ,6i54 du premier lingot et oks,384(3 du second, pour 
l'ormcr i kilogramme de l'alliage. 

273. Voyons maintenant comment on peut opérer dans le 
ras où Ton a à considérer plus de deux quantités, et supposons 
le problème sni \anl . 

Exemple : Ln boulangera trois espèces de farines, ht première 
à o f r,4o le kilogramme, la seconds à o' r ,5o le kilogramme, la 
troisième à o f r ,55 le kilogramme. Dans quelles proportions 
doit-on opérer le mélange de ces trots farines pour que le kilo
gramme du mélange coûte ofl',45? 

La question est indéterminée : c'est ce que montrera la 
marche que nous allons suivre pour trouver l'une des solutions 
du problème. 

On prendra un prix intermédiaire entre le premier prix o",4° 
et le prix moyen o f , ,45 : par exemple, le prix o f ' V p ; et l'on 
cherchera dans quelle proportion i! faut mélanger la première 
et la seconde espèce de farine pour que le prix moyen du mé
lange auxiliaire ainsi formé soit égal à o l r , 43 . En appelant .v et 
y les fractions de kilogramme à mélanger, pour avoir i u d u 
mélange, on pourra poser, d'après ce qui précède1. 

x o, 5o — o,43 0,07 7 
r o , 4 3 — o.4<> o . o 3 3 

On devra donc partager 1 en parties proportionnelles à 7 ri 3. 
c'est-à-dire que x sera égale à okf ,7 et y à ok? , 3 . 

On cherchera ensuite dans quelle proportion il fat il mélan
ger la farine résultant du premier mélange et celle a of'',55 
pour que le prix moyen atteigne la \aleur demandée oi[

 M ' J . 
En appelant ; cl u le? fractions de kilogramme du premier 

mélange et de la troisième espèce de farine, qui doivent com
poser le kilogramme du mélange cherché, on aura 

1 o 

u o , 4 5 — o , 4 3 0,02 % 1 

On devra, par suite, partager 1 en parties proportionnelles a 5 
' , - 5k° . • i k s 

et 1, c est-a-dire que : set a eçate a —r- ei u a——• 1 ' b b 
Il faut, pour terminer, calculer les quantités des deux pre

mières espèces de farines qui doivent composer z. Si z ('tait 
égale à ik f , il y (mirerait 0^,7/ à o ' r ,4° o i o k f ,3 à o r , ' ,5o: ; étant 

5ks ' 5ks - - / 
('«aie à -jr-, il \ entrera - r X n - 1 — o u , 5 8 3 d*1 larine a o",/ |0 

' b b ' ' 
51.S 

et - T - X ' O . 3 ; 
b 

file:///aleur


i84 AUITHMETIOt'E. 

En résumé, on répondra à la question, en formant chaque 
kilogramme du mélange de 

oks,583 de farine à ofr,4o 
o ,a5o à o ,.5o 

-pr- ou o , 16-1 a o ,55 
h • 

! k s , 0 0 0 

La question est bien indéterminée; car si nous changions le 
prix moyen auxiliaire o,43 dont la valeur est arbitraire, nous 
arriverions à une nouvelle solution. 

Règle conjointe. 

274. On appelle ainsi un problème dans lequel deux quan
tités principales sont liées entre elles par une série de rapports 
connus, qui permettent de les déduire l'une de l'autre. Beux 
exemples suffiront pour indiquer la marche à suivre. 

Exemple : On demande combien 113 pieds anglais valent 
de mètres, sachant que 16 pieds anglais valent »5 pieds fran
çais, et que 4 pieds français valent i M , 3 . 

Puisque 4 pieds français valent i M , 3 , la valeur de 1 pied 

français sera —j-— 16 pieds anglais valant i5 pieds français, 

i5 
1 pied anglais vaudra —x de pied français et, par conséquent, 

i5 i ' \ 3 
P X —j-— Enfin, 113 pieds anglais vaudront 
o 4 

^ X - ^ X n 3 = 34«,53. 
ID 4 

Exemple : On demande en francs la valeur de 1 00 pistoles 
d'Espagne, sachant que 4 piastres valent 1 pistole et que 1 pias
tre vaut 5 f r ,4o. 

Puisque 1 pistole vaut 4 piastres et que 1 piastre vaut 5fr,4°> 
1 pistole vaut 5r,',4^f>< 4 o u ioopistoles v a l e n t 5 f r , 4 ° X 4 X 100 
ou 2i6o f r . Quand il s'agit du change des monnaies, la règle 
conjointe prend souvent le nom A'arbitrage. 

Questions diverses. 

'î~o. Payer g5 francs avec 28 pièces, les unes de 5 francs, 
les autres de 2 francs. 

Pour résoudre cette question, nous ferons une hypothèse 
arbitraire sur le nombre de pièces de 5 francs nécessaire. 
Supposons qu'on prenne r5 pièces de 5 francs; il restera n 
prendre 28 —15 ou i3 pièces de 2 francs. La somme formée 
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sera égale à I 5 X 5 + I 3 X 2 ou 101 francs: elle surpasse 
g5 francs de 6 francs. On remarque alors que, si l'on rem
place une pièce de 5 francs par une pièce de 2 francs, on d i 
minuera de 3 francs la somme formée. Il faut diminuer la 
somme 101 de 6 francs. Par suite, en divisant par 3 la diffé
rence 6, le quotient 2 indiquera qu'il faut remplacer 2 pièces 
de 5 francs par 2 pièces de 2 francs, c'est-à-dire prendre 
i3 pièces de 5 francs et i5 pièces de 2 francs. 

276. Une personne a souscrit trois billets, le premier de 
800 francs payable dans 5 mois, le second de 2000 francs 
payable dans 8 mois, le troisième de 5oo francs payable dans 
i4 mois : elle veut les remplacer par un seul billet à l'échéance 
de 11 mois; on demande le montant de ce billet, le taux de 
l'intérêt étant 5 pour 100. 

Si le premier billet de 800 francs n'est pas acquitté au bout 
de 5 mois et si la dette correspondante n'est couverte qu'au 
bout de 11 mois, on doit tenir compte au créancier des intérêts 
de 800 francs pendant 11 — 5 ou 6 mois. Ces intérêts sont 
800 x 5 x 6 8 x 5 

= = 20 , r . 
1 0 0 X 1 2 2 
Si le second billet de 2000 francs n'est pas acquitté au bout 

de 8 mois et si la dette correspondante n'est couverte qu'au 
bout de 11 mois, on doit tenir compte au créancier des inté
rêts de 2000 francs pendant 11 — 8 ou 3 mois. Ces intérêts sont 
2000 X 5 X 3 20 X 5 _., 

. — — 20 . 
100 x 12 4 
Enfin, la dette représentée par le troisième billet de 

5oo francs, étant acquittée 3 mois plus tôt, le créancier doit 
au contraire tenir compte au débiteur de ce payement anticipé, 
en recevant au lieu de 5oo francs la somme qui, augmentée 
de ses intérêts pendant 3 mois, forme 5oo francs. Si l'on divise 
5oo francs par 1 franc augmenté de ses intérêts pendant 3 mois , 
on aura nécessairement la somme cherchée. 1 franc en 3 mois 

, . . . . , , , , , o,o5 x 3 o,o5 
rapporte, dans les conditions de 1 énonce, __- ; 

/ o , o 5 \ _, 4 ; ° 5 
et 1 on aura 000 : H -,— I = 0 0 0 : —.— ; ce qui revient a 

2000 , , _r n •7—= ou a 4Q3 , r,827. 4,o5 
Le montant du billet à l'échéance de 11 mois devra donc se 

composer des sommes 8 0 0 + 20 ou 820, 20004-25 ou 2025 
et 493,827. Ce montant sera, par conséquent, 3338fr,827. 

277. Un arrondissement, composé de 4 cantons, doit four
nir 2 i5 soldats. Les populations des 4 cantons sont respecti
vement •• 32119 habitants, 40827 habitants, _3oio habitants. 
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ig8 i3 habitants. On demande de répartir le contingent à four-
nir d'après la population, aussi équitablemenl que possible. 

Il faut partager a i5 en parties proportionnelles aux nombres 
d'habitants donnés. On trouve ainsi : 

pour le ier canton 5g, 1 
pour le 2e canton 70,2 
pour le 3e canton 44 >° 
pour le 4e canton 36,5 

La répartition ne pouvant avoir lieu qu'en nombres entiers, 
on demandera respectivement aux 4 cantons, 59 hommes, 
75 hommes, 44 hommes, 36 hommes, en tout 214. Il restera 
donc 1 conscrit à demander en plus à l'un des 4 cantons. 11 
semblerait au premier abord que c'est le quatrième canton qui 
doit le fournir, parce que c'est pour ce canton que la partie 
décimale négligée est la plus considérale. Mais on ne tiendrait 
pas compte ainsi du nombre des habitants. Il faut chercher 
l 'augmentation absolue que subit le résultat trouvé lorsqu'on 
prend pour chaque canton un soldat de plus, et la comparer 
au nombre d'habitants du canton. Le canton pour lequel on 
trouvera ainsi le plus petit quotient devra évidemment fournit-
un soldat de plus. 

Les résultats 60, 76, 45, 37, correspondent aux augmenta
tions absolues 0,9, 0,8, 1, o,5, et l'on a 

0 , 9 o 
- — — = 0 , 0 0 0 0 2 0 , 
32119 

0 , 8 
7 — = O -OOOOIC) , 

40027 

—= = o , 00004 1, 
20910 

0 , 5 
— - — = 0 , 0 0 0 0 2 ! ) . 
i g o i 3 

La plus petite augmentation relative correspond au second 
canton. La répartition la plus équitable consistera donc à de
mander 5g hommes au \"canton, 76 au 2e, 44 a i ! 3 e e l 36 au 4e-

Nota. ]\ous renvoyons à VAnnuaire du Bureau des Longitudes pour toutes les 
tables concernant les anciennes mesures de Fiance et les mesures étrangères, 
comparées au.v nouvelles mesures de France. 
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LIVRE PREMIER. 
LE CALCUL ALGÉBRIQUE. 

CHAPITRE PREMIER. 
XOTIONS PRÉLIMINAIRES. 

1. En Arithmétique, nous avons employé des signes parti
culiers, ayant une valeur déterminée; en Algèbre, on emploie 
des symboles généraux qui peuvent représenter toutes les va
leurs possibles. 

En Arithmétique, les signes étant particuliers, il faut que les 
raisonnements aient une généralité telle, qu'on puisse en con
clure une règle fixe. En Algèbre, les symboles étant généraux, 
les raisonnements peuvent être particuliers, sans nuire à la gé
néralité de la règle à laquelle on est conduit. 

En Arithmétique, une question étant résolue, si elle se pré
sente de nouveau avec d'autres données, il faut la résoudre de 
nouveau, parce que la solution numérique est un résultat brut 
qui ne conserve aucune trace des opérations successivement 
effectuées. En Algèbre, une question est résolue une fois pour 
toutes; les symboles employés ne peuvent, comme les nom
bres, se fondre les uns dans les autres : ceux qui n'influent pas 
sur le résultat disparaissent seuls, et l'on obtient une formule, 
c'est-à-dire une expression où les opérations à faire sur les 
quantités données pour en déduire les quantités inconnues, 
sont régulièrement indiquées. De sorte que si la même ques
tion se présente avec d'autres données spéciales, il suffit de 
substituer ces nouvelles valeurs particulières aux symboles 
généraux dans la formule trouvée. Car il faut remarquer que le 
rôle de l'Arithmétique commence où finit celui de l'Algèbre : 
l'Algèbre trouve les formules, l'Arithmétique les calcule. 

Les symboles employés en Algèbre pour représenter les 
quantités sont les lettres de l'alphabet. On désigne ordinaire-
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ment par les premières lettres a, b, e, etc., les quantités con
nues, et par les dernières oc,y, z, etc. , les quantités inconnues. 

Nous allons rendre sensibles par des exemples les considé
rations qui précèdent. 

2. Proposons-nous cette question : Trouver deux nombres 
dont la somme soit 138 et la différenee 24. 

La somme du plus grand et du plus petit nombre étant i38, 
et leur différence étant 24, si l'on ajoute cette somme et cette 
différence, on aura évidemment le double du plus grand nom
bre, puisque le plus petit nombre, ajouté et retranché, devra 
disparaître. Deux fois le plus grand nombre formant le nombre 

I D2 
138 + 24 ou 162, ce plus grand nombre sera égal à ou à 81. 

Dèslors le plus petit nombre sera représenté par i38 — 81 01157. 
Voilà la résolution du problème au point de vue ari thmé

t ique. 
On simplifie déjà notablement en représentant le plus grand 

nombre cherché par x et le plus petit par y. Les conditions de 
l 'énoncé sont alors exprimées par les égalités 

; r 4 - > ' = i 3 8 , x—^-=24. 

Si on les ajoute membre à membre , on trouve 

ix = i(ii, d'où a? = 8 i . 
Par suite, 

r = 138 — 8i = 5 7 . 

Mais ici on a emprunté seulement la forme algébrique : les 
données seraient autres que i38 et 24, on devrait recommencer 
le problème. Il faut faire un pas de plus, généraliser d'avantage, 
arriver à une formule. Pour cela, les données numériques elles-
mêmes seront remplacées par des lettres, la somme donnée 
sera représentée par s, la différence donnée par d. On aura 
alors 

x +•„>• = *, 
x — y = d. 

On en déduira 
7 s 

2 I = S - f r t OU X = 
2 

et 
s d s 

* 2 2 2 

Ainsi, quelles que soient la somme et la différence données, 
le plus grand nombre est égal à la demi-somme plus la demi-
différence, el le plus petit nombre à la demi-somme moins la 
dem i-diffé renée. 

d 
2 

d 
2 
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Voilà la résolution du problème au point de vue algébrique. 

3. Soit encore la question suivante : Deux fontaines rem
plissent isolément un bassin, l'une en coulant pendant 3 heu
res, l'autre en coulant pendant 5 heures; en combien de temps 
le rempliraient-elles si elles coulaient ensemble ? 

La première fontaine remplit le bassin en 3 heures ; en 

i heure , elle en remplira - ; la seconde remplit le bassin en 

5 heures ; en i heure elle en remplira •?• Les deux fontaines 

i i 

coulant ensemble rempliront donc en i heure -^-t-^ du bas

sin, c'est-à-dire —= du bassin. Elles en rempliront -= en ^ 

i5 io 8 
i5 

d'heure, elles le rempliront tout entier en -5- d 'heure, c'est-
o 

à-dire en ih 3 ou i h 52 m ,5 . 

Si l'on veut obtenir la formule qui correspond à tous les p ro
blèmes de même espèce, on représente par a et b les temps 
nécessaires aux deux fontaines coulant seules pour remplir le 
bassin, par x le temps cherché. L'heure étant toujours prise 
pour unité et la capacité du bassin représentée par 1, la p re 
mière fontaine remplit en 1 heure une fraction de cette capa
cité représentée par -1 la seconde une fraction représentée par 

T . Coulant ensemble, elles remplissent donc en 1 heure — h T b a b 
a -+- b , , . . , , . • , a -+- b 

ou j — du bassin. Autant de fois 1 contiendra r—> autant 
ab ao 

il faudra d 'heures pour que le bassin soit rempli. On aura donc 
ab 

inverse de la fraction -
ab 

Si l'on veut vérifier la solution numérique précédente, il fau
dra dans cette formule remplacer a par 3 et b par 5. Il viendra 

— il 

i . L'usage des formules offre en outre ce précieux avantage, 
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de résumer aussi net tement et aussi simplement que possible 
les relations qui peuvent exister entre les quantités considé
rées, de manière à faire apercevoir immédiatement des rappro
chements que le raisonnement aurait eu quelquefois peine à 
découvrir. De plus, si les inconnues et les données se trans
forment les unes dans les autres, les mêmes formules sont en
core applicables, pourvu qu'on y effectue les mêmes transfor
mations. 

Ainsi, l 'équation du mouvement uniforme étant 

e = v X t, 

si la vitesse devient l ' inconnue, on en déduit 

e 

~ 7' 
et si le temps à son tour doit être déterminé, la même formule 
donne encore 

e 
v 

Nous démontrerons plus loin qu 'un cercle a pour expression 
un nombre constant ir, multiplié par le carré R2 de son rayon R ; 
de sorte qu'on peut écrire, pour deux cercles quelconques de 
rayons R et R', 

cercle R = 77 x R2 et cercle R' = T. X W2. 

On en déduit à l'instant 

cercle R R : 

cercle R' IV' 

Si dans le second problème traité plus haut (3), on donne le 
temps nécessaire à la première fontaine coulant seule pour 
remplir le bassin, ainsi que le temps nécessaire aux deux fon
taines coulant ensemble pour remplir le même bassin, et qu'on 
demande pendant combien d'heures la seconde fontaine devra 
être ouverte pour produire aussi ce résultat, il suffira dans la 

formule x = j- de regarder x comme une quantité donnée 

et h comme la quantité inconnue. On en déduira alors sans 
peine 

ax -+- bx = ab, ab — bx = ax, [a — x) b = ax, 

et enfin 

a — x 
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Des signes et des expressions algébriques. * 

o. On indique l'addition et la soustraction par les mêmes 
signes qu'en Arithmétique. 

On indique la multiplication par le signe x ou par un 
simple point placé entre les quantités à multiplier; ou mieux 
encore, on les écrit à la suite l'une de l'autre sans l ' interpo
sition d'aucun signe. Ainsi, les expressions « x b, a.b, ab, 
sont équivalentes. 

Quand il y a un facteur numérique, on a soin de l'écrire le 
premier, et il prend alors le nom de coefficient. Si l'on donne 
l'expression a.b.S.c--, comme on peut remplacer plusieurs 
facteurs par leur produit effectué et les ranger dans l 'ordre 
qu'on veut [A rit h., 66), on remplacera 5 et 7 par leur p ro
duit 35, et l'expression proposée deviendra 35 abc. 35 est le 
coefficient. 

Quand une lettre est prise plusieurs fois comme facteur, on 
ne l'écrit qu 'une seule fois en faisant usage de l'exposant. 
« X a X a X a s'écrira œ. Celle notation, en apparence de peu 
d'importance, a eu la plus heureuse influence sur les progrès 
de l'algèbre. Elle est due à Descaries. 

Il faut avoir soin de ne pas confondre le coefficient et l 'ex
posant. Le coefficient indique combien de fois il faut répéter 
une certaine quantité, et l 'exposant à quelle puissance il faut 
élever cette quantité. 

On indique la division en Algèbre comme en Arithmétique. 
L'usage des parenthèses est nécessaire, en Algèbre comme 

en Arithmétique, quand il s'agit de soumettre à de nouvelles 
opérations des expressions où le calcul qui doit les transfor
mer est lui-même seulement indiqué. 

Si l'on veut, par exemple, multiplier a-i-b par c — cl, il fau
dra écrire 

[a -+- b) X [c — cl . 

Si l'on veut diviser la différence ,— f par la somme « - H f, 
c — a • 

on écrira de même 

fa-hb „ \ . , -, 

Les mots égalité et inégalité ont le même sens en Arithmé
tique et en Algèbre : les signes correspondants sont aussi les 
mêmes. 

Comme nous l'avons déjà dit en Arithmétique, lorsque plu
sieurs quantités ont, sans être égales, une dépendance com
mune, une certaine analogie qu'il importe de rappeler, on 
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représente ces quantités par la même lettre affectée d'accents 
différents* a, a', a", a'", etc. 

6. Un monôme est une expression algébrique dans laquelle 
il n'entre aucun signe plus ou moins. Une expression formée 
de plusieurs monômes réunis entre eux par les signes -+- ou —, 
constitue ce qu'on appelle un polynôme. Les différents mo
nômes, pris avec le signe qui les précèdent, sont les ternies du 
polynôme. Un monôme qui n'a pas désigne est censé avoir le 
signe -+-. Quand le polynôme ne contient que deux termes, on 
l'appelle binôme; quand il en contient trois, on l'appelle tri
nôme. 

pf 

Les expressions ^«3b2c, ig.\fbc, sont des monômes. 

Les expressions 3a2—5ab, —\-^\jab, sont des binômes. 

L'expression o.a H—\jab — 5b est un trinôme. 

5 7 

L'expression a* — 3a3b-{—a*b' — ̂ aft' — ib* est un poly

nôme. 
7. Une expression algébrique est dite entière ou fraction

naire suivant qu'elle ne contient pas ou qu'elle contient des 
dénominateurs. Elle est dite rationnelle ou irrationnelle sui
vant qu'elle ne contient pas ou qu'elle contient des radi
caux [Arith., 196). 

Par exemple, l'expression -.— est à la fois fraction

naire et rationnelle ; l'expression a - j - \fab est à la fois entière 

et irrationnelle. 
Souvent on ne considère la nature de l'expression que par 

rapport à l'une des lettres qui y entrent. Ainsi, une expression 
entière par rapport à x est une expression dans laquelle x 
n'entre dans aucun dénominateur. 

On peut remarquer qu'une expression fractionnaire algébri
quement donnera souvent un résultat numérique entier, lors
qu'on y remplacera les lettres par des nombres spéciaux; de 
même, une expression entière algébriquement donnera sou
vent un résultat numérique fractionnaire. Il ne faut point 
perdre de vue que les symboles algébriques doivent pouvoir re
présenter toutes les quantités possibles. \Ja reste incommen
surable, si l'on fait a = i, et devient numériquement com-
mensurable si l'on fait a = 25. 

8. On appelle degré d'un monôme la somme des exposants 
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de toutes les lettres qui y entrent. Le monôme ^a2b2c est un 
monôme du 6e degré, la lettre c a l'exposant i . 

On appelle degré d'un polynôme le degré le plus élevé 
parmi ceux des termes qui le composent. Le polynôme 

y.a'b— 3«3 4- 5/;2 — ~b est un polynôme du 5e degré. 

Quand tous les termes'd 'un polynôme sont de môme degré, 
il est dit homogène. Le polynôme 2a2— 5a2b ^-/± ab2— 6/ r 
est un polynôme homogène du troisième degré. 

Souvent on ne prend le degré que par rapport à une lettre. 
Le monôme 5rt!.r3 est du troisième degré en x. Le polynôme 
Za2x3 — 2«2x2 -\-5ax —• œ est aussi du troisième degré en x. 

9. On entend par termes semblables deux termes qui con
tiennent les mêmes lettres affectées des mêmes exposants, et 
qui ne diffèrent que par le signe et le coefficient. 

Quand il y a des termes semblables dans un polynôme, on a 
soin d'en opérer la réduction pour simplifier l'expression du 
polynôme. 

Soit le polynôme 

3 «3 — 5 a" b -+- 7 ab2 — a? -+- 2 a-b — 3 ab2 -+- 2, cû -+- a2b •— 5 ab2. 

Les termes 3a3 ,— «3, - t -2« 3 , sont semblables. Il faut, à la 
quantité représentée par 3a3, ajouter la quantité représentée 
par2« 3 , puis retrancher du résultat la quantité représentée 
par a3. On aura évidemment 

3 a~ — «3 -+- 2 a~ = 4 a?: • 
On aura de même 

— 5ci1 b + 2 a2 b -+- a2 b = — 2 « ! b, 

ce dernier résultat signifiant qu'on doit de la quantité 4 " ' 
retrancher la quantité ia2b. 

Enfin, on peut écrire 7ab2 — 3ab2 — 5ab2= — ab2, ce qui 
indique qu'on doit retrancher encore du reste de la précédente 
soustraction la quantité ab7. 

Le polynôme proposé prendra donc la forme beaucoup plus 
simple 

4« — 2«2 b — ab2. 

Pour opérer la réduction des termes semblables, on voit qu'il 
suffit de considérer les coefficients et leurs signes. Si ies coef
ficients des termes semblables ont le même signe, on les 
ajoute, on donne leur signe à la somme obtenue et on écrit à 
la suite la partie littérale commune. Si les coefficients des 
termes semblables n'ont pas le même signe, on ajoute séparé
ment les coefficients qui ont le signe -+- et séparément les 

I. -3 

file://-/-5ax
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coefficients qui ont le signe—, on retranche la plus, petite 
somme de la plus grande, on donne au résultat le signe de la 
plus grande somme et on écrit à la suite la partie littérale com
mune. 

10. Après avoir opéré la réduction des termes semblables, 
on ordonne ordinairement le polynôme. Ordonner un poly
nôme, c'est l'écrire de manière que les exposants d'une cer
taine lettre aillent en croissant ou en décroissant d'un terme 
au suivant : cette lettre est la lettre ordonnatrice. 

Le polynôme 5x3—zx--\-3x—7 est ordonné suivant les puis
sances décroissantes de x; le polynôme —"jx+x2— g.r'-t-2.r4 

est ordonné au contraire suivant les puissances croissantes de x. 
Quand un terme ne contient pas la lettre ordonnatrice, il est 

du degré zéro par rapport à celte lettre. 
Un polynôme est complet quand il contient, par rapport à la 

lettre ordonnatrice, les termes de tous les degrés depuis zéro 
jusqu'au degré du polynôme. Un polynôme complet a donc un 
terme de plus que le nombre qui indique son degré. Un poly
nôme complet du degré m renferme m -+-1 termes. 

Lorsque, dans un polynôme, plusieurs termes renferment 
une même puissance de la lettre ordonnatrice, on écrit ces 
termes en les ordonnant par rapport à une seconde lettre. 
On met souvent, dans ce cas, la puissance commune de la 
lettre ordonnatrice en facteur commun. Si l'on a les termes 
— 4«3x3, -{-Ôa'x3, +3a2xs, on les écrira de l'une ou l'autre 
des manières suivantes : 

3a2x3 — 4a~*x* •+• 5aAx'1, (3 a1 — 4a' + 5 a ' )x^. 

H . Quand deux quantités dépendent l'une de l'autre, de 
manière que, la valeur de l'une d'elles étant fixée, la valeur de 
l'autre s'ensuive nécessairement, on dit que ces deux quan
tités sont fonction l'une de l'autre. Ainsi, la pression de la 
vapeur d'eau en fonction de sa température. La relation qui 
exprime la liaison existante entre les quantités fonctions les 
unes des autres, s'appelle une équation. 

La relation 5x— 3 y = 7 est une équation entre les quanti
tés x et y fonction l'une de l'autre. On a étendu le sens du mot 
fonction en l'appliquant à l'équation elle-même : 5x — 3 j : = 7 
est une fonction implicite de x et de y. Nous disons implicite, 
parce que la forme sous laquelle se présente l'équation ne 
montre pas immédiatement quelles opérations il faut exécuter 
pour déduire/ de x ou x de y. 

Si l'on fait tout passer dans un membre de manière à avoir 
5.r — 3)-—7 = 0, on peut représenter la fonction par le sym
bole F ;'x. v' = 0 , qu'on doit lire fonction de x et de y égale 
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zéro. Si l'on a plusieurs fonctions différentes à indiquer, oii 
fait varier la lettre F et on la remplace par la lettre / , la 
lettre ?, etc. 

On peut, dans certains cas, isoler dans un membre l'une des 
quantités variables considérées. Par exemple, de l'équation 
Sx— 3 j - = 7, on déduira 

On a alors une fonction explicite de x par rapport à y, parce 
qu'on voit immédiatement quelles opérations il faut faire pour 
déduire x de y. y dans ce cas est appelé la variable indépen
dante. On indique la fonction en écrivant x= F [y). F [x] et 
F [y] indiquent en général deux fonctions explicites compo
sées de la même manière, l'une en x, l'autre en y, de sorte 
qu'elles se transforment l'une dans l'autre quand on y change x 
en y et y en x. 

Le but principal de l'Algèbre est précisément le passage des 
fonctions implicites aux fonctions explicites correspondantes, 
c'est-à-dire que ce but est la résolution des équations. 

CHAPITRE II. . 
ADDITION ET SOUSTRACTION. 

12. Comme l'Algèbre opère sur des symboles généraux qui 
ne peuvent pas se fondre les uns dans les autres, le calcul algé
brique consiste à remplacer certaines indications par d'autres 
plus simples ou équivalentes. 

Addition. 

13. Soit le polynôme a-+-b— c-+-d—e—/. 11 est évident 
que sa valeur est l'excès de la somme des termes qui ont le 
signe -t- sur la somme des termes qui ont le signe —, de sorte 
qu'on peut mettre le polynôme sous la forme 

[a-hb-+-d) — [c-he-hf]. 
Représentons par A la somme des termes qui ont le signe -t-, 
c'est-à-dire la somme des termes positifs ; représentons par B 
la somme des termes qui ont le signe —, c'est-à-dire la somme 
des termes négatifs. On aura 

k — a-^rb + d, B = f + e + / , 
et le polynôme donné, quel qu'il soit, aura pour expression 
A — B. 

i 3 . 
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• Ce que nous venons de dire prouve qu'on peut écrire les 
termes d'un polynôme dans un ordre quelconque, sans chan
ger sa valeur. 

Si l'on remplace les lettres par des nombres, le résultat final 
ou la valeur du polynôme peut être positive ou négative. Si le 
polynôme proposé devient, par cette substitution, 

12 + 5 — 9 + 2 — 3 — 4> 

sa valeur sera ( 1 2 4 - 5 + 2 ) — ( 9 + 3 + 4) ou 3. Si le polynôme 
devient au contraire 9 + 3 — 1 2 + 4 — 5 — 2, sa valeur sera 
(9 + 3 + 4 ) —(12 + 5 + 2 ) ou — 3. 

ik. Ceci posé, admettons qu'on veuille ajouterai! polynôme 
Pie polynôme À — B, dont la valeur eslpositive. Pour ajouter 
une différence, il faut évidemment ajouter le plus grand nom
bre et retrancher le plus petit du résultat. On aura donc 

P + ( A — B ) = P + A —B. 

Ajouter A, c'est écrire à la suite du premier polynôme P tous 
les termes du second qui ont le signe + , avec leurs signes; et 
retrancher B, c'est écrire à la suite du résultat obtenu tous les 
termes du second polynôme qui ont le signe —, aussi avec 
leurs signes. En effet, ajouter ou retrancher une somme, c'est 
ajouter ou retrancher successivement toutes les parties de celte 
somme. 

On arrive donc à cette règle générale : Pour ajouter deux 
polynômes, on écrit le second à la suite du premier en conser
vant les sigjies de tous ses termes. 

On ne sait jamais d'avance si le polynôme à ajouter aura une 
valeur positive ou négative, car on ne sait pas quelles va
leurs numériques la question proposée conduira à substituer 
aux lettres. On serait donc toujours arrêté dans l'application de 
la règle, si on ne la généralisait pas à l'aide d'une convention 
à laquelle cette nécessité même donne naissance. 

Pour pouvoir étendre la règle au cas où le polynôme à ajou
ter a une valeur négative, il faut faire cette convention qu'ajou
ter une quantité négative, c'est retrancher la quantité positive 
correspondante : ajouter — 3 , c'est retrancher 3. Si le poly
nôme A — B a la valeur — 3, P + A — B) sera égal à P — 3. 

L'addition n'entraîne donc pkfs l'idée d'augmentation: c'est 
une augmentation, si le polynôme qu'on ajoute a une valeur 
positive; c'est une diminution dans le cas contraire. L'addition 
algébrique renferme à la fois l'addition et la soustraction arith
métique. 

On peut dire, d'après ce qui précède, qu'un polynôme est la 
somme algébrique de tous ses termes, et qu'ajouter un poly
nôme, c'est ajouter tousses termes. 
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Soustraction. 

l a . Supposons qu'on ait à retrancher du polynôme P le po -
h n ô m e A — B , et que la valeur de ce dernier polynôme soit 
positive. Nous avons vu en Arithmétique (62) que , pour retran
cher une différence, ii fallait ajouter le plus petit nombre et 
retrancher le plus grand du résultat. Le résultat demandé sera 
donc 

P — ( A — B ) = P + B — A. 

Ajouter B, c'est écrire tous les termes de B à la suite du poly
nôme P avec un signe contraire à celui qu'ils ont dans le poly
nôme à retrancher; ajouter ensuite — A ou retrancher A, c'est 
écrire tous les termes de A à la suite du premier résultat, aussi 
avec un signe contraire à celui dont ils sont affectés dans le po
lynôme à retrancher. On est donc conduit à cette règle : 
Pour soustraire deux polynômes l'un de Vautre, on écrit le 
seconda la suite du premier en changeant les signes de tous 
ses termes. 

Pour pouvoir étendre la règle au cas o ù l e polynôme à retran
cher a une valeur négative, il faut faire cette convention que , 
retrancher une quantité négative, c'est ajouter la quantité posi
tive correspondante. Retrancher — 3, c'est ajouter 3. Si le po
lynôme A—B a la valeur — 3, P — (A — B) sera égale à P- | -3 . 

Ayant d'ailleurs fait la convention qu'ajouter — 3, c'est 
retrancher 3, il faut bien faire la convention que retrancher 
— 3, c'est ajouter 3 : il faut que ces deux opérations , ajouter 
— 3 et retrancher — 3, se détruisent. 

De même que l'addition algébrique n'entraîne plus l'idée 
d'augmentation, la soustraction algébrique n'entraîne plus l'i
dée de diminution. C'est une diminution quand la quantité à 
retrancher est positive, c'est une augmentation dans le cas con
traire. 

On peut dire, d'après ce qui précède, que retrancher un po
lynôme, c'est retrancher tous ses termes. 

Exemples : 
l 5 «' — 3 a '• />-)-;«" b2 — 5 air — b ' 

polvnomes , , , , . . , Q , ? , , / # , ,, 
1, * < — 3 «' -t- 3 a- !> — b a- ,6J -i- 4 nu3 — ib< 
a ajouter / , , / , - > . / - . M , c- # • 

J l a' — 2 a- b -+- o a-b- — ao3 -h b b' 

polynômes \ 
i soustraire / 

3a> 

5rtJ 

- 3 r t ! 

— a a3 b -

— :iazb 
-+- 3 a3 b 

4 - a ^ / r ' 

-+- 7 a1 b' 
— Sa-b~ 

— 2 ab3 

— 5 air 
-t-4«/>3 

+ 2 1̂  

— !r 
~zlr 

Su' — 6a3 b -T-i5t:-L 
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CHAPITRE III. 
MULTIPLICATION. 

Multiplication des monômes. 

16. Nous avons vu en Arithmétique que , pour multiplier 
deux produits de plusieurs facteurs, il suffisait de former un 
produit unique avec tous les facteurs du multiplicande et tous 
ceux du multiplicateur. Nous avons vu aussi que, dans un pro
duit d'un nombre quelconque de facteurs, on pouvait changer 
leur ordre de toutes les manières possibles et en remplacer un 
nombre quelconque par leur produit effectué. De plus, on mul
tiplie deux puissances d'une même quantité, en ajoutant leurs 
exposants [Arith., 66, 67, 73). 

Ceci posé, soit à multiplier le monôme 5a3bx2 par le monôme 
7«4 b\r- Le produit sera égal à 

5 x a : X i X . T ! X ; X s ' X S ! X y. 

On pourra remplacer les facteurs 5 et 7 par leur produit effec
tué 35, a3 et «f par leur produit effectué a1, b et b2 par leur pro
duit effectué b3; et il viendra 

5a3bx2X 7 «4 b-y- = 3 5 a1 b3 x2y 

Pour multiplier deux monômes, il faut donc multiplier leurs 
coefficients, écrire les lettres communes à la suite du résultat 
obtenu avec un exposant égal à la somme de ceux qu'elles ont 
dans les deux facteurs, écrire les lettres non communes telles 
qu'elles se trouvent dans les deux facteurs. 

Cette règle permet d'effectuer le produit d'autant de mo
nômes qu'on voudra. 

Multiplication d'un polynôme par une quantité quelconque. 

17. Soit le polynôme a-\-b — c à multiplier par m. Si m est 
entier, on a pour but de répéter m fois le multiplicande. En 
appliquant la règle de l'addition, on trouve immédiatement 
pour résultat 

am + bm — cm. 

Si l'on veut diviser le polynôme a-\-b — c par l 'entier p, le 
résultat sera évidemment, d'après ce que nous venons d'ob
tenir, 

a b c 
1> i> p 
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En effet, ce dernier polynôme multiplié par le diviseur p r e 
produit bien le dividende a -+- b — c. 

Si l'on a maintenant à multiplier le polynôme a + b — c par 

la quantité fractionnaire quelconque — •> il faudra diviser le" po

lynôme par p et répéter m fois le quotient obtenu. L'applica

tion des deux remarques précédentes conduira alors au résultat 

am bm cm 

P P P' 

On voit que, pour multiplier un polynôme par une quantité 
quelconque, il faut multiplier tous les termes du multiplicande 
par le multiplicateur, en conservant leurs signes. 

Multiplication de deux polynômes. 

18. Représentons le premier polynôme par A — B, le second 
par C — 1), et supposons que les valeurs des deux polynômes 
soient positives. 

Nous rappellerons les deux théorèmes suivants démontrés 
en Arithmétique. 

Pour multiplier deux sommes l 'une par l 'autre, il faut multi
plier toutes les parties de la première somme par toutes les par
ties de la seconde, et ajouter tous les produits partiels ob
tenus (63). 

Pour multiplier un nombre par une différence, il faut mult i 
plier ce nombre par chaque partie delà différence, et retrancher 
le plus petit produit du plus grand (64). 

En regardant A — B comme une différence effectuée, on 
pourra écrire : 

(A — B) X (C — D) = (A — B) C — (A — B) D. 

Si l'on ne regarde plus A — B comme une différence effectuée, 
on aura (17). 

(A —B) C = AC—BC, 
(A — B ) D = A D - B D . 

Pour retrancher ce dernier produit, il faut écrire ses termes à 
la suite du premier résultat en changeant leurs signes (15). On 
aura donc • 

(A — B ) X ( C — D ) = A C — BC— AD + BD. 

Examinons ce produit. 11 renferme les produits de A et de B 
par C et par D. Comme A, B, C, D représentent quatre sommes 
arithmétiques, on pourra dire que le produit demandé contient 
les produits partiels de tous les termes du multiplicande par 
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tous ceux du multiplicateur. 11 reste maintenant a savoir de 
quels signes ces produits partiels devront être affectés. AC et 
BD étant précédés du signe -f-, tous les produits partiels cor
respondants auront le signe H-. A et C représentent l 'ensemble 
des termes du multiplicande et l 'ensemble des termes du mul
tiplicateur qui ont le signe -4-, B et D l'ensemble des ternies du 
multiplicande et l 'ensemble des termes du multiplicateur qui 
ont le signe —. On peut donc dire que deux termes qui ont le 
signe -4- ou deux termes qui ont le signe —, c'est-à-dire deux 
termes qui ont le même signe, donnent un produit partiel posi
tif. BC et Al) étant précédés du s igne—, tous les produits par
tiels correspondants auront le signe —. Tous les termes de B 
sont, dans le multiplicande, précédés du signe — ; tous les ter
mes de C sont, dans le multiplicateur, précédés du signe -+-. De 
même, tous les termes de A sont, dans le multiplicande, pré
cédés du signe -+- ; et tous les termes de D sont, dans le mult i
plicateur, précédés du signe •—. Oh peut donc dire qu'un terme 
qui a le signe — et un terme qui a le signe -+- ou un terme qui 
a le signe -4- et un terme qui a le signe —, c'est-à-dire deux ter
mes qui ont des signes différents, donnent un produit partiel 
négatif. 

On est donc conduit à cette règle : Pour multiplier deux 
polynômes, il faut multiplier tous les termes du multiplicande 
par tous les termes du multiplicateur, en suivant la règle des 
signes. 

19. Pour généraliser cette règle, pour pouvoir l'appliquer 
au cas où l'un des polynômes ou tous les deux ont une valeur 
négative, il faut étendre la règle des signes au cas où les quan
tités à multiplier sont des quantités isolées, et faire les con
ventions suivantes : Deux quantités isolées de même signe don
nent un produit positif, deux quantités isolées de signes con
traires donnent un produit négatif. C'est ce qu'on exprime en 
posant 

( + a) X ( — h) = — ab, 

' — a) X — b) = ab. 

.11 résulte de là qu'en changeant le signe de l'un des facteurs 
du produit, on change nécessairement le signe du produit; et 
qu'en changeant à la fois les signes des deux facteurs, on ne 
change pas le signe du produit. 

Ceci posé, si le multiplicateur C — 1) a une valeur négative, 
on pourra écrire 

A — B; X ( C — 1 ) ; = — ' ; A — B ; X J J - C J . 

Lo> deux lacl'uirs eiure parenthèses étant positifs, on peut huit" 
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appliquer la règle précédente {18), cl il vient 

( A — B ; x ( C — I) : = — ; AD — BD — A C 4- BC •, 
ou 

(A - B) X (C — D ) = A C - B C — AD-hBD. 

De même, si le multiplicateur A — B et le multiplicateur 
C — D ont tous les deux une valeur négative, on pourra écrire 

(A —B) X [C —D) = ( B —A) X ; D — C). 

Los deux (acteurs du second membre étant positifs, on aura 

( A - B ) X ( C — D ) = B D - A D - B C + AC, 
ou 

(A — B) X (C - D) = AC — BC — AD + BI). 

20. Il résulte do ce qu'on vient de dire que les puissances 
paires d'une quantité négative sont toujours positives, et que 
ses puissances impaires sont toujours négatives. En effet, le 
produit de in fadeurs négatifs revient à n produits partiels 
composés chacun de deux facteurs négatifs; ces n produits se 
ront donc tous positifs, ainsi que le résultat obtenu en les mul
tipliant entre eux. Ce résultat étant multiplié par un nouveau 
fadeur négatif, c'est-à-dire le nombre des facteurs négatifs 
devenant impair, le signe du produit changera et deviendra 
négatif. 

De sorte que si, dans une expression algébrique, le signe 
d'une lettre vient à changer, les termes qui la contiennent à 
une puissance paire conservent leurs signes, tandis que les 
termes qui la contiennent à une puissance impaire doivent en 
changer. 

Multiplication des polynômes ordonnés. 

21. Dans la pratique, on a soin, quand cela est possible, d'or
donner los deux polynômes à multiplier. On multiplie alors le 
multiplicande successivement par tous Ses termes du multipli
cateur, et l'on écrit les produits partiels obtenus los uns au-
dessous des autres, de manière à favoriser la réduction des 
termes semblables. 

Exemples : 

q x:' -+- i o x- — 7 x — a 
3 x~- + o x — b 

i- x' -jr- 3o x' — 21 x] -f- (î.;2 

- - Ï'J x' +• oo xr' — 35.;- 4- i o .o 
' • 1 X '• 8 o X'1 -f- 5t'î X — ! t) 

••" .t " H " 5 x' — -î 3 x'1 — KM) i : •+- ti(i.)" — i <' 
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6 a- — a2 b -+- 4 ab2 + 3 b3 

5a-— 7 ab -+- i.b-

3o a" — 5 «4 b -+- 20 «"' /;2 -f- 15 «- îr 
— 42 rt* é -t- 7 «3 &2 — 28 n2 b3 — 21 «/)' 

-+- 12 a b2— za2bs-h Snb'-^dlr 

3o a3 — 47 fl4 ^ '+ Sg a' b2 — 15 a- b3 — 13 ab' -f- 6 />'' 

Jl est important de remarquer que, lorsque deux polynômes 
sont ordonnés par rapport aux puissances croissantes ou dé
croissantes d'une même lettre, on peut immédiatement indi
quer deux termes de leur produit qui ne se réduiront avec 
aucun autre. Ces deux termes sont ceux qui proviennent du 
produit des deux premiers termes et du produit des deux der
niers termes du multiplicande et du multiplicateur. En effet, 
les termes indiqués contenant la lettre ordonnatrice avec un 
exposant plus élevé ou plus faible que tous les autres termes 
du multiplicande et du multiplicateur, leurs produits contien
dront aussi la lettre ordonnatrice avec un exposant plus élevé 
ou plus faible que tous les autres termes du produit cherché. 
Par conséquent le premier et le dernier terme de ce produit 
échapperont à toute réduction, puisque aucun terme du produit 
ne peut leur être semblable. C'est précisément sur cette r e 
marque que repose la théorie de la division des polynômes 
ordonnés. 

22. Lorsque la lettre ordonnatrice entre à une même puis
sance dans plusieurs termes, la multiplication principale est 
compliquée de multiplications partielles particulières ; mais la 
marche à suivre est la même. 

Soit, par exemple, à multiplier 

[a- — b2)x2-¥- {a2—-zab + b2) x-t- (ab — b2) 
par 

(a2 -f- b2) x2 — ( « 2 — b2) x — b2. 

Le plus simple est d'écrire dans une même colonne verticale, 
avec leurs signes, les termes qui multiplient une même puis
sance de x\ on trace une barre verticale à droite de ces termes, 
et l'on écrit en face du premier la puissance de x qui multiplie 
toute la colonne. 

À ce sujet, nous remarquerons que lorsqu'on met plusieurs 
termes entre parenthèses, si la parenthèse est précédée du 
signe +, ces termes y entrent avec leurs signes; maison les 
écrit avec des signes contraires, si la parenthèse est précédée 
du signe —. Cette remarque résulte immédiatement de la règle 
de la soustraction algébrique. Lorsqu'on enlève les parenthè 
ses, dans le second cas, il faut en effet, d'après cette régie, 
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changer les signes des termes du polynôme qu'elles isolaient; 
si l'on n'avait pas pris la précaution indiquée, on ne reprodui
rait donc pas ce polynôme tel qu'il a élé donné. 

L'opération demandée présentera la disposition suivante : 

Multiplicande — b2 

Multiplicateur — a2 

+ b2 

x2-\-ci 
— iab 

x2—ci 
+ b2 

1 x -t- ab 

1 ~~b' 
x — b2 

ci 
— a2b2 

•+ ci b2 

— b* 

x'-\-a{ 

— 2. cib 
-H ci b2 

+ ci b2 

— 2 ab" 
+ 6* 
— ci 
+ a2b2 

-+ ci n 
— b' 

x' -f- ci b 
— cib2 

+ ab3 

— b' 
— ci 
-f- 2 ci b 
— cib2 

+ cib2 

— 2 ab3 

+ 64 

—a 2b 2 

x2—ci b 
+ cib2 

-{-cib' 
-b' 
— cib2 

-t-2a&3 

— b' 

x— ab2 

+ b> 

Produit 
ci 

-6< 
x'— 2cib 

+ ^a2b2 

— 2 ab3 

Le produit est égal à 

: 3 — « 4 

-j-3a3b 
— 2.a2b2 

-ab" 
+ b' 

-cib 
-Zab3 

-2.fr 

x — ab' 
+ b* 

[ci — b*) x> — [icib — ^a2b2 + 2.ab3) x3 

— [ci — 3 c i 6 + 2 a2 b2 -+- ab3 — b') x2 

— [cib— 3ab3 + 2 b*) x — (abs — b'). 

Pour obtenir ce produit, on suit la marche que nous allons in
diquer. Si l'on posait 

M = a2 — b2, N = ci — 2 ab + b2, V — ab — b2, 

O = a2 4- b', R = — ci + b2, S = — b2 ; 

le multiplicande prendrait la forme 

et le multiplicateur, la forme 

Qx2 + Rx + S. 

Pour effectuer la multiplication, on commencerait alors par 

-2.fr
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multiplier le monôme Mx2 par le monôme Qx2, le résultat se
rait MQ x'. Il faudra donc réellement former d'abord le produit 
du binôme représenté par M, par le binôme représenté par Q, et 
donnerait résultat, comme facteur commun, la 4epuissance de 
la lettre ordonnatrice. "Sx multiplié par Qx' donne ~SQx3. Il 
faudra donc multiplier le trinôme X par le binôme Q, et don
ner au résultat, comme l'acteur commun, la 3e puissance de la 
lettre ordonnatrice, etc. On voit qu'on doit multiplier à part les 
diverses puissances de la lettre ordonnatrice et à part les poly
nômes dont elles sont facteurs communs, c'est-à-dire les quan
tités placées à gauche des barres verticales au multiplicande et 
au multiplicateur. On doit écrire les résultats qui correspon
dent à une même puissance de la lettre ordonnatrice dans une 
même colonne verticale, à droite de laquelle on place cette 
puissance de la lettre ordonnatrice. On prépare ainsi la réduc
tion des termes semblables, puisque ces termes ne peuvent 
correspondre qu'à une même puissance de x. On opère succes
sivement cette réduction en examinant chaque colonne verti
cale et en posant les termes obtenus au produit définitif, en 
ayant soin de les ordonner par rapport aux puissances d'une 
seconde lettre. Dans l'exemple proposé, ces termes ont été or
donnés par rapport aux puissances décroissantes de« ou crois
santes de b. On n'a pas besoin d'effectuer à part la multiplica
tion des coefficients polynômes des différentes puissances de 
la lettre ordonnatrice. On écrit immédiatement les ternies trou
vés à la place comenàble. Ainsi, pour multiplier le premier 
terme du multiplicande parie premier terme du multiplicateur, 
on multipliera x- par*-2 : on obtiendra x', qu'on écrira au pro
duit en iraçanl à gauche une barre verticale. Pour mullipiier 
a2—b2 par a* -+- b2, on multipliera a- et b2 par a2, on aura les 
termes «' et dxb2, qu'on écrira à gauche de x1. On multipliera 
ensuite a2 et b2 par —b2 , on aura les termes —a2b- et —b1 , 
qu'on écrira aussi à gauche de x'1, au-dessous des termes pré
cédents; et le coefficient polynôme de x'' sera formé, etc. 

23. Pour multiplier plusieurs polynômes entre eux, il faut 
multiplier le premier par le second, le résultat obtenu par le 
troisième, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on ait employé tous les 
polynômes. Les termes du premier produit seront les produits 
deux à deux des termes des deux premiers polynômes. Les 
termes du second produit seront les produits deux à deux des 
termes du premier produit et du troisième polynôme, c'est-à-
dire que ces termes seront les produits trois à trois des termes 
des trois premiers polynômes; etc. S'il y a- « polynômes fac
teurs, les termes du produit cherché seront donc les produits 
n à « des termes des n polynômes proposés, c'est-à-dire que 
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dans chaque terme de ce produi ' il entrera comme facteurs un 
terme du premier polynôme, un terme du second, un terme 
du troisième, . . . . , un terme du «"'"". 

Théorèmes démontrés par la multiplication algébrique. 

2 i . T. Le. carré d'une somme de deux parties est égal au carré 
de la première partie, plus le double produit de la première 
partie par la seconde, plus le carré de la seconde. 

Multiplions a-\-b par «-!- b. 

a -+ b 
a -+- b 
a14- ab 

H- ab -+- b-

er-f- 2 ab -+- b-

On trouve pour produit 

a- + •?. al. -+- b". 

L'identité [a -+- b)2 = a2 -+- ïab -+- b2 est donc démontrée. 
Le mot identité signifie que celte égalité se vérifiera toujours, 
quelles que soient les valeurs numériques mises à la place de 
a et de b. Si l'on change b en — b , on aura donc m 

[a — b)2 = a- -i- 2 a ( — b) -{-(— b)2, 

c'est-à-dire 19) 

Ainsi le carré d'une différence est égal au carré de la pre
mière partie, moins le double produit de la première partie 
par la seconde, plus le carré de la seconde. 

Pour avoir le cube de la somme [a-h b), il suffit de multi
plier le carré de (a-tb) par [a-\-b\. 

«2-f- 2 (il) -+~ h' 
a -+- b 

a?'-\- 2,'(-ô-+- ab2 

-+- a-h -+- 2 ab- -i- !>'•'• 

a'-h-Sa'b+'iab' + b3 

On trouve ainsi le résultat déjà connu 

[a-\-by = «3 + 3a2b-\-'i(ib2-j-b". 

Si l'on change b e n — b dans cette identité, il vient 

[a —b'r -- (V -H 3a2{ — b) + 3 r t ( — b)1 + (—./>;s 

ou 
"a — b? = l( —3,rb-i-3ab—b\ 
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II . Le produit de la somme de deux quantités par leur dif
férence est égal à la différence des carrés de ces quantités. 

Multiplions a+b par a — b. 

a + /> 
a — b 

a7 + ab 
— ab -

a2 — b2 

Xous aurons pour résultat a-—b2, ce qui démontre le théorème. 
Puisqu'on a (a-hb) [a — b) = a2— b2, on a réciproquement 

a2 — b2= (a-\-b) (a — b), ce qu'on peut écrire 

[a2 — b2) = (y/(?+ \fP) {\ja~2—\JF2). 

Ainsi la différence de deux quantités quelconques est égale 
au produit de la somme des racines carrées de ces quantités 
par la différence des mêmes racines. 

On a 
49 — a5 = ( 7 + 5 ) ( 7 — 5 ^ 

i i - 3 = ( v / 7 7 W 3 ) ( v / T 7 - v 3 ) -

I I I # Partager une quantité donnée en deux parties dont le 
produit soit le plus grand possible ou maximum. 

Soit a la quantité donnée. Si l 'une de ses parties est 

représentée par — \ - x , 1 autre le sera nécessairement par 

«- ( — \ - x \ t c'est-à-dire par x. Le produit de la somme 

— \ - x par la différence x est égal à la différence des carrés 

-y — x2. Quel que soit x, le carré x2 sera une quantité posi-
4 

a2 

tive. Le produit formé sera donc toujours plus petit que y , 

sauf pour le cas particulier où x sera égal à zéro : ce produit 
atteindra alors son maximum et ses deux facteurs seront égaux 

. • OL 

a la même quantité — 

Donc, pour que le produit de deux facteurs dont la somme 
est constante soit le plus grand possible, il faut que ces deux 
facteurs soient égaux à la moitié de la somme donnée. 
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CHAPITRE IV. 
DIVISION. 

25. La division est l'opération inverse de la multiplication : 
elle a pour but, étant donnés le produit de deux expressions 
algébriques et l 'une de ces expressions, de trouver l 'autre. 

Division des monômes. 

26. Soit le monôme M à diviser par le monôme P ; désignons 
par Q le quotient. Ce quotient ne peut être qu'un monôme, 
puisque le produit d'un polynôme par un monôme est néces
sairement un polynôme (17). Si l'on suppose la division exacte, 
on devra avoir 

M = P x Q. 

En se reportant à la règle de multiplication des monômes, 
on voit que le coefficient du dividende sera égal au produit du 
coefficient du diviseur par le coefficient du quotient. Récipro
quement , le coefficient du quotient s'obtiendra en divisant le 
coefficient du dividende par celui du diviseur. 

L'exposant d'une lettre quelconque du dividende doit être 
égal à la somme des exposants dont elle est affectée dans le 
diviseur et le quotient. Réciproquement, l'exposant dont une 
lettre commune au dividende et au diviseur est affectée au 
quotient, doit être égal à la différence des exposants de celte 
même lettre au dividende et au diviseur. 

Si une lettre entre avec le même exposant dans le dividende 
et le diviseur, elle ne peut entrer au quotient, sans quoi son 
exposant dans le dividende surpasserait celui qu'elle a au di
viseur. 

Si une lettre entre dans le dividende sans entrer dans le 
diviseur, elle provient seulement du quotient et elle y entre 
de la même manière qu'au dividende. 

La règle sera donc d'écrire au quotient : le quotient des deux 
coefficients, les lettres communes au dividende et au diviseur 
avec lui exposant égal à la différence de leurs exposants, sauf 
le cas où cette différence est zéro, les lettres qui entrent seule
ment au dividende sans modifier leurs exposants. 

Soit à diviser 35rt364cV/ par 7 abc"-. On trouvera 

35c(\')'c!c/ „ , , ' 
= i) à1 tr a. 

7 abc-
il. Si l'on voulait appliquer la règle, sans se préoccuper de 
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l'égalité dos exposants d'une même lettre au dividende et au 
diviseur, on aurait 

35 «3 b'' c' d „ , , 
- 5a'1 b~' c"a. 

7 abc2 

Si l'on veut que les deux expressions du quotient soient 
équivalentes, il faut l'aire la convention suivante : une quantité 
quelconque, affectée d'un exposant égal à zéro, représente 
l'unité. Cette conveniion est toute naturelle, puisque l'exposant 
zéro correspond à la division de doux quantités égales l 'une 
par l 'autre. 

Quand un terme ne contient pas une lettre, on peut dire 
qu'elle y entre avec l'exposant zéro. Cette remarque permet de 
simplifier les énoncés des règles relatives à la multiplication et 
à la division des monômes. 

Pour multiplier deux monômes, il suffit de multiplier les 
coefficients et d'ajouter les exposants des lettres communes. 

Pour diviser deux monômes, il suffit de diviser les coeffi
cients et de soustraire les exposants des lettres communes. 

28. On regarde la division comme possible, lors même que 
les coefficients ne sont pas divisibles l'un par l 'autre. On a un 
coefficient fractionnaire, mais le quotient reste entier algébri
quement. Ainsi, 

4 fl" b7 c 4 7 
-rr--y- = -= abc. 
3a-b 3 

La division n'est impossible que dans le cas où une lettre entre 
dans le diviseur sans entrer dans le dividende ou lorsqu'elle 
entre dans le divieur avec un exposant plus élevé que celui 
qu'elle a dans le dividende. Il n'existe dans ce cas aucun mo
nôme entier algébriquement qui, multipliant le diviseur, repro
duise le dividende. 

On ne peut diviser 5a3b* par 3a2b2c. On peut seulement 
simnlifier, comme nous le verrons plus tard, l'expression 
5cèb2 

3 a2 b2 e 
Si l'on voulait appliquer la règle, on trouverait 

5 a' lr 
TaWrj^ 3 

de même, 
3 a"1 b ô 

7r ah" e~ 

= - cr2 b". 
2 /•(•"' b a 

Cette extension de la règle donne naissance aux exposants né
gatifs : nous y reviendrons plus loin. 

2i). Le produit du diviseur parle quotient doit reproduire le 
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dividende en grandeur et en signe. Pour juger du signe du 
quotient, nous n'avons donc qu'à nous rappeler la règle des 
signes ('tendue au cas des quantités isolées 19' . On formera 
ainsi le tableau suivant : 

^ ' - > - E * = + *. ^ = - Q . = £ = - « • 
On peut le résumer en disant : Le quotient de deux quantités 
de même signe est positif, le quotient de deux quantités de 
signes contraires est négatif. 

Division d'un polynôme par un monôme. 

30. Lorsqu'on divise un polynôme par un monôme, le quo
tient est polynôme, puisque le produit d'un monôme par un 
monôme est un monôme. En multipliant le polvnôme quotient 
parle monôme diviseur, on doit reproduire identiquement le 
polvnôme dividende; cette multiplication s'opérera en multi
pliant par le diviseur les différents termes du quotient, et l'on 
obtiendra ainsi sans réduction les termes du dividende (17). 
Réciproquement, pour avoir le quotient, il faut donc diviser 
successivement les termes du dividende par le monôme divi
seur. On rentre, par conséquent, dans le cas qu'on vient d'exa
miner 26 et suivants,. 

On trouve, d'après cela, 

JAIV b' <;*-{- Aoa' Ire' — î&a'b^v' n i i - i-
'- = ba1 oc -t- ioao-t:' — 4 b'c\ 

On peut donc écrire 

•2+a>b'c'' -h 4««' b' & — îba'b'c 
= ^a'b'c2X 6a7bc-^\oab2c-— qb~ c . 

Le diviseur 4« 5 ^ ' c : divisant exactement tous les ternies du di
vidende est dit facteur commun à tous ses termes; pour mettre 
ce facteur commun en évidence, il faut précisément effectuer 
la division du polynôme proposé par ce même facteur. La mise 
en évidence des facteurs communs est très-importante au point 
de vue du calcul. 

Division des polynômes ordonnés. 

31. (iénéralement, quand on a deux polynômes A et B à divi
ser l'un par l'autre, on ne peut qu'indiquer l'opération sous 

forme fractionnaire ^ - Quelquefois on peut remplacer l 'ex-

\ 
pression fract ionnaire- par un polvnôme O, entier par rapport 

î. '4 
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à la lettre suivant laquelle les deux polynômes -V et ]? sont sup
posés ordonnés. C'est la recherche de ce polynôme Q que nous 
nous proposons. 

Pour fixer les idées, nous admettrons que les trois polynômes 
considérés sont ordonnés par rapport aux puissances décrois
santes d 'une même lettre. 

\ 
Puisqu'on a , dans le cas examina, - =Q, on a aussi 

\ = 1) X 0 ' Le dividende est donc alors le produit exact du 
diviseur par le quotient. Puisqu'il s'agit de polynômes ordon
nés, le premier terme du di\ idende provient du produit du pre
mier terme du diviseur par le premier terme du quotient; de 
même, le dernier terme du dividende est égal au produit du 
dernier terme du diviseur par le dernier terme du quotient(21 . 
Il résulte immédiatement de cette remarque, i/u'oh obtiendra 
le premier terme du quotient en divisant le premier terme du 
dividende par le premier terme du diviseur. 

Ceci posé, le dividende représente la somme des produits 
partiels du diviseur pa r l e s différents termes du quot ient ; si 
l'on en retranche le produit du diviseur par le premier terme 
trouvé au quotient, le reste obtenu, ordonné comme le divi
dende et le diviseur, représentera la somme des produits par
tiels du diviseur par les autres ternies du quotient. On sera 
donc conduit à une nouvelle division, dans laquelle on devra 
prendre ce reste pour dividende et conserver le même dix iseur. 
On divisera le premier terme du reste par le premier terme du 
diviseur, et Ton aura le second terme du quotient. On multi
pliera le diviseur par ce terme, on retranchera le produit ob
tenu du premier reste, et on opérera sur le second reste auquel 
on sera conduit, comme sur le premier. Le dernier terme du 
quotient correspondra à un reste nul, car on aura retranche 
alors du dividende toutes les parties qui le composent. Ainsi, 
quand la division est exacte, on arrive forcément à un reste nul, 
(jui indique que le quotient est complet; et quand on arrive à 
un reste nul, la division est exacte, puisque le polynôme divi
dende représente le produit du polynôme diviseur par le po
lynôme écrit au quotient. 

Soit à diviser le polynôme 

27 lf
i- t - -5.r i — Jp-*'5 — iogar- -+- 66 X — 16 

par le polynôme 
t) X3 -\- 1 O X - — 7 X -+- 2 . 

On disposera l'opération de la manière suivante -. 



AI.r.EbllE ELÉ.MEM'AIIÏE. 2 1 i 

qi"-+- i (u , !— " .r-i-?. -h 7:1.? ' — .'j 3.i 

— 3 o , r H- .". i.i'"' 

-h .{5.»-'" — '> 2~ 
— SQ.V' 

— r?.x~ 

— 
— 

• — 
-+-

— 
-+-

I O ( ) . Î - - j - b G . r — i(j 

6,r! 

r 15.v- -i- 66.r — 1 b 
35.»*' — io . r 

80.v- -+-56.r — r(j 
8o.r- — 56,v - j - 16 

o.r- H-

î lu l'ait a la fois la multiplication et la soustraction qui cônes 
pondent à chaque terme du quotient, en changeant immédiate
ment les signes des produits partiels obtenus et en les écrivant 
au-dessous des différents dividendes, de manière à préparer la 
réduction des termes semblables. Comme le premier terme de 
chaque dividende doit toujours disparaître dans la soustraction, 
puisqu'il est égal au premier terme du diviseur multiplié par le 
terme considéré au quotient, on néglige d'écrire le produit par
tiel qui le détruit et l'on ne commence la multiplication qu'au 
second terme du diviseur. 

Soit encore à diviser le polynôme 

3orts — ^"Ja
ib + 3c)a'b7— i5a2b3— i3ab* -j-6bl 

parle polynôme 
6a" — a-b + 4«b-'-t-3b'\ 

3o«5 — $-u'-b-Jt-'5t)(t*b-:— i5a2b'— 13air -+-6b> j 6 a"— u2b + 4 " ^ 2 + 
-i- 5 «• h — o.o a' l>- — 15 a"- Ir ' 

— 4',(''
1 ^ "+" I9«?b2— 3o« ' i J — 13«6' -+- 6 b'' 

— - a2 b- -+- 28a2 Ir -+- 21 ab'> 

J 5t(' — -jdb 4- ?.b-

12 /(• b2 — 2 a2 b'+ 8 ab' + 6 Ir 
-!-• y. a2 If— 8ab' — 6 b* 

32. 11 peut arriver, comme pour la multiplication, que la 
lettre ordonnatrice entre à une môme puissance dans plusieurs 
termes du dividende et du diviseur. On suit alors une marche 
analogue à celle déjà indiquée (22), et la division principale se 
t r o m e seulement compliquée de divisions partielles, il faut 
remarquer qu'on ne doit opérer la réduction des termes sem
blables que dans les colonnes verticales qui correspondent 
aux: premiers termes des restes successifs; car il suffit de con
naître le premier ternie du reste auquel on esl parvenu pour 
pouvoir continuer la division. 

14. 
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Soit à d h i s e r l e polynôme 

•' <t! — b'')x' — • 2a'b — 4 <"'"' !>' -+~ 2 " ' ; 

: «•' — 3 a3 /> H- a a3 /;• - j - air — /*' x'-
i' cr b — 3 ab~ -f- 2 />< )# — ' ah* — b'' 

par le polynôme 

a2 -f- b-'jX- — ; a2— b2 .x — 6'-. 

L'opération présentera la disposition suivante 

x x* — 2 a3 b 
+ 4a2Z>2 

— 2a63 

-ha' 
— a2b7 

— a2 b1 

•+- 6 ' 

i - i-«4 

4 | \ — 2 a3 b 

C = / — 2 f l £ 3 

— a 
H-3rt3ft 
— 2a2/>2 

— a/>3 

- i -6> 

- j - a 62 

— 6' 
- t -«< 

— a2l>--
— 2 a3 /> 

+ 2 «t3 

4-a-ft-
— &' 

j r 2 — a 3 6 

-(- 3 abz 

— 2b' 
-+- a2 b-
— 2 ab3 

+ />' 
-h a3 6 
— «/)' 
— a 2 6 2 

x — ah3 

+ />' 
-f- ab3 

— b' 

o 

a2 

4-6 2 

a2 

— 62 

.r2— a2 

- M 2 
•r —//. 

X2 - f -a 2 ! .f -r-'nl) 

— 2 a/; i — b-
- ^ 6 2 i 

-a 3 6 

1 1 ) — a 2 62 

Deuxième division partielle 

a1 — 2 a3 /» + 2 a2 b' — 2 aè3 -H b' | a 
— a2/>2 

— 2 a3 6 -4- a2 />2 — 2 a/;3 - î - h* 

-4- 2 a 6 ' 

p romière 

- a 

«'-

62-

divi 

- / > ' 
- a = 
- 6 -
i-6' 

sion 

b-

parc 

a2 

" a 7 

iclle 

4- l>-
— 6 

2 — 2 a 6 -s- £•'' 

a 2 6 2 

Troisième division partielle. 

a3 b — a2 b' + afr3 — i ( a2 + />• 

— a b " ab—b> 
a2 A2 

• ! > ' 

NOTA. Le diviseur peut ne pas contenir la lettre ordonna
trice choisie, de sorte que si on la désigne par x, le dividende 
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aura la l'orme Ax'" -+- Bx'"-[ -f- C * " M + , et le diviseur la 
forme M. M et les coefficients A, B, C, etc. , doivent être en
semble polynômes. Si M est un monôme, A, B, C, etc., sont 
monômes ou polynômes. On est. ramené alors à suivre la 
marche indiquée au n" 30. L'opération se compose de divi
sions partielles. 

33. Si le premier terme du dividende est divisible par le 
premier terme du diviseur, on peut tenter la division sans 
qu'elle soit possible. 11 est alors essentiel d'indiquer des carac
tères au moyen desquels on puisse reconnaître la possibilité ou 
l'impossibilité de la division, car dans certains cas elle peut se 
poursuivre indéfiniment. 

•Sous savons que, lorsque la division est exacte, le dernier 
terme du dividende divisé par le dernier terme du diviseur doit 
donner le dernier terme du quotient.] Donc la division n'est 
pas possible exactement : 

r . Lorsque le dern ier te rme du dividende n'est pas divisible 
par le dernier terme du diviseur. 

Le polynôme 5x"—3x'-\-2.x2— yx n'est pas divisible par 
le polynôme Sx- — 5x- -+- 3. 

2". Lorsque le dernier terme du dividende étant divisible 
par le dernier terme du diviseur, on est conduit à poser au 
quotient un terme de même degré par rapport à la lettre or
donnatrice, mais différent de celui qui devrait être le dernier. 

Le polynôme 6x<— 3 x'~\-•>. x1— 5x 4 - 4 n'est pas divisible 
parle polynôme 3x>— 3 x ! + . r — i , parce que la division con-
duii à poser au quotient comme terme de degré zéro par rap
port à la lettre ordonnatrice le terme + i , au lieu du terme — 2, 
quotient du dernier terme 4 du dividende par le dernier terme 
— •> du diviseur. 

<>.r' — 3 x 3 4 - 2 . r ! — 5 x 4- 4 ! 3x2— 3x--hx—2 

-f- 3 xz — x 4 - 4 
-i- 3 x1 — x 4 - 2 

3 x2 — 2 .r H- (1 

3°. Lorsque le dernier terme du dividende étant divisible par 
le dernier terme du diviseur, on est conduit à poser au quo
tient un terme identique à celui qu'on doit trouver comme le 
dernier, sans que le reste correspondant soit nul. 

Le polynôme 5 — 2 # 4 - t6x- — 9a;3 n'est pas divisible par le 
polynôme 1 — x — 3x\ parce que la division conduit a poser 
au quotient le ternie 4-3„r, résultat de la division du dernier 
ternie — q r du dividende par le dernier terme — 3.t : du divi-
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que l'opération s'achève : 

ï — — :\.r -t- ]().:cL 

-f- 5 X -+- 1 {) X 

-s- •'- x -+- 3 ï x 

-r- 3J-' 

— g.r' 

-+- 9 x? 

D - t - S x 

+ 34 A'2 

4°. (Jn peut encore remarquer que, si le premier iernio du 
diviseur a pour coefficient l 'unité, aucun coefficient fraction
naire ne pourra s'introduire dans le calcul; de sorte que si le 
dernier ternie du dividende et le dernier terme du diviseur 
sont des nombres entiers dont le quotient soit fractionnaire, 
nu pourra affirmera priori l'impossibilité de la division. 

Le polynôme 4 * " ' — 5 A - ' + 7 .r — 4 n'est pas divisible par le 
polynôme x1— :rx — 7, parce que le dernier t enue du quo-

licnt devrait être égal à -• 

Des divisions inexactes. 

3 i . Quand la division n'esi pas possible et que le premiei 
terme du dividende A est divisible par le premier terme du 

diviseurlt , on peut remplacer l'expression fractionnaire W-par 

un polynôme Q entier par rapport à la lettre ordonnatrice, aug
menté d'une fraction ayant pour numérateur un polynôme de 
degré inférieur au diviseur par rapport à la lettre ordonnatrice, 
et pour dénominateur le diviseur. 

En effet, on pourra toujours continuer la division jusqu'à ce 
qu'on arrive à un reste dont le premier lernie ne soit plus divi
sible par le premier terme du diviseur, c'est-à-dire jusqu'à ee 
qu'on arrive à un reste dont le premier ternie ne contienne plus 
la lettre ordonnatrice avec un exposant aussi élevé que le pre
mier terme du diviseur. Désignons ce reste par R : on aura né
cessairement 11 = À — RQ, O désignant le polynôme écrit au 
quotient au moment où l'on obtient le reste R. On déduit de 
l'égalité indiquée 

A ~ RQ -+- R ; 

et en divisant les deux membres de cette dernière relation par 
R, il vient 

î ) V ' i i R R 

En divisant 6x'— 3.r'-f-:>.r"J — 5x-t- . j par 3a-1 — 3x--\-x— 2, 
"n trouve pour quotient (33, le binôme ix-r-t et pour reste 
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le trinôme 3.i-— a . r + 6 . On peut alors poser 

G x' — 3 x- -\-ix' — 5 x + 4 , t 3.r-'—a.r-t-6 
3 . r 3 — ' i x -—x—2 " ' ^ 3x3—3x- + x — 2 

35. Ouand la division est exacte, on peut changer la lettre 
ordonnatrice sans rien changer aux résultats de l'opération. 
Ouand la division est inexacte, si l'on change de lettre ordon
natrice, on modifie généralement l'expression du quotient et 
celle du reste. 

Condition de divisibilité d'un polynôme entier par rapport à .r, 
par un binôme de la forme .».- — a. 

30. Désignons par \ le polynôme dividende ordonné sui
vant les puissances décroissantes de x. Le diviseur x— a étant 
du premier degré en x, la division pourra continuer tant que 
le reste obtenu contiendra x. Le reste final de l'opération, s'il 
\ en a un, sera donc nécessairement indépendant de x, c'est-
à-dire ne contiendra pas x. Désignons par Q le quotient trouvé 
entier par rapport à x, et par II le dernier reste, s'il y en a un. 
On aura l'égalité fondamentale qui résulte de toute division 

\ = ;.r — a Q + R. • 

il faut bien comprendre que cette égalité est en même temps 
une identité, c'est-à-dire qu'elle reste vraie quelles que soient 
les valeurs particulières attribuées aux lettres qui y entrent. 
Fille subsistera donc encore quand on y remplacera x par la 
valeur spéciale a. 

Désignons par X0 le résultat de la substitution de a à la place 
de x dans le dividende; remarquons que le facteur x—a de
venant égal à a—a, s'annule, tandis que l'autre facteur Q qui 
ne contient pas x eu dénominateur prend une valeur finie ou 
('•gale à zéro; dans les deux cas. le produit, [x — «}Q disparaît. 
Quant au reste II qui ne contient pas x, il ne change pas. On a 
donc identiquement 

X „ = R . 

t> qui nous conduit à ce théorème très-important : Quand on 
divise un polynôme entier par rapport à x par un binôme de la 
forme x — ri, on obtient immédiatement le reste de la division 
en remplaçant dans le dividende la lettre x par la lettre a. 

On pourra donc, à priori, s'assurer de la possibilité de la 
division. Si la substitution indiquée conduit à un résultat nul, 
la division réussira. 

37. Il c-t facile d'étendre et de généraliser le théorème qu'on 
vient de démontrer. .S';' un polynôme entu-t par rapport à x 
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s'annule lorsqu'on remplace successivement x pur des quantités 
différentes a et b, on peut affirmer que ce polynôme est divi
sible par le produit des binômes x — a et x — b. 

En effet, le pohnôme X s'annulant pour x = a est, d'après 
ce qui précède, divisible^iar x — a puisqu'on a alors X„ = K — <>. 
En désignant par' Q le quotient de X par x — a. on p.ourra donc 
écrire 

X = ' \ r —rt )Q. 

Cette égalité subsiste quel que soit x, elle restera vraie si 
l'on y remplace x par b. On aura alors 

X4 = .'/> — a Qt-

Xous indiquons par X5 et Q* les résultats de la substitution 
de b à la place de x dans les polynômes X et 0- Par hypothèse 
X5 est égal à zéro, et b — a est différent de zéro. 11 faut donc 
qu'on ait Q( = o ou que le quotient Q soit divisible par x— />, 
Désignons par q le quotient de Q par x — b. On pourra écrire 
Q = (x—b) q et, par suite, 

X = (x — a) {x — b) q ; 

ce qui vérifie le théorème énoncé et prouve en même temp* 
qu'il s'applique à un nombre quelconque de facteurs binômes. 

Lorsque le polynôme diviseur peut se mettre sous la forme 
d'un produit de facteurs du premier degré de la forme x — a, 
x— b, x — c, etc. , il suffît de voir par conséquent si le poly
nôme dividende devient nul lorsqu'on y remplace successive
ment x par a, b, c, etc. : s'il en est ainsi, on peut affirmer à 
priori la possibilité de la division. 

S'il existe seulement quelques facteurs binômes du premier 
degré communs au dividende et au diviseur, on peut simpli
fier l'expression fractionnaire correspondante en faisant dispa
raître ces facteurs communs. 

38. Appliquons le théorème démontré '3G) à la recherche 
de certains caractères de divisibilité utiles à conisaître au point 
de vue du calcul. 

i". Cherchons d'abord si l 'expression x'" — a'" est divisible 
par x — a, m étant un entier quelconque. Dans ce cas, on a 
X„ = rt'" — a'", c'est-à-dire on a R = o. L'expression x'"—a'" est 
donc toujours divisible par x — a. 

Trouvons la forme du quotient et. pour cela, calculons-en. 
les premiers termes. 



ai -

+ um~ 

a'"~' x —a m 

~i~ a'" 

o 

On remarque que dans le premier terme des différents divi
dendes partiels l'exposant de x va toujours en diminuanî 
d'une unité, tandis que l'exposant de a va toujours en aug
mentant d'une unité, de sorte que la somme de ces deux: ex
posants est constamment égale à m. 11 en sera donc de même 
pour les différents termes du quotient, avec cette différence 
•que la somme des exposants sera, dans chaque terme, égale 
à m—i. Cherchons quel sera le dernier terme du quotient, 
L'avant-dernier reste doit contenir x à la première puissance 
seulement : il sera donc -i-<7"'~' ,r — «'", et le dernier ternie du 
quotient sera a"'—'. En résumé, les termes extrêmes du quo
tient sont x'""' et «'"""', et pour avoir les termes intermédiaires, 
il suffit de diminuer l'exposant de x d'une unité et d 'augmen
ter celui de a d'une unité en passant d'un terme au suivant. 
Nous pouvons donc poser d'une manière générale 

x"' — am 

z=x"'"' -hax'"~"-+-a-xm~3-+-a1 xm~* -t- ... + « ° " , j - + «"i"i, 
x — a 

:>". Soit maintenant à diviser x'"—a'" par x-\-a. On peut 
écrire le diviseur sous la forme x— —a] et regarder — ci 
comme le second terme du binôme. Le reste de la division 
aura alors pour expression —a"" — am. Ce reste ne pourra 
être nul que si — a)"' est égal à «'", c'est-à-dire si m est pair. 
x1" — am est donc divisible par x H- a, lorsque m est pair. 

Quant à la forme du quotient, remarquons que l'égalité qui 
donne l'expression du quotient de xm— «'"par x — a, reste 
\raie si l'on y suppose m pair et si l'on remplace « par — a. On 
trouve alors 

x — i — a x •+- a 
-+- a2x'"-: — (î'xm-> -t- ... H- a'"-"-x — am~\ 

La forme du quotient est la même que précédemment, saul 
l'alternance des signes —i— et —; le dernier terme a le s igne—. 
Il faut se rappeler que les puissances impaires d'une quantité 
qui change de signe changent de signe, tandis que ses puis
sances paires conservent relui qu'elles avaient d'abord il) , 
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xm 

a x'" 
erx'"-

— a" 
""' — ( C 

-'- — a" 
-•' — a' 

x'"~ "{ -*-«.i'"' 

file:///raie
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H". Soit à diviser x'" -4- a'" par x — a. Le reste de la division 
sera [a]m -+- «"' = 2A'". La division de x'" + a'" par x — a n'es! 
donc jamais possible. 

4°- Soit ii diviser xm -+- a'" par x•-+- «. On peut écrire le divi
seur sous la forme .r — (— a). Cette transformation est néces
saire, car le théorème sur lequel nous nous appuyons repose 
lui-même sur celte condition, que le second terme du diviseur 
binôme est négatif. Le reste de la division sera — a .'" ^~ a". 
Ce reste ne sera nul qu'autant que . — «,'" sera égal à—a'", 
c'est-à-dire que si m est impair, x"' -ha"' est donc divisible par 
x 4- a, lorsque m est impair. 

Quant à la forme du quotient, nous changerons a en — a 
dans l'égalité qui correspond à l'expression du quotient de 
x'" — am par x •— a, et nous y supposerons m impair. 11 viendra 
alors 

x'" •+• a'" 

= x'"-] — ax"-'-ha\x"'~3 — a'xm~< -+-...— am~'x + flm-\ 
x -h a 

La forme du quotient reste encore la même, sauf l'alternance 
des s ignes -h e t — ; le dernier terme est positif, parce que 
m — 1 est pair. 

5°. x'" — a'" est évidemment divisible par xt — «'', si m est 
un multiple de p. Soit m =Kp. Posons x'' = X et a'' = A. On 
aura xm = XK et a'" = AK, car [x'' '.K = xhi' et [a'' )K = «h>. 

D'après ce qui précède 

X K —\ K 

_ — : = x K - ' H- A X K - ' -+- A 'X 1 1 - 5 + . . . - + - A K - J X 4 - A K - ' . 
JV —' _\ 

Mais 
XK~ ' = : x P ; L l = xi'K-F — x'"-P; 

de même, 
~SJi-- = x"—2.n, e t c . 

On a aussi 

A- = [ai'Y — a7?; Az = 'ai>):i = a''', e t c . 

Nous avons en effet démontré en Arithmétique "7ï) que, pour 
élever une puissance à une autre puissance, il fallait multiplier 
se premier exposant par le second. 11 viendra par suite : 

.("'"— a"' 
— x<n-p + ap xm~?p _ j _ a1p xm-ip _|_ _ _ _ j _ a"—:pxP + am~P. 

rP aP 

La loi de formation du quotient est encore la m ê m e : seule
ment, la somme des exposants dans chaque terme est égale à 
m — p et, lorsqu'on passe d'un terme au suivant, l'exposant de 
x diminue de p tandis que celui de a croît de p. 

D'après les expressions générales que nous venons de trou-
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er, ou ;! par exemple : 

= x' 4- •*''' 4- .< ; 4- x" 4- -r- 4- x 4- î . 

x': — xh 4- x' — .r1 -p -v" — x 4- i. 

x"' 4 - <(~\r-' 4 - c'!"; 

.r11' -{- x' 4- .r' 4- .Î'S 4- î . 

r — i 

. r s — 1 

.r 4- 1 

.r" 4- I 

x 4- î 

f ' i 5 ~ M , : 

x' — as 

,r ' : ' — î 

~~ 

CHAPITRE V. 
DES RAPPORTS ALGKKRinrES. 

;iîi. L'e\pression de la division de deux quantités quelles 
qu'elles soient, monômes ou polynômes, entières ou fraction
naires, rationnelles ou irrationnelles, positives ou négatives, 
constitue un rapport algébrique. En employant la marche déjà 
indiquée en Arithmétique itio1 , on prouve que toutes les 
règles du calcul dés fractions numériques s'appliquent aux 
rapports algébriques; 

Puisqu'une lettre peut représenter en Algèbre une quantité 

quelconque, su on a un rapport j , on pourra le représenter par 

une seule lettre q, que la division de a par h soit ou non pos

sible. Avant T = q, on pourra multiplier les deux membres par 

b 
h, d'où 

T x b = b X q ; 
b 

îais, d'après la définition de la division, 

a - • i 

De j =(j, on peut donc déduire 

a = b • q : 

c'est en cela que consistent réellement les démonstrations que 
nous allons rapidement indiquer. 
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iO. i". On ne change pas la valeur d'an rappoit en multi
pliant ou divisant ses deux termes par une même quantité. 

,, a . . . . . . . . a X ni . .. 
De T = '/. |f dis qu on neut déduire -, = a, e est-a-dire 

b ' ' ' b X m 
a , , a X m 

iiue le rapport T est égal au rapport ; •, /H élan! une <iuaii— 
! • - • • ' / , ' / ; < m 

ûté quelconque. 
Puisqu'on a 

a = t> x <j, 
on a aussi 

// X m = b X m X q, 
<•! l 'on e n l i re 

a X /H a 
e X. m b 

1! résulte immédiatement de ce théorème que, pour réduire 
un rapport algébrique à sa plus simple expression, ilfaut rendre 
ses deux ternies premiers entre eux. 

On dit que deux quantités sont algébriquement premières 
entre elles, lorsqu'elles n'admettent aucun l'acteur commun, 
soit numérique, soit algébrique, soit monôme, soit pohnôme. 

Considérons le rapport 

i •>. tû Ir — i r>. n- Ir 
28abb- — ry6a' /r -+- iHa'b' 

Mettons en évidence au numérateur le facieur commun 12 «'/>'; 
le numérateur deviendra 

\ia"b:' a — b . 

Mettons en (évidence au dénominateur le facteur commun -28/1" b: 
le dénominateur deviendra 

28 a" b' ' a" — 2 ab X !>"' . 

Le rapport prendra donc la forme 

iia'lr a—b 3/*3 a — b 3 b' 
28 a> l>- a2 — 2 ab -\- b1 ~> a a — b a — b r a a — /> 

Pour réduire plusieurs rapports au même dénominateur eu 
au plus petit dénominateur commun, il suil aussi du théorème 
démontré qu'on doit opérer comme en Arithmétique. 

Soient les rapports 

'<: ib 5 a 

12a-b' a -h b ' 4° a~ ' ' ' a — b • 2 7 '-* '(ji "2 — b') 

S.es dénominateurs décomposes en facteurs donneront 

1 2a-b3 'a -h h = 2 - x 3 x a"' X Ir x ' a + b ;, 
\oa'c2 a — b — 2"' x 5 X a1 •' <•'- x . a — /';, 
27 Ir <_•'' a' — b1 — 3" X b' X <-" ". •'. ' a x b' X 'a — b ) 
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Leur plus petit multiple commun sera 

2 !X J ' X 5 X « ; X i ! X c 'X i! + il X a— b = i o 8 o « r 6 V ,it— t>- . 

En divisant ce plus petit multiple commun par chacun des 
dénominateurs , ce qu'on fera en supprimant leurs facteurs 
parmi ceux du plus petit multiple commun, on trouvera pour 
quotients successifs: 

2 X 33 x 5 X a X e3 X a — b — < )o tic'- a — b , 
• 3 ' X è 3 X e x '«-f-6 , = z-;b?'c u-hb], 

23 X 5 X « 3 . • . v . . . -. , . . = 4o<73. 

En multipliant respectivement les deux termes de chaque 
rapport par ces quotients, les rapports proposés deviendront 

GSoac* [a — b) 81 b*c a-+-b) 200a' 
io8o«'/)3c3 «!—b2) J 080 a'b'c3 a2— b2, 1080a'b3c' 1 a2— b'] 

Pour additionner plusieurs rapports, il faut les réduire au 
même dénominateur, ajouter leurs numérateurs, et donner a 
la somme, obtenue le dénominateur commun. 

Pour soustraire deux rapports, il faut les réduire au même 
dénominateur, retrancher leurs numérateurs, et donner à la 
différence obtenue le dénominateur commun. 

i l . 20. Pour multiplier deux rapports, il faut les multiplier 
terme à terme. 

boient les deux rapports T et -,• Posons T = q et -. = q , f l b d b 1 d * 
Xous aurons 

a = bq 
c = dq'. 

Multiplions ces deux égalités membre à membre, il viendra 

ac = bdqq'. 

Divisons les deux membres de cette dernière égalité par bd. 
On pourra écrire 

ac , a c 

42. 3°. Pour diviser deux rapports, il faut multiplier le 
premier rapport par le second renversé ou les diviser terme à 
terme. 

Soient les deux rapports 7- et -,• Je dis que leur quotient 

sera égal à 
a d ad 
h e /><• 
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En el'fel. mi i' 

ad . , , . 
le quotient T— neut aussi s écrire 

c./vj _ a 

Jbe^V 

a \ c 
"bûl' 

î iomarquons que les quantités enlrere-, peuvent èti-i- as-imi 
îees à 'les rapports qui uni pour dénommaient - l 'unité. 

A3. 4"- Lorsque plusieurs rapports sont égaux, si on le 
ajouté terme et terme, on forme un rapport égal à chacun de 
rapports proposés. 

Soient les rapports 
a a' a1' 

On en déduit 
a = bq, a' = />' q, a" — b" q. 

Ajoutons ces égalités membre à membre, nous aurons 

a -+- a' -+- a" = bq -r b' q -h b" <[ = b 4- // -f- //' <y, 
d'où 

?> H- / / -+- 6" 

On démontre de même que lorsque deux rapports sont é^aux, 
si on les soustrait terme a terme, on l'orme un rapport é^al a 
chacun des rapports proposés. 

\k. 5" Lorsque plusieurs rapports sont égaux, le rapport 
formé en divisant la racine carrée de la somme des carrés des 
numérateurs par la racine carrée de la somme des carrés des 
dénominateurs, est égal à chacun des rapports proposés. 

a a' a" ,. ,. 
Soient les rapporls -̂ = y7 = j - . Tour élever un rapport au 

carré, ii faut évidemment élever ses deux termes au carré. On 
aura donc aussi 

(é a'-1 u"'! 

On en déduira 
a''-\-a'- - t-«" ! a' 

& + v> + v^ ¥ 
Pour extraire la racine carrée d'un rapport, il faut évidenv-
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mcriî extraire la racine carrée de ses deux terme:-.. Ou aura donc 

S, a1 -t- a'1 -+- «' ' a 

^If'+b'^b"2 l> 

Ï5. Proposons-nous, comme exercice, de simplifier l'expie: 
sion suivante : 

b — „ 

,I>-

On commencera par l'aire disparaître le dénominateur ï -t-ba, 
en multipliant les deux termes du rapport par ce dénomina
teur. On trouvera 

•b—a b b'<C-

i -+- b/i — ilb -h a1 ï -+- a' 
= b. 

Il faut se rappeler que , pour multiplier une somme ou une 
différence par une quantité, on doit multiplier chaque partie 
de la somme ou de la différence par cette quantité. 

Soit encore à simplifier l'expression 

W !>-')\<!-i-b ! 

\7Tb + l \7,~~7,l 

On commencera par effectuer l'opération indiquée dan-, 
chaque parenthèse, c'est-à-dire qu'on réduira les rapports cor
respondants au même dénominateur, puisqu 'on les ajoutera ou 
retranchera. On trouvera 

If- • — b - a - b [If 

(l 0 H- (t • b a' 

[If '• — (f 

<flr[ 
:> a a 

; x — 2 
a -4- b ) 
"- — If] 

:b 

b ab ab a -+- b' 

On simplifiera autant (jue possible les deux rapports obtenus 
en numérateur et en dénominateur. Il viendra 

o 

•-'. 

' < l -

II 

a • 

b 
b) 

b. 

Puisque pour diviser deux rapports il faut multiplier le pre-
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mier par le second renversé, le résultat cherche sera 

?. ' a — h b il> n — /> ) i 
a2b i.'a — b ' •?.a' b 'a — />} ce 

Théorie des proportions. 

•'••6. On appelle proportion l'égalité de deux rapports. Si 
a e . ., ,. 

les deux rapports j et -. sont égaux, ds tonneront la propnr-
a '' , . . . 

lion jz=-j- On écrit aussi une proportion ou remplaçant m 

barre de fraction par le signe :. On a alors 

a ; />=:(•; (f. 

Il résulte des explications données en Arithmétique 1(>V. 
que lorsque quatre grandeurs forment proportion, il en est de 
même des nombres qui les représentent. 

,. . a c , , , 
Dans la proportion y = — ou a : b = c : a, les numérateurs 

des deux rapports prennent le nom d'antécédents, les dénomi
nateurs prennent le nom de conséquents. Les ternies a et d 
sont les deux extrêmes, les termes b et c sont les deux moyens. 
On énonce souvent une proportion, surtout en Géométrie, en 
disant : a est à b comme c est à d. 

La propriété fondamentale des proportions est la suivante : 
Dans toute proportion, le produit des extrêmes est égal au pro
duit des moyens. 

Soit T = -.• Réduisons les deux rapports au même dénomi-
b a 

iiatenr, il viendra 
« X d e X b 
b X d ~ d X b ' 

Ces deux rapports étant égaux et ayant même dénominateur, 
leurs numérateurs sont égaux, et l'on a 

a X ' / = c X b. 

Réciproquement, Si quatre nombvessont tels, que le produit 
des extrêmes soit égal à celui des moyens, ces quatre nombres 
forment proportion dans l'ordre même où ils sont écrits. En 
effet, si l'on a l'égalité a x < / = cxb, on peut en di\iser les 
deux membres par le produit d X b. 11 vient 

a d _ c X b 

17x1»_ Txï' 
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c'est-à-dire, en simplifiant, 
a e 
b~~7i' 

Etant donnés trois termes d'une proportion, on peut d'après 
cela déterminer facilement le quatrième. Si c'est un extrême 
qui est inconnu, il faut diviser le produit des moyens par 
l 'extrême connu. Si c'est un moyen qui est inconnu, il faut 
diviser le produit des extrêmes par le moyen connu. 

Comme la condition pour qu'il y ait proportion est que le pro
duit des extrêmes soit égal au produit des moyens, on peut 
faire subir à une proportion, sans qu'il cesse d'y avoir propor
tion, les changements suivants : 

i°. On peut changer les moyens entre eux. De la proportion 

a : b = c : d, 
on déduit alors 

a: c = b : d. 

?.°. On peut échanger les extrêmes. Si l'on l'ait subir cette 
transformation aux deux proportions précédentes, il vient 

d:b — c : a, 
d; c — b: a. 

3°. On peut changer les moyens de place avec les extrêmes. 
Si l'on fait subir cette transformation aux quatre proportions 
déjà obtenues, on trouve 

b . a = d : c, 
e : a = d ; b, 
b : d = a : c, 

c : d :=:« : b. 

En tout trois changements donnant lieu à huit proportions. 
On peut de même multiplier ou diviser par un même nombre 

les deux termes du premier ou du second rapport, multiplier 
ou diviser par un même nombre les deux antécédents ou les 
deux conséquents. 

47. Lorsque deux proportions ont un rapport commun, les 
deux autres rapports forment proportion. 

Si l'on a 
a _ c a £ 
b~T b—f 

on en déduit 
c e 

11 résulte de ce que nous venons de dire que, lorsque deux 

I. ' 5 
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proportions ont les mêmes antécédents ou les mêmes consé
quents, leurs conséquents ou leurs antécédents forment pro
portion. 

o • i . a e a c 
Soient les proportions T = -.•> - = 7 , - Changeons les moven-, 1 1 b d e f 

de plaee dans ees deux proportions; elles deviendront 

et l'on en déduira 

48. Dans toute proportion, la somme ou la différence des 
antécédents est à la somme ou à la différence des conséquents. 
comme un antécédent est à son conséquent. 

a c 
Delà proportion T = - > on lire immédiatement •'t'-\x 

a b 

c~7f 
b 
d 

a. e 

^=7 
e 

= f ' 

En séparant 

On en déduit 

a ztz c a 
b±d~~ b 

les signes, on a à la l'ois 

a -+- c a a — c 
b-hd b b — d 

a -h c a — c 
b-hd b — (/ 

a 
~ b 

ou, en changeant les moyens de place, 

a -+- c b -t- d 
a — c b — d' 

ce qu'on énonce en disant que , dans toute proportion, la 
somme des antécédents est à leur différence, comme la somme 
des conséquents est à leur différence. 

49. Dans toute proportion, la somme ou la différence des 
deux premiers termes est àla somme ou à la différence desdeax 
derniers, comme le premier terme est au troisième ou le second 
au quatrième. 

a c 
Dans la proportion r= - , changeons les moyens de place; 

« b » , . , , • • 

nous aurons - = -,• Appliquons le théorème précèdent (48; a 
cette dernière proportion; il viendra 

a ± b a b 
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En séparant les signes, on a la fois 

a -+• b a a — b 
: - et c + r f v c— d ' 

On en déduit 
a -+• b a — b 
c -h d c. — d 

ou, en changeant les moyens de place, 

a -\-b c-\- d 
a — b c — d" 

ce qu'on énonce en disant q u e , dans toute proportion, la 
somme des deux premiers termes est à leur différence comme 
In somme des deux derniers termes est à leur différence. 

30. En multipliant plusieurs proportions terme à terme, on 
obtient une proportion. 

c, . , . a c a' c' a' <:'' „, , 
soient les proportions j = -,, -j-=~jr, — =-p- Multiplions 

membre à membre ces trois égalités. On trouvera 

a a' a" c c' c" 

c'est-à-dire, en suivant la règle de multiplication des rap
ports (4-1), 

bb'b" dd'd" 

De même, en divisant deux proportions ternie à terme, les 
quotients obtenus forment proportion. 

-, . . a c. a! . c' . , 
soient les proportions •?• = -=, -p = -p- Divisons membre a 

membre ces deux égalités, nous trouverons 

a _ a' c _ c' 
b ' V ~~ d: d' ' 

c'est-à-dire, en suivant la seconde règle de division des rap
ports (4-2), 

b:b'~ d\d' 

Les puissances ou les racines de même degré des quatre 
termes d'une proportion, forment proportion. 

ci e 
De l'égalité -r = -, on tire évidemment 

b d 

a\m fc\ "' am cm 
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On en déduit aussi 

\f a " ' /<• \i a v c 

v 6 'v
/rf 

La démonstration est analogue à celle déjà donnée en Arith
métique (208, 219 ' . 

51 . Chercher une moyenne proportionnelle entre deux 
quantités, c'est former une proportion qui ait pour extrêmes 
les quantités données et pour moyens égaux la moyenne pro
portionnelle demandée. 

Désignons par x la moyenne cherchée, par a et b les quan
tités données. 11 faudra qu'on ait 

a x 
— = -r ou x - = fin. 
x (> 

c'est-à-dire 
x = sjab. 

La moyenne proportionnelle de deux quantités est par suitr 
égale à la racine carrée de leur produit. 

x tombe nécessairement entre a et b, d'où le terme de 
moyenne employé. 

Il est facile de comparer la moyenne proportionnelle ou 
géométrique de deux quantités à leur moyenne arithmé
tique (Arith., l iO). 

Soient les quantités a et b. Désignons par y leur moyenne 
. , . . « + b , • . ;—r 

arithmétique et par x leur moyenne géométrique y» ' ' ' 
Nous aurons 

1 = ; • et x1 = ab, 
2 / 4 

d'où 
a- + 2ab-i-b~- , a- -+- 2 ab -+- b'- — iab 

y2— x' = 7 ab = — z 
4 4 

Que a soit plus grand ou plus petit que b, ces deux quantités 

étant d'ailleurs supposées positives, I J est une quantité 

essentiellement positive, y2 l 'emporte donc sur x-, ou y sur x, 
c'est-à-dire que la moyenne arithmétique de deux quantités est 
plus grande que leur moyenne géométrique. 

Des grandeurs proportionnelles ou inversement proportionnelles. 

52. Je rappelle la définition de ces grandeurs [Arith., 255 et 
suivants). Deux grandeurs sont proportionnelles, lorsque deux 
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valeurs quelconques de la première grandeur forment un rap
port égal à celui des valeurs correspondantes de la seconde 
grandeur. 

Deux grandeurs sont inversement proportionnelles, lorsque 
deux valeurs quelconques de la première grandeur forment un 
rapport égal au rapport inverse des valeurs correspondantes de 
la seconde grandeur. 

53. Désignons par les symboles X et Y les deux grandeurs 
considérées. Soient x' et x" deux valeurs particulières de X, 
y et }•" les valeurs correspondantes de Y. Si les grandeurs con
sidérées sont proportionnelles, on aura par définition 

x' y 
xT'~yr 

Si Ton change les moyens de place, il vient 

Les valeurs considérées étant quelconques, on peut dire que 
le rapport de deux valeurs correspondantes quelconques des 
deux grandeurs est constant. Les grandeurs proportionnelles 
sont donc caractérisées par la formule générale 

X 
— = const, 
i 

Si l'expérience donne deux valeurs particulières correspon 
dantes des grandeurs considérées, la constante, égale à leur 
quotient, se trouve déterminée ainsi que la relation numérique 
qui lie les deux grandeurs. 

oi. Si Ses grandeurs X et Y sont inversement proportion
nelles, on a par définition 

x' y 
x" y 

Si l'on forme le produit des extrêmes égal au produit des 
moyens, on a 

x' >:. y — x' Xr". 
Les valeurs considérées étant quelconques, on peut dire que 

le produit de deux valeurs correspondantes quelconques des 
deux grandeurs est constant. Les grandeurs inversement pro
portionnelles sont donc caractérisées par la formule générale 

X,Y = const. 

Si l'expérience donne deux valeurs particulières correspon 
dantes des grandeurs considérées, la constante, égide h leur 
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produit, se trouve déterminée ainsi que la relation numérique 
qui lie les deux grandeurs. 

55. Les formules indiquées résolvent immédiatement les 
règles de trois simples, directes ou inverses. Si les grandeurs 
sont proportionnelles, on a 

x' __ x" 

y y 
et si x' est l 'iiicounue, on en déduit immédiatement 

( x" 

7' X )". 

Remarquons que si dans celte formule générale qui donne 
toutes les variations de x' correspondantes aux variations de >', 
l'on fait y = i , il vient 

' x" 
Y 

La constante i — ) n'est donc autre chose que la valeur prise 

par la grandeur de même espèce que l ' inconnue pour une va
leur de l 'autre grandeur égale à l 'unité : ce qui ramène à la mé
thode de réduction à l'unité indiquée en Arithmétique. 

56. Si les grandeurs sont inversement proportionnelles, on a 

x'.y = x" y, 
et si x' est l ' inconnue, ou en déduit 

[X''.Y"'\ 
x — - ;—- • 

y 
Si l'on fait dans la formule r ' = i , on trouve 

x' = i x" . y"). 

La constante [x''.y) n'est donc aussi autre chose dans ce cas 
que la valeur particulière qu'on vient de définir. 

57. Supposons maintenant plus de deux grandeurs. Je rap
pelle que, lorsque la variation d'une grandeur dépend de celle 
de plusieurs autres grandeurs, si l'on dit que la grandeur con
sidérée est proporlionnelle ou inversement proportionnelle a 
une autre grandeur, on sous-entend que tous les autres élé
ments de variation restent constants au moment de la com
paraison des deux grandeurs. 

Les grandeurs considérées étant représentées par les sym
boles généraux ,r. A, B, P, Q, admettons q-ue x soit propor
tionnelle à A et à R. inversement proportionnelle à P et à O. 
Soient deux séries de valeurs particulières forrespondantes de 
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x", a", b 
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imites ees grandeurs : 

/ / . 

• P"> </"• 

Exprimons ,r", supposée inconnue, en font-lion de toutes 
les autres valeurs données. 

Si l'on considère seulement x et A et si l'on suppose que 
les autres grandeurs conservent les valeurs // , p', q', A passant 
de la valeur a' à la valeur a", x passera de la valeur x' à une 
certaine valeur X qui satisfera à la relation 

i l ; X = —; -X , 

a 
puisque x et A sont des grandeurs proportionnelles (53). 

Si l'on considère maintenant x et B, les autres grandeurs 
conservant les valeurs a", p', q', et 15 passant de la valeur b' à 
la valeur b", x passera de la valeur X qui correspond à b' à une 
cerlaine valeur X' qui satisfera à la relation 

puisque x et B sont des grandeurs proportionnelles. 
Considérons x el P. Les autres grandeurs conservant les va

leurs a", b", q', si P passe de la valeur/?' à la valeur p", x pas
sera de la valeur X' qui correspond à p' à une certaine valeur 
X" qui satisfera à la relation 

. 3 ' X" = ^ , 
P 

puisque x el P sont des grandeurs inversement proportion
nelles (56). 

Enfin, si l'on considère x et Q, et si les autres grandeurs 
conservent les valeurs a", b", p", Q passant de la valeur q' à 
la valeur q", x passera de la valeur X" à la valeur x" qui cor
respond à la série a", b", p", q". Celle valeur x" satisfera à la 
relation 

puisque x el (j sont des grandeurs inversement proportion
nelles. 

Pour faire disparaître les inconnues auxiliaires \ , X' , X", 
multiplions membre à membre les égalités (i\ (a), !3) , (4(-
Il viendra 

X.V.\"..r"=\.V.X"..r'4'.£.Â.X 
a b p q 

Eu divisant les «UMIN membres de relie égalité par le produit 
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X . X ' . V , on aura enfin 
„ _ , af If p' (f 

* x ~'X '• a'' b''f'Y' 
Appelons anciennes valeurs celles qui correspondent à x', 
nouvelles valeurs celles qui correspondent à x". On voit que, 
pour avoir x", il faut multiplier la quantité connue de même 

espèce, c'est-à-dire x', par les rapports — , -JJ ? des nouvelles 

valeurs aux anciennes, pour les grandeurs proportionnelles à x, 
p' Q' 

et par les rapports inverses ^-j-ri f,i des nouvelles valeurs aux 
anciennes, pour les grandeurs inversement proportionnelles 
à x. 

Cette formule permet de résoudre immédiatement les règles 
de trois composées. 

58. Si l'on pose à part 

K - " - ^ 
a'.V 

x', a', b',p', q , représentant une série de valeurs quelconque: 
correspondantes des grandeurs considérées, on aura 

a".b" 

Cette relation (*) s'appliquant à une série de valeurs quel
conques correspondantes des grandeurs considérées, on peut 
remplacer ces valeurs particulières par les symboles généraux 
adoptés, et écrire 

. A.B 

L'expérience ayant déterminé une série de valeurs particu
lières coexistantes des grandeurs données, on aura le coefficient 
constant K, et par suite la relation numérique qui lie toutes 
les grandeurs considérées. 

S'il n 'entre dans la question que les grandeurs x, S. et B, on 
a évidemment 

x = K , À . B ou -7-5 = 1*. 
A h 

("*) On peut remarquer que, dans l'expression K =. -—' ' , il suflit que 
* a . b 

les quantités qui entrent dans le second membre se correspondent. Si l'on sup
pose qu'on ait a'= b' = p' = </'— 1. il l'esté K = x'. K est donc égal a la valeur 
que prend la grandeur de même espèce que l ' inconnue pour des valeurs des 
autres grandeurs toutes égales à l 'unité. Ou est donc ainsi encore ramené à la 
méthode de réduction à l'unité-
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Donc, lorsqu'une grandeur est proportionnelle à plusieurs 
autres grandeurs, elle est proportionnelle à leur produit. 

S'il n'entre dans la question que les grandeurs x, P et Q, on 
a évidemment 

x = -p—- ou x. PQ = K. 

Donc, lorsqu'une grandeur est inversement proportionnelle à 
plusieurs autres grandeurs, elle est aussi inversement propor
tionnelle à leur produit. -

39. Si l'on met la formule générale 

/ «" b" p' q' 
•A, .A- . , 

a' b p q 
sous la forme x".a'. b'. p". q" — x'. a", b". p'. q', on peut remar
quer que cette formule est homogène, c'est-à-dire que les 
termes qui y entrent sont du même degré, puisqu'ils con
tiennent le même nombre de facteurs littéraux à la même 
puissance. Il doit en être ainsi toutes les fois qu'il s'agit de 
relations algébriques entre grandeurs, lorsqu'aucune d'elles n'a 
été prise pour unité spéciale. Nous reviendrons plus loin sur 
le principe général de Y homogénéité, qui a une grande im
portance (*). 

Partages proportionnels. 

60. Partager un nombre N en parties x, y, z, proportion
nelles aux nombres donnés a, b, c, c'est, d'après ce qui pré
cède, vouloir qu'on ait 

x r z 
— = v = — = const. 
« b c 

Si l'on pouvait déterminer cette quantité constante, le problème 
serait immédiatement résolu. Il suffît de se rappeler que lors
qu'on ajoute plusieurs rapports égaux terme à terme, on forme 
un rapport égal à chacun d'eux. La constante cherchée est 
donc aussi égale au rapport 

x + y+-z 
a + b -i- c 

Mais les trois parties x, y, z, forment le nombre N. On a donc 

x y z N 
a b c a + b -f- c 

''* ) Tout ce que nous venons de dire sur les grandeurs proportionnelles ou 
inversement proportionnelles est susceptible d'applications très-nombreuses 
Nous en donnerons des exemples. Vous recommandons spécialement 1 étude de 
cette théorie aux élèves 



a / )4 ALGÈBHK ÉLÉMKM'AIUE. 

On en déduit : 

x= -. » 
a -+- b -4- c 

„ _ Xb 
a -f- b -+- c 

_ = N ^ 
" ~~ a H- b + c ' 

Il faut donc, pour avoir les parties demandées, multiplier res
pectivement le rapport du nombre à partager à la somme des 
nombres proportionnels, par chacun de ces nombres. 

rn OCB'—i 

CHAPITRE VI. 
CARRÉ ET RACINE CARRÉE DES QUANTITÉS ALGEBRIQUES. 

Gl. 11 faudrait maintenant traiter d'une manière générale ce 
qui se rapporte aux puissances et aux racines de degré quel
conque des polynômes. Nous nous bornerons ici à ce qui con
cerne l'élévation au carré et l'extraction de la racine carrée des 
polynômes. 

02. Pour former le carré d'un monôme, il suffit, d'après la 
règle de multiplication des monômes, d'élever son coefficient 
au carré et de doubler tous les exposants des lettres qui y 
entrent. Le carré de ^a?bx est /[ga^lfx2. 

03. Nous savons former le carré d'un binôme, cherchons le 
carré d'un trinôme a -f- b -+- c. On peut le considérer comme 
un binôme dont le premier terme est « -f- b. On aura alors 

[a -4- b -h c)2 = \a -H- b : + a [a -+- b c -+- c-
ou 

a -+- b -4- c ' • = a- -4- 2 ab -+- b- -4- 2 ne -f- 2 bc -4- c\ 

Le carré d'un trinôme est donc égalait carré du premier terme, 
plus le double produit du premier terme par le second, plus le 
carré du second, plus le double produit de chacun des deux 
premiers termes par le troisième, plus le carré du troisième. 

Si un terme r/s'ajoute aux précédents, on aura évidemment 

( a -+- b -4- c -+- </;! = f a -4- b -4- c " H- 2 [a-\- b -f- c . d -f- d'!. 

l'ar l 'introduction d'un nouveau terme, on ajoute donc au dé
veloppement le double produit de chacun des premiers termes 

•par le dernier, plus le carré de ce dernier. La loi est manifeste. 
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On peut dire encore que le carré d'un polynôme renferme les 
carrés de tous ses termes et les doubles produits de tous ses 
termes pris deux à deux. 

Si l'on considère un polynôme ordonné, on peut remarquer 
que les deux premiers et les deux derniers termes du déve
loppement ne se réduiront avec aucun autre, et resteront dans 
le développement tels qu'on les aura trouvés. En effet, en sup
posant que les exposants de la lettre ordonnatrice aillent en 
décroissant, on voit que à1 et 2 ab contiendront la lettre ordon
natrice à une puissance plus élevée que tous les autres termes; 
les deux derniers termes, quels qu'ils soient , contiendront 
cette même lettre à une puissance plus faible que tous les 
autres termes. 

Ci. Pour extraire la racine carrée d'un monôme, il faut évi
demment extraire la racine carrée de son coefficient et diviser 
par 2 les exposants de toutes les lettres qui y entrent (62). Un 
monôme sera carré parlait si son coefficient est carré parfait et 
si les exposants des lettres qui y entrent sont tous pairs. Si
non, on ne pourra qu' indiquer l'extraction de la racine. La 
racine carrée du monôme /{ga6b2x7 est r]a3bx. Si l'on donne le 
monôme 63a?,x2, on écrit seulement \/63a3x''. 

60. Soit maintenant à chercher la racine carrée d'un poly
nôme supposé carré parfait. Ce polynôme aura au moins trois 
ternies, puisque le carré d'un monôme est un monôme et que 
le carré d'un binôme est un tr inôme. Désignons-le par P e t re
présentons sa racine carrée par 

a -+• b -+- c -t- d -+-
On aura 

l> = [a -+- b -h c + d +...\ 

D'après la remarque faite (63), le polynôme étant supposé or
donné suivant les puissances décroissantes d'une certaine 
lettre ainsi que sa racine carrée, ses deux premiers termes 
seront, sans réduction, cC et iab. En extrayant la racine car
rée du premier terme du polynôme proposé, on aura donc le 
premier terme de la racine. Si l'on retranche a- de P, le reste 
K qu'on obtiendra sera égal à 

•). ab •+• b' H- n.ac •+- — 

Son premier terme étant égal à zab, ii suffira, pour avoir le se
cond terme de la racine de diviser ce premier terme lab par le 
double ia du premier terme écrit à la racine. Ayant les deux 
premiers termes de la racine, on formera le carré du binôme 
correspondant a-\-b, et on le retranchera du polynôme P. On 
en a déjà retranché a- ; pour former la quantité ?ub + h- qu'on 
doit retranche!' du reste R alors obtenu, il suffi! d'écrire à la 



2 3 6 ALGÈBRE ÉLÉMEKTAltlE, 

suite du double art le second ternie b et de multiplier par ce 
second terme l 'ensemble za -h b. Le nouveau reste IV sera 
égal à 

2 ac -+-1 bc -+- c- + 

Le premier terme de ce reste est encore le produit du double 
du premier terme de la racine par le troisième ternie de cette 
racine : il suffira donc de le diviser par ia pour avoir le troi
sième terme c. 11 faudra ensuite former le carré du trinôme 
déterminé par les trois premiers termes de la racine et le re
trancher du polynôme P. On en a déjà retranché ( « + b)-; il 
faut donc seulement retrancher du reste R' alors obtenu 

ce qui revient a 

-b <•-+-

» b -f- c : 

Pour obtenir l'expression à retranche)'du reste R', il faut donc 
former le double des deux, premiers termes de la racine, écrire 
à la suite le troisième terme de cette racine, et multiplier l'en
semble trouvé par ce troisième terme. 

II n'est pas besoin d'aller plus loin : la règle à suivre est 
évidenle. Dès qu'on a trouvé le premier terme de lu racine en 
extrayant la racine carrée du premier terme du polynôme 
proposé, on trouve tous les autres en divisant le premier terme 
de chacun des restes successifs par le double du premier terme 
de la racine. On obtient d'ailleurs les différents restes, en retran
chant successivement du polynôme donné le carré du premier, 
des deux premiers, des trois premiers termes de la racine; ce 
qui revient, dès le second reste, à retrancher du reste précédent 
le produit de l'ensemble du double de la partie écrite à la racine 
suivi du dernier terme trouvé, par ce dernier terme. On sera 
averti qu'on est arrivé au dernier terme de la racine, lorsqu'on 
obtiendra un reste nul. Réciproquement, la racine est exacte si 
l'on trouve un reste nul. 

L'opération présente la disposition suivante. Soit à extraire la 
racine carrée du polvnôme 

2(><75. ""'+74 a\r' 
- 4«\," 

yoa'/c' 

- j 8 « 5 , ' ' M - ; > 7 « V 2 

+ 2 8 tf-V — 49 «",r-

—20rt 5 . r : ,4- ${is.v 
— 8«c .r 

— 28<r.r-j-4<7s 

—28<r,r-i-4 a" 

— 2 8 < r j : + 4 « s 

+•9.6 a\r— \râ 

i>ax'— i(rx1+-

i o « . r ' — 2i7-.r-
— 2 a2x '-' 

\oa.r— 4<r1.r2-T-

+ 
10 ax3 — 4 irx 7+-

7 <i\i: 

y a'.i 

4 ff'.t. 

— 211 

— 211 
— 2/1 

L'extraction de la racine carrée des polynômes a une grande 
malogie avec l'extraction de la racine carrée des nombres. On 

file:///oa.r�
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écrit immédiatement les produits a retrancher au-dessous des 
restes successifs, en changeant les signes des termes de ces 
produits à mesure qu'on les calcule et en les disposant de ma
nière à faciliter la réduction des ternies semblables. On n'écrit 
pas le premier terme de chaque produit, qui détruit forcément 
le premier terme du reste correspondant " ':. 

66. L'extraction est impossible lorsque, le polynôme étant 
ordonné par rapport à une lettre quelconque, le premier et le 
dernier terme ne sont pas des carrés parfaits. Elle est encore 
impossible lorsque, le premier et le dernier terme étant des 
carrés parfaits, le second et ravant-dernier terme ne sont pas 
respectivement divisibles par le double de la racine carrée du 
premier et du dernier terme. Enfin, l'extraction sera encore 
impossible lorsqu'on sera conduit 'à un reste dont le premier 
terme ne sera plus divisible par le double du premier terme 
posé à la racine. 

Lorsque le premier terme du polynôme proposé est un carré 
parfait, on peut toujours commencer l'extraction de la racine 
carrée et la continuer jusqu'à ce qu'on parvienne à un reste R 
dont le premier terme ne soit plus divisible par le double du 
premier terme de la racine. Si l'on appelle P le polynôme pro
posé et A le polynôme écrit à la racine, on aura, d'après ce 
qui précède, 

R = P — A=, 
d'où 

P = V + K -
On peut donc remplacer le polynôme P, dans le cas considéré, 
par un polynôme carré parfait augmenté d'un autre polynôme 
de degré inférieur au premier par rapport à la lettre ordon
natrice. 

Soit le polynôme 

<ja2xi — 3o«\r3 + 2T a'x2 — 7 a'.r -+- '-
— 2 3 a'x2 

3 f!X'<-

6ax- — 

5ti-.v 

5a2x 
5a-x — 7 a'x -+- 2 a" 

Après avoir trouvé à la racine le binôme 2>ax- — 5a2x, on est 
obligé de s'arrêter au reste — r-jcéx-+- 20% dans lequel le pre
mier terme est d'un degré inférieur en x au premier terme écrit 
à la racine. On peut alors poser 

g a2 x' — 3o ("<\r" -f- 2 5 <r x2 — 7 ah x + 2 «-
= \3ax2— 5a'x)2— "• a'x -j- 2«c. 

{ * ) Si ta lettre ordonnatrice entrait dans plusieurs termes du polynôme p r o 
posé avec un même exposant, la règle à suivre serait identique. Seulement, 
l'extraction principale serait compliquée d'extractions partielles. 
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67. Pour élever au carre un rapport algébrique, il faut évi
demment élever ses deux termes au carré. De même, pour ex
traire la racine carrée d'un rapport algébrique, il faut extraire 
la racine carrée de ses deux termes. 

68. Comme exercice, cherchons la condition pour qu'un 
trinôme du second degré de la forme ax-+ bx -t- c soit un carré 
parfait. Nous effectuerons l'extraction de la racine carrée de 
ce trinôme jusqu'à ce que nous parvenions à un reste indépen
dant de x. En égalant ce reste à zéro, nous aurons la relalion a 
laquelle les coefficients a, b, c, doivent satisfaire pour que le 
trinôme soit carré parfait. 

ax' -h bx 

11 
4« 

i l 

\ia.x -+-
a sja 

i \ja.x H = 
•?. s] a 

b 

a y» 

4« 
il faut qu'on ait Le reste indépendant de x étant 

— -, h c = o , ce qui revient évidemment à b' — bac = o. 
4« 

Quel que soit x, le trinôme sera donc carré parfaitsi le carré du 
coefficient de x est égal au quadruple produit du coefficient de 
x1 par le terme qui ne contient pas x. 

On aurait pu, pour éviter dans le calcul les quantités irra
tionnelles, multiplier le trinôme par a. Il aurait fallu ensuite 
diviser la racine carrée obtenue par \ja. 

La racine carrée s/a . x 

rapport à x. 
'. \jn 

est d'ailleurs rationnelle par 

CHAPITRE Vil. 
CALCUL DES VALEURS ARITHMÉTIQUES DES RADICAUX. 

FRACTIONNAIRES ET NÉGATIFS. 
EXPOSANTS 

69. Nous avons déjà dit en Arithmétique que la racine m""" 
d'une quantité, étant élevée à la puissance m, devait reproduire 
la quantité proposée. On indique la racine m''"" d'une quan
tité en employant le signe v' • affecté de l'indice m. 

La racine miim" de la quantité a s'écrira ™'«. 

file:///ia.x
file:///ja.x
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u peut avoir une valeur positive ou négative, m peut être 
pair ou impair. Examinons ces différents cas. 

i". Si m est pair et que a soit positif, \la admettra deux va
leurs égales et de signes contraires. En effet, qu'on affecte la 
valeur absolue de "y a du signe -+- ou du signe —, comme m 
est pair et que le produit d'un nombre pair de facteurs négatifs 
est positif (20 >, on obtiendra toujours a comme résultat en 
prenant m facteurs égaux à •+• "y a ou à— "v'«- Si a' désigne la 
valeur absolue de "v a, on aura donc d'une manière générale 

'y a =.- ±a'. 

2°. Si ni est pair et que a soit négatif, ™ a ne pourra être 
exprimée par aucun nombre positif ou négatif, puisque le p ro
duit d'un nombre pair de facteurs positifs ou négatifs est posi
tif. On donne à une pareille expression le nom d'expression 
imaginaire, parce qu'elle ne peut avoir aucune représentation 
numérique. 

3°. Si m est impair, "y'« n'aura qu 'une seule valeur de même 
signe que a : un nombre impair de facteurs positifs donne en 
effet un produit positif, un nombre impair de facteurs négatifs, 
donne un produit négatif. En désignant par ri' la valeur abso
lue de "!Jri, abstraction faite du signe de a, on aura d'une ma
nière générale 

"yri = -+- a', si a est positif; 

"y a — —a', si a est négatif. 
Ainsi 

v'4 = ± ?., y 5 = 2> v — 3-7 = — 3. 

Dans ce qui va suivre, nous considérerons les quantités pla
cées sous les radicaux comme ayant une valeur positive el 
nous n'admettrons que les racines positives de ces quantités. 

70. 11 n'y a pas lieu de s'arrêter à l'addition et à la soustrac
tion des radicaux. Le plus souvent on ne pourra qu' indiquer 
l'opération à effectuer. Si des simplifications sont possibles, 
elles dépendront des transformations que nous allons étudier 
et de ce qu'on a déjà dit sur la réduction des termes sem
blables. 

71 . Pour multiplier plusieurs radicaux de même indice, on 
multiplie les quantités placées sous ces radicaux el on affecte 
leur produit du radical commun. 

Je dis qu'on a _ 
'y/rt. 'y~b. "y' c = y abc, 

n, b, c, étant des quantités quelconques positives. 
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Rappeions-nous que, pour élever un produil à une puis
sance, il faut élever à celle puissance chaque lac leur du pro
duil '-/rit II., 7(i • ; de plus, on a par définition 

( v " / " = «• 

Si l'on élève alors à la puissance »? les deux membres de l'éga
lité précédente, on trouvera 

{ y a. y l). y'6'J =llbf, 

ce qui démontre la règle. En effet, puisque le premier membre 
de cette égalité, élevé à la puissance m, reproduit abc, ce pre
mier membre représente "['abc. 

L'égalité "yV'-'v l>-'\'c = 'l'abc prouve que, pour extraire la 
racine d'un produil, il faut extraire la racine de chaque 
facteur. 

On peut, d'après cela, simplifier l 'expression d'un radical, 
lorsqu'il recouvre le produit de deux facteurs dont l'un est 
une puissance exacte relativement k l'indice du radical. 

Ainsi 
'l'a7mb = a- y b, 

on fera donc sortir un facteur du radical, c'est-à-dire on 
l'écrira en dehors du radical, en en extrayant une racine mar
quée par l'indice du radical. 

Réciproquement, si l'on a intérêt à faire entrer un facteur 
sous le radical, il faut l'élever à une puissance marquée par 
l'indice du radical. 

On aura 

y/72 = y/36 X 2 = 6 y/2. 

On aura de même 

-vW4-^=v4 
72. Pour diviser deux radicaux de même indice, on divise-

les quantités placées sous les radicaux, et on affecte leur quo
tient du radical commun. 

Je dis qu'on a 

-jb V b -Jb 

Rappelons-nous que, pour élever une fraction à une puis
sance, il faut élever ses deux ternies à cette puissance. On 
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aura alors 

( m~\m 

V « \ _ « 
fb) ''S 

ce qui démontre la règle énoncée. 

73. Pour élever un radical à une puissance, on élève à cette 
puissance la quantité placée sous le radical. 

Je dis qu'on a 

En effet, élever "IJa à la puissance p, c'est faire le produit 
de p facteurs égaux à "Ija (71 ). 

74. Pour extraire la racine d'un radical, on extrait la racine 
de la quantité placée sous ce radical, ou l'on multiplie les 
deux indices l'un par l'autre. 

Je dis qu'on a 

V v « = \ ('a — '"v/«-

On a démontré en Arithmétique que, pour élever une puis
sance à une autre puissance, il fallait multiplier les exposants 
des deux puissances : (a3)4 =«3 X 1 . Réciproquement, pour éle
ver a à la puissance 12, on peut indifféremment commencer 
par élever a au cube, puis le résultat «3 à la quatrième puis
sance, ou bien élever a à la quatrième puissance et le résultat 
a4 au cube. Ceci posé, en élevant les trois expressions indi-

p ~[n — 

quées à la puissance mp, on trouvera a : y y/a, par exemple, 
élevée à la puissance p donnera "y a, et ce résultat élevé à la 
puissance m donnera a; ces trois expressions sont donc égales 
comme représentant la racine mpiime d'une même quantité. 

Ce théorème permet de simplifier l'extraction des racines 
numériques, lorsque leur degré ne renferme que les facteurs 
premiers 2 et 3. 

Ainsi, on peut écrire 
iyâ = s/Va:=\J7ja. 

Pour extraire la racine douzième de a, on pourra donc extraire 
la racine carrée de a, puis la racine carrée de cette racine car
rée, et enfin la racine cubique du résultat. On aura de même 

^46656 = \V4665S = y'aTê = 6. 

75. On ne change pas la valeur d'an radical en multipliant 
son indice par un certain nombre, pourvu qu'on élève à la 
puissance marquée par. ce nombre la quantité placée sous le 
radical. Si l'on divise l'indice par un certain nombre, on doit 

I. 16 

file:///V4665S


2 4 2 ALGÈBRE ÉLÉMENTAIRE. 

au contraire extraire de la quantité placée sous le radical une 
racine marquée par le diviseur employé. 

Cette règle résulte immédiatement du théorème précédent. 
On a évidemment. 

m — ,np [ ; 

VY( = y UP, 

puisqu'on vient de démontrer la relation 

_ "y~âp="\ya~p, 
et que ^«c équivaut à a. 

On peut, d'après ce qu'on vient de dire, simplifier un radi
cal en supprimant les facteurs communs à l'indice du radical 
et à l'exposant de la puissance qu'il recouvre. 

7 ^ 7 = 7 3 i = v ' 3 . 

On peut aussi réduire plusieurs radicaux au même indice, 
en suivant une marche analogue à celle qu'on emploie en 
Arithmétique pour réduire plusieurs fractions au plus petit dé
nominateur commun. Soit proposé de réduire au môme indice 
les radicaux \'a, '\fb, \ c. On a 

i5 = 3 x 5 , i2 = ? . 2 x 3 , 14 = 2 X 7 . 

Le plus petit multiple commun des trois indices sera donc 

a : x 3 x 5 X 7 = 4 2 0 . 

En le divisant successivement par i 5 , 12 et 14, on trouvera 
pour quotients 28, 35, 3o. 11 faudra multiplier chaque indice 
par le quotient qui lui correspond et élever à une puissance 
marquée par ce quotient la quantité placée sous le radical con
sidéré. Il viendra 

< 7?"% 4 7 F % "Vc7 0-
76. Pour multiplier ou diviser des radicaux d'indices diffé

rents, on commence par les ramener au même indice, puis on 
applique les résultats précédents. 

Des exposants fractionnaires. 

77. On peut diviser par un même nombre l'indice d'un ra
dical et l'exposant de la quantité qu'il recouvre (75). On peut 
donc écrire 

mp 

fy'(rë=am=aP . 
mp 

La fraction —— a pour numérateur 1 exposant de la quantité 

placée sous le radical, et pour dénominateur l'indice de ce ra
dical. 
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La forme fractionnaire de l'exposant n'entraîne ici aucune 
remarque, puisque cette forme fractionnaire correspond à un 
quotient entier. Mais il y a avantage évident, ou, pour mieux 
dire, le caractère de l'Algèbre conduit nécessairement à étendre 
par convention cette notation au cas même où l'exposant de la 
quantité placée sous le radical n'est pas divisible par l'indice 
du radical. En effet, les règles relatives au calcul des quantités 
affectées d'exposants, qui ont été démontrées en Arithmétique 
(73 et suivants), exigent que ces exposants soient entiers. Les 
exposants pouvant être, eux aussi, représentés en Algèbre par 
des symboles généraux, il faxit qu'on puisse supposer ces sym
boles remplacés par des valeurs quelconques et, par suite, par 
des valeurs fractionnaires, sans que les règles de calcul soient 
modifiées ; et cette extension sera facilement justifiée, si nous 
convenons de regarder comme équivalentes les deux expres
sions 

m 

v am et «?, 

m et p étant des quantités entières positives quelconques. 
Pour que cette convention soit permise, il faut montrer que 

la valeur de la seconde expression étant indépendante de la 
ïïl 

forme donnée à la valeur fractionnaire — -, il en sera de même 
P de la valeur de la première. Supposons, en effet, qu'on ait 

m m' 
~P~ f ' 

On aura 

Je dis qu'on aura aussi 
p ,~~Z p', 1 / 

v'« = v « • 

Réduisons ces deux radicaux au même indice ; ils deviendront 
Ft(/7FF et ^TFï. 

Mais puisqu'on a 
m m' 

P">" 
on a 

mp' = m'p. 

Les deux radicaux, réduits ou non au même indice, sont donc 
identiques. 

Il est utile de remarquer que, pour calculer la valeur numé
rique d'une puissance fractionnaire, il faut revenir à la forme 

»6, 
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radicale. Ainsi 

1 6 * = s/76"3 = v / ? = 43 = 6 4 -

Nous allons étendre maintenant aux exposants fractionnaires 
les règles démontrées dans le cas des exposants entiers. 

78. Pour multiplier deux puissances entières ou fraction
naires d'une même quantité, on ajoute leurs exposants. 

Je dis qu'on a 

aPXai = aP + i. 

En effet 

et l'on a 
aP = PJ <F, ai = 1/a", 

""/+"/' 
v\jam X 1Ja"—^cri. a"p =vy ami+"P — a PI , 

m n 

c'est-à-dire aP*~i. 
On'peut supposer m ou n égal à i , p ou q égal à i . 

79. Pour diviser deux puissances entières ou fractionnaires 
d'une même quantité, on retranche leurs exposants. 

Je dis qu'on a 
m n m n 

a};ai= a? ~i ' 

en faisant toutefois la restriction — " > - ? restriction qui sera 
P I 

levée bientôt. 
En effet, 

PI— ii— Pi/a""' 
v \ \ a-P 

aP : ai = vyJam : l'a" = {'/ — = v1jami-nP, 

puisque la condition — ~>- entraîne nécessairement la con-
P q 

dition mq ~^>np; on aura donc , en revenant à la notation 
adoptée, 

m n mq—np m n 

aP;ai = a PI = aP ?. 

On peut supposer m ou n égal à i , p ou q égal à i . 

a 80. Pour élever une puissance entière ou fractionnaire 
une autre puissance entière ou fractionnaire, on multiplie les 
deux exposants. 

Je dis qu'on a 
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En effet, 

(3y,=^j=^i[^r, 
ou 

m n 

OP'Ï. 
f m\ — . mn 

[ae]" = V v W r = 7 * " = « " = 

On peut supposer m ou « égal à i, p ou q égal à i . 

81 . Pour élever un produit à une puissance entière ou frac
tionnaire, on peut élever chacun de ses facteurs à cette puis
sance. 

Je dis que (abc)p=^aP.bP.cP. En effet 

c'est-à-dire 

{abc)p = y{abc)"> = yar.bm 

{abc)P —^ am .PsJ bm .VsJ cm = aP.b~P.cP. 

Des exposants négatifs. 

82. De même que la nécessité de conserver aux symboles 
algébriques toute leur généralité nous a conduit à admettre 
les exposants fractionnaires, nous devons aussi admettre les 
exposants négatifs et chercher l'interprétation dont ils sont 
susceptibles. 

Nous avons déjà vu (28) que les exposants négatifs apparais
saient, lorsqu'on voulait étendre la règle de la division des 
monômes au cas où l'exposant d'une certaine lettre était plus 
faible au dividende qu'au diviseur. Supposons qu'on ait l 'ex
pression —• Si m surpasse n, on en déduit immédiatement 

am 

— = am~n. 
a" 

Mais m étant plus petit que n, l 'expression a'"-" n'a aucun sens, 
si l'on s'en tient à la définition générale des puissances. Posons 

n — m+p, 

p étant la différence des deux exposants. On pourra alors 
écrire 

a" a"' am i 
a" am+P am.aP af 

En appliquant la règle connue, on aura d'ailleurs 

«"' a" 
— = — - =#«->'. 
a" am+P 

aP.b~P.cP
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Il est donc naturel d'admettre ou de convenir que les deux 

expressions a~r et — sont équivalentes. Il sera facile, d'après 

cela, d'étendre aux exposants négatifs les mêmes règles de 
calcul qu'aux exposants entiers ou fractionnaires. 

Il est utile de remarquer que , pour calculer la valeur numé
rique d'une puissance négative, il faut revenir à la forme frac
tionnaire. Ainsi 

- | i i i i 

83. Pour multiplier deux puissances positives ou négatives 
d'une même quantité, on ajoute leurs exposants. 

Je dis qu'on a 
ar". a-? = cr-'-i = ar'^'+iK 

En effet 
_ i i i i 

' am' ai ~ am.aH ~~ am+0- ' 

c 'est-à-dire, en revenant à la notation adoptée, 
a - „ , a-q_ a-{m+q). 

On peut supposer m et q positifs ou négatifs, entiers ou frac
tionnaires. 

84. Pour diviser deux puissances positives ou négatives 
d'une même quantité, on retranche leurs exposants. 

Je dis qu'on a 
a.-"", art — a~m+i = ai~m. 

En effet 

- m . - _ * ' _ ^ — 

~ am ' ai ~~ am ~ 

On peut supposer m et q positifs ou négatifs, entiers ou frac
tionnaires. 

85. Pour élever une puissance positive ou négative à une 
autre puissance positive ou négative, on multiplie les deux ex
posants. 

Je dis qu'on a 
• (a~m)~î = « - " •— i = a'"i. 

En effet 
\ \ - i i i 

— s 
I ' 

c'est-à-dire 

i 

Tri 
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On peut supposer m et q positifs ou négatifs, entiers ou frac
tionnaires. 

80. Pour élever un produit à une puissance positive ou né
gative, on peut élever chacun de ses facteurs à cette puissance. 

Je dis qu'on a 
(abc)~m — a-'". b~m. c~m. 

En effet, 
i h ' - , » _ __' i j _ j i_ 
^ ' ~ [abc)m ~ am. b'". c"" am ' bm ' cm ' 

c'est-à-dire 
( abc )-"• = arm. b-m. c~m. 

On peut supposer m positif ou négatif, entier ou fractionnaire. 

87. On doit remarquer que, par suite de l'emploi des expo
sants négatifs, les divisions et les extractions de racines carrées 
inexactes pourront se continuer indéfiniment, de sorte que 
l'expression du quotient ou de la racine sera composée d'un 
nombre illimité de ternies. Le premier exposant négatif dont 
sera affectée la lettre ordonnatrice correspondra au premier 
reste de degré inférieur par rapport à cette lettre, au diviseur 
ou à la racine. 

88. En résumant tout ce que nous venons de dire sur les 
exposants fractionnaires et négatifs, on obtient les règles sui 
vantes, qui ne sont plus soumises à aucune restriction sur la 
nature des exposants. 

i° . Pour multiplier deux puissances d'une même quantité, 
on ajoute leurs exposants. 

2°. Pour diviser deux puissances d'une même quantité, on 
retranche leurs exposants. 

3°. Pour élever une puissance à une autre puissance, on 
multiplie les exposants des deux puissances. 

4°. Pour élever un produit à une puissance, on peut élever 
chacun de ses facteurs à cette puissance. 

CHAPITRE VIII. 
THÉORIE DES PROGRESSIONS, 

Des progressions par différence. 

89. Ou appelle progression arithmétique ou par différence 
une suite de termes tels, que la différence qui existe entre 
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chaque terme et le précédent est une quantité constante : 
cette quantité constante est la raison de la progression. 

Quand la raison est positive, la progression est croissante, 
c'est-à-dire que ses termes vont en augmentant. Quand la rai
son est négative, la progression est décroissante, c'est-à-dire 
que ses termes vont en diminuant. Une progression décrois
sante n'est d'ailleurs qu 'une progression croissante renversée. 

v 2 . 5 - 8 . i i 14 .17 • 2 0 . 2 3 . 2 6 . 2 9 . . . 

est une progression croissante dont la raison est 3. 

T 29 .26 .23 .20 .17 . i 4 - 1 1 . 8 . 5 . 2 . . . 

est une progression décroissante dont la raison est — 3. 

90. Dans toute progression par différence, un terme de rang 
quelconque est égal au premier augmenté d'autant de fois la 
raison qu'il y a de termes avant celui qu'on considère. 

Soit la progression 

'7 a.b.c d.e. .. h.li .1. 

Désignons par r la raison de cette progression, et supposons 
qu'on se soit arrêté au nUme terme. On aura, par définition, 

b = a -+- r 

c=4+r=rt+2r 

d = c -+- ;• = a + 3 /• 
e -.= d -+- r.— a -+- 4 '' 

La loi de formation est évidente : le multiplicateur de la rai
son est inférieur d'une unité au rang du terme. I étant le ri'"" 
terme, on aura la formule générale 

/ = rt+ {n — 1) c. 
On en déduit 

a = l — [n — 1 ) r. 

Comme on peut commencer la progression où l'on veut, cette 
dernière relation prouve qu'un terme de rang quelconque est 
égal au dernier diminué d'autant de fois la raison qu'il y a de 
termes après celui qu'on considère. 

91 . La somme de deux termes également éloignés clés ex
trêmes est égale à la somme des extrêmes. ' 

Considérons les deux termes T et T' : Ta/? ternies avant lui, 
T'en a p après lui. On aura 

T = a -4- pr, 
T ' = l — pr. 

v2.5-8.ii
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ajoutons ces deux égalités membre à membre : il viendra 

T + T ' = « + / . 

92. Insérer n moyens arithmétiques entre deux nombres 
donnés, c'est former une progression dont les deux termes ex
trêmes soient les nombres donnés, et qui contienne en tout 
n 4- 2 termes. 

Désignons par a et l les termes extrêmes de la progression, 
c'est-à-dire les nombres donnés, par r la raison inconnue de la 
progression. On aura (90) 

/ = « + • ( / ! + i) /', 
d'où 

/ — a 
n + i 

La raison est donc égale à la différence des nombres donnés, 
divisée par le nombre des moyens à insérer plus r. 

Connaissant la raison et le premier terme, on formera immé
diatement la progression demandée. 

93 . Etant donnée une progression par différence, si l'on in
sère un même nombre de moyens arithmétiques entre ses ternies 
consécutifs, on formera une nouvelle progression par diffé
rence qui aura pour raison le quotient de la raison de la pre
mière progression par le nombre des moyens insérés entre 
chacun de ses termes et le suivant, plus i . 

Soit la progression 

T a.b.c.d.e... h.k.l. 

désignons par r sa raison ou la différence qui existe entre un 
terme quelconque et le précédent, par n le nombre des moyens 
insérés entre a et b, b et c, c et d,..., k et /. Les raisons des 
différentes progressions formées auront pour expressions : 

b — a c — b d — c I — k 
: , v ? ; 

n -h i H -H i « - t - i « 4 - i 

Elles seront donc toutes égales au quotient De plus, la 

première progression finit où commence la seconde, la seconde 
finit où commence la troisième, etc. Toutes ces progressions 
forment donc une progression non interrompue ayant pour 

r 
raison 

n 4 - i 
9 i . La somme des termes d'une progression par différence 

est égale au produit de la demi-somme des extrêmes par le 
nombre des termes. 
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Soit la progression 

T a.b.c.d.e... h.k.l. 

En désignant par S la somme des n premiers termes jusqu'à /, 
on aura 

S = a 4- b 4- c 4- d + e 4- ... -H h 4 - h + /. 

Si l'on renversait la progression, on aurait de même 

S = / 4- k 4 - h 4- ... -t- e +- d -+- c 4- b + a. 

Si l'on ajoute alors membre à membre ces deux égalités, il 
vient 

2 S = . ( « + /) + {b-h k) -+- [c + h) -+- ... 
+ (h 4- c) -h (k + b) -h [l 4- a). 

Les sommes partielles mises entre parenthèses dans le second 
membre de l'égalité résultante sont égales à la somme des 
extrêmes ou à la somme de deux termes également éloignés 
des extrêmes : toutes représentent donc la somme des extrê
mes (91). Si la progression contient n termes, le second 
membre de l'égalité considérée renferme n sommes partielles. 
On peut, par conséquent, poser 

c i n ' a-hl 
2S = « -t- /) n ou S = • «. 

v ' 2 

Quand on ne connaît que le premier terme a, la raison r et le 
nombre n des termes considérés, on peut remplacer dans cette 
relation / par sa valeur a -+• [n — i) ;-. Elle devient alors 

[a« -t- (;i — i ) r] /;, 
2 

Remarquons que, dans toute progression par différence, on a 
à tenir compte des cinq quantités «, /, r, », S, et qu'on n'a que 
deux relations entre ces cinq quantités, savoir 

l—a-k- in— \\ r et S = '—• 
1 ' 2 

95. On demande la somme des n premiers nombres entiers : 
c'est demander la somme des n premiers termes d'une progres
sion par différence ayant i pour raison et pour premier terme. 
En appliquant la formule 

„ [ 2 a -+- n —• i ) /•] n 
2 

on trouve 
' n •+- î n 

> = = ; 
2 
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ce que donne immédiatement la formule 

(a+l)n 
s = » 

2 

en remarquant que / est égal à n. 
On demande la somme des n premiers nombres impairs. La 

raison de la progression est ici égale à 2. Si l'on applique la 
formule 

„ [ 2 a -4- ( n — 1 ) r] n 

2 

on trouve 
„ [2 -h (n — 1 ) 2 ] » ( s + 2 « — 1)11 2 

2 2 

Ainsi la somme des 100 premiers nombres impairs est égale i« 
IOO; OU ÎOOOO. 

Des progressions par quotient. 

96. On appelle progression géométrique ou par quotient, 
une suite de termes tels, que le rapport de chaque terme au 
précédent est une quantité constante : celte quantité constante 
est la raison de la progression. 

Quand la raison est plus grande que 1, la progression est 
croissante, c'est-à-dire que ses termes vont en augmentant. 
Quand la raison est plus petite que 1, la progression est dé
croissante, c'est-à-dire que ses termes vont en diminuant. Une 
progression décroissante n'est d'ailleurs qu'une progression 
croissante renversée. 

H 3 :6 :12 :24 :48 :96 :192 . . . 

est une progression croissante dont la raison est 2. 

:: 192 :96 :48 :24 :12 :6 :3 . . . 

est une progression décroissante dont la raison est — 

97. Dans toute progression par quotient, un terme de rang 
quelconque est égal au premier multiplié par la raison élevée à 
une puissance marquée par le nombre des termes qui précè
dent celui qu'on considèie. 

Soit la progression 

H a:b:c\d\e: ...\h:k:l. 

Désignons par q la raison de cette progression, ri supposons 
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qu'on se soit arrêté au nv""' terme. On aura, par définition: 

b = aq 
c — bq = aq'2 

d= cq = aq3 

e = dq= aq* 

La loi est évidente : l'exposant de la raison est inférieur d'une 
unité au rang du terme. I étant le riin" terme, on aura la for
mule générale 

/ = • aq"~'. 

On en déduit 
__ / 

Cl~ q"-'' 
Comme on peut commencer la progression où l'on veut, cette 
dernière relation prouve qu'jm terme de rang quelconque est 
égal au dernier divisé par la raison élevée à une puissance mar
quée par le nombre des termes qui suivent celui qu'on con
sidère. 

D'après ce qui précède, on peut écrire la progression donnée 
sous la forme suivante, 

r,n— 1 H a'.aq:aq2:aq3:aq*:... :aq"~3:aq"-2:aq" 
Nous avons démontré en Arithmétique (189, note) que les 
puissances successives d'une quantité plus grande que i pou
vaient croître au delà de toute limite donnée, et que les puis
sances successives d'une quantité plus petite que i pouvaient 
décroître et tomber au-dessous de toute limite donnée. 

Si la progression est croissante et si on la suppose prolongée 
indéfiniment, aq"-' finira donc par surpasser toute quantité 
donnée. Si la progression est décroissante et si on la suppose 
prolongée indéfiniment, aq""1 finira donc au contraire par tom
ber au-dessous de toute quantité donnée. 

98. Insérer n moyens par quotient entre deux nombres don
nés, c' est former une progression dont les deux termes extrêmes 
soient les nombres donnés, et qui contienne en tout n-\-2 
termes. 

Désignons par a et l les termes extrêmes de la progression, 
c'est-à-dire les nombres donnés, par q la raison inconnue de 
la progression. On aura (97) 

l=aq',+', 
d'où 

et 
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La raison est donc égale à une racine du quotient des nombres 
donnés, marquée par le nombre des moyens à insérer plus i . 

Connaissant la raison et le premier terme, on formera im
médiatement la progression demandée. 

99. Étant donnée une progression par quotient, si l'on insère 
un même nombre de moyens entre ses termes consécutifs, on 

formera une nouvelle progression par quotient qui aura pour 
raison une racine de la raison de la première progression, mar
quée par le nombre des moyens insérés entre chacun de ses 
termes et le suivant, plus i 

Soit la progression H a : b : c : d : e : . . . : h : k : /. Désignons 
par q sa raison ou le quotient d'un terme quelconque par 
le précédent, par n le nombre des moyens insérés entre a et b, 
b et c, c et d,.. ., k et /. Les raisons des différentes progres
sions formées auront pour expressions : 

»+'/7> "+l/c »+l/d "+'/! 

V«' Vr Vë'--- VF 
Elles seront donc toutes égales à "^\lq- De plus, la première 
progression finit où commence la seconde, la seconde finit où 
commence la troisième, etc. Toutes ces progressions for
ment donc une progression non interrompue ayant pour rai-
son \Jq. 

100. La somme des termes d'une progression par quotient 
est égale à la différence qui existe entre le produit du dernier 
terme par la raison et le premier terme, divisée par l'excès de 
la raison sur l'unité. 

Soit la progression H a : b : c : d : e :.. . : h : h• : l. 
En désignant par S la somme des n premiers termes j u s 

qu'à /, on aura 

S — a-+-b+ t' + d+e+.. . + A + k-k-l. 

Multiplions par la raison q les deux membres de cette égalité 
et remarquons que aq = b, bq — c, cq = d,.. ., kq = l. Il 
viendra alors 

Sq = b-\-c-hd-he-t- f-+-., . + k+ l + Iq. 

Si nous supposons la progression croissante, nous retran
cherons membre à membre la première égalité de la seconde, 
et nous aurons : 

S<7—S = lq — a ou S(<7 — i ) — f y — « , 

c'est-à-dire 
ë = iq — «, 

q — i ' 
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Si la progression était décroissante, on retrancherait la seconde 
égalité de la première, et l'on trouverait 

i — q 

Mais on peut employer indifféremment la première ou la se
conde formule, que la progression soit croissante ou décrois
sante, parce qu'on ne change pas un quotient en changeant 
à la fois le signe du dividende et celui du diviseur (29). 

Reprenons la formule S = — On peut y remplacer / 

par aqn~K II vient alors 
c aq" — a 

q — i 

Dans le cas de la progression décroissante, on aurait 

c a — aq" 
i — q 

Il serait facile de trouver directement cette formule, en re
marquant que la progression peut s'écrire 

H a'.aq : aq2 : aq3 : aq* : . . . aq"~2 : aq"-'. 

On a alors 

S = a -+- aq -+- aq2 -t- aq3 -+- aq' -+-. . . -+- aq"-2 + aq"-', 
d'où 

S=a(i-\-q + q2 + q3 + qt-]-. . . + qn~2 + qn-'). 

Mais la quantité renfermée entre parenthèses représente le 
quotient de i — q" par i — q (38). Par suite, 

„ i — q" a — aq" 
b = a. — := — • 

101. La somme des termes d'une progression décroissante 
indéfiniment prolongée, a pour limite le quotient du premier 
terme par l'excès de l'unité sur la raison. 

Reprenons la formule 
a — aq" 

i — q 

On peut l'écrire sous la forme 

a a 

a , 
est une quantité fixe ; q étant plus petit que i, q" devient 

de plus en plus petit à mesure que n augmente ; par consé-
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quent, le produit . q" devient lui-même de plus en plus 

petit. La somme des termes de la progression, à mesure qu'on 
en considère un plus grand nombre, s'approche donc cons-

tamment de la quantité fixe ; cette quantité représente 

donc la limite de la somme des termes de la progression, lors
qu'on suppose cette progression indéfiniment prolongée. 

On peut vérifier à posteriori cette valeur S = , en 
i — g 

effectuant la division de a par i — q. On retrouve pour quo
tient illimité la progression 

H a : aq : aq7 : aq3 '. aq* : . . . : aqn~'1 : aq"~'. . . 

102. On demande la somme des termes de la progression 
• 1 . n • 1 , I I I I I 

indéfiniment décroissante H i : - : -, '. 0 : —ç. \ ̂ —. • On aura 
I I I I 

^ I - â ' 4 " 8 - 7 6 ' 

I I 

I 1 

2 2 

I 

32" 

On demande la valeur d'une fraction décimale périodique 
simple o, 365 365 365 365 . . . . 

Cette fraction périodique peut s'écrire sous la forme 

365 365 365 ' 365 
IOOO lOOO2 1O0O3 IOOO* 

Elle représente donc la somme des termes d'une progres-
365 

sion décroissante indéfinimeniprolongée, qui aurait pour 

premier terme et pour raison. En appelant S la valeur 

cherchée, on aura 
365 365 
1000 1000 365 

S = 
J _ J99. 999 
IOOO IOOO 

résultat qui concorde avec celui trouvé en Arithmétique. 

103. On peut remarquer que, dans toute progression par 
quotient, on a àtenir compte des cinq quantités a, l, q, n, S, 
et qu'il n'existe que deux relations générales entre ces cinq 
quantités, savoir 
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104. On entend par série une suite indéfinie de termes qui 
se déduisent les uns des autres d'après une loi déterminée. La 
série est convergente lorsque la somme de ses termes, à me
sure qu'on en considère davantage, tend vers une limite fixe; 
elle est divergente dans le cas contraire. Une progression par 
quotient indéfiniment décroissante est une série convergente. 
Une progression par quotient indéfiniment croissante est au 
contraire divergente, car ses termes pouvant croître au delà de 
toute quantité donnée, il en est de même de leur somme. 

QUESTIONS PROPOSÉES. 

I. Vérifier l'égalité 

(a'+tf+c*) [an-\-bn + c'-) — (rm'+bb' + cc'f-
= [ab' — 6«')2-|-(flc'— ca1 Y -\- (bc' — cb' f. 

Il suffira d'effectuer les calculs indiqués dans le premier membre et de 
grouper les termes obtenus de manière à former le second membre. 

II. Effectuer le produit 

{(i + b-\-c)[a + b — c)[a-lrC — b)[b->rc — a). 

En rapprochant le premier et le quatrième facteur, le second et le troi
sième facteur, et en se reportant au théorème démontré (24, II), on 
arrivera rapidement au produit 

2«2è2 + 2 t f 2 c ' + - 2 i V — (à — V'— c'. 

III. Quelle valeur doit-on attribuer au coefficient indéterminé k pour que 
le polynôme 

a*H- kéb — 2«2£2 + iab3 - b* 

soit divisible par a- — ab + è.2? 
On poursuivra la division jusqu'au reste du premier degré en a, et, 

en écrivant que ce reste est nul indépendamment de toute valeur attribuée 
à a ou à b, on trouvera la valeur dqpandée, qui est k = i. 

IV. Chercher si le polynôme 

est divisible par le produit ( x — i) [x — 2). 
Déterminer le quotient [voir 37). 

V. Vérifier que l'expression 
x'f- (f—ai){ri1—x') (lr — f)(b* — x,>) 
1ÏFA «2(ft2 — a') ' l/{b'-~tf) 

est égale à l'unité. 

VI. Réduire la fraction —— =- à sa plus simple expression. 
ne —— j 1 je —\— J O 

On y arrivera immédiatement en cherchant quelles valeurs prennent 
les deux termes du rapport donné, lorsqu'on suppose x=i. On doit 

1 
trouver ——^ • 
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Vïl. Vérifier l'éailité 

-!>)• \rr ' If) ' {/i+by \fi ' h) 

VIII. L'expérience prouve que, lorsqu'une tige verticale fixée à l'une de 
ses extrémités, est sollicitée par un certain poids qui agi! dans le sens 
de l'extension de la tige, la résistance variable opposée par la tige est 
proportionnelle à sa section e t , en outre, au rapport de l'allongement 
qu'elle éprouve ù sa longueur primitive. Écrire l'expression algébrique 
de cette résistance F pour une section A, une longueur primitive L et un 
allongement variable x. 

IX. Sur un chemin de fer, la traction de la locomotive doit vaincre le 
frottement des roues sur les rails et la résistance de l'air. Le frottement, 
proportionnel au poids du convoi, est indépendant de la vitesse ; la résis
tance de l'air, indépendante du poids du convoi, est proportionnelle au 
carré de la vitesse. Trouver une formule qui donne In traction pour un 
poids et une vitesse quelconques, sachant que la valeur du frottement pour 
un poids-P est F, et que la résistance de l'air pour une vitesse V est R. 

X. Chercher à quelle condition doivent satisfaire les coefficients du 
polynôme 

4-£f — ip,x~-hiq.r' — ip{mA-\)r-\- [m-4- (V' 

pour que ce polynôme soit un carré parfait (voir 68). 
On doit trouver 

P 
q — — = m -+- i. 

4 
XL Chercher à quelles conditions doivent satisfaire les coefficients r/, 

h. c, d, r, du polynôme général 

ax' -f- bx'' -4- ex" -h (Ix -+- '' 

pour que ce polynôme soit un carré parfait. 
On doit trouver 

b ( 4 ne — If" , i \nr — If"' 
d = ——r-—: et c = êff (>4r/ 

D'après cela, quel] es valeurs doit-on donner à d et à c pour que le polynôme 

x''—4 x "' + 6 x- — flx-i-r 
soit un carré parfait? 

Vérifier les valeurs obtenues. 

XII. Partager 5a5 kilomètres en parties proportionnelles aux temps 
3" 25™, 4"i5" \ 2h4om. 

XIII. On suppose l'égalité 
a2 = If + c\ 

et l'on demande si a° est plus grand ou plus petit que ff + r\ 
Pour résoudre la question, on peut comparer (<73)2 avec l/f + cz)-, en 

remarquant que [ri6)2 = («2f-

XIV. Réduire l'expression --
x — y x' — I x-\-\'X 
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XV. Prouver qu'on a 

' = ( « + 6*)*. 

On élèvera les deux membres au carré. 
m m _L ± 

XVI. Diviser «* — t»> par a' — b'. 
Diviser a~m—b~m par rr' — b~'. 

Prouver que la règle démontrée (38) s'étend au cas des exposants frac
tionnaires et à celui des exposants négatifs. 

XVII. Effectuer le produit 

{sja+fî+/~c) ( v / « + v / * - V / ^ ) ( v / « - \^' + \rc) ( v / « - \/b-\rc). 
En rapprochant le premier et le quatrième facteur, le second et le 

troisième facteur, on trouve facilement le résultat demandé 

o1 - j - b- -+- c1 — lab — 2 (te — ibc. 

XVIII. Simplifier l'expression 

5 V98 — 7 /147 — V 162 — 27 \A*7 

et prouver qu'elle est égale à 26 s/i — \ /3. 

XIX. Prouver que, si dans une suite de nombres, chacun est la demi-
somme de ceux qui le comprennent, cette suite est une progression par 
différence ; et que si chacun est moyen proportionnel entre les nombres 
qui le comprennent, la suite donnée est une progression par quotient. 

XX. Trouver la limite de la somme des fractions 

I 2 3 A 5 6 7 
2 ^ 4 8 ^ 1 6 ^ 3 2 ^ 6 4 1 2 8 ^ ' 

dont les numérateurs forment une progression par différence, et les déno
minateurs une progression par quotient. 

La limite cherchée est 2, somme des termes de la progression indéfinie 

1 1 i 1 1 

2 4 8 1D 32 

Il faut décomposer la somme donnée en une série de progressions par
tielles, dont les sommes partielles constituent les termes de la progression 
indiquée. 

XXI. Deux courriers A et B suivent une même route. A est en arrière 
de i5oo mètres; mais il va deux fois plus vite que B. Prouver que pour 

15oo^ 15oo^ 
rencontrer B, A doit parcourir i5ooMH j ! - . . . , et cal-

2 4 
culer le chemin correspondant. 

XXII. La production du fer en France a été en 1826 de 1 i5685o quin
taux métriques, et, en 1847, de 3601901 quintaux métriques; calculer 
ce qu'elle devrait être en 1839 si l'accroissement annuel de la production 
était constant. 

a + (a2 — // a — ( «2 — b ) 
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LIVRE DEUXIÈME. 
LES ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ. 

CHAPITRE PREMIER. 
RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ A UNE INCONNUE. 

Définitions. 

105. Nous avons déjà dit (11), à un point de vue très-géné
ral, ce qu'on devait entendre par équation. Il faut préciser 
maintenant notre définition et considérer tous les cas qui peu
vent se présenter. 

Soit l'égalité 3x— 2 = x + 5, où x représente une quantité 
inconnue qui doit précisément être déterminée, de manière à 
remplir cette condition d'égalité entre 3x—2 d'une part et 
x + 5 de l'autre. Il est évident à priori que toutes les valeurs 
ne pourront pas être mises à la place de x, qu'il n'y en aura 
qu'un nombre limité d'admissibles : dans le cas examiné, ce 
nombre se réduira même à une seule valeur, comme nous le 
verrons bientôt. 

Si l'on passe à l'égalité x-—3x—1 = 7^—-3^2 + 5, on 
pourra répéter la même remarque, et elle s'étendra à toutes 
les égalités qui ne renfermeront qu'une inconnue : le nombre 
des valeurs admissibles pourra augmenter, il sera toujours 
limité. 

Soit la fonction 5x — 3 r = 7 , déjà indiquée (11), où x et y 
représentent deux inconnues liées par la relation donnée. 
Cette égalité pourra, au contraire, être vérifiée ou satisfaite 
par un nombre illimité de valeurs de x et de y; ces valeurs 
devront seulement se correspondre de manière que x soit 

3 y-i- 7 
toujours égale à -^-=—-• On pourra remplacer l'une des in
connues par une valeur prise au hasard, mais seulement l'une 
d'elles, et l'autre sera immédiatement déterminée par le choix 
fait pour la première. Les valeurs qui satisfont à l'égalité pro
posée ou qui la vérifient, seront donc en nombre quelconque, 
mais ne seront pas quelconques. 

Si l'on joint à l'égalité 5x — 3 r = 7 une autre égalité 
' 7 -
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7 . r + 4 ) ' = ' 8 , et si la question proposée exige que les incon
nues x et y vérifient ces deux égalités à la fois, il esî évident 
à priori que toutes les valeurs possibles, soit pour x, sois, 
pour y, ne pourront convenir. Comme on déduit des égalité^ 
données 

3 r + 7 f 18—4 v 
x — -^—p—^ et, x = — , 

5 7 
si l'on remplace y par une certaine valeur dans les deux éga
lités, il faudra, pour qu'elle soit admissible, qu'on ait aussi 
pour x une même valeur, c'est-à-dire il faudra qu'on r,t 

3 r + 7 _ ' 8 — 4 r 
" 5 " - " 7 ' 

ce qui prouve immédiatement que la valeur de y devant véri
fier cette nouvelle égalité, ne pourra plus être quelconque-
Elle sera même unique et, par suite, aussi celle de x. 

Si l'on a deux égalités x' — y~ = 7, xy = 12, le nombre des 
valeurs de x et de y qui vérifieront à la fois ces deux égalités, 
pourra augmenter ; mais il sera toujours limité. Ce que nous 
venons de dire par rapport à deux inconnues, pourra être ré 
pété pour trois, pour quatre ,. . . , pour un nombre quelconque 
d' inconnues. 

En résumé, une équation à une inconnue est une égalité qui 
ne se vérifie que pour certaines valeurs particulières de l'in
connue qui y entre. 

Si l'égalité renferme plusieurs inconnues, et si la question 
proposée ne conduit qu'à cette égalité entre les inconnues 
cherchées, on peut dire qu'elle représente encore une équa
tion, mais une équation indéterminée, susceptible d'être vé
rifiée par un nombre illimité de valeurs correspondantes des 
inconnues, mais non par des valeurs tout à fait arbitraires. 

Si li question à résoudre conduit à autant d'égalités dis
tinctes quelle renferme d'inconnues, ces égalités forment ce 
qu'on appelle un système d'équations; c'est-à-dire que les va
leurs des inconnues qui vérifient les égalités données se parta
gent en groupes distincts, lesquels conviennent à la fois à 
toutes les équations, et ces groupes distincts sont en nombre 
limité. 

Si la question à résoudre conduit à moins d'égalités qu'elle 
ne renferme d'inconnues, on a un système d'équations indé
terminées, sur lequel on fera une remarque analogue à celle 
déjà indiquée dans le cas d'une seule équation indéterminée. 

106. Deux systèmes d'équations sont équivalents, lorsqu'ils 
admettent les mêmes solutions pour les inconnues qui y en
trent. Lorsqu'il ne s'agit que de trouver les valeurs des incon-
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nues, on peul remplacer l'un par l'autre deux systèmes équi
valents. 

Les solutions cherchées, c'est-à-dire les valeurs qui, mises 
à la place des inconnues, vérifient ou satisfont les équations 
proposées, s'appellent leurs racines. 

107. Lorsque les deux membres d'une égalité sont identi
ques, elle prend le nom d'identité. 

On appelle encore identité une équation qui peut être satis
faite par un nombre quelconque de valeurs de l ' inconnue. Ce 
n'est plus alors une équation : c'est la représentation symbo
lique d'une règle générale de calcul algébrique. Ainsi 

•a—1r)
2 = « ' — z a x - \ - x ' - , o..r = o. 

Résoudre une équation ou un système d'équations, c'est 
chercher les racines correspondantes. Pour que les racines 
soient exactes, elles doivent transformer l'équation ou les 
équations proposées en égalités proprement dites ; puis, tous 
les calculs étant effectués, en identités. 

108. On entend par degré d 'une équation, la plus grande 
somme des exposants des inconnues dans un môme terme. 

L'équation 5x — 7 = 24 + 2 x e s t une équation du premier 
degré à une inconnue. 

L'équation I 5 J - — 6 , r = 9 est une équation du premier degré 
à deux inconnues. 

Les équations 8x-—3a; = 2 et 3x-y—)••' = 2.xy^-5x son t : 
la première une équation du second degré à une inconnue, 
la seconde une équation du troisième degré à deux inconnues. 

On a classé les équations d'après leur degré, c'est-à-dire 
d'après la difficulté même de leur résolution. 

Principes généraux applicables à la transformation des équations. 

109. 1. On ne change ni la valeur ni le nombre des racines 
aune équation, en augmentant ou en diminuant ses deux 
membres d'une même quantité. 

Soit l 'équation A = B. m étant une quantité quelconque, je 
dis que les deux équations 

A = B, 
\ -i- ni = B -+- m, 

sont équivalentes. 
Les racines de la première équation, mises à la place des in

connues qu'elle renferme, donnent A = B. Si à ces deux quan
tités égales, j 'ajoute algébriquement ( l i ) une même quan
tité m, j 'obtiendrai deux sommes égales. Les mêmes valeurs 
des inconnues donnent drmr aussi A -+- m = B -+- m. 
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Réciproquement, les racines de l'équation A + m = B + m 
rendent ses deux membres égaux, lorsqu'on les substitue à la 
place des inconnues qu'elle renferme. Si des deux quantités 
égales obtenues je retranche algébriquement (15) une même 
quantité m, j'obtiendrai deux restes égaux. Les valeurs des 
inconnues qui donnent A + m = B -f- m donnent donc aussi à 
leur tour A = B, et les deux équations considérées sont bien 
équivalentes (106). 

Il suit du principe démontré, qu'on peut transporter un 
terme d'une équation, d'un membre dans l'autre, pourvu qu'on 
change son signe. 

Soit l'équation 
3x— 8 = ^ + 9. 

On peut ajouter —x aux deux membres de cette équation. On 
aura 

3x— x— 8 = g. 
Le terme x du second membre passe ainsi dans le premier, 
mais avec un signe contraire. 

110. II. On ne change ni la valeur ni le nombre des racines 
d'une équation, en multipliant ou en divisant ses deux mem
bres par une même quantité. 

Soit l'équation A = B . m étant une quantité quelconque dif
férente de zéro, je dis que les deux équations 

A = B, 
A m = B m, 

sont équivalentes. 
Les racines de la première équation, mises à la place des in

connues qu'elle renferme, rendent le facteur A égal au fac
teur B. Si je multiplie ces deux facteurs égaux par un même 
facteur m, j'obtiendrai deux produits égaux. Les mêmes valeurs 
des inconnues rendent donc aussi le produit km égal au pro
duit Bm. 

Réciproquement, les racines de l'équation km = Bm ren
dent ses deux membres égaux, lorsqu'on les substitue à la 
place des inconnues qu'elle renferme. Si je divise les produits 
égaux obtenus par une même quantité m différente de zéro, 
j'obtiendrai des quotients égaux. Les valeurs des inconnues 
qui rendent A m égal à B m, rendent donc aussi A égal à B, et 
les deux équations considérées sont bien équivalentes. 

On doit faire la restriction indiquée, c'est-à-dire supposer le 
multiplicateur m différent de zéro, car la multiplication des 
deux membres d'une équation par zéro la transforme en une 
identité satisfaite par toutes les valeurs possibles mises à la 
place des inconnues (107). 
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Il eu résulte que le multiplicateur employé ne doit pas en 
général renfermer les inconnues. Prenons un exemple trè»-
simple. Soit l 'équation. 

2.X-+-3 = # - + - 9 . 

Multiplions ses deux membres par le facteur x — i qui devient 
nul pour x= 1 ; nous aurons 

(•2x-\-3)(x—'i ) = ( a ; + 9) [x — i ) . 

La première équation est évidemment satisfaite par x = 6; 
la seconde l'est à la fois par x = 6 et par x = i . On ne peut 
donc plus dire que ces deux équations sont équivalentes. 

En général, lorsqu'on multiplie les deux membres d'une 
équation par un facteur contenant les inconnues, on augmente 
le nombre des racines de l 'équation, et les solutions étrangères 
introduites sont précisément celles qui annulent ce facteur. 
Je suppose ici que l'équation considérée ne renferme pas les 
inconnues en dénominateur. 

Puisqu'on peut multiplier les deux membres d'une équation 
par une quantité quelconque, on peut aussi les diviser par une 
quantité quelconque. En effet, la division par un nombre p 

revient à la multiplication par — 
P 

Il ne faut pas en général que le diviseur employé renferme 
les inconnues. Reprenons l 'exemple ci-dessus, et soit l 'é
quation 

[ix-\-Z) (x — i) = (.r-f-g) [x—1). 

Cette équation admet les racines x = 6 et x = i ; si l'on divise 
ses deux membres par le facteurs;— i , l 'équation obtenue 

i x •+• 3 = x-i-C) 

n'admet plus que la racine x — 6. 
En divisant les deux membres d'une équation par un facteur 

contenant les inconnues, on diminue donc le nombre des ra
cines de l'équation, et les solutions supprimées sont précisé
ment celles qui annulent ce facteur. Si l'on a intérêt à le faire 
disparaître, il faut donc mettre avec soin de côté les racines 
qui lui correspondent, afin d'en tenir compte une fois la ques 
tion proposée entièrement résolue. 

111. Le principe démontré permet défaire disparaître tous 
les dénominateurs d'une équation. 

On cherchera le plus petit multiple commun de tous ces dé
nominateurs, on multipliera les deux membres, de l'équation 
par le nombre obtenu, et tous ses termes deviendront évidem
ment entiers. 
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Je suppose ici que les inconnues n'entrent dans aucun dé
nominateur, j 'examinerai plus loin ce cas particulier. 

Soit l 'équation 

Le plus petit multiple commun des dénominateurs 36, 14 et 1? 
est ?52. Je multiplie tous les termes de l'équation par 252, 

OC 

en remarquant que pour multiplier, par exemple, -r^ par 

25a = 36 X 7, il suffit de supprimer le dénominateur 36 et de 
multiplier le numérateur x par 7, quotient de 252 par 36. L'en
tier — 5 devra être multiplié par 25a. On supprimera le déno-

3 
minateur i i du terme —j, et l'on multipliera son numérateur 

'4 
3 par 18, quotient de 252 par i/f- Jl faudra de même mult i
p l i e r— 7 x par 21, quotient de 2.52 par 12, et supprimer le 
dénominateur 12. L'équation, débarrassée de ses dénomina
teurs, deviendra 

7 X I26o = 54 l 4 ; x-

La règle suivie peut être résumée ainsi : Réduire tous les 
termes de l'équation au plus petit dénominateur commun, en 
donnant le dénominateur 1 aux termes entiers, et supprimer 
ensuite ce plus petit dénominateur commun. 

Le principe démontré permet aussi de simplifier une équa
tion, en supprimant les facteurs communs que ses deux mem
bres peuvent présenter. 

Si l'on a l 'équation 

81 a3 bx -t- 27 ab b- = 54 a! b3 — 63 a'x, 

on pourra diviser ses deux membres par le facteur ga1 commun 
à tous ses termes, et elle deviendra 

g abx -+- 3 a? b2 = 6 b3 — yx. 

112. 111. Lorsqu'on élève à une même puissance les deux 
membres d'une équation, on augmente en général le nombre 
des racines de l'équation. 

Soit l 'équation 
A = B. 

En élevant les deux membres à la puissance m, on obtient 
l'équation 

A" = B". 

On petit écrire les deux équations considérées sous la forme 

A — B = o, 

A'" — B-".— ». 
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Nous savons que la quantité A™ — B"' est toujours divisible par 
la quantité A — B (38). Désignons par Q le quotient de cette 
division. L'équation A"1—B'" = o pourra s'écrire 

(A — B Q = o. 

Pour qu 'un produit soit nul, il suffit que l'un de ses facteurs 
soit nul. On satisfera donc à l 'équation en posant séparément 

A — B = o, 
Q = o, 

et l'on voit alors qu'elle admet non-seulement les racines de 
l'équation A — B = o, mais encore celles de l'équation Q = o . 

Si l'on élève, par exemple, l 'équation A = B au carré, il 
vient 

A2 = B=, 
d'où 

A 2 —B 2 = o. 

Le premier membre étant la différence de deux carrés, je le 
transforme en un produit de deux facteurs (24, 11), et j 'obt iens 

( A + B ; (A — B) = o. 

Le facteur A — B égalé à zéro reproduit l'équation primitive 
A = B , le facteur A -+- B égalé à zéro fournit les racines ajou
tées qui correspondent à l 'équation A = — B. 

Résolution des équations du premier degré à une seule inconnue. 

113. Les principes énoncés jusqu'à présent suffisent pour 
résoudre une équation quelconque du premier degré a une 
inconnue. 

Soit l'équation 

• "8 n + " 2 = 7 4 + 7 -

On commencera par chasser les dénominateurs, ce qui se fera 
en réduisant tous les termes au plus petit dénominateur com
mun 56, et en multipliant les deux membres de l'équation 
par 56. 11 viendra. 

:>. i x — i Ï 2 4 - 28 x = 20 x -+- 24. 

On réunira alors tous les termes qui contiennent l 'inconnue 
dans le premier membre, et tous ceux qui ne contiennent pas 
l ' inconnue dans le second membre, en les affectant des signes 
convenables. On aura ainsi 

-> 1 x -+- -Î8X — 2 0 x = 111. -+- 24. 
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En effectuant les opérations indiquées, on trouvera 

29.27 = i36. 

En divisant les deux membres de cette dernière équation par 
29, la racine cherchée sera 

i36 . 20 
x = -— = 4 H 

2 9 29 
En effet, toutes les équations considérées successivement sont 

, , . . , , , 2 0 
équivalentes a la première, et la dernière x — \-\ ne peut 

être satisfaite que si l'on remplace x par la valeur écrite dans 
le second membre . 

La règle à suivre peut donc être formulée ainsi : Pour ré
soudre une équation du premier degré à une seule inconnue, 
on fait disparaître les dénominateurs de l'équation; on trans
pose dans un membre tous les termes qui renferment l'incon
nue et dans l'autre tous ceux qui ne renferment pas l'incon
nue. On effectue les opérations indiquées dans les deux mem
bres, et l'on divise celui qui ne contient pas Vinconnue par le 
coefficient de cette inconnue. 

Pour être sûr que la racine obtenue est exacte, il faut vérifier 
celte racine, c'est-à-dire la substituer à la place de l ' inconnue 
dans l'équation donnée : on doit alors, tout calcul fait, arriver 
à une identité. 

On aura 
3 . i 3 6 i36 5 . i 3 6 3 
-0 2 H = —, h -
h.29 2.29 14.29 7 

ou 
5i 68 427 
29 29 7.29 

On en déduit 
tu = ^27 e t _4a_7_ = 427 
29 7•29 29.7 7.29 ' 

114. Lorsque l 'équation proposée ne renferme qu'une in
connue élevée à la même puissance dans les termes qui la 
contiennent, on peut la résoudre en suivant une marche iden
tique à celle que nous venons d'indiquer. Soit l 'équation 

gx3 — 20 = 44 "+" x%-
On en déduira 

qx* — x3 = 20 -+- 44, 
d'où 

8a;3 = 64 et x3 = 8. 

Extrayant alors la racine cubique des deux membres, on trou
vera 
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115. Proposons-nous, comme exercice, de résoudre l 'é
quation 

2.27-1-76 x-t-a 
2a + 6 2 « — 6 

Nous multiplierons les deux membres par le produit des déno
minateurs 

(2a 4 - 6) (2« — b) = 4 « 2 — b2, 

et nous aurons 

( 2 x 4- 7 b) [ia — b) — ^a--+- b2= [x 4-rt) (2a 4 - 6), 

d'où 

4«a: -J- i4«6 — zbx— 1b7-— 4<r'f2 + b'= 2(ix -+- 2 «2 4 - 6.r 4- ab. 

En simplifiant, il vient 

lax — 3 bx = 6 ci1 — 13 ab 4- 6 6% 

c'est-à-dire, en mettant .r en facteur commun dans le premier 
membre, 

( 2 a — 3 b ) x = 6 a' — 13 «6 -4- 6 b2 

et 
_ 6 a ' . — i3«64-662 

ia — 3 6 

Comme 6 « ' est divisible par 2a et 662 par — 3 6, on est con
duit à essayer la division qui réussit et donne pour quotient 
3 A — 26 . On a donc enfin 

x = 3a — 26. 

Vérifions cette valeur en la substituant à la place de x dans 
l'équation donnée. Nous trouverons 

6a — 4 b 4- 7 6 3« — 2 6 4 - a 
ia-\-b ~ 2 a — 6 

ou 
6« + 3 6 4 r t — 2 ^ 
2 a 4 - 6 2rt — 6 

c'est-à-dire 
3 (2a 4- b) 2 (2« — b) 

2 « -h 6 2 « — b 

égalité évidente. 

116. Soit encore l 'équation 

x' — 4 = 3# 4- 6. 

On aperçoit immédiatement le facteur x' + J commun aux deux 
membres de cette équation, car on peut l'écrire sous la forme 

; .1- 4- 2 ; : x — 2 'ï = 3 ! X 4- 21. 
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Si l'on supprime ce facteur commun, il reste 

x — a = 3, 
d'où 

x = 5. 

Mais comme le facteur supprimé renferme l ' inconnue, on doit 
en outre tenir compte des racines qu'on obtient en l'égalant à 
zéro. L'équation proposée a donc pour racines 

x = 5 et x = — 2. (voir 110). 

117. Soit encore l 'équation 

y'7 + j = 3 — \/x. 

Élevons les deux membres de cette équation au carré, atin de 
faire en partie disparaître les radicaux qu'elle renferme. 11 
viendra 

7 -\- x — q — 6 \jx -t- x, 
d'où 

6 \lx = 2 et 3 ^ = 1 . 

En élevant encore une fois au carré, nous aurons 

i 
Q I = I et .r = — 

9 

La valeur x = - est la seule qui puisse vérifier l'équation 
9 

donnée, mais il n'est pas sûr qu'elle la vérifie, parce qu'on a 

introduit des solutions étrangères en élevant deux fois de suite 

au carré (112). 11 faut donc de toute nécessité contrôler la va

leur x = —\ en la substituant dans l'équation proposée, on 

trouve 

\/->+L9 = 3-\/ï 9 
d'où 

v/64 0 i 8 . i 
_ = a _ _ o u 3 = 3 - - , 

égalité évidente. 

Problèmes conduisant à une équation dn premier degré à une 
inconnue. 

118. Chercher /a formule générale des intérêts simples.— 
Désignons par 1 l'intérêt rapporté par le capital (! placé pendant 
m mois, au taux de / pour ioo, Nous savons ( irith., 262 que 
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l'intérêt est proportionnel au capital et au temps : il sera donc 
proportionnel à leur produit (08). On pourra donc poser 

I = k . C m. 

K sera l'intérêt rapporté par 1 franc placé pendant 1 mois 

(08, note), c'est-à-dire — v ' io< 

rets simples sera par suite 

08, note), c'est-à-dire La formule générale des in-
' 100 X 12 

C tm 

Cette formule renferme quatre quantités 1, C, /, m. Elle per
mettra de déterminer l 'une quelconque de ces quatre quanti
tés, les trois autres étant données. On en déduira facilement 

1200I 
tm ' '" a 

Si l'on prenait pour unité de lemps l 'année, et si l'on désignait 
par A un nombre quelconque d'années, la formule serait 

_ CtA 
100 

Si l'on prenait le jour pour.unité de lemps, et si l'on désignait 
par j un nombre quelconque de jours, cette formule d e 
viendrait 

Ctj 
I : 

36ooo 

119. C'hercher la formule générale de la valeur actuelle d'un 
billet et celle de. l'escompte en, dedans [Arith., 2G8;. 

Soit à escompter un biljet C, payable dans un nombre de 
mois représenté par ni, le taux étant toujours / pour 100. 

Représentons par x la valeur actuelle du billet, c'est-à-dire 
ce que doit payer le banquier au possesseur du billet. Nous 
savons que la valeur actuelle augmentée de ses intérêts doit 
reproduire le montant du billet. En appliquant la formule pré 
cédente, on aura donc 

xtm 
x H = C, 

13,00 
d'où 

1200C 
x [1200 + tm ) = 1200 C et 

1200 - t - tm 

On peut diviser la valeur de x haut et bas par 12 : elle prendra 
la forme 

100 C 

tm 
100 -i 

1 •:> 
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—• représente l'intérêt rapporté par 100 francs placés dans les 
mêmes conditions que la valeur actuelle du billet. Désignons 
cet intérêt par t', et il viendra 

100C 
oc — • — • 

100 -I- t' 

La différence entre le montant du billet et sa valeur actuelle 
représentant l 'escompte en dedans, on aura pour cet escompte 
E la formule générale 

_ _, _, 100C iooC-+-C<' — 100C 
E = L — x = L -. = ; -, 

IOO 4- t ioo -+- t 
c'est-à-dire 

Ct' E = 
I O O •+• t' 

Comme application de ces formules, supposons qu'on doive 
aujourd'hui une somme A, et qu'on veuille s'acquitter au 
moyen de trois billets égaux payables : le premier dans m 
mois, le second dans n mois, le troisième dans p mois. Soit X 
le montant inconnu de chacun de ces billets : on aura pour la 
valeur actuelle du premier 

IOO X • 

IOO -h t ' \ 

tïYl 

en désignant par t' la quantité—•• En désignant de même par 

t" et t'" les quantités — et —•> les valeurs actuelles des deux 
12 12 

autres billets seront représentées par 
I O O X i o o X 

et 

ioo -+-1" i o o - M ' " 

La somme des valeurs actuelles des trois billets doit reproduire 
la dette actuelle A. L'équation du problème sera donc 

i o o X iooX iooX 

d'où 
ioo-)-< i o o - i - r i o o + f 

I0O + / ' I OO + t" I 00 -I- t'" 

On peut remarquer que les fractions dont la somme forme le 
dénominateur de l 'expression de X, représentent les valeurs 
actuelles des billets de i franc placés dans les conditions des 
billets qu'on veut souscrire. La règle générale à suivre pour 
tous les problèmes analogues est donc facile à formuler. 
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120. Une montre marque midi, c'est-à-dire que ses deux 
aiguilles sont l'une sur l'autre. On demande à quelle heure la 
nouvelle superposition des aiguilles aura lieu. 

Représentons par x le chemin parcouru par la grande a i 
guille, depuis midi jusqu'à la rencontre cherchée, ce chemin 
étant exprimé en divisions du cercle gradué de la montre. La 
petite aiguille parcourant 5 divisions en une heure , tandis que 
a grande aiguille en parcourt 60, la petite aiguille va 12 fois 

moins vite que la grande. Pendant que la grande aiguille dé 
crira l'arc x, la petite aiguille parcourra donc un arc égal à — 

Il est évident d'ailleurs que la grande aiguille dépassant d'abord 
la petite aiguille pour venir la recouvrir de nouveau, décrit 60 
divisions de plus. On aura, par conséquent, l 'équation 

•X = DO OU = D O 
12 12 

On en déduit 
60 X 12 „ 60 5 

x = • = 00 -) = bo H 
11 11 i i 

Les divisions de la montre représentant des minutes, cette va-
5 

leur de x indique que la rencontre aura lieu à i h 5m — ou à 

3 
,h 5m 2 „ 5 , 

' I I 

Le même intervalle de temps séparera les rencontres suc
cessives. 

En 12 heures, de midi à minuit , il n'y aura évidemment que 
11 rencontres, en ne comptant pas celle de midi et en comp
tant celle de minuit : en effet, il n'y a pas de rencontre entre 
midi et i heure . 

121. La distance entre Paris et Rouen est égale à 137 kilom. 
Le quintal métrique de charbon coûte 4fr,20 à Paris et ^fr,-j5 à 
Rouen. Les frais de transport par le chemin de fer étant évalués 
à ofr,og par tonne transportée et par kilomètre parcouru, on 
demande de déterminer le point du chemin pour lequel il est 
indifférent de s'approvisionner à Rouen ou à Paris. 

Appelons x la distance du point cherché à Paris, sa dis
tance à Rouen sera en kilomètres exprimée par 137 — x . 

Une tonne de charbon, achetée à Paris, sera payée en ce 
point 

4?-,5o -+- 0 , 0 9 . x. 

Au même point, une tonne de charbon, achetée à Rouen, 
sera payée 

47,5o -f- o,oc) (137 — x). 
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x devra donc vérifier l'équation 

42 . 5o -4- o ,09 . x = : 47 > 5o - j - o, 09 !13 7 -

On en déduit 

d'où 
, iQ.x = 5 -+- 0 ,0g. 137 : 

33 

7> 33. 

X : ; » " 
O, l8 

: 9 6 M I , 2 7 7 . . . . 

On devra donc s'approvisionner à Paris si l'on en est à moins 
de 96™,277. . . , et, à Rouen, dans le cas contraire. 

122. Soit un nombre x inconnu, correspondant à une gran
deur quelconque, à partager de la manière suivante : pour for
mer la première part, on prélève sur x une quantité a, et on 
ajoute à cette quantité la ri'"" partie du reste x — a. Pour for
mer la deuxième part, on prélève 2 a plus la n'""e partie de ce 
qui reste quand on a diminué x de la première part et de la 
quantité 2 a ; pour former la troisième part, on prélève 3ap/us 
la ri'""' partie de ce qui reste ; et ainsi de suite. Le partage se 
termine exactement, et toutes les parts se trouvent égales. 
On demande de déterminer x d'après cette condition, les 
quantités a et n étant données. On demande aussi le nombre 
des parts et leur valeur commune. 

x — n La première part est a -\ ; — • 

Elle doit être égale à l 'une quelconque des autres paris, la 
[p-i- i)'ème par exemple. Formons l'expression de cette part. 
Elle sera représentée par (p-\-i)a, plus la n''"" partie de x 
diminué des p premières parts ou de p fois la première, et 
encore de [p-\-\)a, c'est-à-dire que l'expression cherchée 
sera 

x — a" 
x — p 

i )« + 
kP 

L'équation du problème sera donc 

i)a-
[p-i-na 

Si le problème est possible, la quantité indéterminée p, qui 
caractérise le rang de la part égalée à la première, devra dispa
raître ; en effet, la première part devant être égale à l 'une quel
conque des autres parts, l 'expression de l'égalité de ses parts 
ne peut pas dépendre de leur rang. 

En multipliant par ri- les deux membres de l'équation, on 
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aura 

an' + nx— t:n=pan?-\-an'-ï-ux—piin—px -hp/i—pan — an. 

Si l'on simplifie, il viendra 

o=zp[f(ti'-—ian-\~«— x], 

d'où, en divisant les deux membres par p qui ne peut pas être 
nul, 

x = an' — 2 an -+- a = a [ n1 — 2 n -4- 1 ] = a ( n — 1 )=. 

La première part et toutes les autres seront donc égales à 

an2 — 2 ««,+ a — a 
a H = a-\-an — 2 « = a[n — 1 ). 

n v 

Le nombre des parts sera par suite égal à 
a i n •— 1 ) -

123. Quel que soit le problème proposé, il s'agit toujours 
de déterminer les inconnues de manière à rendre certaines 
quantités égales entre elles : on doit donc examiner attentive
ment l'énoncé, afin de former l'expression de chacune de ces 
quantités en fonction des inconnues et des données; et en 
écrivant les égalités correspondantes, on obtiendra les équa
tions du problème. 

CHAPITRE IL 
DISCUSSION DE LA FORMULE GÉNÉRALE DE RÉSOLUTION 

DE L'ÉQUATION DU PREMIER DEGRÉ A UNE INCONNUE. 

124. Quelle que soit l'équation donnée, on pourra toujours, 
dans chaque membre, réunir respectivement en un seul terme 
tous les termes qui contiennent l'inconnue et tous ceux qui 
ne la contiennent pas. De sorte que la forme la plus générale 
de l'équation du premier degré à une inconnue sera 

A^ + B ^ A ' ^ + B'. 

A, B, À', B' sont des quantités littérales ou numériques, mo
nômes ou polynômes, positives ou négatives. En faisant passer 
le terme h'x dans le premier membre et le terme B dans le 
second, on aura 

A « - A ' « = B ' - B , 
I. 18 
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d'où 
(A — A ' ) . r = B — B 

et 
B — B 

Cette dernière équation, équivalente à l'équation proposée, ne 
, B' —B 

peut être satisfaite que pour la valeur x = -r -r-, ; telle est 

donc l'expression générale de la racine cherchée. Cette ex
pression prouve que la racine existe toujours et qu'elle est 
unique. 

On peut, à l'aide de la formule trouvée, résoudre une équa
tion quelconque du premier degré à une inconnue. 

Soit l'équation 

7 4 ~ y ~r" 
On a, dans ce cas, 

A = - , B = — %, A' = i , B ' = i ; 

d'où 

1 

•y 

7 

._ 
4 

3 

^4 
i 

9 

A' ' — _ 
9 

44' 
44 

Mais la résolution directe de l'équation du premier degré à une 
inconnue est si simple, qu'on n'opère jamais par substitution. 

125. Si la formule conduit pour x à une valeur positive 
ou négative, cette valeur satisfera nécessairement à l'équa
tion, comme on peut s'en convaincre en remarquant que l'ex
pression générale -r -p» mise à la place de x dans l'équation 

générale A x -+- B = h!x -+- B', conduit à une identité. 
Mais les valeurs mises à la place des lettres A, B, A', B', 

peuvent conduire pour x à des valeurs singulières qu'il s'agit 
d'interpréter. Ces valeurs particulières se présenteront lors-

. J J „ • , • • B ' — B qu un des termes de 1 expression fractionnaire -r r-, ou tous 

les deux deviendront nuls. 
i°. Si l'on a B'—B = o, sans que A — A' soit nulle, on trouve 

x = o. L'équation se réduit dans ce cas à Ax = h!x, puisque 
B = B' ; et elle ne peut être satisfaite que par la valeur x = o, 
puisque A est différent de A'. Ce cas rentre clans les solutions 
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ordinaires, o est une racine tout aussi admissible que i , - , 

— 3, etc. 
2". Si l'on a A—A' = o, sans que B' — B soit nulle, la valeur 

de x se présente sous la forme 

m 
o 

en posant B '—B = m, quantité positive ou négative différente 
m 

de o. Ce symbole — n'a aucune signification, si l'on se borne 
o 

à la définition générale du rapport. Pour pouvoir l ' interpréter, 
remontons à l 'équation proposée. Puisque A = A', elle devient 
dans le cas examiné 

Quelle que soit la valeur attribuée à x,\e premier terme du pre
mier membre sera égal au premier terme du second membre ; 
mais les seconds termes des deux membres étant différents, on 

ne pourra jamais arriver à l'égalité. Le symbole — indique donc 

l'impossibilité absolue de satisfaire à l'équation. 
m 

Cherchons à interpréter directement le résultat — • A la place 

de o, mettons le dénominateur A — A'. Supposons d'abord 
que la différence A — A' ne soit pas nulle et qu'elle passe par 
des valeurs de plus en plus petites 0 , 1 , 0 , 0 1 , 0 , 0 0 1 , . . . , 
0,000001, etc. x prendra successivement les valeurs de plus 
en plus grandes 

m m m m 
0 , 1 0 , 0 1 0 , 0 0 1 0 , 0 0 0 0 0 1 

ou 
i o n ; , 100 m, 1000 m,..., 1000000 m , . . . . 

A mesure que A — A' se rapproche de o, la valeur de x croît 
donc continuellement de manière à pouvoir surpasser toute 
quantité donnée. C'est pour cela qu'on donne à la valeur limite 

— le nom de valeur infinie ou non susceptible d'expression 

numérique, parce qu'elle est plus grande que toute quantité 

donnée. On indique l'infini soit par l 'expression —5 soit par 

le signe x . 
En revenant à l'équation \ x + B = \ x -+-B', on voit que 

l'Algèbre ne peut répondre que par un pareil symbole. Si x est 
infini, les deux membres deviennent infinis, et leur différence 

18. 
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relative disparaît. Si l'on a #-+-3 = #-+-1, et si Foi.' 
x 

fait # = 1, la différence des deux membres est 2, et cette dif
férence est considérable, eu égard aux valeurs 4 et 2 des deux 
membres . Mais si l'on fait x = 1 000 000, la différence des deux 
membres, toujours égale à 2, est insignifiante eu égard à leurs 
valeurs 1 000 oo3 et 1000 001. 

3°. Si l'on a à la fois B'—B = o et A — A ' = o , la valeur de a-
se présente sous la forme 

o 
o 

Ce symbole n'a aucune signification, si l'on se borne à la défi
nition générale du rapport. Pour pouvoir l ' interpréter, remon
tons à l 'équation proposée. Puisque l'on a À = A ' e t B = B', 
elle devient dans le cas examiné 

kx •+- B = À.T-+-B. 

Quelle que soit la valeur attribuée à x, le premier membre 
sera toujours égal au second; l 'équation se transforme en iden
tité, et la valeur de x est complètement arbitraire. Le sym
bole - indique donc l'indétermination. 

o l 

On aurait pu interpréter directement ce symbole, en remar
quant que le diviseur multiplié par le quotient devant tou
jours reproduire le dividende, le quotient peut être quelconque 
lorsque le dividende et le diviseur sont nuls. 

126. Il faut bien comprendre que, si l 'expression de l'in

connue est fractionnaire, elle peut se présenter sous la forme -

sans qu'il y ait réellement indétermination. 11 suffit qu'on ait 
oublié un facteur commun aux deux termes de la fraction, et 
que les hypothèses particulières qu'on a faites le rendent nul, 

pour que la valeur - apparaisse. Si la véritable valeur ainsi 

masquée n'est pas —, on dit que l 'indétermination n'est qu'ap

parente. 
Soit, par exemple, l'expression 

Si l'on suppose « = b, elle prend la forme 

o 

o 
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Mais on peut écrire le produit [a + b) [a — b) à la place de 
« !—b-. On voit alors que le facteur a—b est commun aux 
deux termes de la fraction, et qu'il devient nul pour « = b. Si 
l'on a le soin de le supprimer avant toute substitution, l'ex
pression devient 

_Tr_(«+fc) ( « - & ) _ 
a— b 

et sa véritable valeur pour a =. b est 

X = 2 (7 . 

De même, l'expression ^ 4 devient - wour .r = i. 
x--\- ix -\- \ o 

Il en résulte que les deux termes de la fraction sont divisibles 
parle binôme x — i (36), qui prend la valeur o pour x = i. 
Si l'on simplifie d'abord la fraction en la divisant haut et bas 
para:— i, elle prend la forme :—T—^-I et la valeur x — i 

conduit au résultat —-=• 
5 

127. Il est bon de noter que l'indétermination peut affecter 

d'autres symboles que le symbole - • 

La fraction ^ équivaut à A x ^ - Si l'on suppose A = o 
D Ji 

et B = o, l'expression - équivaut donc à l'expression o X -

ou o X » • 
i 

De même la fraction ^ peut encore s'écrire sous la forme —, 

A 
et si l'on suppose A = o et B = o, on voit que les expres-

sions - et — sont encore équivalentes, 
o ce 

\ g i i 
Enfin la différence peut se mettre sous la forme — — -^ 

et si l'on suppose encore A = o et B = o, on en conclut l'équi
valence des expressions - et x — co . 

1 o 

128. Les symboles o X » , — •> ce — co, peuvent aussi cor
respondre à une indétermination apparente qu'on ne pourra 
plus faire disparaître de la même manière. 
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Soit, par exemple, l'expression 

x* — 3 x3 -+- 2. x — 1 
3x* — x2 -{- 7 

Si l'on suppose que x croisse indéfiniment, les deux termes 
de la fraction croissent indéfiniment, et, à la limite, l'expres
sion donnée prend la forme — Pour s'assurer de la réalité de 

L ce 
l'indétermination, on divise les deux termes par x*. Il vient 

_!_u 2 ' 

3-i + î 
Si x augmente alors indéfiniment, tous les termes du numé
rateur et du dénominateur tendent vers zéro, excepté 1 et 3. 

La véritable limite de la fraction est donc — 

Si l'on avait l'expression 

\/x3 -+- 7 x — 5 — x-, 

et si l'on faisait croître x indéfiniment, on aurait pour limite 
l'expression 00 — co . L'indétermination n'est-elle qu'appa
rente? pour en juger on multipliera haut et bas l'expression 
donnée par la somme \!x3 -+- 7 x — 5 + x7, et elle deviendra 
évidemment 

OC ï' iX J iX-

\/.r3 -+- 7 x — 5 -+- x' 

En divisant alors ses deux termes par x'-, on trouvera 

X X' 

y x' x' 

b 
x' 

5 1 -— + — x- x2 

en se rappelant que, pour introduire un facteur sous un radi
cal, il faut l'élever à une puissance marquée par l'indice du 
radical. Si l'on suppose maintenant que x augmente indéfini
ment, tous les termes du numérateur et du dénominateur ten
dront vers zéro, sauf le terme —t ; de sorte que la véritable 

limite de l'expression sera ou —ce . 

129. Nous a\011s réservé (110) le cas où l'inconnue entrait 
en dénominateur. Nous pouvons maintenant le considérer. 
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Soit l'équation 
2 

x — i = x + 3. 
X 2 

Si l'on suit la règle donnée (111) pour faire disparaître les déno
minateurs d'une équation, on arrive à l'équation 

X- 3x -+- 2 1 = X2 2 X + 3 . T 6 OU — 4-2" = — G. 

On peut changer les signes des deux membres de cette équa
tion, ce qui revient à les multiplier par une même quantité — i, 
On a alors 

Ax = 6, d'où x=--
2 

Mais on a multiplié parla quantité x—2, qui contient l'in
connue, les deux membres de l'équation proposée : on peut 
donc craindre d'avoir introduit des solutions étrangères (110). 

Remarquons qu'on peut réunir tous les termes de l'équation 
dans le premier membre, de manière que le second membre 
soit o; puis réduire tous les termes du premier membre au 
même dénominateur x — 2. On mettra ainsi l'équation sous la 
forme 

6 — Ax 
• = o . 

x — 2 

Pour qu'une fraction soit nulle, il faut que son numérateur soit 
nul sans que son dénominateur le soit, ou bien que son déno
minateur soit infini sans que son numérateur le soit (*). 

On satisfera donc à l'équation en posant 6 — ^x = o, ce qui 
conduira à la solution déjà trouvée, solution admissible, 

3 
puisque x = - ne rend pas nul le dénominateur x — 2. 

On y satisfera encore en cherchant les valeurs qui rendent 
le dénominateur infini. Il n'y a évidemment que la valeur 
x = GO qui remplisse cette condition ; mais elle rend le numé
rateur infini. Pour lever l'indétermination (128), on divisera 
les deux termes de la fraction par x, et l'on aura 

En faisant x — x , on trouve que la fraction a pour limite la 

(*) 11 est évident qu 'une fraction dont le numérateur lend vers une \uleur 
linie et dont le dénominateur peut prendre une valeur plus grande que toute 
quanti té donnée, converge vers zéro. 

file:///uleur
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valeur — 4 - La valeur i = co ne convient donc pas et doit être 
rejetée. 

Cet exemple très-simple montre que la suppression du déno
minateur commun, lors même qu'il contient l ' inconnue, n 'en
traîne, en général, la suppression d'aucune véritable solution, 
et que les solutions qu'on pourrait ainsi négliger sont des so
lutions infinies que le problème n'admet ordinairement pas. 
Dans tous les cas, on voit qu'il est facile d'en tenir compte. On 
peut remarquer que, pour que les solutions infinies soient 
possibles, il faut que le degré du dénominateur surpasse celui 
du numérateur . 

Soit encore l'équation 

X I X I 

En opérant comme nous venons de l ' indiquer, on la mettra 
sous la forme 

x- — n x - j - 6 
= o. 

X — I 

Si l'on pose le numérateur x2— ^x -+- 6 = 0, on trouve pour 
racines, comme nous le verrons plus tard, les nombres 6 et 1. 
Mais la solution x = 1 rend aussi le dénominateur x — 1 égal 

à zéro, de sorte que la fraction prend la forme - • On est ainsi 

averti que ses deux termes admettent le facteur x — 1, qu'il 
faut avant tout faire disparaître. Il reste alors x — 6 = 0 ; ce 
qui montre que la seule solution admissible est x = 6. Il faut 
donc avoir soin de rejeter les solutions données par le numé
rateur égalé à zéro, lorsque ces solutions annulent aussi le 
dénominateur commun. 

En résumé, la règle pratique sera de faire disparaître les 
dénominateurs contenant l'inconnue comme ceux qui ne la 
contiennent pas, et de supprimer ensuite celles des solutions 
trouvées qui annuleraient le dénominateur commun obtenu. 

CHAPITRE III. 
RESOLUTION D UN NOMBRE QUELCONQUE DÉQUATIONS DU PREMIER 

DEGRÉ, EN NOMBRE ÉGAL A CELUI DES INCONNUES. 

Théorèmes généraux concernant les systèmes équivalents. 

130. 1. Deux systèmes d'équations sont équivalents, lorsque 
!•' second système ne diffèie du premier que par des équation* 
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obtenues en ajoutant ou en retranchant membre à membre 
quelques équations du premier système. 

Soit le système d'équations A = B , A ' = B ' , A " = B " . Pour 
plus de généralité, multiplions respectivement les deux mem
bres de chacune de ces équations par des quantités quelcon
ques m, n, p, différentes de zéro. Nous savons (110) que le 
système 

!

Am = Bm, 
A'7l = B'H, 
k"p = B"p, 

sera complètement équivalent au système proposé. Je dis alors 
que le système 

i A m = H m, 
(2; 5 A'n = B'n, 

( A m -+- A' n — A"p = B m + B' n — B"p, 

est équivalent au système précédent, et par suite au système 
donné. En effet, les valeurs des inconnues qui vérifient le sys
tème (1) vérifient les deux premières équations du système (2). 
Ces valeurs rendant Am = Bm, A'n=B'n, A"p-=B"p, 
rendent nécessairement la différence Am-yA'n— A"p égale 
à la différence B m + B ' s — B"p, c'est-à-dire satisfont aussi à 
la troisième équation du système (2). 

Réciproquement les valeurs des inconnues qui vérifient le 
système (2) vérifient les deux premières équations du sys
tème (1), puisque ces équations sont communes aux deux sys
t èmes ; elles rendent donc la somme A m-yA'n égale à la somme 
B/H + B'/i .Elles rendent de plus la différence (Am+A'n)-—A"p 
égale à la différence (B/M + B ' / I ) — B"p. 11 faut donc que le 
terme A"p soit égal au terme B"p, c'est-à-dire que les valeurs 
considérées satisfont aussi à la dernière équation du système (1). 
Les systèmes (1) et (2) sont par conséquent équivalents. 

131. II. Etant donné un système d'équations, si on résout 
l'une des équations du système par rapport A l'une des incon
nues qui y entrent, c'est-à-dire si on isole cette inconnue dans 
le premier membre de l'équation considérée, on peut remplacer 
cette inconnue par la valeur obtenue, dans toutes les autres 
équations du système. 

Soient les équations A = A', B = B', C = C , contenant, 
pour fixer les idées, les inconnues x, y, z. 

La forme la plus générale d'une équation du premier degré 
à plusieurs inconnues est évidemment : 

ax - j - by y- <•- -|- du -+- . . . = K. 

Car on peut toujours réunir dans le premier niembiv les ternies 
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qui contiennent les inconnues, dans le second membre ceux 
qui ne les contiennent pas: puis rassembler en un même coef
ficient numérique ou littéral, monôme ou polynôme, positif 
ou négatif, toutes les quantités qui multiplient une même in
connue. On peut de même représenter le second membre par 
une seule lettre. 

Ceci posé, si l'on résout la première équation par rapport 
à x, en regardant x comme seule inconnue, et qu'on obtienne 
x = D (D étant une certaine fonction de y et de z), on pourra 
remplacer x par D dans les deux autres équations du systèm 
qui deviendront alors B, = B', et C, = C,. 

U faut prouver que le système 

A 
B 
C 

x 
B, 
C 

:A', 
• B ' , 

c, 
D, 
B',, 

:C',. 
sont équivalents. 

L'équation A = A' et l'équation x = D sont identiques; car, 
pour passer de la première à la seconde, on a seulement trans
porté dans le second membre les termes en y et en z, et l'on a 
divisé les deux membres par le coefficient de x (113). 

Les deux autres équations de.chaque système ne diffèrent 
que par la substitution de D à la place de x ou de x à la place 
d e D ; de sorte que ce simple changement permet de passer 
d'une équation du premier système à l'équation correspon
dante du second système. Or, remplacer directement x par sa 
valeur ou remplacer y et z par les leurs, dans une expression D 
qui se réduit à cette même valeur de x, c'est tout un. Les deux 
systèmes sont donc bien équivalents. 

Remplacer ainsi l'inconnue x- par sa valeur D en fonction des 
autres inconnues y et z, c'est éliminer x. D'une manière géné
rale, éliminer une quantité, c'est la faire disparaître des cal
culs subséquents. 

Résolution de deux équations du premier degré à deux inconnues. 

132. Soient les deux équations du premier degré à deux 
inconnues. 

5x— 3}' = 9, 

2.v •+- 7 )' = ao, 

•Considérons-les un moment sous la forme générale A = A, 
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B = B'.Le système 

Am = B»i ) ( A = B 
ï ou { 

km— A'/i = B w — B ' « ) ( A m — k ' n = B m — B';; 

sera, d'après ce qui précède (130), équivalent au système pro
posé ; mais l'on peut choisir les multiplicateurs m et n de ma
nière à éliminer l ' inconnue x, par exemple. Il suffit de faire 
en sorte que les coefficients de x soient égaux dans les équa
tions A m = B m , A're = B'ft. Si ces coefficients sont de même 
signe, en retranchant alors les deux équations membre à 
membre, l 'équation résultante km — k'n = B«i — B'n ne con
tiendra plus que l ' inconnue y dont elle fournira immédiatement 
l 'unique valeur; et cette valeur, mise à la place de r dans 
l'équation A = B, permettra d'en déduire x. 

Si les coefficients de x dans les deux équations Am = Bm, 
k'n = B'n, étaient de signes contraires, on ajouterait les deux 
équations. 

Revenons aux équations proposées. Je multiplierai les deux 
membres de la première par 2, coefficient de x dans la s e 
conde, et les deux membres de la seconde par 5, coefficient 
de x dans la première. J'obtiendrai 

IO.T 6 > ' = l8, 

i o x 4 - 35>- = 100. 

Je retrancherai alors membre à membre la première équation 
de la seconde ; l 'équation résultante sera 

35 r -1- 6r — 100 — 18 ou Zf1,)' — ^ 2 -
On en tire 

8 2 _ 
• — 4 1 ~ " 2 ' 

Cette valeur r = 2, substituée dans l'équation 5x — 3 > - = q . 
donne 

i5 
5x — 6 = 9 ou 5.r = i5 et # = — = 3. 

Les équations proposées sont donc satisfaites pour les va
leurs x = 3 et y~= 2, et seulement pour ces valeurs. La véri
fication réussit : 

5.3 — 3 . 2 = 9 , 2 .3 + 7.2 = 20. 

La méthode que nous venons d'indiquer a reçu le nom 
A'élimination par réduction au même coefficient ou d'élimi
nation par addition ou soustraction. Elle consiste à donner 
dans les deux équations le même coefficient à la même ineon-
nue. Pour y arriver de la manière la plus simple, il faut opérer 
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sur les coefficients de l 'inconnue considérée comme on opère 
sur les indices des radicaux qu'on veut réduire au plus petit 
indice commun ou sur les dénominateurs des fractions qu'on 
veut réduire au plus petit dénominateur commun. 

Soient les équations 

3ox— 3 7 ^ = 1 6 6 , 
24 x — 25 y = 280. 

Eliminons x. On a 

3o = 2 X 3 x 5 et 24 = 2 3 x 3 . 

Le plus petit multiple commun de ces deux coefficients est 
donc 2 3 x 3 X 5 = 120. Le quotient de 120 par 3o est 4 : ori 
multipliera les deux membres de la première équation par 4 ; 
le quotient de 120 par 24 e s f 5 : on multipliera les deux mem
bres de la seconde équation par 5. On obtiendra ainsi le sys
tème équivalent 

120^'— 1 48 J' = 664, 

n o j — i25jr = i4°°-

Retranchant la première équation de la seconde, nous aurons 

— i25j--}- 1 4 8 / = 1400 — 664 ou 2 3 / = 7 3 6 , 

c'est-à-dire 
7 36 

J = ^ - = 3 2 . 

Si l'on substitue cette valeur dans îa première équation 
3 o x — 3 7 j ' = i 6 6 , elle devient 

3o.r — 37 .32 = 166, 
d'où 

3ox = 166 -t- 37 . 3a = i35o, 
c'est-à-dire 

i35o , 
x = —z— = A5. 

3o 

Les valeurs cherchées sont donc x = 45 et y — 32, et ce sont 
les seules qui vérifient les équations proposées. 

133. Reprenons les équations 

2 ^ + 7 7 = 2 0 , 

5 x — 3 y =. g, 

et appliquons à leur résolution une autre méthode très-géné
rale, basée sur le théorème II (131). 

Résolvons la première équation par rapport à x. Nous aurons 

, _ 2 ° — IX 



ALGÈBRE ÉLÉMENTAIRE. 285 

Substituons cette valeur de x dans la seconde équation qui dé
pendra 

5 ( ^ ) - 3 , = 9 . 

Le système obtenu 
20 — 7 Y 

X — t 

est équivalent au système proposé. 
Soient a et b les valeurs qui satisfont au premier système : 

on aura 
2«-f- 7 b = 20, 

5a — 36 = 9. 

Substituons ces valeurs dans le second système : il prendra la 
forme 

20 — 7 b 
a = '—, 

2 
„ / '20 — nb\ 

Mais l'égalité 
2 8 + 76 = 20 

et l'égalité 
20 — 76 

a = — 

sont identiques, les valeurs qui satisfont à l'une satisfont donc 
à l'autre. Dès lors l'égalité 

5 ( ^ ) - 3 » = 9 

est aussi satisfaite par les mêmes valeurs a et b, puisqu'elle 
devient 

5a — 36 = 9. 
Ceci posé, l'équation 

/ 2 0 — 7 j \ „ 
5 ( — ^ — ) - 3 j = 9 , 

ne contenant plus que y, conduira immédiatement à la valeur 
de cette inconnue. En suivant la marche indiquée et en effec
tuant les calculs, on en déduira 

100 — 35 Y — 6_)"= 18, 
d'où 

— 4 !_>•• = — 02 et y— — -=-2.. 
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Transportant cette valeur de y dans l'expression x = —, 

on aura 
20 — 14 

„r — - = o. 

Cette seconde méthode porte le nom d'élimination par sub
stitution. Elle consiste à résoudre l'une des équations du sys
tème par rapport à l'une dés inconnues qu'elle contient, et à 
substituer la valeur obtenue dans l'autre équation qui ne ren
ferme plus alors qu'une inconnue. 

Résolution d'un nombre quelconque d'équations du premier degré. 

134. Nous supposerons d'abord le nombre des équations 
égal au nombre des inconnues. 

O f 

Soient, pour fixer les idées, six équations à six inconnues 
x, y, z, u, v, t. On éliminera l'une des inconnues, x par 
exemple, entre la première équation et chacune des cinq sui
vantes, en employant l'une des deux méthodes générales que 
nous venons de développer relativement à un système de deux 
équations à deux inconnues. On obtiendra ainsi, d'après les 
théorèmes I et II (130, 131 j , un système équivalent au sys
tème proposé. Ce système équivalent sera formé de six équa
tions, l'une contenant toutes les inconnues et qu'on réser
vera pour la détermination de x, les cinq autres ne contenant 
plus que les cinq inconnues y, z, u, v, t. On aura donc, en 
réalité, remplacé le système donné par un système conte
nant une équation et une inconnue de moins. Pour résoudre 
ce nouveau système, on éliminera de même l'inconnue y par 
exemple entre la première équation et chacune des quatre 
autres. Le système équivalent au précédent qu'on obtiendra 
ainsi, sera formé de cinq équations, l'une contenant les 
cinq inconnues et qu'on réservera pour la détermination 
de y, les quatre autres ne contenant plus que les quatre 
inconnues z, u, v, t. On aura, par suite, remplacé en réa
lité le second système considéré par un troisième système 
contenant encore une équation et une inconnue de moins. 
Chaque nouvelle élimination diminue ainsi la difficulté, et on 
arrive forcément, en continuant de la même manière, à un 
cinquième système de deux équations à deux inconnues et à 
un sixième système ne contenant plus qu'une équation à une 
inconnue. Le système proposé se trouve alors remplacé par un 
système équivalent composé de six équations : la première 
renferme les six inconnues du problème, les suivantes cha
cune une inconnue de moins, de sorte que la sixième n'en 
renferme plus qu'une seule t dont elle donne immédiatement 
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la valeur. En susbtituaul cette valeur de t dans l'équation précé
dente qui contient les inconnues t et v, on détermine v. En 
substituant les deux valeurs obtenues dans l'équation qui pré
cède l'avant-dernière et qui contient à la fois t, v et u, on déter
mine u. En continuant ainsi, on arrive à substituer dans la 
première équation les valeurs de t, v, u, z, y et à en déduire 
la valeur de la dernière inconnue x. On voit qu'il y a toujours 
en général un système de valeurs admissibles, mais qu'il est 
unique puisque la dernière équation à une inconnue ne donne 
qu'une seule valeur pour cette inconnue. 

Nous allons appliquer cette solution générale à plusieurs 
exemples. 

135. Soient les trois équations à trois inconnues 

3x— 1 }'•+- 6.3 = 3,o6, 

5 x + y — 2 z — o , 81 , 

ix— r+4-s =3,64. 
Nous emploierons la méthode d'élimination par addition ou 
soustraction, et le plus simple sera d'éliminer_>• entre la se 
conde équation et chacune des deux autres. 

Pour cela, je multiplierai d'abord les deux membres de la 
seconde équation par 2, et j 'ajouterai l 'équation obtenue mem
bre à membre avec la première équation du système proposé. 
Il viendra évidemment 

l ' i x -4-2,3 — 4)68. 

J'ajouterai ensuite membre à membre la seconde et la troisième 
équation du système donné, et j 'aurai 

\ix-\- iz = 4,45-
Les équations 

5x -\- y — 2 î = o , 8 1 , 
i 3 x +*ÏZ = 4 ,68, 

I2.T + 1.Z = 4 ) 4 5 , 

formeront un système équivalent à celui qu'on veut résoudre. 
La première équation me permettra de déterminer y, quand 
j 'aurai trouvé x et z au moyen des deux autres. J'éliminerai z 
entre ces deux dernières équations en les retranchant membre 
à membre, et j 'obtiendrai 

x = o,?.3. 
Le système 

5 x + y — 2 z = o , 8 i, 

file:///ix-/-
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est équivalent au système précédent et, par suite, au système 
donné. La dernière équation donne 

x = o , a 3 , 
l 'avant-dernière donne 

I 2 . 0 , 2 3 + 2Z = 4 545, 
c'est-à-dire 

2-,s:=4,45 — 2»76 = i , 6 9 et z = o,845. 

Enfin, la première équation donne 

5 .o ,23 -\- y— 2.0 ,845 = o , 8 1 , 
d'où 

y = o, 81 -+-1,69 — 1,15 = 1,35. 

Les racines cherchées sont donc 

x = o , a 3 , r = i , 3 5 , z = o ,845. 

Ces valeurs vérifient bien les équations proposées. 

136. Soient les équations littérales 

x — ay + cCz = a3, 
x — by-\- b1z = b3, 

x — cy -+- c7z =r c3. 

Éliminons x entre la première équation et chacune des deux 
autres. Il v iendra, en retranchant ces équations membre à 
membre , 

— «r-f- by-h (a2— b') z — a? — b3, 
— ay -+- cy ~+- (ci1 — c2) z — a? — c3. 

On peut écrire les équations obtenues comme il suit : 

(a'—b2) z — [a — b)y= a3— b\ 

(a2 — c2) z — (a — c)y — a3 — c3. 

On remarque que les deux membres de la*première sont divi
sibles par a— b et les deux membre de la seconde par a — c (38). 
En supprimant ces deux facteurs communs, les deux équations 
prennent une forme plus simple et deviennent 

[a-h b) z — y — a2-)- ab-\-b% 

( « + o) z —y = a' -+- ac + c2. 

Pour éliminer y entre ces deux équations, nous les retranche
rons membre à membre , et nous aurons 

[b — c)z— a [b — c)-f- b- — c-. 

Le facteur b — c est commun aux deux: membres. En le sup-
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primant, on trouve 
z = « + b -h r. 

Substituons cette valeur de z dans l'équation 

a -\-b . z — y = «2 -+- «/) -+- />=. 
i l viendra 

. a -y h' « -H ft H- <;• ; —_j • = rtJ -+- ab -y b-. 

On peut faire passer y dans le second membre, le trinôme 
a- -+- «/> -+- 62 dans le premier, puis renverser l'ordre des deux 
membres . Nous aurons 

y = a 4 - /> ' • a-h b-i- c — a1 -y- ab -h b2 ';, 
d'où 

y— //-+- ft;
! -+- « + 6 i c — ' a;-yab y- br<. 

Si l'on se rappelle la composition du carré d'une somme, il vient 
immédiatement 

y = ab-\- ac -y br. 

Substituons les valeurs trouvées pour z et pour y dans l 'é
quation 

r — ay -4- a'-z = a3. 
Nous aurons 

x — a [ab -+- ac -+- bc ) -+- r/'! («-+-£>-+- c) = «3, 
d'où 

x = abc. 

Les trois racines cherchées sont donc 

x=abc, y— ab -y ac -î-bc, z=a-\-b-t-c. 

Ces racines vérifient les équations données qui se réduisent 
alors à 

a' — <r, Ir = b", c' = c!. 

137. Soient les quatre équations à quatre inconnues: 

4 Z 3 l 4 - 2 V - f 11=1'], 
X 2 V 2 - > - 5 « = l 4 , 
r — 7.x y-3 z— a = 5, 

2.11 — 5y -+- a .r -I- 3 s = 13. 

J'emploierai la méthode d'élimination par substitution. Je r é 
soudrai la troisième équation par rapport à u et j ' en déduirai 

u = y— a.r -t- 3 ; — 5 . 

Substituant cette valeur à la place de u dans les trois autres 
équations, elles deviendront après simplification 

7 s -H 3 j - — 5x = 22, 
14 2 -+- 3 y -+- 9 ^ = 39, 
12? 2 V 4 ^ ~ 2$-

I. ' 9 
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On peut dh i se r par :> les doux membres de la troisième équa
tion; on obtient 

De celle dernière équation, on déduit, en la résolvant par rap
port à y, 

> • = ClZ 9.X K | . 

Substituant cette valeur à la place de r d a n s les deux équations 
précédentes, on trouve après simplification 

2 5 ; — ii x = 64, 
31 z — 15 x = 81. 

Je résous la première de ces équations par rapport à x, et je 
substitue dans la seconde à la place de x la valeur 

2.5 z — 64 
1 l 

On obtient ainsi 
, a 5 ; — 64 „ 

52 Z 1 0 . = 01 , 
I I 

d'où 
35?. z — 37.5 s -f- qfio = 891, 

c'est-à-dire 
_ .,3 fi - _ ^ 9 _ _ - > 

" ' 2.3 ' ' 

On a alors 
? 5 ; — 64 i i 

1 1 i l 

Il en résulte 
i • = 6 ; — ? ,r — 14 ~ 2, 

par conséquent, 
u = ) • — 2 . r + 3 : — 5 = 4-

Les racines cherchées sont donc 

x = 1, y = 2, z = 3, u = 4. 

138. REMARQUES. — Si le coefficient de l 'une des inconnues 
est égal à l 'unité dans l 'une des équations données, c'est cette 
inconnue qu'il faut éliminer de préférence : on a ainsi des cal
culs plus simples. 

Lorsque toutes les inconnues n'entrent pas à la fois dans 
chacune des équations proposées, on commence par éliminer 
l ' inconnue qui entre dans le plus petit nombre d'équations : 
on diminue ainsi la longueur des calculs. 

Si une inconnue entre dans une seule équation, on réserve 
cette équation pour la détermination de cette inconnue. 
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Proposons-nous, par exemple, de résoudre le système sui-
xant : 

q X 3 ' , '—5» — (-). 

i.x -r- 6 ~ — -'.H, 

4 II ?.!'=; I 4, 
3 x -r- \ a = 9.6>. 

Je simplifie ce système, en divisant par a les deux membres 
des deux équations intermédiaires, et j'ai 

4 ' " — 3 r - i - ">.u -— (). 

.r + 3.s — n { , 

2 « — r = 7, 

3 .r --i- 4 ?' =~ -•'"'• 
« 

z entrant seulement dans la seconde équation, on réservera 
cette équation pour déterminer z.y ayant le coefficient i dans 
la troisième équation, c'est y que.j'éliminerai entre la troisième 
et la première équation. On trouve, en résolvant la troisième 
équation par rapport à y, 

r =•>?/ — 7. 

La première devient alors 

4.r — 4 " = — "- "" x—u = — 3. 
La quatrième équation 3x + 4 K = ?-̂ > jointe à celle qu'on 
vient d'écrire, permet d'obtenir x et «. On déduit de la p re 
mière x •= u — 3 . La quatrième, par la substitution de la va
leur u — 3 à la place de x, devient 

3 H — () -i- 4 11 = °-6, 
d'oit 

35 
711 = 3o et ?/ = — = 0, 

par suite, 
x = u — 3 = ?, et _>•=?.»— 7 = 3. 

L'équation réservée 
x + 35 = i 4 

donne enfin 

Les racines sont donc 

139. Il faut remarquer que les deux méthodes générales que 
nous avons indiquées peuvent être appliquées simultané
ment si l'on y trouve avantage. On peut éliminer l 'une des 
inconnues par substitution, une autre par voie d'addition ou de. 

] 9-
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soustraction, revenir pour une troisième à la méthode pai sub
stitution, etc . 

l'i-O. L'emploi d 'une inconnue auxiliaire ou d'un théorème 
particulier de calcul peut dans certains cas rendre îa résolution 
beaucoup plus rapide. Mais cet emploi suppose toujours une 
certaine symétrie dans la manière dont les inconnues entrent 
dans les diverses équations. Celte symétrie même suggère la 
marche à suivre. 

Soit le sytème 
x -y y -y- z = a. 

n -y x -y y = /», 

3 •+- II -+- X = C, 

y + z -+- ii = d. * 

On connaît donc les sommes partielles formées par trois quel
conques des quatre inconnues. Si l'on connaissait la somme 
de ces quatre inconnues, en retranchant de celte somme to
tale les différentes sommes partielles, on obtiendrait successi
vement les racines. La somme des quatre inconnues est donc 
ici une inconnue auxiliaire qu'il faut d'abord déterminer, l 'our 
cela, j 'ajouterai membre à membre les quatre équations don
nées. Il viendra 

3f , r + ] ' + : + «'' ~— ti -t- b •+• c -+- d, 
d'où 

n -t--b -f- c -y-d 
x -4- r + ; -+- ii = 5 • 

On en déduit immédiatement 

U -t- // •+- C -4- d 

3 

a -+ b -+- i 

3 

a -H b -t- c 
3 

a - t - b •+- <• 

' + 

• 4 -

• + 

d 

d 

d 

Soit encore le système 
x _y 

n b c 

Ix -y my -y 7iz = p. 

•Je puis multiplier respectivement par /, ni, «, les deux ter

ri -f- b - i - <• — ?. (/ 

a -t- b -y d — ii 

n + c -y- il — 2 b 

o 

b -y- c -y- d — a a 
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mes de chacun des rapports - ) y — " u •' alois 
a b e 

l.v my nz 
la mb ne 

La somme des numérateurs de ces rapports divisée par la 
somme de leurs dénominaleurs formera un rapport égal à 
chacun d'eux, puisqu'ils sont égaux. On aura donc 

l.r my nz l.x -4- my -t- iiz 
la mb ne la -y- mb -t- ne 

Mais le numérateur lx~hmy-+- nz est égal à p d après la der
nière équation du système. On pourra donc écrire succes
sivement 

x = "P , 
la -H mb -h ne 

v = bJ—. 
la -+- mb -+- ne 

- (!P__ 
la -H mb -+- ne 

1 k I. Les conditions do svmétrie permettent, dans certains 
cas, de déduire de la valeur trouv'ee pour une seule inconnue 
les valeurs de toutes les autres. 

Soient les équations 
a 
X 

V 

b 
y 

' 

-+-

-+• 

b 
y 

a 
x 

<• 

l'our éviter les équations du second degré qu'on trouverait 
en chassant les dénominateurs , je prends comme inconnues 
i i i . , . , - . 

• i -i — .1 ajoute les deux premières équations membre a 
membre ; je retranche l'équalion résultante el la troisième 
équation donnée membre a membre. J'obtiens ainsi 

'.>. a , 
— — c -+- b — a, 
x 

d'où 
ia 

x = -, 
r H- b — a 

Supposons maintenant qu'on considère les t io is letties/?, b, e, 
ou les trois lettres x, r, ; . Plaçons-les sur une eirconlcrenre 
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et aux sommets d'un triangle équilatéral inscrit. Si la circonfé
rence tourne autour de son centre, dans le sens indiqué, d'un 

y r tiers de quatre angles droits, la lettre « 
^-? :- s \ ^rr^.. prendra la place de la lettre b, la lettre 

,' / V , . ' / . b la place de la lettre c, la lettre c la 
/-- yb hi -/„ place de la lettre a. De même x, y, z, 
3 a y ~ seront remplacées par z, x, y. On dit 

alors que les trois lettres a, b, c, ou les trois lettres x, y, z, 
ont éprouvé une permutation circulaire. 

Remarquons que si , dans les équations données , on fait 
subir à la fois a.ux trois inconnues x, y, z, et aux trois lettres 
a, b, c, une permutation circulaire, la première équation se 
transforme en la seconde, la seconde en la troisième, la troi
sième en la première. Le système proposé reste donc le même , 
et il est toujours satisfait par les mêmes valeurs. Mais il est 
évident qu'en faisant subir les mêmes changements aux for
mules qui donnent x, y, z, on aura les valeurs qui satisfont au 
système transformé, c'est-à-dire au système donné , puisque 
ces deux systèmes sont identiques. On passera donc immédia
tement de la valeur trouvée pour x à la valeur de z, en rem
plaçant x par z, et en permutant circulairement les trois lettres 
a, b, c; puis, de la valeur de z à la valeur dey, en remplaçant 
z par r , et en faisant éprouver une nouvelle permutation cir
culaire aux trois lettres «, b, c. La permutation circulaire des 
lettres x, y, z, existe d'une formule à l 'autre; la permutation 
circulaire des lettres a, b, c, a Heu dans chaque formule. On 
obtient ainsi immédiatement 

?. c 

b-i-<l — c 

a/> 

^ n-\~c — b 

Problèmes conduisant à plusieurs équations du premier degré, 
en nombre égal à celui des inconnues. 

J \i. On a deux lingots d'argent, l'un au titre de 0,820, 
l'autre au titre de o,q5o ; former à l'aide de ces deux lingots 
un alliage pesa?) t 1 r5 grammes et au litre de 0,870. (Arithmé
tique, 272.) 

Désignons par .r et r les nombres de grammes qu'il faut 
emprunter aux deux lingots pour avoir l'alliage voulu. On aura 
immédiatement 

x-i~y— n 5 5 r . 

Exprimons que la quantité d'argent contenue dans l'alliage 
est égale à la somme des quantités d'argent contenues dans les 
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parties mélangées : o» obtiendra comme seconde équation 

x. 0,820 + j \ o , g 5 o = [10.0,870. 

On deduil de la première équation 

v = 115 — r . 

La seconde devient alors 

x. o, 820 -+- ;115 — x . o, t)5o = 1 15 . o. 870, 
il'où 

x io,()5o — o ,820: = 1 I5>I , I )5o — 0,870' , 

c"est-à-ilin: 
.r . o, 13o = 115 . o, 080. 

On en déduit 
115.o.08 

.r = = r -o ï r . "()() 
o , 1 j ' ' ' 

et 
r = 115 — x =• 44 6 ' , ? > 1. 

• '.es valeurs vérifient les conditions du problème. 

143. Connaissant les densités d et d' de deux substances et 
la densité D d'une de leurs combinaisons ou d'un de leurs mé
langes, déterminer la proportion de chaque substance contenue 
dans un poids P de la combinaison ou du mélange considéré. 
On admet que la combinaison s'opère sans variation de volume. 

Désignons par x et r les poids des deux substances, et rap
pelons-nous que le volume est égal au quotient du poids par 
la densité. On aura 

x - t - ; , - = I \ 
x ; £_ f> 

d^ cF~T>" 
La seconde équation exprime que la somme des volumes mé
langés ou combinés est égale au volume du mélange ou de la 
combinaison. 

La première équation donne 7 := P — .r. La seconde équa
tion devient alors 

X l> __X_ __ P 
7/ "^ 7T7 ^ î> " 

d'oii 

•r U7-77')=ï>-;r 
c'osl-ii-dire 

/ d' — d\ _^J,<t'j=:_}^ 
x \ ad' ) ~~~ l ) r / ' 

En simplifiant et en changeant les signes dans les deux païen-
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thèses, parce que je suppose < />d" et , par suite, D]></' . 
j 'aurai 

VdiD — d'', 
T rrr • 

Pour trouver y, on peut remarquer que les équations consi
dérées ne changent pas, lorsqu'on y remplace x par y et y 
par x, d par d! et </' par rf. En faisant subir les mêmes chan
gements à la valeur de x, on trouvera donc immédiatement 

_ P < / / ; D — t / . . _ [ ) t / , ( < / — u ; 
• r — D f r f ' - ^ F ~~ 1) [d— d', ' 

Je change les signes des deux parenthèses, parce que d esl a 
la fois plus grand que d' et plus grand que D. 

On pourra appliquer ces formules au problème de la cou
ronne. 

Hiéron, roi de Syracuse, avait remis à un orfèvre une cer
taine quantité d'or, destinée à être transformée en couronne. 
La couronne achevée, il soupçonna l'orfèvre d'avoir remplacé 
une partie de l'or par un poids égal d'argent. 11 consulta Archi-
mède, qui résolut le problème à l'aide du principe dont on lui 
doit la découverte. 

La couronne pesait 7465 grammes. La densité de l'or est 
19 ,26; celle de l'argent 10,47; ' a densité de la couronne se 
trouva être égale à 15,98. Pour avoir la quantité d'argent in
troduite par l'orfèvre, il suffira donc de faire dans la formule 

_Vd'[d—D: 
r ~ 'WTj-d'} ' 

P = 74(J5, ( / = 19,2b, ( / ' = 10,47, D = 15,98. 

l i i . La distance entre deux villes placées sur un chemin 
de fer est a. Ln convoi part de la première ville pour la se
conde avec une vitesse de v kilomètres par heure. I) heures 
après, un convoi part de la seconde ville pour la première avec 
une vitesse de v' kilomètres par heure. On demande au bout 
de combien de temps et à quelle distance de la première ville 
le croisement des deux convois aura lieu. 

Au point de rencontre, la somme des chemins parcourus 
par les deux convois est égale à a. Si le chemin décrit par le 
premier convoi est désigné par .r, et si le chemin décrit par le 
second convoi est désigné par y, on aura 

r -4- 1 " = a. 

Mais le chemin x a ete parcouru dans un temps égal a - -

l'unité de temps choisie éla.nt l 'heure. De même, le chemin 1 
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a été parcouru dans un temps —,• De plus , le premier convoi 

avant une avance de h heures, la différence des temps consi
dérés doit être égale à h, d'où la seconde équation 

Je remplace y par sa valeur a — x déduite de la première 
équation. 11 vient 

x a — x . 
c c' 

d'où 
,, vl a -+- <•>' /; 

v x — av - j - vx = ce il et x = — ; 

c 4 - v' 
Le temps qui s'écoule entre le départ du premier convoi et la 

. , . x a 4 - v'/i 
rencontre étant égal a - , aura pour expression r -

v v 4 - e 

145. La date de l'invention de l'imprimerie par Gutlem-
berg renferme quatre chiffres. Le chiffre des dizaines est moi
tié de celui des unités, le chiffre des mille est égal à l'excès du 
chiffre des centaines sur celui des dizaines, la somme des 
quatre chiffres est égale à i 4 ; et si l'on augmente le nombre 
considéré de 4°95, on l'obtient renversé. Trouver la date dont 
il s'agit. 

Si je désigne par les initiales des mots unités, dizaines, cen
taines, mille, les chiffres correspondants, j 'aurai immédiate
ment d'après l 'énoncé les trois équations 

a d = u, 

m = c — d, 

u -t- d -+ c 4- m = 14. 

La valeur du nombre cherché est représentée par 

u 4 - i o d 4- i oo c -J- iooo«;, 

la valeur du nombre inverse sera 

i ooo « 4 - i o o f / 4 i o c -r- ni. 

La dernière condition du problème aura donc pour expression 
l'équation 

Il 4 - ICu/-f- 100 t'-t- lOOO/H - j -4905 = lOOO II 4 l O 0 l / - ! - 1 0 C + W . 

Je simplifie cette équation, ei je trouve 

i 11 M +• i o d — i o c - i i i '/'< --- 545-



2 9 8 ALGEBRE ÉLÉMENTAIRE. 

Je retranche la seconde équation de la troisième, et je trouve 

H -+- d -+- c = 14 — <: -+- d, 
d'où 

11 = 1 4 — ~ ' '• 

La première équation nie donne alors 

2 ( / = u = 14 — 2 c 
d'où 

< / = 7 - c - . . 
Il \ ient alors 

ni = c — il = c — 7 + <•, 
d'où 

m = 2 t — 7. 

Je n'ai plus qu'à substituer dans la quatrième équation les 
\aleurs de u, il, m, exprimées en fonction de c. Il vient 

r i 1 (14 — 2 6'"'. + 10 ( 7 — c) — 10 c — 1 1 i ( 2 c — 7) = 5 4 5 , 

c'est-à-dire 

4b4c = 1000 et c = . , , = 4. 
4 b 4 

11 en résulte u = 6, d — 3, m = 1. Par suite, la date de l'in
vention de l ' imprimerie est i436. 

146. Trois ouvriers X, Y, Z, exécutent un certain travail : 
X et Y réunis le feraient en a jours, X et Z e« b jours, \ et 7. 
en c jours. On demande combien il faudrait de jours pour 
faire le travail : 1" à chaque ouvrier travaillant seul; i'J aux 
trois ouvriers réunis. 

Je désigne par x, y, z, les nombres de jours nécessaires à 
chaque ouvrier travaillant seul pour terminer l'ouvrage. Je dé 
signe par 1 la totalité de l'ouvrage. X et Y font cet ouvrage en 
a j ou r s ; donc en un jour ils en font une fraction représentée 

par - • Mais, en un jour, X fait une fraction de l'ouvrage repré

sentée p a r - , puisqu'il fait l'ouvrage tout entier en x j ou r s : 

de même, Y en l'ait en un jour une fraction — On aura donc 

i i 1 1 

x y u 
On trouve de même 

file:///ient
file:///aleurs
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Je regarde - , - 5 -•> comme les inconnues du problème. J'ajoute 
x y ~-

les deux premières équations membre à membre, je retranche 
la troisième de leur somme. J'obtiens 

2 1 1 1 bc + ac — ab 
x a b c abc 

d'où 
2 «6c 

bc -+- ac — ab 

Les considérations de symétrie déjà indiquées [141) prouvent 
qu'on passera de la valeur de X:A celle de y, en remplaçant x 
par y et en permutant circulairement les lettres a, c, b. 11 
viendra 

2 abc 
ac -+- ab — bc 

On passera de lu valeur de y à celle de z de la même manière et 

l'on trouvera 
2 abc 

ab -+- bc — ac 

Les trois ouvriers réunis font, en un jour, une fraction de l'ou

vrage représentée par —j 1 Ils feront donc tout l 'ou-
x y z 

i . , , rtabc 
vrage en — îours, c est-a-dire en —. j - tours. 

i i i J ab -+- ac -+- bc 
x y z 

147. Trois joueurs conviennent qu'à chaque partie le perdant 
doublera l'argent des deux autres. Ils perdent tour à tour une 
partie, et quittent le jeu avec la même somme a. Quelle était, 
leur mise à chacun au commencement du jeu? 

Je désigne, par x, y, z, les trois mises initiales. Si le premier 
joueur perd la première partie, il ne lui restera plus qu 'une 
somme x — y — z ; les deux autres joueurs, ayant doublé leurs 
mises, auront i.y et iz. 

Le second joueur perdant à son tour n'aura plus que 
?.y—[x—y—z)—23, c'est-à-dire 'iy—x — z; le premier 
joueur aura une somme a.r — iy—?.z, le troisième une 
somme 4 z. 

Enfin, la troisième partie réduira la mise du troisième 
joueur à ^z — \ix— iy— iz) —[ 3>-— x — z), c'est-à-dire 
à -z — x—y: les mises du premier et du second joueur d e 
viendront eu même temps ^x — 4 j ' — 4 ; e l &}' — '2X — 2 5 -

D'après l 'énoncé, toutes les mises à la fin de la troisième 
partie sont égalas h. ,i. Los troi~ équations du problème seront 
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donc 
4-*' — 4r— -\: — "' 
6 ) • — i x — a ; = /1, 

7 ; — x — v = < ï . 

On peul simplifier le calcul en remarquant que le jeu in
changé pas la somme totale des trois mises, mais seulemeni 
leur répartition, et qu'on a dès lors 

x -4- y -\- z = 3 ^ . 

On pourra remplacer par celte équation auxiliaire l'une quel 
conque des équations du système : on l'aurait d'ailleurs oble-
lenue, en les ajoutant toutes les trois membre à membre. 

Je considérerai doue le système 

x -4- y -4- z = 'an, 

!\x — 4.1' — 4 ; = "' 

Si j 'ajoute membre a membre la premier*1 équation et la troi
sième, j 'obt iens 

82 = 4"> 
d'où 

- = î— 
~<8 ' 

Les deu\ premières équations deviendront alors 

. _,_ . 3 . -, 4" __. 2 ° " 
8 8 

, , , \(MI ?Â<I 

>\x — i±y — a^rL\z= " " ^ " ^ " I T ' 

Si l'on multiplie les deux membres de la première par j , cl M 
on ajoute ensuite membre à membre les deux équations, on 
trouve 

., 8o a 24 << ' °4 " 

d'où 
i 3 , / 

La première équation donne alors 

r = . w , - . r - _ . = 3 „ - s - - T ^ - ^ . 

Les trois valeurs cherchées sont donc 

1 3 ((' "Il :'\ll 
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Ou peut facilement généraliser la question et trouver les for
mules ipii correspondent au cas de n joueurs, en employant 
immédiatement l'équation auxiliaire 

.r + r ^ z -+• u - j - e -+- t -+-. . . = tut. 

t'es formules sont : 

i-r-H.2""' il i -t- a• :'"~" n } -+- n • 2"~3 a i-i-n)a 

Cas où le nombre des équations considérées n'est pas égal à celui 
des inconnues. 

1V8. II y a indétermination, lorsque le nombre des équations 
est inférieur à celui des inconnues. Supposons qu'on ait m 
équations et m-\-p inconnues. 11 faudra considérer / ; des in
connues comme données : on aura alors un système» de m 
équations à »? inconnues, qu'on résoudra comme nous l'avons 
indiqué; mais les m inconnues trouvées seront exprimées en 
fonction des p inconnues restantes. On pourra a t t r ibuera ces 
p inconnues des valeurs arbitraires, et par suite les équations 
proposées admettront une infinité de racines : elles formeront 
un système indéterminé. 

Soient les équations 
x - \ - y — ; = 1 0 , 

x—y+5z = z$. 

•le regardes comme donnée et j ' en déduis : 

x-*-)•= io-\-z, 
x — y = 24— 5z. 

On aura donc 2 

On remplacera z dans ces formules par telles valeurs qu'on 
voudra. 

1-V9. Lorsque le nombre des équations est supérieur à celui 
des inconnues, il faut certaines conditions pour que toutes 
les équations soient satisfaites par les mêmes valeurs des incon
nues. Supposons qu'on ait m inconnues et m -+-p équations. 
On choisira m de ces équations renfermant les m inconnues 
de la manière la plus simple, et on les résoudra d'après les 
règles précédentes. On trouvera ainsi les valeurs des m in
connues, mais ces valeurs devront en outre satisfaire aux p 
équations restantes. Si quelques-uns des coefficients des équa
tions proposées sont indéterminés, on pourra alors les calcu-
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1er de manière à rendre les p équations satisfaites par les va
leurs obtenues pour les m inconnues. Ces p équations seroni 
alors ce qu'on appelle des équations de condition. 

Supposons qu'on donne les six équations à trois inconnues : 

x •+••)•- ! - z = q . 

3x — Î ' + Ï ; = IO. 

•>. x -f- 7 i •• — 3 s = <S, 

nx — bf-{- cz = 2o, 

(tx-\-by-r- cz =44> 
\oax-\- 3by— cz = 2(j, 

et qu'on demande quelles valeurs doivent recevoir les coeffi
cients indéterminés a, h, c, pour que ces six équations soient 
satisfaites par les mêmes valeurs des inconnues x, y, z. 

On résoudra les trois premières équations, qui ne con
tiennent pas a, h, c, par rapport aux inconnues princi
pales x, y, z. 

En ajoutant ces trois premières ('quai ions membre à mem
bre, on aura 

6x - f - 7 . r = "7-

En multipliant la première équation par i et en en retranchant 
la seconde membre à membre , il viendra 

— x-f~ 3 r = 8, 
d'où 

— 6x-+-18j• = iS. 

Cette dernière équation combinée avec l 'équation6.r-)--}•= 27 
donne immédiatement 

•>.5 y = 75, 
d'où 

r = 3. 
il en résulte 

— x + 9 = H, 
d'où 

x = 1 et, I + 3 + ; = Q , 

c'est-à-dire 

Si l'on substitue ces valeurs dans les trois dernières équations, 
elles deviendront : 

a — S b -r- 5 c — :>.o, 
a -+- 3 b -+- 5 r .= \:\, 

1o ci - j - q b — 5 c = 26. 

Ces équations de condition permettront de calculer les indé
terminées a, b, c. En retranchant les deux premières membre 

file:///oax-/-


ALGEBRE ÉLÉMENTAIRE. 3 o 3 

à membre, on a 
6 b = :>4, 

d'où 
A=4. 

Les deu\ dernières équations deviennent al or-, 

n -+- 124- fT = 44» 
iOfl 4 -36 — 5c = 26. 

Si on les ajoute membre à membre , on trouve 

1 1 ri -\- 48 = 70, 
d'où 

u n = 22 et a .— ?. 

L'équation « — 3/> 4- 5 c = 20 donne alors 

5 c = 20 — 2, 4-12 = 3o, 
d'où 

c = 6. 

Ainsi, aux valeurs .r = 1, r = 3, ; = 5, correspondront les 
valeurs 17 = 2, 6 = 4> '.'=•'6, et les six équations proposées 
admettront dans ce cas les mêmes racines. 

CHAPITRE IV. 
V'ORMATlOiV ET DISCUSSION DES FORMULES GÉNÉRALES DE RÉSOLUTION' 

DES ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ. 

Cas de deux équations à deux inconnues. 

150. Quelles que soient les équations données, on pourra 
toujours, en supposant les deux inconnues représentées par .r 
et r , réunir dans le premier membre de chaque équation les 
termes en x et en y, et dans le second membre les ternies in
dépendants des inconnues. Si l'on met alors x el r en facteur 
commun des quantités qui les multiplient, on pourra repré
senter par 

ax •+- bj' — c, 
a'x-hb'y= c', 

un système quelconque de deux équations du premier degré 
à deux inconnues, a, b, c, a', b', c', sont des quantités n u m é 
riques ou littérales, monômes ou polynômes, positives ou n é 
gatives. 
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Résolvons ces équations générales. De la première, je déduis 

c — ax 
• ~ b 

Je substitue cette valeur de y dans la seconde équation, et 
elle devient 

, , c — (LX 

d 'où 

On en tire 

Par suite. 

On a alors 

a i 

bec 

ab' 

y 

t -

X 

1 " • b - ' ' 

-+- cb' — nb'x =r bc'. 

• ba' i.r = cb' — bc'. 

cb' — bc' 
x — • 

ab' — ba' 
cb' - bc' 

c — a. —r-, T—, 
ab — ba 
b 

Pour simplifier cette expression, je la multiplie haut et bas 
par ab'— ba', et j'effectue les calculs indiqués. 11 vient 

cab' — eba' — acb' -+- abc' — eba' -4- abc' 
b ab' — ba b ' ab' — ba'. 

c'est-à dire, en divisant haut et bas par b, 

ac' — ca' 
ab' — ba' 

On serait arrivé plus rapidement à cette valeur de y en re
marquant que les équations proposées ne changent pas lors
qu'on change x en y et y en x, a en b et b en a, a' en b' et b' 
en a'. En opérant les mêmes changements dans la valeur de .r, 
on trouve immédiatement 

ca' — ac' ac' — ca' 
y — ba'—ah' ah' — ha' 

On peut à l'aide des deux formules trouvées 

cb' — bc' ac' — ca' 
ab' — ba' ' ab' — ba' 

résoudre un système quelconque de deux équations du pre
mier degré à deux inconnues. Soient les équations 

5x—3)'=^ g, •». x -4- 7y = 20. 

On aura dans ce cas particulier 

a = 5, b = — 3, c = g, a' = i, b'=-], c ' = ?.o. 
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Par suite 
_ 9 - 7 — ( — 3 ) . 20 6 3 -f- 60 _ i2.3 ,-, 

•T - "5.7 — ( — 3 ) . % ~ 3 5 + b = "47 = ' î ' 
5 .2o — 9 2 IOO — 18 82 

5. 7 — — 3 ;. 2 35 -f- (i 41 

l o i . On peut facilement retrouver les deux formules géné
rales qu'on vient d'indiquer. 

On remarque que les valeurs de x et de y ont le même dé 
nominateur. On forme ce dénominateur commun comme il 
suit. On écrit les deux arrangements ab et ha des coefficients 
des inconnues dans la première équation, on sépare ces arran
gements par le signe —, et on accentue la dernière lettre de 
chacun d'eux : on obtient ainsi ah' — ha'. 

Pour former le numérateur de chaque inconnue, on n'a qu'à 
remplacer dans le dénominateur commun les coefficients de 
cette inconnue par les seconds membres correspondants. 
Ainsi, pour avoir le numérateur de la valeur de x, on devra 
remplacer dans le dénominateur ah' — ha' les lettres a et a' 
par c et c', et l'on obtiendra ch' — bc'. De même pour avoir le 
numérateur de la valeur de y, on devra remplacer dans le 
même dénominateur les lettres h et h' par c et c', et l'on aura 
ainsi ac'— ca'. 

Si les formules générales conduisent pour x et y à des va
leurs positives ou négatives, ces valeurs satisferont nécessai
rement aux équations proposées, comme on peut s'en con
vaincre en remarquant qu'on arrive à des identités en substi
tuant les valeurs générales de x et de y dans les deux équations 
ax + by = c, a'x -f- h'y = c'. 

Mais les valeurs mises à la place des lettres a, b, c, a', b', c', 
peuvent conduire pour x et j à des valeurs singulières qu'il 
s'agit d'interpréter. Ces valeurs particulières se présenteront 
lorsque l'un des termes des expressions fractionnaires consi
dérées ou tous les deux deviendront nuls. 

152. i°. Considérons le cas oà l'un des numérateurs ou tous 
les deux sont nuls, sans que le dénominateur commun le soit et 
sans que les équations proposées cessent de renfermer deux 
inconnues. 

Supposons d'abord qu'on ait cb'— bc' = o, en même temps 
que ac' — ca' et ab' — ha différents de zéro. La valeur de x sera 

, , . aC — ca' 
nulle, la valeur de y sera égale a —r-, — r 

ab — ba 
Revenons aux équations 

ax -|- by = c, 
a' x -f- b'y = c'. 

1. 20 
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Je multiplie la première par b', la seconde par b : il vient 

ab'x -+- bb'y — cb', 

ba'x -f- bb'y~ bc'. 

On voit alors (jue les termes en r sont identiques dans les 
deux équations, ainsi que les termes indépendants, taudis que 
les coefficients de l ' inconnue .r sont différents. Les deux équa
tions devant être satisfaites par les mêmes valeurs de x cl. 
de y, il faut nécessairement que la valeur d e x soit égale à zéro. 

On a dans ce cas 

Mais si l'on introduit dans la formule générale v = —=-, r—• , , 
° J ab' — ba' 

la condition cb'—bc'=o, en remplaçant c par -p-, il vient 

aussi 
, bc'al 

b' ab'c' — ba'c' c' (ab' — ba') c' 
T = ab' — ba' = b' {ab' — ba') — b' (ab' — ba') ~~ V' 

Les deux numérateurs seraient nuls, sans que le dénomina
teur commun le fût et sans que les deux équations cessassent 
de renfermer deux inconnues, si l'on avait 

c =o et c' •= o. 

Dans ce cas, les valeurs générales de x et de y seraient nulles 
toutes les deux. Les équations deviendraient 

ax -+- by = o, 
a'x + è ' ) - = o . 

Si l'on multiplie la première par b' et la seconde par b, on a 

ab'x -+- bb'y = o, 

ba'x -+• bb'y= o. 

Les termes en y sont identiques, les coefficients de x sont dif
férents, il faut donc que la valeur de x soit égale à zéro ; mais 
alors il en est forcément de même pour la valeur de y. 

On voit, en résumé, que lorsque les formules générales 
conduisent à des valeurs nulles, ces valeurs sont admissibles 
comme toutes les autres valeurs positives ou négatives, et vé
rifient complètement les équations proposées. 

On peut remarquer que les valeurs des inconnues sont nulles, 
lorsque les seconds membres des équations sont égaux à zéro ; 
et que la valeur de x seule est nulle, lorsque les coefficients de r 
et les seconds membres des équations sont proportionnels. 
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153. •?.". Supposons maintenant que h' dénominateur com
mun soit nul, sans qu'aucun des numérateurs le soit. 

Les valeurs de x et de y se présentent alors sous la l'orme 

m n 
o . <> 

en posant à part 

cb — bc' — m, ac — vu' = n, 

m et n étant des quantités positives ou négatives différentes 
de zéro. Ces symboles réunis n'ont pour nous aucune significa
tion. Pour les interpréter, remontons aux équations. Il faut \ 
introduire la condition 

ah' — ba' — o, 
c'est-à-dire 

>, j , « b 

ab = ba ou —-. = -ri-
a Ir 

Tour cela, nous poserons 

a b 

et nous remplacerons dans la première équation a par a'q, 
b par b'q. Les équations proposées prendront alors la forme 

a'qx -+- b'qy — c, 
a!x -+- b'y = c'. 

Le premier membre de la première équation n'est autre chose 
que le produit par q du premier membre de la seconde. Il fau
drait donc qu'on eût entre les seconds membres la même rela
t ion; mais puisque m et n sont différents de zéro, on ne peut 

. c b , c a . , ,. 
avoir ni —; = x; 5 m — = — , c esl-a-dire ou ne peut pas avoir 

c b c a 
c 

— = q ou c = c'q. Tl est donc impossible que les deux équa

tions soient satisfaites par les mènics valeurs des inconnues. On 

dit alors qu'elles sont incompatibles ou contradictoires. Et les 
m n < 

svmboles — et - sont encore ici j 125} le signe d'une impossi-
o o 

bililé absolue. 
Il faut remarquer que l'impossibilité tient à la réunion des 

deux équations; séparément, elles admettront au contraire 
chacune une infinité de solutions. 

On voit que l'incompatibilité des deux équations proposées 
a lieu, lorsque les coefficients des inconnues dans les deux 
équations sont proportionnels, les seconds membres de ces 
équations étant quelconques, c'est-à-dire leur rapport n'étant 
pas égal au rapport commun des coefficients. 

2 0 , 
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15 'K 3". Considérons enfin le cas oà le dénominateur com
mun est nul, en même temps que l'un des numérateurs. 

Si l'on a 
ab'—ba'= o et cb'—bc' = o, 

on en déduit 
a b c b 
a' b' c' b' 

c'est-à-dire qu'on a aussi 

a c , , 
—, = —7 ou ac — ca . = o. 
a c 

La nullité du dénominateur commun, jointe à celle de l'un des 
numérateurs , entraîne donc en général la nullité du second 
numérateur ; de sorte que les valeurs des deux inconnues se 
présentent sous la même forme et qu'on a 

o o 
x •= -•> r = - • 

o * o 

Ces symboles réunis n'ont pour nous aucune signification. 
Pour les interpréter, remontons aux équations. Il faut y intro
duire les conditions 

ab'— ba' — o 
c'est-à-dire 

a _ 
a~'~~ 

Représentons celle suite de rapports égaux par q. Nous aurons 

a = a'q, b = b'q, c = c'q. 

Les deux équations prendront donc la forme 

a'qx -+- b'qr= c'q, 

a'x -+- b'y = c'. 

On voit alors que la première équation n'est que la seconde 
multipliée par q, c'est-à-dire que les deux équations propo
sées n'en font qu 'une seule et rentrent l 'une dans l 'autre. On 
dit, dans ce cas, qu'elles sont indéterminées ou qu'elles for
ment un système indéterminé (105, 148); et les svmboles -

o 
qu'on a obtenus, sont encore ici (125) le signe de l 'indéter
mination. 

L'indétermination des équations proposées a lieu, lorsque 
les coefficients des inconnues forment entre eux et avec les se
conds membres une suite de rapports égaux. 

et cb' — bc' = o, 

1 — 1 
b'~~ c' 
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Cas de trois équations à trois inconnues. 

155. Soient trois équations générales du premier degré à 
trois inconnues : 

ax -T- by -+- cz = cl. 

a'x -4- b'y -4- c'z = d', 

a'x -+- b"y-+- c"z = d". 

Nous savons, d'après ce qui précède, que ces équations n'ad
mettent, pour les inconnues x, y, z, qu 'un seul système de 
valeurs. Nous allons trouver ces valeurs, sans les rattacher les 
unes aux autres, en suivant une nouvelle méthode d'élimina
tion très-remarquable, connue sous le nom de méthode des 
indéterminées. 

Multiplions les deux membres de la première équation par 
une quantité indéterminée m, dont nous nous réservons de 
fixer convenablement la valeur; multiplions les deux mem
bres de la seconde équation par une seconde indéterminée p; 
ajoutons ensuite membre à membre les trois équations don
nées. Nous trouverons 

(uni-+- a'p + a"}x + (bm -+- b'p -4- b"}r-4- (cm -4- c'p -t-c")z 
= dm -+- d'p -t- d". 

Nous pouvons alors, si nous voulons calculer x, profiter de 
l'indétermination des deux quantités m et p pour annuler les 
coefficients de y et de z. Posons 

bm -+- b'p— — b', 
cm -4- c'p— — c", 

f\ nous trouverons immédiatement 

dm -+• d'p -+- d: 
x — . 

a m -4- a'p -+- a" 
Remarquons que le numérateur de la valeur de x ne diffère de-
son dénominateur que par le changement de a, a', à', coeffi
cients dex dans les trois équations, en d, «", d", seconds mem
bres correspondants. 

Les deux équations entre m et p donnent d'ailleurs, d'après 
la règle générale indiquée ( l o i 1 , 

/>' c" — c' b" cb'' —- bc"' 
bc — cb ' bc — cb 

En substituant ces valeurs dans l'expression de x et en multi
pliant les deux tenues de celle expression par bc' — cb', il 
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vient 
d[b'c"—c'b"';-+-(/"' [cb''— bc' ) -\-d''(bc'—cb' ; 

u [b' c" — c' b" ) -+-n' [ cb"— bc") -+• a" , bc' —cb ' ) 

En rangeant les lettres d'après le nombre de leurs accents, on 
trouve 

___ db' c" — de' b " -+- cd' b " - bd' e" + bc' d"—cb' d" 
% ~ (d>'c"—ac'b"-hca'b" — ba'c"-i-bc'a"—cb'a"' 

On pourait obtenir les valeurs de y et de z en suivant une 
marche analogue. Mais la forme des équations proposées mon
tre qu'on déduira la valeur de y de celle de x, en permutant 
les lettres a et b sans loucher aux accents; de même la valeur 
de x donnera celle de z, si l'on permute dans l'expression 
de x les lettres a et c. 

Comme les trois lettres a, b, c, entrent d'une manière iden
tique dans le dénominateur de x, les changements indiqués 
ne modifieront dans ce dénominateur que l'arrangement des 
termes et leur signe. Mais on fera disparaître cette différence 
en changeant à la l'ois les signes du numérateur et du dénomi
nateur des valeurs de y et de z. Les expressions des trois in
connues auront ainsi le même dénominateur. Les numérateurs 
de ces trois expressions se déduiront du dénominateur com
mun en remplaçant successivement les lettres a, b, e, par la 
lettre d, sans toucher aux accents. On aura 

ad' c" — ne' d" -+- ca' d" — du' c" -t- de' a"—cd' a" 

db' c" — de' b" -+- eu' b" — bu' e" •+• bc' u" — cb' a" 

ub'd" — ad'b" + du'b" — bu'd"-^-bd'a" — db'a'' 

<d>' e" — ac' b" -+- eu'b" — bu' e'' -+- bc' u" — cb' u" 

11 est facile de retrouver le dénominateur commun de ces for
mules générales. On n'a qu'à former les arrangements cd) et bu, 
à faire passer la lettre c à toutes les places dans chacun d'eux : 
on obtiendra ainsi les termes 

abc, ucb , eu!), bue, beu, ebu. 

On devra ensuite affecter d'un accent la seconde lettre de 
chaque produit, et de deux accents la troisième lettre; puis, 
donner alternativement le signe + et le signe — aux résul
tats trouvés. On reformera ainsi le dénominateur commun 

ab'c" — ac'' b" + ca'' b"— bu' c" + bc'u" — cb' a". 

Les numérateurs se déduiront ensuite de ce dénominateur 
commun, en \ remplaçant les coefficients (le l ' inconnue qu'on 
cherche par les seconds membres correspondants. 

La loi qu'on vient d'énoncer est générale ei se poursuit potu 
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un nombre quelconque d'équations du premier degré conte
nant un pareil nombre d'inconnues. 

130. Nous ne discuterons pas les cas particuliers que les 
formules générales qu'on vient d'établir peuvent présenter. 
Dans chaque exemple spécial, l'examen des équations propo
sées permettra une interprétation directe. Nous nous borne
rons à considérer le cas où les trois seconds membres sont 
égaux à zéro. Les équations sont alors 

a x-hb y-\~v 2 = o, 

a' x -t- h' y-\-c' 2 = 0, 

a"x-+- b"y + c" z = o. 

On déduit des deux premières 

a x-\- b y— — cz, 

a x + b'y — — d z, 

d'où, en regardant 2 comme une quantité connue, 

' bd — cb' ) z 
an — ba 

( ca' — ad} z 
r = ab'-ba' 

Si l'on substitue ces valeurs dans la troisième équation, elle 
devient 

[a"[bd — cb') +• b" (va' —ad) •+- d: al/ — ba')]z — o, 

c'est-à-dire 

[ab'd' — ad b" -4- eu' b" — bu'd' -+- bda"—cb'a"]z = 0. 

• Si le dénominateur commun, coefficient de z dans l'équation 
obtenue, n'est pas nul, il faut que z soit égale à zéro, et il en 
est de même alors des valeurs de y et de x. Les formules géné
rales conduisent au même résultat, puisque tous les termes 
de leurs numérateurs contiennent l'un des seconds membres 
d,d',d". 

Si le dénominateur commun est nul, l'équation en z se p ré 
sente sous la forme o . z = o, et la valeur de z est indétermi
née : il en est de même alors des valeurs de y et de x. Les 
formules générales conduisent encore au même résultat. 

Ce qu'il faut remarquer, c'est que les valeurs des inconnues 
étant indéterminées, les rapports de deux d'entre elles à la troi
sième ne le sont pas, Les valeurs de ; et de y écrites précé-
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demmeiil, donnenl eu effet 

x bc' — <•/>' 
; rib' — ha' 

y ça' — ai-

j air — ba' 

CHAPITRE Y. 
rusa SSION ni-:s PROBLÈMES. — INTERPRÉTATION DES VALEURS 

NÉGATIVES 

157. Les \aleurs négatives fournies par la resolution des 
équations satisfont toujours à ces équations, comme nous 
l'avons vu (152]. Mais il y a lieu de distinguer entre les équa
tions posées et le problème qui leur a donné naissance, parce 
«lue les résultats numériques obtenus à l'aide des équations 
peuvent n'avoir aucun sens par rapport aux grandeurs consi
dérées dans le problème. 

Ainsi, les valeurs positives elles-mêmes peuvent ne pas con
venir à la question, si toutes les conditions du problème n'ont 
pas été introduites dans la mise en équations. Par exemple, il 
est impossible d'écrire que la valeur d 'une inconnue doit être 
entière, précisément à cause de la généralité qui appartient 
aux symboles algébriques. 

Les valeurs négatives peuvent être le signe d'une impossibi
lité absolue; mais elles sont souvent tout aussi admissibles 
que les valeurs positives et, dans certains cas, elles seules ré 
pondront à la question. 

Enfin, les valeurs des inconnues peuvent se présenter sous 
la forme de symboles généraux qui nécessitent une interpréta
tion particulière ( l o i , 155). 

Il est donc nécessaire de discuter les valeurs obtenues , 
quelles qu'elles soient, en les comparant à l 'énoncé du pro
blème. Cette discussion a de plus, comme nous le verrons, 
l'avantage de permettre de déduire d'un seul système de for
mules tous les cas particuliers d'une même question, en intro
duisant dans ces formules les hypothèses correspondantes. 

158. Soit d'abord l'équation du premier degré à une in
connue, 

A.r + B = A ' r - f - B . 

file:///aleurs
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Supposons qu'on trouve en la résolvant .r = — k . On aura alors 

A( —K; + B = .v — K) + B 
ou 

— AK + B = — A'K + B'. 

11 en résulte que x = k est racine de l'équation 

— Ai- + B = : — A' x -+- B', 

qui ne diffère de l'équation proposée que par le changement 
de x en — x. 

Par suite, quand deux équations du premier degré à une in
connue ne diffèrent que par le signe de cette inconnue, elles 
admettent la même racine sauf le signe. 

De même, si le système 

ax •+- by = c, 

a' .r- j - b')•= c', 

est satisfait par les valeurs x = k, y =— /, on a 

ah -\-b ( — /) = c, 

n'k+b'{—l) = c', 
ou 

ak — b l = c , 
a'k—b'l=c'. 

Il en résulte que x = k et y= + l sont racines du système 
qui ne diffère du système donné que par le changement de 
r en — r . 

Le résultat indiqué est général. Foules les fois que deux 
systèmes ne diffèrent que par le changement de signe d'une ou 
de plusieurs inconnues, les racines sont les mêmes en valeur ab
solue : seulement les valeurs des inconnues qui ont changé de 
signes, ont aussi des signes différents. 

Mais l 'équation ou le système déduit ainsi de l'équation ou 
du système donné par de simples changements de signes, peut 
correspondre au problème proposé entendu dans un sens plus 
général; et l'on voit par là que la possibilité de donner une 
interprétation rationnelle aux valeurs négatives trouvées, dé
pendra de la comparaison de l 'énoncé avec le système modifié. 

Montrons maintenant dans quel cas les valeurs négatives 
s'interprètent d'une manière toute naturelle et, pour ainsi dire, 
évidente; et, pour cela, étudions quelques questions parti
culières. 

159. I. In mobile partant d'un point donné parcourt suc
cessivement sur une ligne donnée plusieurs longueurs données. 
On demande à quelle dislance il se trouve, en dernier lieu, 
du point de départ. 
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Supposons d'abord que le mobile parte du point' 0 et qu'il 
c marche, toujours en s'éloi-

a ^ ^ gnant, à droite de ce point. 
. ^ " " " A * ' Si l'on désigne par a, b, c, cl, 

les longueurs OA, ÀB, BC, 
CD, successivement parcourues dans le sens indiqué, et par x 
la distance cherchée, on aura immédiatement 

x = a -t- b -f- c -+- cl. 

Si, au contraire, le mobile marche tantôt dans un sens, tantôt 
dans l 'autre, s'il parcourt la distance a en s'éloignant du 
point 0 , puis la distance b en s'en rapprochant, la distance c 

en s'en éloignant encore, et 
la distance d en revenant 
une seconde fois sur ses 
p a s , la formule sera 

/'\*é-$^>- \i-'"' C x = a — b-+-c —- cl. 

^ ^ o _ _ ---~3 La valeur de x sera encore 
/ " positive, si la dernière posi

tion D du mobile se trouve toujours à droite du point 0 ; mais 
cette valeur sera au contraire négative et évidemment égale à 
—OD, si le point D est à gauche du point 0 . 

Ainsi, le point D étant à droite de l'origine choisie 0 , la 
valeur de l ' inconnue x est positive; le point D étant à gauche 
de l'origine choisie, la valeur de l ' inconnue est négative : le 
changement de signe correspond au changement de sens. 

La valeur négative s'introduit ici par le jeu même du calcul 
et alors elle a un sens tout aussi net que la valeur positive. On 
demande de compter une distance à partir d'un point donné : 
c'est la position du point donné qui entraîne la possibilité 
d'une valeur négative. En effet, si au lieu de prendre le point 0 
pour origine, on choisissait un point S assez éloigné vers la 
gauche du point 0 , pour que le mobile dans ses plus grands 
écarts à gauche de ce point ne pût jamais dépasser la nouvelle 
origine, on n'obtiendrait jamais de solution négative. Appelons 
S la distance OS. Si l'on désigne toujours par x la distance 
finale du mobile au point 0 et par X sa distance finale au point 
S, on aura dans le premier cas considéré 

X = S + .r = S-t- ff+i + c + ( / = S -f-OD, 

et, dans le dernier, 

X = S + .r = S + « — /> f c — d — S — OD. 

Car, quand le mobile s'éloigne du point S, on doit ajouter la 
distance qu'il par* (-ni1'1 ° ''a distance préYédeiiic ; et quand il 
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s'en rapproche, ou doit la retrancher. La valeur de X est d'ail
leurs toujours positive, puisque OD, par hypothèse, ne peut 
jamais égaler S lorsque le point D est situé à gauche du point 0 ; 
la valeur de X est seulement plus grande ou plus petite que S. 
C'est-à-dire que la valeur de x est auditive ou soustractive, 
suivant qu'elle est comptée à droite ou à gauche du point 0 . 
L'introduction d'une origine fictive S montre bien, dans ce cas, 
la dépendance qui existe entre le signe de l ' inconnue et le sens 
dans lequel elle doit être comptée. 

Nous dirons donc d'une manière générale que lorsqu'une 
longueur est susceptible d'être comptée sur une même ligne, à 
partir d'un même point fixe, dans deux sens nettement diffé
rents, le changement de sens sera indiqué algébriquement par 
le changement de signe; de sorte que si l'on regarde et si l'on 
écrit comme positives dans les équations les longueurs comp
tées dans un certain sens, d'ailleurs arbitraire, les résultats né
gatifs indiqueront des longueurs comptées en sens contraire. 

Ainsi, le zéro du thermomètre étant pris pour point de dé 
part des températures, -+- 25" signifient a5 degrés au-dessus 
de zéro, et —3.5° signifient 25 degrés au-dessous de zéro. 

De même, Yéquateur terrestre étant considéré comme point 
de départ des latitudes, + 4°" de latitude signifient 4° degrés 
de latitude Ton/ , et —4°° signifient 4° degrés de latitude Sud. 

Si l'on applique ce qui précède, non-seulement aux incon
nues, mais aux quantités données, on pourra réunir dans une 
seule formule les cas particuliers d'une même question ; et les 
deux formules précédentes. 

x = a -\- b -h c -h d, 

x = a — b-\-c — d, 

pourront être remplacées par la formule unique 

x = a-\-b-\-c-)-d, 

pourvu qu'on convienne de regarder comme négatives les 
quantités données ou inconnues, lorsqu'elles sont comptées 
vers la gauche, par exemple, et comme positives celles qui 
sont comptées vers la droite. 

160. II . On donne l'âge d'un père et celui de son fils : on de
mande à quelle époque le rapport des deux âges sera égal à m, 

J'appelle a l'âge du père, b celui du fils, x le nombre d'an
nées cherché. L'équation du problème sera évidemment 

a -f- x 
— = m, 
/> - j - x 

d'où 
il — l'Ili 

n •)- x — l'un -1- ni >' o\ > .— —- • 
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Le dénominateur de la valeur de x sera toujours positif, m étant 
toujours supérieur à i; mais le numérateur de celte valeur sera 
positif ou négatif, et par suite la valeur de x sera positive ou 
négative suivant qu'on aura a^> bm ou a <^bm. 

ai I o n a «_>&»?, on aura aussi y ; > / » . Or j étant une 

expression fractionnaire, c'est-à-dire une quantité plus grande 
que i, si l'on augmente ses deux termes d'une même quan
tité x, elle diminuera et, d'abord plus grande que m, pourra 
devenir égale à m : la solution aura lieu dans l'avenir, et x 
sera positif. 

Si l'on a, au contraire, a<Cbm, on en déduira j<^m. Si 

l'on ajoute aux deux ternies de l 'expression fractionnaire j 

une même quantité, cette expression diminuera ; actuellement 
plus petite que m, elle s'écartera de plus en plus de cette va
leur à mesure qu'on marchera vers l'avenir. Mais, si l'on re

tranche une même quantité x aux deux termes de T> cette 

expression augmentera et, d'abord plus petite que m, pourra 
devenir égale à m. La solution correspondra donc à un temps 
passé, et x sera négatif. 

Ainsi, l 'époque demandée étant posté rieu re au moment pré
sent, la valeur de x est positive ; cette époque étant antérieure 
au moment présent, la valeur de x est négative. 

La valeur négative s'introduit encore ici par le jeu même du 
calcul, et alors présente un sens tout aussi net que la valeur 
positive. On demande de compter les années à partir d'un ins
tant donné : c'est le choix de cet instant qui entraîne la possi
bilité d'une valeur négative. En effet, si au lieu de prendre 
pour origine des temps le moment présent, on choisissait une 
ère quelconque rejelée assez loin dans le passé, on ne trouve-
rail jamais pour x de valeur négative. Si le nombre d'années 
qui sépare l'ère adoptée du moment présent est représenté 
par X et si X est le nombre d'années qui sépare cette ère de 
l'instant cherché, on aura 

a — bm 
\ = X + r = JNH 

m — i 

Si a <ïst^> bm, x sera positif, on s'éloignera de 1ère choisie. 
Si a est < ! bm, x sera négatif, on se rapprochera de la nou
velle origine; mais la valeur de X restera toujours positive, 
puisque par hypothèse la valeur absolue de x ne peut jamais 
égaler X. X sera seulement plus grand ou plus petit que N. 
c'esl-à-dire que la valeur de x sera addilive ou souslractive. 
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suivant qu'elle sera comptée vers l'avenir ou vers le passé. 
L'introduction d'une origine fictive montre encore bien dans 
ce cas la dépendance qui existe entre le signe de l 'inconnue et 
le sens dans lequel elle doit être comptée. 

Ainsi, lorsqu'il s'agit d'un temps susceptible d'être compté 
vers l'avenir ou i>ers le passé, à partir d'un moment donné, 
l'Algèbre indique encore l'opposition de sens par l'opposition 
de signe. 

ICI. De là une règle fondamentale extrêmement impor
tante, sur laquelle Descartes a basé sa géométrie analytique. 
Lorsqu'on se trouve dans les conditions indiquées plus haut, 
le changement de signe correspond au changement de sens, et 
réciproquement. Cette règle ne peut être directement démon
trée ; mais elle se vérifie d'une manière constante, dans toutes 
les branches des sciences mathématiques. 

1C2. Si la quantité considérée n'est pas susceptible d'être 
comptée en deux sens net tement différents, et si le, signe + 
est affecté au seul sens rationnel, une solution négative cor
respond à une impossibilité absolue. 

Soit le problème suivant : Un chemin de fer prend a francs 
par tonne transportée et par kilomètre parcouru; on paye en 
outre par wagon de p kilogrammes un droit fixe de a' francs : 
à quelle distance peut-on transporter c tonnes pour K francs ? 

J'appelle x la distance cherchée. On devra payer d'abord 
pour cette dislance et pour les c tonnes transportées une 
somme acx. De plus, le quotient de c par p indiquera le nom
bre de wagons nécessaires au transport, quotient qu'il faudra 
multiplier par le droit fixe a'. On aura donc l'équation 

c , . acx - ) — . «== A. 
P 

On en déduit 
A - <".«'• 

,r= S— 
ac 

c 
Si A est inférieur à -.a', la valeur de x est négative et indique 

p , 
une impossibilité absolue, c'est-à-dire une absurdité dans 
l 'énoncé. En effet, il s'agit d 'une distance parcourue commer
cialement, et le sens de cette distance ne peut rien changer 
aux conditions fixées; le chemin de fer perçoit les mêmes 
droits, qu'il s'agisse d'un convoi montant ou descendant. 

Donner A < ] - • « ' , c'est donner pour acquitter la somme due 

au chemin de fer moins qu'il ne faut pour acquitter seulement 
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le droit fixe qui correspond au nombre de wagons demande ; 
l 'absurdité est manifeste. 

103. La convention générale indiquée ( 161 ), convention qui 
résulte des faits, simplifie extrêmement la résolution des pro
blèmes. C'est ce que nous allons développer sur un exemple. 
Cet exemple renferme en outre tous les cas que la discussion 
spéciale d'un problème peut présenter. 

Deux courriers sont en marche sur une même route depuis 
un temps indéterminé. Ils se trouvent à un même instant, l'un 
en un point A, l'autre en un point B de celte route. On con
naît la distance AB = d, on sait que le premier courrier par
court v kilomètres par heure, que le second courrier en par
court v' dans le même temps. On demande de déterminer 
l'instant et le lieu de la rencontre des deux courriers. 

Je supposerai qu'on compte les distances en kilomètres à 
partir du point A, et les temps en heures à partir du moment où 
les deux courriers sont ensemble, l'un au point A, l'autre au 
point B. Admettons que les deux courriers marchent dans le 

X 

môme sens, de A versB et au delà de B, et que leur rencontre 
ait lieu en R, à droite du point A. Désignons AR par x el BR 
par r ; désignons par t le temps pendant lequel ces parcours 
s'effectuent. Puisque le premier courrier fait v kilomètres par 
heure , il parcourra en t heures vt kilomètres. On aura donc 

x = vt. 
On trouvera de même 

y = v't. 

Il est évident qu'on a d'ailleurs dans l 'hypothèse admise : 

x — y = d. 

Substituons les valeurs de x et do y exprimées en fonction de t 
dans la troisième équation; elle deviendra 

vt — v't = d, 
d'où 

Par suite, 
vd 

v'd 
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i° . Si l'on a i ']>f' , ces valeurs sont positives et satisfont à 
la fois aux équations et au problème. En effet, le premier cour
rier marchant plus vite que le second et gagnant sur lui, pour 
chaque heure écoulée, v—v' kilomètres, finira nécessaire
ment par l'atteindre en un point R situé à droite des deux 
points A et B où les deux courriers se trouvent simultanément 
à l'instant considéré. 

2°. Si l'on a v < v', les valeurs trouvées sont négatives : elles 
satisfont nécessairement aux équations; satisfont-elles au pro
blème? Elles ne satisfont pas évidemment au problème tel 
qu'il est posé. Si e e s t < l v', le premier courrier marche moins 
rapidement que le second, l'avance que le second a déjà sur 
lui s'accroît, pour chaque heure écoulée de v' — v kilomètres : 
les deux courriers ne pourront donc jamais se rencontrer à 
droite du point A et à partir de l'instant considéré. Mais on re
marque que la distance du point de rencontre R aux points A 
et B est susceptible d'être comptée à droite ou à gauche de ces 
points, que l'instant de la rencontre peut de même être posté
rieur ou antérieur à l'instant considéré. Les valeurs négatives 
trouvées doivent donc indiquer une distance mesurée à gauche 

——> du point A ou du point B, 
, -—-----'-s—-^. "~-~"———-,, un temps compté vers le, 

d passe. L est ce que nous 
allons vérifier, en remettant le problème en équation dans 
cette nouvelle hypothèse. En conservant les mêmes nota
tions, on aura dans ce cas 

x = vt, 

Y= v't, 
y — x — (1. 

Si l'on compare ce système au précédent 

x = vt, 

x — r = cl, 

on voit que les deux systèmes ne diffèrent que pa r l e change
ment de signe des inconnues. En changeant x en — x, r o i t 
— r , t en — t , dans le premier système, on reproduit le se
cond. Les valeurs négatives qui satisfont au premier système 
trouvé, satisferont donc au second système lorsqu'on les p ren
dra positivement (158); c'est-à-dire qu'il y a bien eu une ren
contre à gauche du point A et avant l'instant considéré. 

Il sera en général inutile de faire la rectification indiquée, 
dans les cas analogues à celui que nous venons de traiter. Il 
suffira Je s'assurer que les changements de sens supposés ne 
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font varier, dans les équations obtenues, que les signes des 
inconnues correspondantes, pour pouvoir interpréter immé
diatement les solutions négatives. 

3°. Si l'on a v = v', les valeurs trouvées se présentent toutes 

les trois sous la forme — Si l'on considère alors les conditions 
o 

du problème, on voit qu'il ne peut exister aucune réponse à 
la question. Car les deux courriers marchant aussi vite l'un 
que l 'autre, seront toujours et ont toujours été séparés par la 
dislance d. Leur rencontre n'a donc jamais eu lieu et ne sera 

}n 

jamais possible. Le symbole — est en général un signe d'im
possibilité pour les équations et pour les problèmes qui leur 
ont donné naissance. 

4°- Si l'on a à la fois v =< ' ' et d = o, les valeurs trouvées se 

présentent toutes les trois sous la forme - • Si l'on considère 1 o 
alors les conditions du problème, on voit que la réponse à la 
question est complètement arbitraire ou indéterminée. Car les 
deux courriers marchant aussi vite l'un que l'autre et se t rou
vant ensemble au point A, ont toujours été et seront toujours 
ensemble; de sorte que leur rencontre a lieu en un point quel
conque et à un instant quelconque. En général, le symbole -

est un signe d'indétermination pour les équations et pour les 
problèmes qui leur ont donné naissance. 

164. Si les cas particuliers qu'on veut examiner ne diffèrent 
les uns des autres que par le changement de sens de certaines 
données, il suffit de trouver les formules qui résolvent un seul 
cas. En y changeant ensuite les signes des quantités qui 
changent de sens, on obtient les formules qui conviennent aux 
cas caractérisés par ces variations. Seulement, lorsque les va
leurs des inconnues changent de signe, il faut les porter en 
sens contraire. 

Reprenons le problème précédent, ei admettons que les dis
tances positives correspondent toujours à la droite des points 
À et B, et les temps positifs à l'avenir. 

Si l'on suppose que les deux courriers marchent dans le 
< même sens, en se diri-
"".""" : - - - — géant de B vers À et au 

R i_" A "d delà de A, au lieu de se 
diriger de A vers B, on devra dans les premières formules 
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changer v en — e, et v' en — v ' , rf conservera son signe. On 
obtiendra 

/ = 
d 

(• — V 

— vd 

— v'd 

Si v' est^> c, t sera positif, x et r auront des valeurs négatives: 
la rencontre aura lieu après l'instant considéré e( à gauche du 
point A. 

Si v' e s t<^e , t sera négatif', x et r auront des valeurs posi
tives: la rencontre aura lieu avant l'instant considéré et à 
droite du point A. 

C'est ce qu'on peut facilement vérifier en traitant directe
ment la question. 

Admettons en dernier lieu que l e s d e u \ courriers marchent 
> x < en sens contraires, le 

_ ^ ; - ^ """ —?-—;;;:.--. premier de A vers B, le 
~<ï second de B vers A. On 

devra dans les formules initiales changer le signe de v'; d et v 
conserveront, les mêmes signes. Il viendra 

t — 
d 

v -+- v' 
vd 

v -\- v' 
— v'd 

? et x seront positifs, y sera négative. La rencontre aura tou
jours lieu après l'instant considéré, à droite du point A, a 
gauche du point B. 

Si les deux courriers marchent en sens contraires, mais en 
se tournant le dos à partir des points A e tB , c'est-à-dire si le 

< x y > premier courrier marche 
;°---~~".".""_ ~~ • —---"'B dans le sens de B vers A 

ï el le second dans le sens 
de A vers B, c'est le signe de v qu'on devra changer. On ob
tiendra 

d 
— ( v -t- V ) ' 

— vd 
— ( e + c ' ) " 

v'd 

vd 
' e + e r 
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/ et y seront toujours négatifs, x toujours positive : lu ren
contre aura toujours lieu avant l'instant considéré, à gauche 
du point B et à droite du point A. 

Les derniers résultats énoncés sont évidents. 

163. En r é s u m é : i°. Les solutions positives répondront 
généralement à la question, si le problème a été complètement 
mis en équations, c'est-à-dire si cette mise en équations ren
ferme toutes les conditions de l'énoncé. 

2°. Les solutions négatives indiquent généralement un chan
gement de direction, (le la droite vers la gauche ou de l'avenir 
vers le passé, lorsque les quantités considérées sont susceptibles 
d'une opposition parfaitement tranchée, comme dans les 
exemples qui précèdent. 

3°. Les solutions négatives indiquent une impossibilité abso
lue et un vice dans l'énoncé, lorsque les quantités considérées 
ne sont pas susceptibles d'un changement de sens._ 

m 
4". Le simbole — correspond à une impossibilité absolue et 

indique un vice dans l'énoncé. 

5". Le symbole - correspond à une indétermination com

plète (126). 
6°. Enfui, un problème ayant été résolu dans une certaine 

hypothèse, la formule trouvée permet de résoudre immédiate
ment les autres cas particuliers du même problème, lorsqu'ils 
ne diffèrent du premier cas résolu que par le changement de 
sens de certaines données : on n'a qu'à changer dans la for
mule obtenue les signes des quantités qui changent de sens. Si 
l'on trouve alors pour les inconnues des valeurs ayant des 
signes différents de ceux qui les affectaient d'abord, il faut 
porter ces valeurs en sens contraire du sens d'abord adopté, 
pourvu que ce changement de direction soit compatible avec 
la nature des grandeurs considérées 161, 162). 

166. NOTE. NOUS avons dit que le svmbole — indiquait eu 
o l 

général une impossibilité absolue. Dans certains cas cependant, 
il est une réponse très-nette a la question, précisément à 
cause de son caractère d'impossibilité. 

Ainsi, si l'on applique l'Algèbre à la résolution d'un pro
blème de Géométrie, et si l'on demande de déterminer la dis
tance du point d'intersection de deux droites à un point donné 

sur l 'une d'elles, le svmbole — indiquera le transport du point 
o * ' 

de rencontre à une distance infiniment grande, c'est-à-dire le 
parallélisme des deux droites ivoir la Géométrie plane). 
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De même, si, cherchant analytiquement l'angle Y de deux 
droites déterminées de direction par les consentes a et a', on 
trouve 

,- a'— a 
tançN ~ ; , 

i -+- un 
et si les constantes a et a satisfont à la relation 1 -+- an' = o, 
on aura 

-_ a — a 
tang V = = co ; 

a o 

ce qui indiquera que l'angle des lignes considérées est droit 
( voir la Trigonométrie). 

« 
167. 11 est important de remarquer q u e , quel que soit le 

nombre des inconnues d'un problème et quelle que soit la 
simplicité des relations qui peuvent exister entre quelques-
unes d'entre elles, il faut se garder de faire l'élimination de 
tête de manière à réduire immédiatement le nombre des in
connues et des équations. Le calcul n'en est presque pas plus 
simple, les erreurs sont plus faciles à commettre et, c'est là 
une raison décisive pour ne pas employer cette prétendue 
simplification, la discussion du problème devient plus obscure 
et plus pénible à cause des équations et des inconnues sup
primées. 

CHAPITRE VI. 
fHÉORIE DES IXF.GAI.n LS, 

Principes généraux relatifs aux inégalités. 

168. On dit que la quantité A est plus grande que la quan
tité B, lorsque la différence de ces deux quantités est positive. 
Dans le cas contraire, la quantité A est plus petite que In 
quantité B. 

Il résulte de cette définition que toute quantité positive est 
plus grande que zéro, que toute quantité négative est plus pe
tite que zéro, et d'autant plus petite, qu'elle est plus grande en 
valeur absolue. 

Ainsi, l'on aura 5 ^> o ; — 3 < ^ o ; — 3 ] > — 7 : parce que 

Nous allons parcourir les principes généraux auxquels Je 
calcul des inégalités se trouve soumis. 
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169. I. On peut ajouter ou retrancher une même quantité 
aux deux membres d'une inégalité, sans en changer le sens. 

Si l'on a A > B, on aura A + m > B -+- m ; car si la diffé
rence A — B est positive, il en sera de même de la différence 
( A -+- m ) — ( B -t- m ) • 

II. On peut multiolier ou diviser les deux membres d'une 
inégalité par une quantité positive, sans en changer le sens. 

Si l'on a A > B , on aura Am^>Bm, m étant une quantité 
positive. En effet, si l'on a A — B ^> o , on aura aussi ( A — B) m 
ou A m — B»? ^>o, puisqu'on ne change pas le signe d'une 
quantité en la multipliant par une quantité positive. 

Le cas de la multiplication renferme celui de la division : 

multiplier par - revient a diviser par p. 

III . Si l'on multiplie ou si l'on divise les deux membres d'une 
inégalité par une quantité négative, il faut renverser le sens 
de l'inégalité. 

Si l'on a A — B^> o et si m est une quantité négative on aura 

(A — B)/7i < ] o, 

parce que le produit (A — Wm aura un signe contraire à celui 
de A — B. 

170. IV. On peut ajouter membre à membre deux inégalités 
de même sens, on ne peut pas les retrancher. 

Si l'on a \ ^> B et C ^> D, on en déduira 

A H- C > B + D ; 
car on a 

A — B > o et C — D > o , 
d'où 

( A - B ) + (C — D ) > o , 
c'est-à-dire 

( A + C ) - ( B + D ) > o . 

Si l'on retranche membre à membre les deux inégalités pro
posées, pour savoir le sens de l'inégalité résultante, il faut 
opérer sur un exemple numérique On ne sait pas d'avance 
dans quel rapport la différence A — C peut être avec la diffé
rence B — D. 

V. On peut retrancher membre à membre deux inégalités de 
sens contraire, on ne peut pas les ajouter. 

Si l'on a A > B et C <<D, je dis qu'on aura 

A — C > B - D . 

En effet, puisqu'on a A — B > o et D — C > o , on a aussi 

:A — B) + (D — C ) > o , 
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c'est-à-dire 
( A — C ) — (B — D ) > o . 

Si l'on ajoute membre à membre les deux inégalités consi
dérées, pour savoir le sens de l'inégalité résultante, il faut 
opérer sur un exemple numérique ; car on ne sait pas d'avance 
si A -+- C l'emportera sur B -+-1) ou si l'inverse aura lieu. 

171. \ I . On peut multiplier membre à membre plusieurs 
inégalités de même sens, pourvu qu'elles aient lieu entre quan
tités positives. 

Si l'on a A > B, A' > B', A" > B", on en déduira 

A A ' A " > B B ' B " . 

En effet, considérons d'abord les deux premières inégalités. 
On en tire A •— B >• o et A' — B' > o. Par suite, on a 

(A — B ; A ' > o et (A' — B ' ) B > o . 

Il en résulte 
( A - B ) A ' H - ( A ' - B ' ) B > o , 

c'est-à-dire 
A A' - BB' > o. 

Si l'on a AA' > BB' et A " > B", on en déduira alors 

AA'A" > BB'B". 

On voit que la démonstration serait en défaut, si les quan
tités considérées n'étaient pas toutes positives. 

Comme rien n 'empêche de supposer tous les premiers mem
bres des inégalités données égaux entre eux, ainsi que leure 
seconds membres, on voit qu 'on peut élever à une même 
puissance les deux membres d'une inégalité lorsqu'ils sont 
positifs. De A > B on déduira A™ > Bm. 

Réciproquement, de A" !>B™ on pourra déduire A ^>B, en 
supposant A et B pris positivement. 

On ne peut pas multiplier membre à membre deux inéga
lités de sens contraire. Si l'on A > B et C<^D, on ne sait pas 
d'avance si AC sera supérieur ou inférieur à BD. 

VII. On peut diviser membre à membre deux inégalités de 
sens contraire, lorsqu'elles ont lieu entre quantités positives. 

Si l'on a A >> B et C <<D, on en déduit 

iD» BC 
A 1 » B C et ^ > C D > . 

c'est-a-dire 
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La démonstration serait en défaut si les quantités considé
rées n'étaient pas toutes positives. 

On ne peut pas diviser membre à membre deux inégalités de 
même sens. Si l'on a A ^> B et C ^> I), on ne sait pas d'avance 

. \ .. n 
si — I emportera ou non sur ;- • 

(. . I» 
17:2. Comme application, proposons-nous de démontrer que 

. , . a a' a" a'" , , 
si les expressions ji -j-p j ^ , ----, sont rangées par ordre de 

. . „ . <t-\- a' -t- a'-\- «'"' , 
•sraniteiircroissante,! expression -, j-, TT, m. tombe entre 
" b -T- b -T- b -+- o 

, - « a'" 
les expressions extrêmes - et TTT-

^ b b 
Je supposerai que les dénominateurs b, b', b", b", sont tous 

positifs, condition qu'on peut toujours remplir, en changeant, 
s'il est nécessaire, les signes des deux termes de l'expression 
fractionnaire considérée. 

, • a 

Ceci admis, posons y — q. Un aura 

a' a" ^ a"'. 
w>q, ¥,^q, F > ' / -

Il en résulte 

a — bq, ft'^>b'q, a"^>b'q, a'"^>b"q, 

puisqu'on peut multiplier par une même quantité positive les 
deux membres d'une inégalité. 

On peut ajouter membre à membre les trois inégalités qu'on 
vient d'écrire, puisqu'elles sont de même sons; on peut ajou
ter aussi une même quantité a = bq aux deux membres de 
l'inégalité résultante. On a donc le droit de poser 

a -+- a' -t- a" - j - «"' ] > . /> -+- b'-t- b" -t- b"' ) q, 

c'est-à-dire 
a -t- a' -+- «" -+- «'" ^ a 

-pir S> '[ °ii <|ue 

br lin posant JJ, = q', d"où l'on déduirait 

Â < < 7 , , F < < 7 • T.<<1< 

ou prouverai! ne même qu on a 

// - i - a' -'— a" - t- a 

Trrr^-b^Tf,-^'! °1"1'"' 
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Inégalités du premier degré à une ou deux inconnues. 

173. Lorsqu'une égalité renferme une inconnue au premier 
degré, on peut déduire de cette inégalité une limite supérieure 
ou inférieure que l ' inconnue considérée ne devra pas dépasser 
dans un sens ou dans l 'autre. 

Il est évident qu'on ne change pas les valeurs des inconnues 
qui satisfont à une inégalité donnée, en lui faisant subir les 
changements précédemment indiqués (109^ Par conséquent, 
on pourra, pour ces inégalités comme pour les équations, 
transposer des termes d'un membre dans l'autre à la condition 
de changer leurs signes; on pourra aussi chasser les dénomi
nateurs ou supprimer les facteurs communs de la même ma
nière, en ayant soin de renverser le sens de l'inégalité si le 
dénominateur commun ou le facteur commun supprimé est 
négatif. Nous supposons que le dénominateur commun ou le 
facteur commun ne renferme pas les inconnues. 

174. Quelle que soit l'inégalité proposée, on pourra tou
jours la ramener à la forme 

On en déduira 

;'est-à-dire 

A J + B > A ' . Ï + B ' . 

Xa.• — A ' . z > B ' — B, 

:'A — A ' ' : . r > B ' — B , 

et 

- B ' — B 
x^>-r r-,) si A est supérieur a A , 

B ' - B . 4 . r, . 
x <r - T-7) si A est intérieur a A . 

A — A 
,v- , • B' — B , . . . , , , . 
Dnns le premier cas, -r r-, est une limite intérieure de x : 

A —~ _\ 
x peut recevoir toutes les valeurs plus grandes, mais aucune 

. Ï -• - B' — B 
plus petite. On dit alors que -r 77 est un minimum de x. 

T>' p 

Dans le second cas, r-, est une limite supérieure de x : 
A — A 

r peut recevoir toutes les valeurs plus petites, mais aucune 
, , i 1- - B' — B 

plus grande. On dit alors que -r .-, est un maximum de x. 

!7o. Si r doit satisfaire a plusieurs inégalités et si elles 
donnent des limites de même sens, on n'a évidemment besoin 
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que de considérer la plus petite ou la plus grande de ces 
limites. Si l'on trouve x ^> a, x^>b, x^>c, et si c est la plus 
grande des trois quantités a, b, c, la valeur c représentera le 
minimum de x. Si l'on trouve au contraire x <^ a', x <i b', 
x<^c', et si c' est la plus petite de ces trois quantités, pour 
que toutes les conditions imposées soient remplies, il faut 
regarder <:' comme le maximum de x. 

Si l'on obtient à la fois x >>/» et x <Cp, et si p surpasse m, 
on en «inclut que x ne peut recevoir que les valeurs com
prises entre ces deux, limites : m est son minimum, p son 
maximum. 

Si l'on obtient à la fois x > m et x'<^p, mais si p est infé
rieur à m, les deux conditions imposées sont contradictoires : 
il n'y a pour x aucune valeur possible. 

17G. S'il s'agit de deux inégalités du premier degré à deux 
inconnues, il faut remarquer que l'on peut bien conclure, des 
inégalités A ;> B et C^> 1>, l'inégalité 

A + C > B -+- D ; 

c'est-à-dire que les valeurs des inconnues qui rendent A ] > B 
et C ̂ > 1) rendront aussi A + C "J> B -+- D. Mais l'on ne peut pas 
affirmer que les deux systèmes 

A > B, 
C > I), 

d ' m v par!, et 
A > B. 

A + C > B H- D, 

de l'autre, soient équivalents, parce qu'on ne peut pas con
clure du second système la condition C > D 170, IV). On ne 
pourra donc plus opérer comme pour les équations, par voie 
:l'addition ou de soustraction. 

Si l'on a, par exemple, les deux inégalités 

4-r — 3)->- 11, 
-jy — y . . r > . i . 

on en déduira : 

-^ I J -l~ 3?' , ^ IX ~ 3 
x ~> —~ et x <C — 

On pourra doue donner a r une valeur arbitraire, à la coudihon 
de ne donner en niènie temps à x qu'une valeur conquise 
entre les deux, limites indiquées. 

J'nui que ees deux limiles ne soient pas cintiadicioires, il 
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faut d'ailleurs qu'on ait 

7,v— 3 H + 3)-

d'où 

i4j- — 6 > 11 H - 3 j et y >• — • 

v pourra donc passer par toutes les valeurs plus grandes 

que — et, pour chaque valeur de r , on sera maître de rempla-
11 

er x par toutes les valeurs comprises entre les deux limites 
1 1 

' et 
3 r « 7 r — 3 
—— et — • 

ÇÎ.ESTIOKS PROPOSEES. 

I. Un renard poursuivi par un lévrier a 60 sauts d'avance : il en fait 9 
pendant que le lévrier en fait 6; mais 3 sauts du lévrier en valent 7 du 
renard. Au bout de combien de sauts le lévrier atteindra-t-il le renard? 
(72 sauts.) 

Il faut prendre pour unité de longueur le saut du lévrier. 

II. Trouver une proportion dont les quatre termes surpassent quatre 
nombres donnés a, b, c, d, d'une même quantité. 

III. Trouver une fraction telle, que si l'on augmente, ses deux termes 
5 

de 3, elle devienne égale à - , et que si on les diminue de 1, elle devienne 

1-
éœile à vr- , „ 

$ \ 2 3 
IV. Trouver un nombre qui soit un multiple de 7 plus 2, un multiple 

de 9 moins 5, et tel, que son quotient par 7 surpasse de 3 unités son 
quotient par g. ( I2I-j 

V. Un bassin est alimenté par deux tuyaux de conduite. Le premier 
coulant pendant 7 heures et le second pendant 9 heures, on obtient 
189 mètres cubes d'eau. Si l'on ouvre le premier tuyau pendant 4 heures 
et le second pendant 5 heures, on obtient 107 mètres cubes d'eau. On de
mande la quantité d'eau fournie par chaque tuyau en 1 heure. (18 mètres 
cubes, 7 mètres cubes.; 

VI. Résoudre le svsteme 
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VII. Résoudre le système 

3. i4.r— 7. i3>S--2.0,53 = 7.431. 

o.g x-f- 4:2ij>' — 1,04 z = 3.993, 

'1,5-x — o, 84 y - r 2,11 2 — 1 o. 4 18 . 

IO."=a.l)4- „» '=° r73 ; 3 =--1,62.1 

VIII. Résoudre le système 

(IX + fr) = 2 «A , 

fc; -+-ay = if -+- &3• 
1 / = " J x = b.) 

IX. Résoudre le système 

rt^' — br ^- cz = tr -\- b1 -\- c', 

bx -+- ay — cz = «- -+- &2 — r2, 

— nx - j - ôr -J- r3 = c2 — «2 — i'•'. 

(x--(t-i-b. y = a — b, z = c.) 

X. Pour qu'une fraction de la forme -^ ïv s o ' ( ; indépendante de x, 

quelle relation doit exister entre les coefficients constants"? 

XI. Pour qu'une fraction de la forme - f r—~^T ™ soit indépendante 
A . r + B V + C 

de ,r et de y, à quelles relations doivent satisfaire les coefficients constants? 

XII. Inscrire un rectangle de périmètre donné np dans un triangle de 
base b et de hauteur h. 

XIII. Deux points F, F', étant situés à une distance ÏC l'un de l'autre, 
M et un point M satisfaisant à la condition 

F M 4 - F ' M = Î « , 

F' r a étant une constante supérieure à c, trouver entre 
quelles limites peut varier FM. 

XIV. Résoudre le système 

(ix — by = 2 ( c(2 + b7 '), 
{a — b'\[.v — <i) + {a + b)(y+b) = •i{a> — b')-, 

et vérifier les valeurs obtenues. 

I x = •111 - 4 - b , y• = a - - 2 b . > 
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LIVRE TROISIÈME. 
LES ÉQUATIONS DU SECOND DEGRE. 

CHAPITRE PREBIIER. 
RESOLUTION DES ÉQUATIONS Dl SECOND DEGRÉ A UNE INCONNUE. 

Transformation des expressions irrationnelles du second degré 

177. Nous rappellerons plusieurs règles connues, en les ap 
pliquant aux radicaux du second degré. 

i°. On élève un monôme au carré en élcsant son coefficient 
au carré et en doublant les exposants des lettres qui y entrent ; 
on extrait la racine carrée d'un monôme en extrayant la racine 
carrée de son coefficient et en divisant par 2 les exposants des 
lettres qui \ entrent. 

2°. On élève au carré un produit de plusieurs facteurs, en 
élevant chacun d'eux au carré; on extrait la racine carrée d'un 
produit de plusieurs facteurs, en extrayant la racine carrée de 
chacun d'eux. 

3°. On l'ait entrer un facteur sous un radical carré en élevant 
ce facteur au carré; on fait sortir un facteur d'un radical carré, 
en extrayant la racine carrée de ce facteur. 

4°- On élève une fraction au carré, en élevant ses deux ter 
mes au carré; on en extrait la racine carrée, en extrayant la ra
cine carrée de ses deux termes. 

o°. On élève un radical carré à une puissance, en élevant a 
cette puissance la quantité qu'il recouvre. 

6°. On extrait la racine d'un radical carré, en multipliant son 
indice par celui de la racine à extraire. 

7°. On élève un binôme au carré, en formant le carré du pre
mier terme, le double produit du premier terme par le second, 
le carré du second, terme. Il en résulte qu'on peut trouver les 
ileux termes d'un binôme, lorsqu'on connaît les deux premiers 
termes de son carré. On obtient le premier terme du binôme, 
en extrayant la racine carrée du premier terme de son carré; 
on obtient son second terme en divisant le second terme de son 
carré par le double de la racine carrée du premier terme de ce 
carié. 
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Ainsi, les deux premiers ternies du carré d'un binôme étant 
x'+px, le premier terme du binôme sera \j x- ou ,r, le second 

px p 
terme sera '— ou '-• 

a x i 
8". Le produit de la somme de deux quantités par leur dif

férence est égal à la différence des carrés de ces quantités. 
On a 

{\a + Vb) (v'a — \'b) = a — b. 

y". La racine carrée d'une quantité positive est susceptible 
d'un double signe. On a y 4 ~ — 2> parce que + 2 ou —2 élevé 
au carré reproduit 4-

io°. La racine carrée d'une quantité négative n'est suscep
tible d'aucune expression positive ou négative : c'est une quan
tité imaginaire, \j— 4 e s t u n e quantité imaginaire. On peut 
l'écrire v'4 X — 1. Si l'on convient alors d'appliquer aux ex
pressions de cette forme les mêmes règles de calcul qu'aux 
radicaux carrés recouvrant des quantités positives, on pourra 
extraire séparément la racine de chaque facteur et poser 

v'4 x — 1 = v'4 x v'— 1 —2 v'—i • 
On voit qu'on peut ainsi toujours réduire le signe d'imaginarite 

au symbole y'—i- On représente généralement ce symbole par 
la lettre /. On a donc 

v—4 — iï. 

178. Lorsqu'il s'agit d'expressions fractionnaires irration
nelles, on les transforme ordinairement de manière que leur 
dénominateur soit rationnel [Jrith., 208, 219). 

Soit l'expression ——. On multipliera haut et bas par \j~b~ : 
m v b 

., . . a\jb 
il viendra — ,-• 

mb 

Soit l'expression = - • On multipliera haut et bas par 
m \:b -+- p \ c 

m v'6 — p y o II viendra 

a\j)i\:b—/jyV'' __(i'ni\'b—p\'c) ( „„, 
{m \T>-\-ps'c) {m \!ï— p VV'! ni2 b — p-c 

Soit enlin l'expression -— u_ —. 1 >n multipliera h,cil et 
\ \ a -+- '* /' 

file:///j~b~
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bas par ^a-i-\'b-\-\/c- Il viendra 

A(y'« +• yft-f-yc) A (v'« + v'/> + Ve) 

{ y / r t + v ' * - \/f>!' ( A + \ ^ + \ V ) (s/'Â+y''/.}2—c 

c'est-à-dire 
A ' \ «-+- y'7>-l- \'c) 

rt-f- 2 y'rt/* - i - /> — C 

On multipliera encore les deux termes de l'expression obte
nue par a -+- b — c — i \'ab '• on trouvera 

A [s a + \'b + \'c' [a + b — c — ?. \/fib) 

' a + b — c + 2 y «&; (a + b — c — •?. \ ab ) 

c'est-à-dire 

A l,v'«-r- v'& + \ ' c ; \a + b— c—a v'7^^ 
{a-\-b — c !2 — 4 «' ; 

La marche que nous venons d'indiquer est évidemment gé
nérale. 

Formules générales de résolution des équations du second degré 
à une inconnue. 

179. Une équation du second degré à une inconnue peut 
contenir des termes en x\ des termes en x, des termes indé
pendants de x; si l'on réunit dans le premier membre de l 'é
quation tous les termes, la forme la plus générale d'une équa
tion du second degré à une inconnue sera 

ax2 -+- bx -+- c = o. 

a, b, c, sont des quantités positives ou négatives, littérales ou 
numériques, monômes ou polynômes. 

Considérons d'abord le cas où l'on a b = o. Il reste 

ax2 + c = o , 
d'où 

c 

a 

Puisque l 'inconnue x élevée au carré doit reproduire :-

x représente la racine carrée de •, on a donc '177, cf) 

Les deux solutions obtenues sont les racines de l'équation 

ax' -\- (; = o : 
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on voit maintenant poun[uoi on a emplové celte expression 
pour désigner les solutions des équations de tous les degrés. 

180. Passons à l'équation générale, et ramenons sa résolu
tion à celle de l'équation précédente. On peut diviser les deux 
membres de l'équation 

ax' -+- bx + t = o 

par le coefficient a du premier terme : il vient 

b c 
X- H— x -\— = o. 

a a 

Posons - = p, - = ( / . L'équation prend la l'orme 
a n ' 

x- -\- px ~- q = o. 

Faisons passer le terme indépendant dans le second membre, 
nous aurons 

x2-\~ px = — q. 

On peut toujours considérer les deux termes x- -+- px comme 

les deux premiers termes du carré d'un binôme facile à for

mer ;'177, 7°). Ce binôme est égal i\x+'-- Complétons dans 

le premier membre le carré de ce binôme en ajoutant aux 

deux membres de l'équation la quantité '-y- Il viendra 

x- -+- px -»- '-j- = '-y — q, 
t f 

c'est-à-dire 

L'équation est ainsi ramenée à la forme précédemment exa

minée 179). [x-\--\ élevée au carré doit reproduire la 

quantité '- q; on a donc 

d'où 

Lorsque l'équation du second degré à une inconnue est consi
dérée sous la l'orme 

x!+px - 4 - 7 = 0 . 
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la règle a suivre pour obtenir les racines de l'équation est 
donc celle-ci : 

L'expression de x est égale à la moitié du coefficient du 
second terme de l'équation pris en signe contraire, plus ou 
moins la racine carrée du carré de cette moitié diminué du 
terme indépendant pris avec son signe. 

Si l'on applique cette règle à l'équation 

x2 -t- 4 ; r — 5 = o, 

on obtient immédiatement 

x = — 2 ± y'4 -1- 5 = — 2 ± 3 ; 

désignons par x' et x" les deux racines; nous aurons en le-
séparant 

x' = 1 et x" = — 5. 

181. Si l'on veut trouver une formule générale qui réponde 
à la forme 

ax2 + i j + f = : o , 

il suffit de remplacer p par - et q par - dans la formule pré

cédente. Il vient 

ia y 4«2 a 2« y \a2 

c'est-à-dirc 

b , \jb2 — 4 «c — b± \j b2 — 4 «<-
-i- ou x = -— 2 « 2 « 

Par conséquent, lorsque l'équation est sous la forme 

ax2 4~ bx -+- c = o, 

la valeur de x est égale au coefficient du second terme de 
l'équation pris en signe contraire, plus ou moins la racine car
rée du carré de ce même coefficient diminué du quadruple 
produit du terme indépendant par le coefficient du premier 
terme, le tout divisé par le double de ce coefficient. 

Si l'on applique cette règle à l'équation 

2 j r 2 + x — 6 = o, 

on obtient immédiatement 

x = -, 
4 ~ 4 

Désistions par x' et r" les deux racines; nous aurons en les 
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séparant 
, _ 6 _ 3 
~ 4 ~ 2 ' 

„_ — S_ 
4 

182. Lorsque, dans l'équation 

ax'1 -+- ô.r -f- ( • = o, 

le coefficient /> esl divisible par ?., la formule précédente esl 
susceptible d'une petite simplification. Posons b = 2 b', la for
mule deviendra 

— ib' ± v4 ̂ '2 — 4af> 

2(7 

On pourra diviser alors par a les deux termes de cette expres
sion; pour diviser le radical para, il faudra diviser par 4 la 
quantité placée sous ce signe. On aura 

b'±\lb" — ac 
a 

Si l'on applique cette formule à l'équation 
4 X' — 8 X 2 1 = O , 

on obtient immédiatement 

v'iG-— 4 — V'o-t- 84 _ 4 =t 1 o r - ? _ -j-. 

Désignons par x' et x" les deux racines; nous aurons en 
séparant 

*' = $ = !, 
4 ? 

„. _ — 6 _ 3 

~ 4 _ 2' 

183. On peut résoudre directement l'équation 

ax* -+- 65; -+- c = o. 
Faisons passer le terme indépendant dans le second membre, 
nous aurons 

ax- -+- bx = — c. 
Les deux termes ax2-\~bx peuvent être considérés comme les 

deux premiers termes du carré du binôme x\la + —p- Coin-

piétons dans le premier membre le carré de ce binôme en 
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1,1 

ajoutant aux deux membres de l'équation la quantité -y— : 
4 < z 

il viendra 

d'où 

On en déduit 

c'est-à-dire 

ax* -{-bx + y— = -.— 

r- , b V b-— Aac 
x\a-' > — ^ 

~sja-

i.\la) 4« 

b _ ± y / 6 ; — 4ac 

2 y a a y/a 

/- __ — 6±s/6- — 4«c — 6±V^ ! —4«c 

3? y Cl — > Ql OC — ^ 

2 s/a 2 « 
comme nous l'avons déjà trouvé. 

On doit supposer, en effectuant ce calcul, que le coeffi
cient a est positif; ce qui est toujours permis, puisqu'on le 
rendra lel, s'il est négatif, en changeant les signes de tous les 
termes de l'équation. 

Remarques sur la nature des racines des équations du second 
degré. 

184. Considérons la formule 

-=-!*\/f 
qui correspond à la forme 

x- -4- px -+- q = ( 
P2 

Si l'on a — q > o, les deux racines 

seront évidemment réelles et inégales. (Les quantités positives 
et négatives constituent les quantités algébriques réelles par 
opposition aux quantités imaginaires.) Dans ce cas, le premier 
membre de l'équation équivaut à la différence de deux carrés. 

P2 

En effet, si '— — q est plus grand que zéro, on peut poser 

quantité positive quel que soit K, pourvu qu'il soit réel. Ondé-
I. 22 
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duit de cette relation 

et l'équation proposée devient 

c'est-à-dire 

x'-{-px +•'—. K = o. 

X-h^J —K2 = o. 

On peut l'écrire alors sous la forme 

Pour qu'un produit soit nul, il suffit que l'un de ses facteurs 
soit nul, les autres ayant des valeurs finies. On est ainsi con
duit aux relations 

a : - f - ^ + K = o, x + E- — K = o; 
2 2 

ce qui ramène aux racines déjà trouvées. 

185. Si l'on a Ç —q =• o, les deux racines x' et x" se rédui-
4 

sent à x = — -£-: elles deviennent égales. On continue de dire 
2 

cependant que l'équation admet deux racines. Dans ce cas, le 
premier membre de l'équation est un carré parfait, puisqu'on 

obtient, en remplaçant q par sa valeur ~ 5 

x2 -\-px -+- y- = o ou ( x •+• -

On peut écrire alors l'équation sous la forme 

et les deux facteurs égalés à zéro donnent tous deux 

x = - l . 
2 

186. Si l'on a *-. a O , les deux racines x' et x" sont ima-
4 

ginaires, puisque la quantité placée sous le radical est négative. 
Le premier membre de /'équation équivaut alors à la somme 

de deux carrés. En effet, si y — q est plus petit que zéro, on 
4 
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peut poser 

K- — ? = — K2, 

quantité essentiellement négative quel que soit K, pourvu qu'il 

soit réel. On déduit de cette relation q — ̂ ~ -+- K% et l'équa

tion devient 

c'est-à-dire 

\x + f-\ -;- K= = o. 

La somme de ces deux carrés sera toujours positive, quelle que 
soit la valeur réelle attribuée à x. On voit pourquoi l'Algèbre 
conduit dans ce cas aux symboles imaginaires. 

Si dans la formule générale 

«-fit/F» 
on remplace y- — q par—K2, on obtient 

x = — £ ± V C T K ; = — £ ± K i / ~ , 

c'est-à-dire 

x = - ] - ± K i ' (177, lo"). 
2 

On voit que les quantités imaginaires du second degré sont de 
la forme x — a±bi, a et h étant des quantités réelles quel
conques. On soumet ces expressions aux mêmes règles de cal
cul que les expressions réelles, en convenant seulement de 
remplacer dans les résultats obtenus i' par — i : c'est étendre 
à y/— i la définition ordinaire de la racine carrée d'un nombre. 

187. Si l'on avait considéré la formule plus générale 

— b ± v/6
2 — 4«e 

X = • ? 

on aurait été conduit à des conclusions identiques à celles que 
nous venons d'indiquer, en considérant successivement les 
conditions 

b- — ̂ ac^>o, b2—4r"' —°> l'1 — 4<7<:'<C0-

En résumé, l'équation du second degré à une inconnue a 
toujours deux racines. Ces racines peuvent être : i° réelles et 
inégales; 2° réelles el égales; 3° imaginaires. 

2 2 . 
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Exemples. 

188. i°. Soit proposé de résoudre l'équation 

a 4- 6 a— b 3 
x— a x — ou 2 

Je chasse les dénominateurs; mais j'ai soin de conserver à part 
le dénominateur commun o.[x — a) (x — 36). Il vient 

i[a+b) [x — 3b) +i{a — b) [x-—a) = 3{x— a) [x—3b), 

d'où 
-i.ax-V-ibx—6ab—6b'~ + 2.ax— -zbx—la1 -\-iab 

— 3x2—3ax—c)bx 4- gab. 

En simplifiant et en ramenant l'équation à la forme géné
rale, on a 

3x'i— (7 a + ç)b)x-\-1 a? -h i3«6 4-662 = o, 
d'où 

__']a+ç)b±\J (7« + 9è)2 — 4 - 3 - ( 2 " î 4- 13 «64-6 62) 
x — - g 

En effectuant les calculs sous le radical, on trouve 

7 a 4- 9 b ± y/a5 a? — 3o ab 4- 9 b1 

La quantité placée sous le radical étant le carré du binôme 
5 a — 3 6, on a enfin 

__r-ja + gb±{5a — 36) 
~" 6 

En séparant les racines, on peut écrire 

, , , „ a + 6 b 
x = 2 a 4- b, x = — 5 

Ces valeurs n'annulent pas le dénominateur commun supprimé 
3.[x — a) (x — 36), elles vérifient d'ailleurs l'équation propo
sée : ce sont donc les racines cherchées (129). 

2°. Soit proposé de résoudre l'équation 

y/a -H x = 1 4 - ^ 6 4 - x, 

et d'appliquer la formule générale obtenue aux données 

a—r, 6 = 2. 

Pour faire disparaître les radicaux, il faut élever deux fois 
de suite au carré. On obtient d'abord 

a -\-x = 1+64-3? + 2 y/6 4- x, 

file://-/-iab
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d'où 
2. \Jb -hx= a — b — i. 

En élevant encore au carré, il vient 

Ub + x) = [a—b—i)', 
d'où 

4 — 
Comme nous avons élevé au carré, la racine trouvée pour
rait ne pas satisfaire à l'équation proposée (112, 117). Vérifions 
cette racine. Si on la substitue à la place de x dans l'équation, 

\ A ^ .b—iy—^b 

4 
Le premier radical revient à 

/ -
—4è + («— b 
- - v '- ou a 

-iY 

« / A _L 

y4 

, / 4 ( 

( « • 

a — 

—b— iy-

4 

-b) + [a-

- 4 6 

- 6 - , ) 
4 V 4 

Si l'on considère {a — b—i)2 comme le carré du binôme 
(«—b) — i, il viendra 

-b) + i /4(«— b)-j-(a—6)2—i(a—6j + i _ /(a—b}2-\-2(a-

V 4 ~V ~ 
La quantité placée sous le radical représente le carré de 

-> c'est-à-dire que ce radical équivaut à la fraction 
[a-

« — 

- 6 ) 4 -
2 

- 6 + i 

i 

Le second radical i - A + i^ b—iy — jb ^ . ^ 

évidemment autre chose que la fraction a '• On doit 
2 

donc avoir 
a — b+i a—6— i 

- — i H , 
2 2 

égalité évidente. 
Si l'on fait dans la formule générale a = 7 et 6 = 2, la va

leur particulière de x est 
(7 — 2— i ) ' _ 8 _ 

4 
Substituée dans l'équation 

y;7 + x = 1 + y'2 + x, 

elle donne l'identité 
s/g=i + s/4. 
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3". Résoudre l'équation 

(x- + 2x — 35) (x'—x— 6) = o. 

11 suffît évidemment de poser successivement 

X* + 2 x — 35 = o et x1 — x — 6 = o. 

La première équation donne 

x = — I ± V I + 3 5 = — i : ± 6 , d'où 

La seconde équation donne à son tour 

i ± v ' n - 2 4 I ± 5 ,, . i x'" = 3 
x— = » d ou 

2 2 ( Xiy = 2 . 

Les quatre racines cherchées sont 5, — - n 3, — 2. 
4°. Résoudre l'équation 

\J x -\-5 -+- y 2 # 4- 8 = 7 • 

En élevant une première fois au carré, on trouve 

x-i-5 + 2x + 8+2^[x + S) [zx+ti) = 4 9 ; 
d'où 

2 ^(x+5) J2« + 8j = 3 6 — i x . 

Si l'on élève une seconde fois au carré, il vient 

4(x + 5) (2^ + 8) = (36 — 3xV, 
d'où 

x- — 288 x •+• 1136 = o . 

Cette équation donne 

x = i44— V/]442—" 1136 = i/{^±\,ii(j6uo. 
Par suite 

^' = 284, x" = ^. 

Nous devons vérifier ces racines. La première conduit à 

^ ^ 8 9 + ^ / 5 ^ 6 = 7 , 

résultat inadmissible : elle ne vérifie pas l'équation donnée. 
La seconde racine conduit à 

^9 + ^16 = 7, 

c'est-à-dire à une identité : elle seule vérifie donc l'équation 
proposée. 

Si l'on prenait le premier radical avec le siync —, la pre
mière racine conviendrait au contraire, et la seconde racine ne 
satisferait plus. 11 faut remarquer à ce sujet que les signes par
ticuliers des radicaux disparaissant dans l'élévation au carré, 

\ x' = 5 
1 x" = — -
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l'équation finale répond à toutes les combinaisons de signes 
de ces radicaux : une racine qui ne satisfait point au premier 
abord peut donc convenir si l'on t'ait sur les signes des radicaux 
l'hypothèse convenable. 

5". Résoudre l'équation 

s/zS 4- i x = y/21 4- .r + 1. 

J'élève les deux membres au carré, j'obtiens 

28 + 2 ^ = 21 + x-i-2^2.1 + 1 + 1, 
d'où 

6 -f- x — 1 y 21 -\-x. 

J'élève une seconde fois au carré, et je trouve 

36 + 12 x + x1 = 84 + 4 x, 
d'où 

x" 4- 8x — 4^ = o. 
On en déduit 

x = — 4 ± v / i 6 4 - 4 8 = — 4 ± 8 . 
On a donc 

x' ~ 4 et x" = — 12. 

La première valeur substituée dans l'équation donne 

y'36 = y/^ 4 - 1 . 
La seconde conduit à 

y/4 =. v'9 4- i. 

La première vérifie l'équation telle qu'elle est posée; la se
conde ne la vérifie que si l'on prend les deux radicaux avec le 
signe —•. 

6°. Résoudre l'équation 

V14 + x + v^ + 2 x = 1. 

En élevant au carré, on a 

i4 + # + 2V/(I4 + a;) (5 + 2a?)+5 + 2 # = i , 
d'où 

2 y/(i4 + # ) {5 + ix} —— 18 — 3x. 

En élevant une seconde fois au carré, il vient 

4 ( l 4 + - r ) ( 5 + 2 X ! = (18+ 3.T)', 
c'est-à-dire 

x2—24 x + 44 — °-
On en déduit 

x = i 2 + v/i44 — 44 — , 3 — i o -
On a donc 

X = 22 et X = 2. 
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La vérification donne 
^ 3 6 + ^ 4 9 = 1 , 

v'Tô + vÇ = i ; 

c'est-à-dire qu'aucune des racines trouvées ne satisfait. Pour 
qu'il y ait vérification, il faut prendre d'abord le premier radi
cal avec le signe — et le second avec le signe -+• ; puis faire 
l'inverse. 

CHAPITRE IL 
PROPRIÉTÉS DES ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ. — INÉGALITÉS 

DU SECOND DEGRÉ. — PROBLÈMES. 

Relations entre les coefficients et les racines d'une équation 
du second degré. 

189. Reprenons la formule générale 

séparons les deux racines : nous aurons 

Si l'on ajoute ces deux relations, il vient 

x' + i " = —p. 

Si on les multiplie, on trouve 

C'est là le produit d'une somme par une différence; on peut 
le remplacer par la différence des carrés des quantités consi
dérées. On aura donc 

*-=(-s),-(v/R'HH$-'> 
c'est-à-dire 

x' x" = q. 
On est donc conduit à ces deux propriétés très-importantes. 

Dans toute équation du second degré de la forme x2+px-{-q=o : 
i° La somme des racines est égale au coefficient du second 
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terme pris en signe contraire; 20 le produit des racines est 
égal au terme indépendant pris avec son signe. 

Si l'on considère l'équation du second degré sous la forme 
plus générale 

ax2 + bx -+- c = o, 
on a 

/ // b , „ c 
x -\-x z= — p-= , x x —q=—-

a a 
Les mêmes propriétés subsistent, sauf la division par le coeffi
cient du terme en x*. 

Soit l'équation 
OC' — D X O ^ ^ O . 

La somme des racines sera 

leur produit sera 
x' x" = — 5. 

Soit l'équation 
7.ï2 + io . r - f -4—°-

La somme des racines sera 

leur produit sera ; 

~ 1 

190. Ce qui précède permet de résoudre immédiatement 
cette question : Trouver deux nombres dont la somme et le 
produit sont donnés. Ces deux nombres sont nécessairement 
les racines d'une équation du second degré, dont le premier 
terme a pour coefficient l'unité, dont le second terme a pour 
coefficient la somme donnée prisé en signe contraire, et dont 
le terme indépendant est le produit donné. 

Si la somme donnée est S et le produit donné P, les deux 
nombres cherchés seront les racines de l'équation 

x- —-Sx + P = o, 

puisqu'on a, en désignant ces racines par x' et x", 

x' + x" = S, x' x" — P. 

On peut facilement vérifier ce théorème usuel. Si l'on appelle x 
l'un des deux nombres demandés, l'autre sera S — x, et l'on 
devra avoir 

x {S — x ) = P ; 
d'où 

Sx — x- = P ou x-—S.r + P = o . 
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x représentant l'un quelconque des deux nombres, les racines 
de cette équation sont les deux nombres cherchés. 

Trouver deux nombres dont la somme soit 15 et le produit 56. 
On aura 

x2 — 15 x -+- 56 = o ; 
d'où 

i5 : 
X -

c'est-à-dire 
a : ' = 8 , « " = 7 . 

191. Il est facile, d'après ce qui précède, d'indiquer la na
ture des racines d'une équation du second degré sans la ré
soudre. Prenons l'équation sous la forme ax2 + bx -+- c = o ; 
on peut toujours supposer a positif. Nous distinguerons trois 
cas. 

i°. Si c est positif, le terme —t^ac, placé sous le radical dans 

la formule générale x= :=z-^- —? est négatif. On ne 
2 a 

peut donc savoir d'avance la nature des racines qu'en formant 
la quantité b7—\ac. 

Si l'on a b2—4«e<°» les racines sont imaginaires ; aucune 
recherche ultérieure n'est nécessaire. 

Si l'on a b2 — ̂ ac = o, les racines sont réelles et égales. On 
a immédiatement x = •> puisque le radical s'annule. 

D'ailleurs, les deux racines étant égales, chacune d'elles est la 
• •• A , * moitié de leur somme 

a 

Si l'on a b2 — 4 « c > °> les deux racines sont réelles et iné-

gales. Elles sont de même signe, puisque leur produit - est 

positif. Leur somme étant •, elles sont positives si b est 

négatif, négatives si b est positif, c'est-à-dire qu'elles sont 
de signe contraire à b. 

2°. Si c est négatif, le terme —^ac , placé sous le radical 

, , , , , . , — b ± \lb* — iac . . „ , 
de la formule générale x — : —? est positif ; la 

quantité placée sous le radical est alors toujours positive, 

c'est-à-dire que les racines sont toujours réelles. Leur pro

duit - étant négatif, elles ont des signes contraires : l'une est 

positive, l'autre est négative; la plus grande des deux donne 
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son signe à la somme des racines, c'est-à-dire qu'elle est de 
. , . b 

signe contraire a b, puisque cette somme est 

3°. Si c est nul, le terme —^ac s'évanouit, et l'on a 

— —b±\j'b~l _ — b±b 
2 a ia 

L'une des racines est nulle, l'autre est En effet, le pro
duit des racines étant nul, sans que leur somme le soit, l'une 
d'elles est nulle, et l'autre est égale à leur somme. C'est en
core ce qu'indique immédiatement l'équation 

ax2 -+- bx = o, 
d'où l'on déduit 

x [ax -\- b) = o. 

En résumé, si c est positif, et qu'on ait b2—/±ac~^>o, les 
racines seront toutes deux réelles et de signe contraire à b. 
Si c est négatif, les racines seront toujours réelles; elles seront 
affectées de signes contraires, et la plus grande sera de signe 
contraire à b. 

Soit l'équation 
3x2 -f- 2 x -+- 7 = o. 

On a ici 
/>; — 4 « c = 4 — 4 . 3 . 7 ; 

les racines sont imaginaires. 
Soit l'équation 

!\x2— 8.r-|- 4 = o. 
On a 

b- — 4«c = 64 — 4-4-4 = °-

Les racines sont toutes deux égales à —7 ou à i. 
2.4 

Soit l'équation 
5x2— i3x + 8 = 0 . 

On a 
b2 — 4 ac — 169 — 4-5.8 = 9. 

Les racines sont réelles et inégales. Elles sont toutes deux po
sitives. 

Soit l'équation 
n x2 — 3x — 5 = o . 

c est négatif; les racines sont nécessairement réelles. Elles sont 
de signes contraires : la plus grande est positive, parce que b est 
négatif. 
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Décomposition d'un trinôme du second degré en facteurs 
du premier degré. 

192. Soit un trinôme du second degré x^ + px + q, x peut 
recevoir dans ce trinôme toutes les valeurs possibles. Egalons-
le à zéro : il en résultera pour x deux valeurs spéciales, x' et x", 
qui seront les racines de l'équation obtenue x2-{-px-+- ç = o. 
On aura (189) 

p = — [x'~\-x") et q = x'x". 

Si l'on substitue à la place de p et de q ces valeurs, le trinôme 
deviendra 

OC l OU 1 iX- j OC j OC Ch * 

Ce ne sera là qu'une forme identique à la forme x2 + px-+- q : 
on pourra de nouveau attribuer à x dans ce trinôme toutes 
les valeurs possibles. Mais on a évidemment 

/yî _ _ I V I ry' 1 <y 1 sy< sy • • ( y î _ /y' ry _ _ _ _ ry'' *y 1 ry' ry'' 
AAS 1 \As î \As j *Ar j *As tAs • ' i V \As *Ar i A / \At \ \rv \Ar • 

Le second membre de cette égalité revient à 

x [x — x') — x" [x — x'), 
c'est-à-dire à 

[x — x') (x — x"). 

On a donc finalement 

x2-\-px + q = {x — x') {x — x"), 

et, dans les deux membres de cette égalité, on peut donner 
à x toutes les valeurs possibles, de sorte que cette égalité est 
une véritable identité. 

On arrive donc à ce théorème, dont on fait un usage conti
nuel : Tout trinôme du second degré de la forme x2 + px-\-q 
est égal au produit de deux facteurs du premier degré, formés 
en retranchant successivement du symbole x chacune des 
racines x', x", obtenues en égalant le trinôme à zéro. 

Si le trinôme se présente sous la forme plus générale 

ax2 -+- bx -+- c, 
on peut écrire 

ax2 + bx -+- c = a lx2 ~\— x H— \= a [x2 -+-px •+- q). 

En remplaçant x2-±-px-+-q par [x — x') (x—x"), il vient 

ax2 + bx + c = a[x — x') [x — x"). 

Le théorème est donc le même, sauf la multiplication par le 
coefficient a du premier terme du trinôme. 
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Si l'on demande de transformer le trinôme x2 — Sx + 6, 
on posera 

x2 — 5 .r 4- 6 = o, 
d'où 

S±J2.5 — iL 5±i ( x ' = 3 , 
x = •—-ï î — et < „ 

2 2 ( x"= 2 . 
Par suite, x2 — Sx 4- 6 = [x — 3) (x — 2), quel que soit .r. 

Si l'on demande de transformer le trinôme 2.x2 4- Sx — 63, 
on posera 

2 x2 4- Sx — 63 = o, 
d'où 

— 5=t ^ 5 + 504 — 5 ± 2 3 ia;' = 4,5, 
- — - - — et ' ^ 4 ~ 4 

Par suite, 
2.r ï-i-5.r — 6 3 = 2.(x — 4>5) [x + 7), 

quel que soit x. 

193. Le théorème précédent est si important, que nous en 
donnerons une seconde démonstration directe. 

Soit le trinôme ax2-\~ bx 4- c. On a identiquement 

/ b c 
ax2 4- or 4- c = « .r2 4 — x -\— 

\ a a 
On ne changera rien à la quantité renfermée entre parenthèses, 
en l'augmentant et en la diminuant à la fois du terme -— On 

aura alors 
/ b c b2 b2\ 

ax24- bx 4- c = a [x24— x 4 1- 7— — 7—-
\ a a !\a- l\a2 j ou 

ax2 r - b b' (b2 °\i 
4- bx 4- c = a \x2 4- - x 4- -7—- — I 7-— • ; 

|_ a 4 a \ 4 a «/J 
b b2

 t , , , , . , 6 
mais x2+ - x + -,— représente le carre du binôme x 4- :— » 

a \dl 2 a 
62 c /T»2 c 

et la différence 7— est le carré de t / 7— On peut 
4«2 a V 4« « 

2«/ \ y 4«3 «, 

donc écrire 

ax2 + bx -\- c = a (x 4- -

La différence des deux carrés renfermés entre parenthèses 
peut être remplacée par le produit de la somme de leurs 
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racines par la différence de ces mêmes racines; d'où 

ax- + bx 4- c = a ( x -\ h fbf__c_ 
V 4«2 « 

X l x-(- \ / — 
\ 2 a y 4 a ' a 

Mais si l'on se souvient que l'équation 
, b c 

ax7 + bx •+• c = o ou x2-\— x -\— = o 
a a 

a précisément pour racines 
b fT2 c b I b' c 

x'= j - i / _ _ et x" = t / _ _ , 
za y 4 8 a 2 r t V 4 " « 

on aura en réalité 
ax1 + bx -+- c — a (x — x') [x — x"). 

194. Appliquons directement au trinôme ax2-\-bx 4- c les 
considérations déjà développées (184, 185, 186), et considé
rons l'expression 

aX' + bx + C==a[{X-hTa)1-{^-Cà)]-
Si l'on a b2— 4 a c^>°> c'est-à-dire si les racines x' et x" sont 
réelles et inégales, on aura aussi, en divisant par 4«2, 

b' c 

b? c 
On peut alors poser j — - = KJ et regarder la parenthèse 

comme la différence de deux carrés. Donc, lorsque le trinôme 
ax7 -+- bx 4- c, égalé à zéro, conduit à des racines réelles et 
inégales, on peut le regarder comme le produit de la différence 
de deux carrés par le coefficient a. 

Si l'on a b7 — ^ac = o, c'est-à-dire si les racines x' et x" 
b2 c 

se confondent, on a aussi -, = o, et il reste 
4 a a 

l o 
ax2 + w + c = « / H 

\ i a 
Le trinôme ax2 + bx+c, égalé à zéro, conduisant à des racines 
réelles et égales, on peut le regarder comme le produit d'un 
carré par le coefficient a. 

Enfin, si l'on a b2 — 4 a c < C°> c'est-à-dire si les racines*-' 
et x" sont imaginaires, on a aussi y—; < o . On peut alors 
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b2 c 
poser -r— = — K' et regarder la parenthèse 

4 a a 
[{X+^Ï'-{^-Ca)] 

comme la somme de deux carrés. Par suite, le trinôme 
ax2 + bx + c, égalé à zéro, conduisant à des racines imagi
naires, on peut le regarder comme le produit de la somme de 
deux carrés par le coefficient a. 

Dans les deux derniers cas, la parenthèse ayant, quel que 
soit x, une valeur positive, c'est le coefficient a qui donne son 
signe aux valeurs du trinôme. 

En résumé, suivant qu'on a b2 — ̂ ac^>o, b2—4ac—°> 
b2 — 4 ac <C ° J o n peut écrire : 

ax2 -+- bx + c 

ax2-\- bx -f- c 

ax2 -+- bx -f- c 

Vf b 
= a 1 [x -i—— 

LA 2 « 
/ b \ 

= a [x -\ 

= « 
Vf b 

[x H 
_\ 2 a 

-*] . 

r.)'--]-
Inégalités du second degré. 

195. La forme la plus générale d'une inégalité du second 
degré est celle-ci : 

ax2 4- bx -f- c ^> o ou ax2 -f- bx -f- c <[ o. 

On peut toujours supposer a positif. Si ce coefficient était né
gatif, on multiplierait par — i les deux membres de l'inégalité 
et on en renverserait le sens (169, III). 

Si les racines de l'équation ax2 -+- bx -+- c = o, obtenue en 
égalant le premier membre de l'inégalité à zéro, sont imagi
naires ou bien si elles sont réelles et égales, les valeurs du 
trinôme seront toujours de même signe que a (194), par con
séquent toujours positives. On satisfera nécessairement à la 
relation 

ax2 -+- bx -f- c > o, 

en donnant à x une valeur réelle quelconque; mais on ne 
pourra jamais satisfaire à la relation 

ax2 -+- bx -t- e <C o. 

Si les racines de l'équation ax2 + bx + c = o sont réelles 
et inégales, on pourra mettre le trinôme ax2 -h bx + c sous 
la forme aix — x')[x—x"), x' et x" étant les racines ob
tenues. 
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Pour qu'on ait a{x—x')[x — x")^>o, a étant toujours 
supposé positif, il faudra que le produit des deux facteurs 
x — x' et x — x" soit positif, c'est-à-dire il faudra que ces 
deux facteurs soient de même signe : tous deux positifs ou 
tous deux négatifs. On devra donc avoir x^>x', x^>x", ou 
bien x < x', x <^ x". On pourra donc donner à x toutes les 
valeurs réelles plus grandes ou plus petites que les deux ra
cines, mais on ne pourra lui en donner aucune comprise entre 
les deux racines. 

Si l'on veut au contraire satisfaire à l'inégalité 

ax' -h bx + c <C_ o ou a [x — x') {x — x")<^o, 

a étant toujours positif, les deux facteurs x—x' et x — x" 
devront être de signes contraires, pour que le premier mem
bre de l'inégalité soit négatif. En désignant par x' la plus grande 
racine, on devra donc avoir x<^x' en même temps que x~^>x", 
c'est-à-dire que x n'admettra que les valeurs réelles comprises 
entre les deux racines. 

En résumé et a étant supposé positif, on peut toujours sa
tisfaire à l'inégalité ax2 -f- bx -+- c~^> o : i° en donnant à x 
une valeur réelle quelconque, lorsque les racines de l'équation 
ax' + bx •+- c = o sont réelles et égales ou imaginaires; i° en 
donnant à x une valeur réelle quelconque, pourvu qu'elle ne 
soit pas comprise entre les deux racines, dans le cas où ces 
dernières sont réelles et inégales. 

On ne peut satisfaire à l'inégalité ax'1 •+• bx -+- c <^o que dans 
le cas où les racines de l'équation ax'1 -f- bx + c = o sont réelles 
et inégales, et alors il faut que la valeur réelle donnée à x soit 
comprise entre ces deux racines. 

Si a était négatif, il suffirait d'appliquer ce qu'on vient de dire 
pour l'inégalité ax:2-hbx-+-c<^o à l'inégalité ax2-h bx + c^>o, 
et réciproquement. 

En d'autres termes, lorsque les racines de l'équation obtenue 
en égalant le premier membre de l'inégalité à zéro sont réelles 
et égales ou imaginaires, les valeurs du trinôme ont toujours 
le signe de a. 

Lorsque les racines sont réelles et inégales, les valeurs du 
trinôme ont le signe de a, lorsque x n'est pas compris entre 
les racines; ces valeurs sont de signes contraires à a, lorsque x 
est compris entre les racines. 

Soit l'inégalité 
— sx' -f- 7 x — 5<^o . 

Les racines de l'équation 

— 3 x' 4- 7 x — 5 = o 

étant imaginaires, cette inégalité sera satisfaite pour toutes les 
valeurs réelles de x. 
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Soit l'inégalité 
^ x7 — 3 x — i <^o. 

Les racines de l'équation 

^ x7 — 3 .r — 1 = 0 

étant 4 et — i , cette inégalité ne sera satisfaite que pour les 
valeurs de x comprises entre 4 et — i . 

Soit l'inégalité 
— 3 x'1 + 7 x — i ^> o. 

Les racines de l'équation 

— 3 x7 + 5 * —• i = o 

étant 6 et i, cette inégalité ne sera satisfaite que pour les va
leurs de x comprises entre 6 et i. 

Soit l'inégalité 
3x7 — I O J + 3 ^ > O . 

Les racines de l'équation 

3 z ! — IO x -+- 3 = o 

étant 3 et ^ on pourra donner à x une valeur réelle quelcon-

Ï 
que, pourvu qu'elle ne tombe pas entre 3 et •=•' 

Problèmes du second degré. 

196. I. Trouver sur la droite qui passe par deux points don
nés A et B, un point dont la distance au point A soit moyenne 
proportionnelle (voir la Géométrie) entre la longueur AB et 
la distance du point cherché au point B. 

Pour mettre le problème en équation, je suis obligé d'assi
gner une position quelconque au point cherché. Je supposerai 

a d'abord ce point, que 
—cv-,„ ---̂ '-'-"-"'l~~-"-fc"""'~'-g— je désignerai par C, 

* I entre les points A et 
B. J'appelle x la longueur AC, et a la longueur AB. J'aurai, 
d'après l'énoncé du problème, 

x7 = a (a — x). 

De cette équation, je tire 

x7 + ax — a7 =• o, 
d'où 

5 a' 
La quantité sous le radical revient à -7 - ; et l'on peut extraire 
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la racine carrée de -y : on aura donc 
4 

2 2 

c'est-à-dire 

* = - ( - i ± V / 5 ) . 

Le signe -+- du radical correspond à une racine positive, plus 
petite quert , de sorte qu'entre A et B il y a bien un point C 
répondant à la question. • 

Le signe •— du radical correspond à une racine négative. 
Cette racine négative indique un point C , placé à gauche du 
point A, puisque le point C est à droite du même point, et r é 
pondant aussi à la quest ion; car l 'énoncé permet évidemment 
de compter l ' inconnue x, à partir du point A, à droite ou 
à gauche de ce point, et l'Algèbre par l'opposition de signe 
indique l'opposition de sens (161, : c'est ce que nous allons 
vérifier. 

En désignant AC par x et AB par a, on devra avoir 

x- — a [a -h x). 

Si l'on compare cette équation à l 'équation précédente 

x2 = a [a — x), 

on voit que ces deux équations ne diffèrent que par le change
ment de x en — x ; donc les racines de la seconde équation 
seront celles de la première, changées de signes (158), c'est-à-
dire 

2 

La racine positive de cette équation correspond au point C , 
et la racine négative au point C déjà obtenu. Les deux équa
tions posées se vérifient mutuel lement , et la première suffit 
pour trouver les deux solutions du problème. 

Si l'on suppose enfin le point cherché placé en C" à droite 
du point A, mais au delà du 

^ v : _ ~'' -" l-"~ poift B, l ' inconnue x sera la 
x distance AC", et l'on aura pour 

équation du problème 

x2 = a ( x — a), 
d'où 

x2 — ax •+• a- = o. 

En formant la quantité r— — q, on voit immédiatement que les 
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racines de cette équation sont imaginaires : ce qui indique 
l'absurdité de l 'hypothèse. Et, en effet, AC" étant à la. fois 
supérieure à AB et à BC", il est impossible que AC" soit une 
moyenne proportionnelle entre les deux distances énoncées. 

197. I I . Etant donnés le volume et la hauteur d'un tronc 
de pyramide à bases carrées et parallèles, et le côté d'une de 
ces bases, trouver le côté de l'autre base. 

Désignons par V et If ie volume et la hauteur donnés, par a 
le côté connu de la grande base, par x le 
coté cherché de la petite base. La géométrie 
donne immédiatement 

V = — ( a7 + x* -+- ax ) . 

On en déduit 

Cette équation donne 

3 V 
~H~ 

a , . a* 
x=—-±\/-r — <r-

2 y n 
3 V 
H 

c'est-à-dire 
a , / 3 V 3 a" 

2 —y H 4 
L'une des racines est négative, elle ne peut convenir au point 
de vue géométrique, et nous devons la rejeter. D'ailleurs, 
pour que les racines soient réelles, il faut qu'on ait 

v7" a-- V - » 2 H 

H > 4 oa V > ^ T 
Ce n'est pas tout : il faut que la première racine soit positive, 
sans quoi le problème n'admettrait aucune solution. On devra 
donc avoir 

a / 3 V 3« ' 

- ; + VTr—4->0-
Cette inégalité revient, en faisant passer—•- dans le second 

membre et en élevant ensuite les deux membres au carré, à 

d'où 

3 V 3 a2 . ce 

ir-x>T' 

ir>a et v > ir Cette condition, qui renferme la précédente, suffit donc pour 
23. 
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assurer la possibilité du problème. Et, en effet, elle exprime 
que le terme indépendant de l'équation considérée est négatif: 
dans ce cas, les racines sont toujours réelles. Nous aurions pu 
poser immédiatement cette condition de possibilité du pro
blème. 

On peut facilement interpréter le résultat t rouve. —r— re
présente le volume d'une pyramide avant même base ABCD et 
même hauteur que le tronc proposé : or il est évident que le 
volume de ce tronc doit être plus grand que le volume de cette 
pyramide qui est l 'une des trois qui le composent. Si l'on avait 

~ 3 
on trouverait 

x = o, 

et le tronc se confondrait avec la pyramide. 
Si l'Algèbre nous a donné une racine négative que nous 

avons dû rejeter, c'est qu 'un problème d'Algèbre pure, admet
tant indifféremment la solution positive ou négative, conduit 
à une équation identique à celle qu'on vient de traiter. Ainsi 
on peut demander, étant donnés les nombres V, II et a, de 
trouver un nombre x qui satisfasse à la condition 

„ H , , 
Y = — [a- + x1 -f- ax). 

La valeur négative fournie par cette équation est la plus 
grande des deux racines ; le terme x' restera toujours positif 
et compensera l 'accroissement du terme ax devenu négatif, 
de sorte que la condition imposée sera aussi bien vérifiée par 
la racine négative que par la racine positive. 

198. III . Calculer la profondeur d'un puits, connaissant le 
nombre T de secondes qui s'est écoule entre l'instant oii l'on a 
laissé tomber une pierre dans ce puits, et celui où le bruit 
qu'elle a fait en touchant le fond est revenu frapper l'oreille : 
on néglige la résistance de l'air. 

Nous représenterons par x\a profondeur du puits. 
Le temps T se décompose en deux périodes : le temps t 

mis par la pierre pour parcourir en descendant l'espace x; le 
temps t' mis par le son pour parcourir le même espace en re
montant. 

La chute d'un corps dans le vide a lieu d'un mouvement 
uniformément varié dont l'accélération est représentée par 
£r = 9m ,8o8S. La Mécanique donne donc 

2 n 
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d'où 
IX 

g 
La vitesse du son dans l'air est constante et égale à 333 mètres 
par seconde. Si nous la représentons par v, on aura donc aussi 

* 
x=- vt', 

d'où 
V 

Il viendra par conséquent 
lix x 

V g- " 
d'où 

V 
2 ^ rp -X 

En élevant les deux membres au carré, on trouvera 

ix 2T x' 
g — ~ v • v" 

On obtient donc l'équation du second degré 

V \v gj 

Les racines de cette équation sont réelles, car on a 

4(7 + î ) ' - 4 ? > 0 (191)-
Elles sont donc toutes deux positives, puisque leur produit est 

égal à T2 v- et, leur somme, à 2 ( — h - ) . v2. Une seule cependant 

peut convenir : le puits n'a pas deux profondeurs différentes. 
En appliquant la formule générale (182), on a 

v g V V " g) e2 

La première racine surpasse évidemment—) c'est-a-dire v T : 

c'est donc cette racine qu'il faut rejeter, car en vertu de la re
lation x = vt', t' étant plus petit que T, on a aussi x <^ vT. 
Nous conserverons donc seulement la seconde solution. 
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Remarquons que nous avons été obligé d'élever au carré 
l'équation 

/•2.X „7 X 

V 7 = 1 " ' 
Nous avons ainsi introduit une solution étrangère (112), celle 
qui correspond à l'équation 

V g ~ "' 
La singularité de deux racines positives dont une seule répond 
à la question, se trouve ainsi expliquée de la même manière 
que précédemment . 

199. IV. Deux foyers lumineux d'intensité différente se 
trouvent en À et en B ; trouver sur la droite qui joint ces foyers, 
un point également éclairé par chacun d'eux. 

Nous représenterons par d la distance A3. Désignons par 
a et b les intensités des deux lumières, c'est-à-dire les quan
tités de lumière qu'elles envoient au point situé, par rapport 
à chacune d'elles, à l 'unité de distance. La physique nous 
apprend que la quantité de lumière émise par un foyer relati
vement à un point donné, varie en raison inverse du carré de 
la distance de ce point au foyer. 

Ceci posé, admettons que le point cherché soit en C, entre 
A et B. Un point situé à l 'unité de distance de A recevrait une 
quantité de lumière a; s'il était à 2M, il recevrait une quantité 

de lumière -7: à 3 M , une quantité de lumière - ; enfin, à 
4 9 

_d 

a x 0 

x mètres, en appelant x la distance AC, la quantité de lumière 

reçue par le point C sera — De même, la distance BC étant 
x2 

égale ad — x, le point C recevra du foyer B une quantité de 

lumière —. L'équation du problème sera donc 
{d — xy H ' 

a b 
x"- \d — x)-

Le plus simple est de déduire immédiatement de cette relation 

\'a r t \/b 
x d — x 
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c'est-à-dire 

x — d. —= —. 
\laàz\Jb 

Supposons a^>b. 
La première racine 

= d. 
\ja •+- \/b 

indique l'existence d'un point C répondant à la question et 
compris entre A et B. En effet, a étant > que b, l'expression 

— =• tombe entre i e t - - x' est donc plus petite que d et 
V« •+- \'b 2 

plus grande que - : le point C est plus éloigné de A que de B. 

La seconde racine 

v" = d. 
S/a — \,'b 

indique l'existence d'un point C, toujours placé à droite du 

point A, mais au delà du point B, et répondant aussi à la ques

tion. En effet, l'expression — — est positive et plus 
V'fl — \lb 

grande que i, de sorte que x" surpasse d. 

Si l'on avait au contraire a<Cb, x' tomberait entre o et - d, 

v'fl i 
parce que 1 expression -^= — tomberait entre o et - ; ce 

\Ja + \'b 2 

qui indiquerait l'existence d'un point C répondant à la ques
tion et compris entre A et B, mais plus rapproché du point A 
que du point B. 

La seconde racine x" serait alors négative, ce qui indique-

C" A ~~~-%-~ C B c' 
a i) 

rait l'existence d'un point C" répondant à la question, mais 
placé à gauche du point A. 

Les points C et C" peuvent répondre à la question, parce 
que l'intensité plus grande de l'une ou de l'autre lumière se 
trouve compensée par l'accroissement égal à d de sa distance 
au point considéré. 

Si l'on a a = J , la première racine x devient égale à - : le 

point C se trouve à égale distance des deux foyers. La seconde 
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racine x" se présente sous la forme — •> et est en effet inad
missible; puisque l'intensité des deux lumières est la même, -
aucun point C ou C", situé à droite ou à gauche des points 
A et B, ne peut recevoir des foyers placés en ces points la 
même quantité de lumière. 

Enfin, si l'on a en même temps a= b et cl = o, on trouve 

x' = o et x" = -, ce qui correspond bien à l'indétermination 

complète et évidente du problème. 

200. Reprenons le cas où, dans le problème précédent, on 
a a = b. L'équation du problème 

a b 
x>~ (d — xf 

peut se mettre sous la forme 

a ( d — x Y = bx', 
c'est-à-dire 

(b — a)x1 -t- 2adx — ad' = o. 
On en déduit 

— ad±\/d!d2-had2ib—a) 
b — a 

Si l'on suppose alors a = b dans cette formule, il vient 

— addzad 
x= > 

o 
d'où 

o „ — 2. ad x' = - et 
o o 

Si l'on remonte alors à l'équation 

(b — a ) x1 -+• 2 adx — ad- = o, 

on voit que l'hypothèse b= a la réduit à 

2 adx — ad'= o, 
d'où l'on tire 

d 
x = —• 

2 

On retrouve ainsi la racine x' = -obtenueprécédemment ( 199). 

Comme l'équation considérée s'abaisse réellement au pre
mier degré, la formule générale de résolution des équations 
du second degré pourrait être en défaut; mais nous allons 
montrer que, même dans ce cas particulier, elle conserve 
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toute son exactitude. La racine x", qui se présente sous la 
forme ce, correspond à l'abaissement du degré de l'équation. 

La racine x' = - est égale à - •> et l'indétermination qu'elle ac-
0 2 ^ 

cuse n'est qu'apparente. En effet, reprenons la valeur 

— ad-h \ja2d2 -h ad2 ( b — a) 
X — j : • 

b — a 
Multiplions les deux termes de la fraction du second membre 
par —ad— y1a*d2 -+- ad2 ( b— a). Il viendra évidemment 

_ ( — ad)'—[\fa'd2-+-ad'(b—a)]2 

(b — a)[—ad— y'a2 d2 4- ad' (b — a) ] 
c'est-à-dire 

— ad'(b-a) 
x — . ^ '. • • 

(b — a)[— ad — \Ja*d2 + ad'(b-a)] 
Supprimons le facteur commun b — a, qui s'annule pour 6 = a, 
et nous aurons 

— ad2 

— ad— sjd1d2 + ad2(b — a) 

Si l'on fait maintenant b =• a, il vient 

— ad2 — ad2 d 
— ad — ad — 2 ad 2 

CHAPITRE III. 
ÉQUATIONS DE DEGRÉ SUPÉRIEUR DONT LA RÉSOLUTION SE RAMÈNE 

AU SECOND DEGRÉ. 

Équations trinômes. 

201. On peut ramener au second degré la résolution de toute 
équation trinôme de la forme 

ax2'" -+- bxm - j - c = o. 

On voit que les exposants de l'inconnue dans les termes qui la 
renferment, sont doubles l'un de l'autre. On peut alors poser 
x"- — r, et l'on en déduit x2"' = y2; de sorte qu'on transforme 
l'équation proposée en équation du second degré 

ay2 H- by -+- c = o. 
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Cette équation du second degré donne 

. — ~b~ v'̂  ~ 4 ac 

ia 

Mais ia relation xm—y revient à x = "{J'y. Par conséquent 

* - V ^ 
En laissant de côté l'examen de toutes les valeurs qui cor
respondent à cette formule, c'est-à-dire en lui conservant 
un caractère arithmétique, proposons-nous de l'appliquer à 
l'exemple suivant : 

5 x" — 7 x3 — 264 = o. 

On posera x'=y, d'où x6=y*, et l'équation deviendra 
5 J ' — 1T — 264 = 0. 

On en déduit 
7 ± v/49 -f- 6280 7 ± 73 

y : . = , 
J 10 IO 

c'est-à-dire 
r ' = 8 et r " = - 6 , 6 . 

Par conséquent, puisque x'=y, on aura 
x = Vr 

ou 
x — v'8 = 2 et x=y — 6,6 = — 1,876 

à moins de 0,001 par excès. 

Équations bi-carrées. 

202. Quand on a m = 2, l'équation trinôme prend le nom 
d'équation bi-carrée et devient 

ax' -f- bx1 -+- c = o. 

Posons x2 = y, on aura 
x' = >•'. 

Par suite, il faudra comme précédemment résoudre l'équation 

ay2 -+- bv -f- e = o. 
On en déduira 

_ _ — b ± <j¥^Çâc 
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Mais on a x- = y, d'où x~±\/y et par conséquent 

— 6 ± \ ' o 2 — i a c sJ^H 
En assemblant les signes de toutes les manières possibles, on 
trouve pour x quatre valeurs, deux à deux égales et de signes 
contraires. Ces valeurs sont 

V 2 « ' y 2a 

x =+V ' x =-\/ — 
y ia Y art 

On voit qu'on a i ' = — x" et a:'" = — xir : on pouvait prévoir 
ce résultat. Cette propriété n'appartient pas seulement à l'équa
tion bi-carrée, elle appartient à toute équation qui ne ren
ferme que des puissances paires de l'inconnue. Dans ce cas, 
en effet, si la racine x=-ha convient, la racine # = — a 
convient aussi; car (-t-ajv = (— a)-P, p étant un entier quel
conque. 

203. Cherchons à reconnaître la nature des racines de l'équa
tion bi-carrée sans la résoudre. Désignons par y' et y" les ra
cines de l'équation ay" + by-+- c =• o; les racines de l'équa
tion ax1 -+- b x" -+- c = o seront 

x=±\ff, x = ± ^ . 
i°. Les quatre racines de l'équation bi-carrée seront réelles 

si l'on a y' ^> o et y" ^> o, c'est-à-dire si les racines de l'équa
tion ay1+ by-\-c= o sont positives. Il faut pour cela qu'on 
ait b-— 4ac]>o , e > o et b<^_o (191, i°), en supposant «po
sitif, ce qui est toujours permis. 

2°. L'équation bi-carrée admet deux racines réelles et deux 
racines imaginaires, lorsqu'on a, par exemple, y'~^>o et 
y" <C o. Pour cela, il faut que les racines de l'équation 
ay' + by -+- c = o soient réelles et de signes contraires: la 
seule condition nécessaire est alors <;<^o (191, 2°). 

3°. Les quatre racines de l'équation bi-carrée seront imagi
naires si l'on a y'<C o et y" < o. Les racines de l'équation 
ay'-+- by-+- c = o doivent alors être toutes les deux néga
tives; ce qui entraîne les conditions i ! — 4 « c > o , c > o et 
6 > o (191, i«). 

4°. Si l'on a 62 — 4 a c = °> >' vient y' =y" • Les racines de 
l'équation bi-carrée, égales deux à deux, sont réelles si l'on 
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a / > o ou è<[o , imaginaires si l'on a y' < o o u b^>o. Dans 

a s , * = ± ^ / - ™ ( 1 9 1 , . - ) ce cas 
5°. Si l'on a b- — l^ac <^ o, les racines y' et y" sont imagi

naires, et il en est de même des racines de l'équation bi-carrée 
i voir 208). 

204. Le premier membre de l'équation ay2-\-by-h c = o 
peut se mettre sous la forme a [y — f) (y — y")-. • (192). 
Mais on a d'une manière générale x2 = y, en même temps que 
x'2=y' et x'"1=y". Par suite on peut poser 

ay + by-k-c ou ax1 -f- bx2 + c = a(x2—xr,)(x2 — x'"2). 

On a évidemment 

x2— x'2 — {x — x')(x+x') et x2 — x'"2=(x — x'")[x + x"'). 

On peut remplacer d'ailleurs la racine x' par la racine x" prise 
en signe contraire, c'est-à-dire par — x"; de même, a/" est 
égale à — x'y. On a alors 

x2 — x'2—{x — x')(x — x") et x2— x'"2 = (x — x"')(x — x1"), 

c'est-à-dire 

ax'-h bx2-hc — a(x—x')[x — x")(x — x'"){x— xiy). 

Et l'on voit bien sous cette forme, pourquoi l'équation bi
carrée admet quatre racines et pourquoi elle ne peut en ad
mettre davantage. 

205. Soit proposé de résoudre l'équation suivante 

x' — i2,4g^2-l- 23,o4 — o. 

En appliquant la formule générale, on a immédiatement 

: = ± i / l ^ »49±V I 2>492 — 4- 23 ,o4 
tAJI m m m m _ ^ - m m — I — . - , • • • - • — — — — — — — 

d'où 

• W - 49 ±7>99 

c'est-à-dire 

x = ± ^10,24 = ± , 3 , 2 et x = zh v/2,25 = ± 1 , 5 . 

Soit encore l'équation 

x'— 2(a2 -h b2) x2 +• (b2 — «-)- = o. 

En appliquant la formule^nérale, 0» a *" 

= ±: V«" + b2± \J{a2 + b2)2 —(b2 
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c'est-à-dire 
x~± y'rt" -+- b'±iab, 

d'où 

x—±\J{a+bf = ± [a-hb) et x = ± V(« — bf =± [a — b). 

Transformation des expressions de la forme VA ± V5. 

206. La résolution des équations bi-carrées nous a conduit 

à des expressions de la forme V A ± v'B- O'1 peut, dans cer -
tains cas, transformer ces expressions en une somme ou une 
différence de deux radicaux simples du second degré ; et cette 
transformation, outre son importance au point de vue théo
rique, facilite la réduction des formules en nombres. Nous 
supposons que A et B sont des quantités rationnelles, et, de 
plus, que B est positif. 

Posons donc à la fois 

V'A -+• \/B = \fx •+- \[y, 

VA — v'B = \[x — \JJ: 
Nous aurons ainsi deux équations pour déterminer les quan
tités x et y. Si nous ajoutons ces équations et si nous les re
tranchons successivement membre à membre, nous aurons 

2 {Hc = V A -4- y/S -+- V A — v'B, 

2 sfy = V A - h v'B - VA - VB. 
En élevant au carré les deux membres des équations obtenues, 
il viendra 

4 # = 2A + 2V/A2 — B et 6kr=ik — 2\/A2 — B. 

On en déduit . 
A -4- v / A 2 - B A - VA» — B 

x = * v = • 
2 ?• 

La transformation n'a d'utilité pratique que si x et y sont des 
quantités rationnelles. Il faut pour cela que la quantité A'— B 
soit un carré parfait. 

Si nous désignons ce carré par C% on aura 

Par suite, 
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Comme v'B est supposée dans ces deux formules une quantité 
positive, on doit regarder les radicaux du second membre 
comme affectés du même signe dans la première formule, et 
comme affectés de signes différents dans la seconde formule. 
En effet, il faut qu'en élevant les relations trouvées au carré, 
on reproduise dans le second membre de la première rela
tion -t-v'B et, dans le second membre de la seconde, — \B-

Soit l'équation 
x* — 8a?-f-g = o. 

Elle donne 
x = i V4 ± v/ ï^^c) = ± V 4 ± v/?-

On a ici 
A = 4 et B = 7 . 

Par suite 
AJ — B = i6 — 7 = 9 . 

On a donc 
C 2 = 9 , c'est-à-dire C = 3 . 

La transformation précédente est possible, et l'on a 

207. Il est à remarquer que l'équation 

V'A + v'B - \!~x -h y j 

aurait suffi pour déterminer les deux inconnues .r et y, à cause 
d'une circonstance particulière sur laquelle il est utile d'in
sister. 

Élevons au carré les deux membres de cette équation ; nous 
aurons 

A + y,B = ^ + / + 2 s!xy, 
d'où 

V'B = [x -+- y — A ) + 2 \jxy. 

Si l'on élève de nouveau au carré, il viendra 

B = [x + y— A)2-+-/\\'xy(x+y — A) -f- l\xy. 

Le premier membre est rationnel, il faut que le second 
membre le soit. Le terme de ce second membre, qui contient 
le facteur irrationnel \jxy, doit donc disparaître; ce qui exige 
qu'on ait 

x-hy = A. 
Il reste alors 

B = + xy ou v'B = 2 \Jxy-

file:///Jxy-
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On voit, par suite, que l'équation 

À -+- y'B = oc -+- y -4- 2 \jxy, 

composée en partie de termes rationnels et en partie de 
termes irrationnels, se partage nécessairement en deux autres 
équations formées en égalant d'une part les quantités ration
nelles et, de l'autre, les quantités irrationnelles des deux mem
bres. C'est là une règle générale. 

Ayant les équations 

x -\-y = A et y'B = 2 y xy, 
c'est-à-dire 

x-\-y = A et B=^xy, 
en convenant que les deux membres de l'équation y'B = 2 \jxy 
sont affectés du même signe, on voit qu'on connaît la somme A 

des inconnues et leur produit 7- Ces inconnues seront donc 

les racines de l'équation du second degré (190 ) 

• , B 

z- — A z + -7 = 0, 
qui donne 

, _ A ± \ / F ^ B 
2 

et qui conduit aux mêmes résultats que précédemment. 

208. Lorsque la quantité A1 — B n'est pas un carré parfait, 
la transformation indiquée est encore possible, en ce sens que 
les deux expressions comparées sont toujours équivalentes ; 
mais elle n'a plus d'utilité puisqu'elle remplace l'expression 
proposée par une expression plus compliquée. 

Cependant nous considérerons le cas où y'B représente 
une quantité imaginaire. On peut alors poser B =—K 2 , de 
sorte qu'on a \B = Ks/—1 ; et l'expression considérée prend 

la forme V A ± K y/— r • 
Nous allons prouver que la racine carrée de l'expression 

imaginaire A ± K ; est une expression imaginaire de même 
forme (203, 5°). 

On peut reproduire les calculs précédents, et partout B de
vra être remplacé par — K2, de sorte qu'on arrivera à 

A + y/A3 -4- K3 A — y/ÂM^K? 
x= et ?•— 

2 2 
La valeur de x est positive, celle de y est négative; on peut 
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poser x = a? et y = — b-. On a alors 

\fAdzKi=a±bi. 
On pourrait arriver à cette conclusion en posant directement 
v'A + K i = a + i i , et en cherchant les valeurs réelles de a et 
de b qui satisfont à cette égalité. On remarquerait, après avoir 
élevé au carré, que l'équation ayant lieu entre quantités réelles 
et quantités imaginaires, se partage immédiatement en deux 
autres équations obtenues en égalant les quantités réelles du 
premier membre aux quantités réelles du second, les quantités 
imaginaires du premier membre aux quantités imaginaires du 
second. 

Systèmes d'équations à plusieurs inconnues, renfermant au moins 
une équation de degré supérieur au premier. 

209. Considérons d'abord le système général formé d'une 
équation du premier degré à deux inconnues et d'une équation 
complète du second degré à deux inconnues. Ce système aura 
évidemment la forme 

ax-j-by — c = o, 
A I ! + B « J + C f + D « + E y -f- F = o. 

On déduira de la première équation y= — r Si l'on sub

stitue cette valeur dans la seconde équation, on aura 

kx^+Kxl—7—)+C{—r— + D.r -+-E— z — + F = o. 

En effectuant les calculs, on trouvera une équation du second 
degré qu'on pourra ramener à la forme 

M j - + N^-f P = o. 

Cette équation conduira à deux racines x' et x", et ces racines, 
C CIX 

substituées dans l'expression j = — - — ? donneront les va

leurs correspondantes j 7 et y" de j . 
Appliquons à quelques exemples ces indications générales. 
210. i°. Soit à résoudre le système 

ly-r-Zx = 1,7 
j - 2 -f- 3 x7 — x = o, 2.6. 

La première équation donnera 

v__ i,7 — 3 -̂  
> — ? 
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de sorte que la seconde deviendra 

i, - — 3 x \ ' , 
1 •+- S X- X = 0 , 2 ( > , 

d'où 
a i x' — 14. °. ^ •+" i , 85 := o. 

On en déduit 
x = 7 . i ± V / ^ 4 ^ : 3 8 T 8 5 = 7 , i ± 3 , . { ̂  

21 2 1 

c'est-à-dire 
,r' = o ,5 el ,r" = 0,1762 

à moins de 0,0001 par excès. 
En substituant ces valeurs de x dans la valeur de y, on aura 

j I il—'»5 ,, 1,7—o,5?.S6 „0_ 
> v =:—- — = 0,1 et r " = — ! - = o,5857 

à moins de 0,0001 par excès. 
2°. Soit à résoudre le système 

y — x = a, 
xy = b. 

On posera x = — x'. Le système deviendra 

y + x'z= a, 
x'y = -b. 

On connaît la somme et le produit des deux quantités y el x'' ; 
ces quantités seront donc les racines de l'équation du second 
degré (190) 

z1 — az — b = o, 
d'où 

Par suite, 
a -+- \S(û -+- 4 b , a— \/a2 + Ab 

y — — e l x' — — 1 

c'est-à-dire 
— a -+- v a2 -+- 4 b 

x = — • 

On peut échanger les valeurs de y et de x', les deux équa
tions considérées étant symétriques par rapport à y el à x'. On 
aura donc, pour second couple de valeurs, 

a — v'a2 + 4 b — «• — v'<•'"'+ 4 ^ 
r== - —• —!— et x = 

2. ? 24 
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3°. Soit à résoudre le système 

y -\-ax = m -+-an, 

y! + x2 = m2 -t- >i. 

On voit immédiatement que ce système est satisfait pour les 
valeurs y=m et x=n: il s'agit donc seulement de trouver 
le second couple de valeurs. La première équation donne 

y= m -+- an — ax. 

La seconde devient alors 

(m-f- an — ax)' -\- x2 = ni1 -+- ri, 
d'où 

(a2-\-i)x2 — 2 a [m + an] x -+- a a/rere -f-re2 (a3 — i ) = o. 

Le produit des racines # ' et x" a pour expression 

, ,. 2 rt»m + ri2 ! a2 — 11 
a; a? = ' • 

az-±- i 
La racine x' étant égale à n, on aura 

i a/n -+-nla2 — i ) 
x = - a" -+-1 

Si l'on substitue cette valeur de x" dans la valeur de y, on 
trouvera 

za* m-h an (a1 — i) 2 a re—mi a"-—il 
Y = m-i-an - = - - • 
J a- -+-1 a2 -f-1 

4°. Soit à résoudre le système 

x -+-J = a, 
x2-\-y2 = b2. 

La première équation donne y —a — x. La seconde devient 
donc 

x1 -+- (a — .r)2 = 62, 
c 'est-à-dire 

2 i : — i ax + a' — b2 = o, 
d'où 

a r h Ja2 — 2 «2-+- 2 62 a±\]ib2 — a-
X = ! = -

2 2 
Par suite, 

a q = \ / 2 b2 — a2 

•' 2 

On doit prendre ensemble dans ces formules les signes supé
rieurs et les signes inférieurs. Les valeurs de x et de y sont 
les mêmes, sauf l'ordre dans lequel on doit les considérer, parce 
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que les équations proposées sont symétriques en x et en y. 
Pour que les valeurs des inconnues soient réelles, il faut qu'on 
ait 2 b2~^> a2. 

5°. Soit à résoudre le système 

x ~\- y — a, 

x3 -4- y3 = b3. 

La première équation donne 

y — a — x, 
et la seconde devient 

x3 -+- [a — x)3 = b\ 
d'où 

x3 - j - a3 — 3 «* x -+- 3 ax- — x3 — b3, 
c'est-à-dire 

3 a x* — 3 a2 x + a3 — b3 — o 
et 

3 « ' ± •Jqa' — 17. a (a3 — b3) 3 rt1± Jiialr — 3«4 

X = : S -' = £ 

fc>« ba 
On en déduit 

3 a2 qz \/1 a ai3 —3 a' 
T~~ 6â 

La symétrie des équations explique la coïncidence des valeurs 
de x et de y. Pour que les valeurs des inconnues soient réelles, 
il faut qu'on ait ii.ab3 ]> 3a' ou 4 '->' ]> «3-

6°. Soit à résoudre le système 

x -\-y = a, 
x y , 

Si l'on chasse les dénominateurs, la seconde équation devient 

x1 -+- y1 = bxy. 

La première équation donne 

y = a — x. 

En substituant cette valeur dans l'équation précédente, on 
trouve 

x1 -+- (« — x y = 6a.- (« — *•), 
d'où 

( a 4- b ) x- — a ( 2 -+- 6 ) x + «: = o 
et 

. _ f l ( 2 + t ) ± ^ ' + 6 ) 1 - 4 a ' ( 2 + t ! 

4. 
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En faisant, sortir a- du radical et en simplifiant sous ce radical, 
on obtient 

a'.•>.-{-h' ±a Jb- — 4 
x=z —̂—. ; r -• 

:>. ( 2 + b J 
On peut alors diviser haut et bas par 2.-\-b, en remarquant que 
pour diviser le radical par 2 -+- b il faut diviser sous le radical 
par [i-i-by, et que b7—\ revient à :7> + a' ' 6 — 1 ) ; si l'on met 
en outre-en facteur commun, on arrive à la formule 

2 

HK,:tvfe)" 
On aura, par suite, 

« / jb — 2 \ 

La condition de réalité des racines sera b^>i, en valeur ab
solue. 

211. Considérons maintenant, le système général formé de 
deux équations complètes du second degré à deux inconnues; 
ce système sera de la forme 

a x7 -j- b xy-\-c y2 •+• d x-\- ey-+-f = °. 
a'x2 + b'xy^r c'y2 4- d'x -+- e'y + / ' = o. 

Je multiplierai les deux membres de, la première équation par 
c', les deux membres de la seconde par c; les deux ternies 
en y auront le même coefficient ce'. Si l'on retranche alors 
membre à membre les deux équations obtenues, les termes 
en y disparaîtront, de sorte que l'équation résultante pourra 
être représentée par 

A-x2 + Bxy+T)x -f E j - + F = o. 

On en déduira facilement 
__ \x2^-îix + ¥ 

r ~ _ B.ï+E ' 

Cette valeur de y, substituée dans l'une des équations données, 
conduira généralement à une équation complète du quatrième 
degré de la forme 

Mx'-h Nx3 -I- Vx--hQx -+- R = o; 

car le ternie ax-, par exemple, devra être multiplié par le dé
nominateur de la valeur de y1, c'est-à-dire par (B.r-t-E) ! : ce 
qui conduira à des termes en x\ en x3 et en x\ 

Si, par suite des données particulières, on aN = o et Q = o, 
l'équation deviendra bi-"arrée. et nous pourrons la résoudre. 
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Elle s'abaissera au second degré, si l'on a M = o et N = o. Si 
l'on a M = o et R = o ou bien Q = o et 11 = o, on pourra divi
ser les deux membres de l'équation par x ou par x2, ce qui in
diquera une ou deux racines nul les ; et les autres racines se
ront données par une équation du second degré. 

On peut, dans la pratique, simplifier la résolution du système 
à l'aide do certains artifices do calcul : nous en indiquerons 
quelques-uns. 

i°. Soit à résoudre le système 

x' -}->-' = « , 

xy—b\ 

Je multiplie les deux membres de ia seconde équation par 2, 
j 'obtiens 

2 xy = 2 />•'. 

En ajoutant et en retranchant successivement membre à mem
bre cette équation et la première du système, on trouve 

x' + J'2 + 2 xy = a2 -f- 2 b-, 
x'1 -f- y- — 2 x'y = a' — 2 b- : 

c'est-à-dire 
[x-h rY' = « 2 + 2 b\ 
[x —- y)• = a2 — 2 b-. 

On en déduit 
x -+- y = ± v'a: -+- 2 b-, 
x — y = ± \jd' — 2 b-, 

11 en résulte immédiatement 

y = ±i-{ v'«-' -f- 2 b> qz \/fl-— 2 />2). 

On doit prendre dans ces formules les signes supérieurs en
semble et les signes inférieurs ensemble ; on aura 

x = ± - (v''«; -f- 2 /.<-' -+- y'rt2— 7.1') 

avec y —• rfc - \,y tt2 •+• '•' <> — Va: — 2 0 '; 

et 

.r = ± - ( i/«; + 2 i : — v'a- — 2 6'-' . 
2 

A\y<- y -— r b - (v^«J + 2 />' 4 - v « " — 2 // ' '• 
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Les valeurs de x et de y sont les mêmes, sauf l'ordre dans le
quel on doit les assembler, par suite de la symétrie des équa
tions. On évitera les fautes de signes en remarquant que le 
produit xy doit toujours être égal à b\ 

a0. Soit à résoudre le système 

x> + r=z35, 

xy = 6. 

On déduit de la seconde équation r = - • La première devient 
x 

116 
x% -\ = 35, 

x' 
d'où 

xe — 35 x7, -+- 216 = o. 

Posons x'j =z et xe= zK L'équation prendra la forme 

z2— 35 z -+- ai G = o, d'où 
35 ± \h"?.9.5 — 

2 

On a 

d'où 

c'est-à-dire 
x' = % 2 7 

Puisqu'on a 

ii viendra ensuite 
, 6 

• r = 3 : 

-864 35 

X3 = Z, 

x — \jz 

= 3 et . 

/; 
o 
x 

= 2 et y 

IQ \ Z 

—J et ' 

X"' = v 8 =: 5., 

- = 3. 

On aurait pu immédiatement indiquer ces dernières valeurs, 
en remarquant la symétrie des équations par rapport à x et à r . 

On aurait obtenu plus rapidement l'équation en z, en élevant 
au cube les deux membres de l'équaîion xy = 6 . On aurait eu 
alors les deux équations 

X' -r- >"' = 35, 
.r5;»" = 2 1 6 . 

(les équations montrent que x' et y3 sont les racines do l'équa
tion du second degré z2 — 35 z -+- 216 = o. Le reste du calcul 
s'achève comme précédemment. 

3°. Soit à résoudre le système 

x-+y = a\ 
.>-- v> = b'. 
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On déduira de la seconde équation 

xy = ±b, 
c'est-à-dire 

x3y3 = ±b:\ 

Par conséquent, les valeurs de x3 et de y3 seront les racines 
des deux équations du second degré 

z2 — a3 z -+- b3 = o, 
u2 — a'u — b3 = o ; 

on rentre donc dans le cas précédent. 
4°. Soit à résoudre le système 

r>i m m r.i 

x2 -+- x' y*-\- y2 = a, 
m m 

xm -+- x2 y2 -+-ym = b. 
Posons 

.71 m 

x2 = u et y"- = v. 

Les équations proposées deviendront alors (77) 

M-+- \jiw-\-v = a, 

u2-\- uv -r- v2 = b. 

La seconde équation revient à 

( M - + - I ; ; ! — u v — b , 
c'est-à-dire à 

[u -t- v-\-\[ïïï>) (u -+- v — yW) = b. 

En remplaçant le premier facteur du premier membre par sa 
valeur a, on aura 

/— * 
a 

On connaîtra donc la somme et la différence des quantités 
(i-t-c et sjuv- Par suite, on pourra écrire 

a : b (t: -+- b 
2 2 « 9.(1 

,— a b «-—b ., . la2—b'1 

V ItV = = •> d O U H l ' = -. 
?. ?.« i n -[<(-

La question sera ainsi ramenée à irouvei- deu\ quaniités u 

file:///jiw-/-v
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et v, connaissant leur somme et leur produit (190). On aui\_ 

ensuite : _ 
. f = y ' M 2 , ) ' = "\;V~-

212. Passons à des systèmes renfermant plus de deux incon
nues. On clierchera à éviter la formation d'équations de degré 
supérieur au second. 

i°. Soit à résoudre le système 

x r z 
a b c 

X- -h } 2 + z'! = (/-'. 

Un théorème de calcul f i i ) nous donnera immédiatement : 

a b 

Par suite 

ad 
X — 

z 
c 

'1 

y/«2 -+- b' -+- c' V (-
</= 

bd cd 

y'a' -+- b- •+- c2 " \'a-+ o--\-c' y'a2 

2°. Soit a résoudre le système 

{x -+ -y+-zy = 5y 4 - 8 lx+z), 

x-—y-+-z, 

; ; = x--\-j '-• 

On peut écrire comme il suit les deux dernières équations : 

z +y = x\ 

Si l'on divise membre à membre ces deux équations, on en 
déduit 

En combinant ce résultat avec i'équalion z+y = x'-, on 
trouve 

x'' -+- i 

x-— r 

Remplaçons dans le premier membre de l'équation 
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et dans le second membre, y et z par les valeurs qu'on vient 
d'obtenir. Cette équation deviendra 

r I X' ' \ ' o / X2 -+- l \ 

^ + * v = 5 ( - — ) + 8 ^ M — — y 
Dans le premier membre, on peut faire sortir x de la paren
thèse en l'élevant au carré. On peut multiplier les deux mem
bres par le dénominateur \. On peut enfin, dans le second 
membre, remplacer x-—i par le produit [x-+- i) [x—i), et 
comme x2 — i est élevé au carré, il faudra aussi élever ce pro
duit au carré. On obtiendra ainsi 

4 x2 [x -+- i \2 = 5 [x + i)- [x — ij ' + i ô f î ^ + ^ + i ) . 

Le dernier terme du second membre n'est autre chose que 
16 [x-\-1)2. En faisant passer tous les termes dans le premier 
membre, on pourra donc mettre [x + i)2en facteur commun, 
et l'on aura 

[x •+-i)2 [4-2'"'— 5 [x — i)2 — 16] = o. 

Le facteur x-+- i égalé à zéro donne x =— i ; les valeurs 
correspondantes de y et de z sont r = o et z = i. Le facteur 
4 x2 — 5 [x — i)2— 16 égalé à zéro conduit à l'équation du se
cond degré 

x2— i o ^ 4 - 2 i = o , 
d'où 

X = 5± y'20 9.1 , 
c'est-à-dire 

x — 7 et x = 3. 

Les valeurs correspondantes de y sont y= 24 et y = $; celles 
de z sont z= 2.5 et z = 5. Les quatre groupes de valeurs for
ment le tableau suivant : 

3°. Soit à résoudre le système 

x2 -+- y2 — z2 — w := a, 
x -f- y -+- ; •+- u = !>. 

•;2z=XZ, 

zy = ux. 

Je mets dans le premier membre de la première équation et 
dans le premier membre de la seconde x' cl x en facteur coin 
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mun. J'obtiens ainsi 

y— — il—"l) 
X2 X1 X2 ) 

y z n\ 
'x + x + x) 

= «, 

t = b. 

Y 
- =t, 
x 

Z 
- — t\ 
•A> 

11 

— X 

/y -

Je pose - = t, et je vais chercher à exprimer les rapports -

e t - en fonction de t. Je ramènerai de cette manière la ques-
x 

tion à la résolution de deux équations en x et en t. 
Si je divise par x1 les deux membres de l'équation j 2 — xz, 

V2 Z 

je trouve *— = - ~t". Si je divise par x7 les deux membres de 
' x1 x 

z Y u 
l'équation zy = ux, je puis écrire - • - = - = P. J'ai donc 

t3. 

Par suite, les deux premières équations deviennent 

^ ( i + C - Z ' - C ) = a, 

x (i -M -+-P + P) = b. 

La première peut se mettre sous ia forme 

x- [i -4- t2— /' (r -M1)] = a, 
d'où 

x"- ( [ -+- / - ) (i — t'1) = a. 

La seconde peut se mettre sous la forme 

i — P 

i — t 

en se rappelant que i + ( + < ' + ' ! = (38). 

Si l'on divise alors membre à membre les deux équations 
considérées, on obtient 

a 

d'où 

b{i + P) (i-

titue cette va 

on obtient 

Si l'on substitue cette valeur de x dans l'équation x. r = ^ > 
i — t 

a (i — t'] 

h(i -ht"-) (i — t)-
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Si l'on remplace ï — l ' par (ï -+- t2) (ï -—t-) et ï — t ' par 
i -+- /' ï — t), on trouve 

a(i-\-r-) ( i + t) (ï — t) __ 
/>(i-W) (ï —/)2 ~ 

On peut alors supprimer à la fois le facteur ï 4 - P et le facteur 
ï — /, communs aux deux termes du premier membre, et 
l'équation devient 

u(i~\-l) , 

On en déduit 

d'où 

Il en résulte 

Par suite, 

x — .— 

6(1 — /) "' 

a[i-\-t) = b7 (1 —t), 

b2 — a 
b'-+-a 

:>. ( b* -4- a2 ) ia 
et ï t — 

(62 + «)2 "" * * b'+a 

a _ (b2-+-aY 
' b[i + P){i— t) $b[b' 

On aura donc 
_ / , _ f 6 a + « ' ' ( * ' — «) 

> - i x - 46 (&« + «») : 

- .. , ,_ , i&3 + «)(&' — g'r 
" — 46(7> i+«5) 

(&* — «V 
11= i X :— - • 

' 4 />(/>' -+- «V 

(les valeurs sont faciles à vérifier. 

Problèmes. 

213. Trouver quatre nombres en proportion, connaissant la 
somme 27 des extrêmes, la somme 23 des moyens, et celle r54 
des carrés des quatre termes. 

Représentons par - = - la proportion cherchée. L'énonce et 

la propriété fondamentale des proportions fourniront les quatre 
équations suivantes : 

r + t =•?.'], 
y-*rZ = 23, 

^ + r , + 22-4<L' = :54, 
xt =„>"-. 

h>i l'on cnnnaissail le produit xi —y:, la question serait ini-
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médiatement résolue. Pour déterminer ce produit, ajoutons 
membre à membre les deux premières équations après les 
avoir élevées au carré ; nous aurons 

x2 •+- 2 tx -+- P -+- y- -+- 2yz -+- z2 = 1258. 

Mais la troisième équation du système permet de remplacer 
x- -+- y2 -j- z7 -+- p par 754 ; de plus, xt étant égal à yz, on a 

ixl -+- 2,yz z=.^xt. 

Par suite, l'équation considérée prend la forme 

754 -+- 4 xt — ' 2.58, 
d'où 

a,-/ = yz — 126. 
Les deux équations 

x - \ - t = i i et .2,̂  = 126 

prouvent que x et * sont les racines de l'équation du second, 
degré 

II2 27 U -+- I 2 6 = O, 

d'où 

? . 7 ± V 7 2 9 — 5o j ? . - ± i 5 
2 2 

, , ,. \ x = 21, x — 6, 
c est-a-dire -, ,. ou 

Les deux équations 

r + ,2 = 23 et ) \ z = i 2 6 

prouvent de même que y et z sont les racines de l'équation du 
second degré 

v"- — 2.3 c + 126 = o, 
d'où 

?.3 db v'529 — 5o4 20 ± 5 
2 2 

j - ( > '= I 4> v = g , 
c est-a-dire \ J ou • , 

\ ~ = 9 > 3 = 14. 
On pourra assembler comme on voudra les différents couples 
do valeurs. Si l'on choisit les deux premiers, la proportion 

cherchée aura la forme —.=zz^-,- On peut dans cette proportion 
14 o 

changer les niovens de place entre eux sans changer leur 
somme; de même pour les extrêmes. On retrouve ainsi les 
autres couples de valeurs, 
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-21 î . Trouver les côtés d'un triangle rectangle, connaissant 
son périmètre et sa surface. 

Je représente par ip le périmètre du triangle et par s2 sa 
surface. Je désigne par x et y les deux côtés de l'angle droit, 
par z l 'hypoténuse. L'énoncé et la propriété fondamentale du 
triangle rectangle donnent immédiatement 

x -+- y + z ~ 2,p, 

xy = 2 s3, 

La surface d'un triangle rectangle est en effet égale, soit a la 
moitié du produit des côtés de l'angle droit, soit à la moitié 
du produit de l 'hypoténuse par la hauteur correspondante. 

Je déduis de la première équation 

y -\- z = ip — z. 

J 'élève les deux membres au carré, j 'obtiens 

x'2 -+- 2 xy + y1 = [\p2 — /\pz + z2. 

Je remplace dans le premier membre x2 -\- y2 par z2 et o.xy par 
lys2: il vient 

z2 4- 4 s2 — ^p2 — 4pz -y z2. 

z2 disparaît dans les deux membres , l'équation s'abaisse au 
premier degré et donne 

4 P~ — 4 A'2 p2 — •s2 

Z ~ fu> ~~ p 

Pour que le problème soit possible, une première condition 
est donc qu'on ait p2 — s2 ̂ > o ou p2 ]> s2. 

La première équation du système proposé donne 

on a d'ailleurs 
xy = i.s2. 

Par conséquent, x et y sont les racines de l'équation du se
cond degré 

p2 + s2 

U- 1 U -\- 2. S- =• O. 

P 
Si les racines de cette équation sont réelles, elles seront posi
tives (191). La seconde condition de possibilité du problème 
est donc 

(*±f)'_8,>„. 
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Celte condition revient à 

(p2 + s2)2^>8p2s2 ou p2 + s2 > 7.ps y a • 

Cherchons de quelle manière p et s peuvent varier l'un par 
- 1 , P T-

rapport a 1 autre, et posons - = K. 

L'inégalité trouvée, qu'on peut écrire 

p2 — ?.ps v's -+- s~'~^ o, donne 

ou 

Si l'on pose 

on trouve 

P P i- -^ 
2 - y 2 -+- I J> O, 

S2 S 

K" 2K\l2 + I > 0 . 

:f2 

On pourra remplacer le premier membre de l'inégalité consi
dérée (192), par le produit (K—K') (K — K"), c'est-à-dire 
par [K— (y's -+-1)] [K — {\Jz— i)l. Il faudra donc qu'on ait 

K > y 2 + i ou K < \IQ. — i. 

Mais nous avons déjà trouvé 

V2~>S2 OU £ > I , 
s-

c'est-à-dire 
K! ou K > i. 

Il faut donc rejeter la condition K < | v'2 — ' • De sorte que l'u
nique condition de possibilité du problème sera 

P 
s 

On en déduit 

K ou i- ;> \ji-\-1. 

p >> s (y'a 4- i) ou s <; 
\/2+ I 

Ces inégalités indiquent quelestlem/nr7m<»idu périmètre d'un 
triangle rectangle de surface donnée, et quel est le maximum 
de la surface d'un triangle rectangle de périmètre donné. Comme 
l'inégalité considérée se change à la limite en une égalité, on 
voit que dans les deux cas indiqués le triangle est isocèle, 
puisque l'équation qui donne x et y satisfait alors à la condition 
générale b2 — 4 ac = °-

file:///ji-/-
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215. Trouver les côtés d'un triangle rectangle, connaissant 
son périmètre et la somme formée par son hypoténuse et la 
hauteur correspondante. 

Soient x et y les côtés de l'angle droit, z l 'hypoténuse, « la 
hauteur inconnuecorrespondante. On aura évidemment lesqua-
ire équationssuivantes ent re lesquat re inconnues du problème 

x -\-y-+- z = ip, 

x1 -+- y1 — z2, 

z -+- u — a, 

xy — zu, 

en désignant par ip le périmètre du triangle, et par «la somme 
de l 'hypoténuse z et de la hauteur u. 

J'élève la première équation au carré, après avoir fait passer 
- dans le second membre , j 'obtiens 

x- -\-2xr-i-y2 = 4/>2 — ipz -+- z2. 

Je remplace x2 -+- y7 par z7, il vient 

ixy— 4y»2— 4/ ' s -

Je remplace %xy par izu et u par a — z; je trouve 

22 [a — z) = 4 / * 2 — 4pz> 
d'où 

z7 — (o.p-\-a) z -+- ip7 = o. 

Si les racines de cette équation sont réelles, elles seront posi
tives. Il faut donc qu'on ait 

[ip-\-a)- — 8 / ? 2 > o , 
d'où 

[ip -+- a)7 ;> 8p7 et ip-\-a~^>ip \!T.. 

La première condition de possibilité du problème revient 
donc à 

a^>2» (^2 — i ) . 
L'équation 

z2 — [ip -+- a) z •+- ip2 = o 
donne 

. _ ( ^ + « ) ± v / ( 2 / 7 + a ) : — 8/>' 
2 

Une seule racine peut convenir. En effet, pour les admettre 
toutes les deux, il faudrait qu'elles fussent toutes les deux plus 
petites que a en vertu de la relation z -\-u = a. Or il est évi
dent que a est une quantité inférieure au périmètre ip. Il 
en résulte que la somme des racines de l'équation en z étant 
égale à ip + a, si l 'une est plus petite que «, l'autre sera plus 

file://-/-2xr-i-y2
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grande que zp ou que a : elle devra donc èire rejetce. On ne 
pourra donc admetirc que la plus petite des deux racines, celle 
qui correspond au signe —: du radical; et encore faudra-l-il 
qu'elle soit plus petite quc<7. On doit donc satisfaire à la con
dition 

ip-\-a— \l(-2. p-+• a)-—Sp"-
s ;— '— <^ a, 

2 
c'est-à-dire 
a^>2p — ^ ? . p + ( i ; !—Sp2 ou \j(?.p-\-ay — Bp- > ?.p — <t. 

J'élève les deux membres de celte inégalité au carré, j 'obtiens 

(ip-\-a)-— 8 / ? ' > (2/) — «)% 
d'où 

8« / )>8 /> 2 , 
c'est-à-dire 

La condition a~^> p renferme évidemment la condition précé
dente a~^>ip (\ji— i; : c'est donc l 'unique condition de pos
sibilité du problème. 

Connaissant z, on a 
u =a — z ; 

connaissant z et u, on a 

x-sry=7.p — z et xy=zzu. 

Parsuite , on trouvera x et y au moyen de l'équation du second 
degré 

V3 — ( 2 p — z ) V -f- zu ~ o. 

Appliquons les formules trouvées aux données suivantes : 

ip = 12, n = 7.4. 

La condition a^>p est ici satisfaite, et le problème est pos
sible. On a 

1 2 + 7 , 4 — v' 19 • 42 — 8.3(» 

d'où 
z = 5 et «.— 7,4 — 5 = ?,4-

x et y seront les racines de l'équation 

V2— 7 V + 1 2 = 0 , 
d'où 

v_:±v'49z=48 = :±' 
2 2 

Par conséquent, si x est le plus grand côté, on aura 

x = 4 et -̂ = 3. 
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"21(5. Détermine) les dimension? d'un jiandléiijiipède jvr-
tangie, dont on connaît la diagonale, la surface totale, et dont 
l'une des arêtes est moyenne arilhméliqw' entre les deux 
iiutres. 

En appelant x, y,'z, les trois dimensions du parallélépipède, 
en représentant sa surfaee totale par s-, et en désignant par d 
sa diagonale, on aura évidemment 

X2 _|_^2_|_,z!= et, 

y..vy-yzxz -y- zyz = s\ 

2 x — y -+- z. 

La seconde équation peut se mettre sous la forme 

•>.x [y -+- z ) -+- lyz = s7. 

y-h z étant égale à ix, on en déduit 

\x- -{- 2 vz = ,$'. 

Mais la première équation donne 

Si l'on ajoute membre à membre cette équation et la pré
cédente, il vient 

4-r2+- [y-hzy = s"- -y d-—.x\ 

Je remplace y-y z par ax, et j 'obt iens 

4-r2 + 4- r2 = *~ -t- d' — -r'> 
d'où 

ç)x* = s*-yd1 et x= 5 

Le radical doit être pris avec le signe + . 
On a alors 

2 V'S" + « , 
y-yz — o.x = ——5 et i\x- -y ? yz = .$-, 

c'est-à-dire 
2 ) ' Z = .9' 4 ' r ! ' 

d'où 
5s- — ^d2 

>• et z étant des quantités positives, il laul qu on ail .s- ;> — : 

c'est là la première condilion de possibilité du problème. 
Connaissant la somme r- j~ z et le produit yz, y et z seront 

I. 2 5 



les racines de l'équation du second degré 

•>. v'VJ 4- d' 5.V-- - \ d'
il- ^—.— 11 \ — •-- o. 

Si les racines de cette équation sont réelles, elles seront [)t«\ 
tives. On doit donc avoir 

4 • — 7 5 — > ° 
9 

On en déduit facilement 
s2 < [ 2 à- : 

c'est là la seconde condition de possibilité du problème, l'uni 
que le problème soit possible, il étant donnée, s" cloil varier 

4f/' 
j i r e i 

s \ji 

entre a«- et -V-- S-1 s" ^ s t donnée, c/ doit varier entre -?— 
5 ? 

et 
2 

On a 
\!s' + cP , /s2-{-il2 5.s= —4r/ : ' 

3 y 9 (8 
d'où 

V*2+ d'
il = r; 

/•2<l- S1 

Si ^es t la plus grande des deux arêtes y et z, on aura 

r -
V'i'2+c/: /2(/2 — i'3 \ V -4- </- /?.(/• — .v" 

217. Nous terminerons ces applications en traitant le sys
tème suivant 

x -h y = a, 
xi _|_ y, _ Jt_ 

Nous ferons usage d'un artifice de calcul utile à connaître. 
La somme des quantités x et y étant égale à a, ces quantités 

seront racines d'une équation du second degré de la forme 

z" — az -+- q — o. 

çf qui représente le produit xy est inconnu et doit prendre les 
valeurs nécessaires pour que les équations en z correspon
dantes donnent toutes les valeurs de x et de y. 

Étant donnée l'équation 

x- -+- px + q = o, 

on a, d'une manière générale, en désignant par .r' et .* '' le-
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îiuines (le i elle équation, 

." +- X -'• — p, r' r" - ~ q 
i! en résulte 

•r'-'-t- r"' = . r ' - r- . r" : —?.. r \ r ' ' = /7:—a.-;. 

De même, 

X'-'-T- x"- = \x' ~h x" '' — 3.r',r" : x'-i-x" 

Enfin 

x'' -f- X'~ = x"' - 4 - x"': " 2 x'2x'"- = i p" 

c'est-à-dire 
x'' -r- x"' = yr — 4/j2 q -+-•?. q 

Si l'on revient maintenant à l'équation 

2:' — rt3 - H </ = O 

dont les racines sont. ,r e t } ' , ces racines devront, donc satisfaire 
à la relation 

x" -f- _î '' = (V — -j ft2 <y -4- a g :, 

puisqu'on a dans le cas considéré p =.- — a, En vertu de 
l'équation 

x i _j_ yt _ /,(^ 

on aura donc 
<r — 4 f l2 ? -+- 2 < f = '>'> 

et l'on pourra déterminer g. 
L'équation précédente, mise sous la forme 

2/^! — 4fl2<7 "+-ffi — 6' = o, 
donne 

2rr ± v"'4"' — 2flJ ^ 2 ̂  2"'2 ± \/a î"' + '>'), 

- y — "n 
- v4 = 64 i . 

et / / ' = 6 4 i . 
On aura 

< 7 = ^ —--— ?—=J- — » cesi-a-due ^ 
J 2 2 | q = i o 

Les valeurs de x et de y seront donc déterminées par les deux 
équations 

- i _ 7 ^ + 88 = o. 

25. 

• • • f / r - -.q\ 

i 

Supposons qu'on ait 

11 faudra l'aire 

x • 

x'-
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La première donne 

_ = 7 ± y 4 F j T 8 8 _ : ± v/:r3'>3 
>. 2 

d'où 

7 + v"— 3D3 _ 7 — v— 3' 

OU 

[•••, seronde équation donne 

7 ± v'4o — /[. i o 7 r h 3 

d'où 
r ~ 5 el r = ? 

. r — . et r = 5 

CHAPITRE TV. 

Ql'ESTÏOXS DU MAXIMUM ET DE MINIMUM 

•218. Lorsqu'une grandeur variable, après avoir augmente 
d'une manière continue pendant un certain temps, diminue 
ensuite de la même manière, elle passe par une valeur plus 
grande que celles qui précèdent ou qui suivent immédiate
ment. On dit alors que la grandeur considérée passe par un 
maximum. 

Lorsqu'une grandeur variable, après avoir diminué d'une 
manière continue pendant un certain temps, augmente ensuite 
de la même manière, elle passe par une valeur plus petite que 
celles qui précèdent ou qui suivent immédiatement. On dit 
alors que la grandeur considérée passe par un minimum. 

Supposons, par exemple, la section d'un terrain accidenté 
par un plan vertical, et rapportons les différents points du pro
fil obtenu à une horizontale prise pour axe de comparaison, 
en abaissant des perpendiculaires des différents points du profil 
sur l'horizontale choisie. 

Si l'on regarde comme grandeur variable la perpendicu
laire qui représente la hauteur d'un peint quelconque du 
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prolil au-dessus de l'axe de comparaison, on verra que le soni-
*^ met d'une colline correspondra à 

'f ! , \ . „ . / "~>-^ n n maximum, le fond d'une vallée 
: : i i • I j i j i a u n m i n i m u m . L e p o i n t A r é p o n d 
l j | j i | 1 j j 1 ! a l i n maximum, le point ïi à un mi-

""" nimum. 
Komarquons que , d'après l 'exemple même qu'on a choisi, 

une grandeur variable peut présenter plusieurs maximums et 
plusieurs minimums : un certain minimum peut donc être 
plus grand qu'un certain maximum, il faut bien comprendre; 
en effet, que le maximum ou le minimum d'une grandeur 
n'est relatif qu'à la série des valeurs voisines, c'est-à-dire 
celles qui \ iennent immédiatement avant ou après. 

Les Mathématiques supérieures donnent une théorie géné
rale des maximums et des minimums. Nous traiterons seule
ment quelques questions cjui peuvent se résoudre à l'aide des 
équations du second degré ou des équations bi-carrees. 

219. 1. La somme de deux facteurs étant constante, chercha 
entre quelles limites petit varier leur produit. 

Nous allons appliquer à cette question déjà résolue (2V, IIJ',. 
le procédé régulier que nous voulons indiquer. 

Soit a la somme donnée, représentons par x et par j 1 les deux 
facteurs, désignons par r leur produit variable. On aura les 
deux équations 

x -+- y = a, 

x et r seront doiw les racines de l'équation 

d'où 

,.-^-!-l/fiïl-; 
- a - V -i 

.< et y étant des quantités supposées réelles, il faut que l'équa
tion en u ail des racines réelles; ce qui entraîne la condition 

>é ^ "'" 
-, ; > - o ou ; << —• 
I 4 

. . . . . , n" 
Le n r o d u i t x K = ^devant toujours être intérieur a —•> a pour 

limite supérieure ou-pour maximum celte 'même quantité. Lors-

ou'on a z = — i les racines de l'équation en u deviennent 

égales, puisque la condition a- — \z =.-. o se irouve remplie 
Par conséquent, le produit de deux facteurs dont la somme 
<*sf constante est maximum, loisque e,_s cttux lucleitrs sont 
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égaux entre eux, c'est-à-dire lorsque chacun d'eux est égal à 
lu moitié de la somme donnée. 

Si l'on veut chercher les valeurs de x et de y qui répondent 
a un produit donné, il suffira de remplacer z par la valeur cor
respondante dans la formule 

a , / a~ 

11 n'y a pas de produit minimum. En effet, la somme des 
deux ('acteurs étant a, si l'on fait croître le facteur x au delà 
de a, le facteur y deviendra négatif et d'autant plus grand en 
valeur absolue que x sera plus grand. Le produil z devient alors 
négatif et peut, par conséquent, décroître algébriquement :108} 
au delà de toute limite, sans que la condition de réalité des 
racines de l'équation en u cesse d'être vérifiée. 

220. La question que nous venons de résoudre fournit la 
solution immédiate d'un grand nombre de problèmes de géo
métrie. Nous citerons les suivants. 

i°. De tous les rectangles de même périmètre ip, quel est le 
plus grand ? 

La somme de la base x et de la hauteur y du rectangle étant 
constamment égale kp, le produit xy de ces deux dimensions 

est maximum, lorsqu'on a x=y = '-, c'est-à-dire lorsque le 

rectangle devient un carré, 
2°. Inscrire dans un carré donné le carré, minimum. Soit le 

carré A15C1). Si je prends sur les différents côtés et dans le 
même sens quatre longueurs égales AE, BF, CG,I)H, la figure 
Inscrite EFG1Ï sera un carré. En effet, tous les triangles rec
tangles EBF, FCG, GDH, HAE, sont égaux connue ayant un 
angle égal compris entre deux côtés égaux : leurs hypoténuses 

.. sont donc toutes égales. De plus, les angles 
"r— !•"£[; e t \ E i ï sont complémentaires : l'angle 

ii "" HEF est donc droit, et la ligure EFG1I est un 
carré. Ceci posé, la surface de ce carré sera 

-V minimum, lorsque la somme des triangles rec-
-,—\y—- ;• tangles qui, ajoutés à ce carré, complètent 

le carré donné, sera maximum. Pour qu'il 
en soit ainsi, il suffit que l'un de ces triangles soit maximum. 
Or la somme DE -+- BF est constante et égale au côté du carre 
donné. Le produit EB X BF ou la surface du triangle EBF sera 
donc Maximum, lorsqu'on aura EB = BF. Il faut donc que les 
points E, F, G, H. .-oient les milieux des côtés du carré donne. 

•221. Le i'ieni eiiiC précèdent p,:ui cire étendu a un nombre 
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.- ouilia ayant une somme constante, leur produit sera maxi
mum lorsqu'ils seront tous égaux entre eux. 

Supposons qu'on ait 

x + y + z -+- u +- v -+- . . . =a. 

Admettons, pour un instant, que le produit xyzuc... soit 
maximum. Je dis qu'il est impossible de supposer que deux 
l'acleurs quelconques x et y, par exemple, soient inégaux. En 
effet, on pourrait alors remplacer chacun d'eux par leur demi-
somme sans changer la somme a; mais on aurait en même 
temps, d'après ce qui vient d'être démontré (218), 

Si l'on a n facteurs, chacun d'eux devra donc être égal à 

-i si l'on veut former le produit maximum. 
n 

On peut déduire de là que la racine n'ia" d'un produit de n 
facteurs, c'est-à-dire leur moyenne géométrique, est inférieure 
à la n'""" partie de leur somme, c'est-à-dire à leur moyenne 
arithmétique, pourvu que deux au moins des facteurs consi
dérés soient inégaux. 

En effet, on a nécessairement 

, ' . r + r + : + H + ! ' j - . . t" 
xyzuv. . •<_[ 

n ! 

en prenant chaque facteur égal à la ii'imc partie de la somme 
qu'ils forment tous ensemble ; et il en résulte 

„ x -4- v + z 4- u -+- v -4- . . . 
^ xyzuv. . . <C : 

' " n 
222. Dans certains cas, ce n'est pas la somme des facteurs 

dont on demande le produit maximum qui est constante, mais 
bien celle de leurs carrés ou de leurs cubes, etc. La réponse à 
la question est encore la même. 

Supposons qu'on veuille inscrire dans un cercle donné un 
• ecian^ie dont l'aire soit maximum. 

Si l'on désigne par x et y les dimensions du rectangle et 
p a r ; sa surface variable, on aura 

î>c pluv i:i riugonalç du rectangle éUiiii mvessaircment un 
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diamètre du cercle circonscrit, on aura aussi 

x1-hy>=Ii\ 

en désignant ce diamètre par D. 
On remarque alors que si z est maximum, z- l'est aussi. Un 

a d'ailleurs x-y- = z-. La somme des deux facteurs x- et j , ! 

étant constante, leur produit sera maximum lorsque la condi
tion x-=y'- ou x = y sera remplie. Le rectangle inscrit 
maximum se confond donc avec le carré inscrit. 

223. II. Décomposer un nombre donné en deux facteurs 
dont la somme soit minimum. 

Désignons par a le nombre donné, par x et y les deux fac
teurs, par z leur somme variable. On aura 

xy = a, 
x + y=z. 

x et y seront donc les racines de l'équation 

ii2 — z.u -|-a = o. 

x et y étant des quantités réelles, il faut que les racines de 
cette équation soient réelles, c'est-à-dire qu'on ait 

z- — 4 a I> ° ° u z ^> 2 v'"• 
La somme variable z ou x + y devant toujours être supérieure 
à 2 \ja, a pour limite inférieure ou pour minimum celte même 
quantité. Les racines de l'équation en u deviennent égales 
quand z atteint son minimum, et l'on a 

2 
xz=yz= - = v'rt. 

La somme de deux facteurs formant un produit constant 
est donc minimum, lorsque chacun de ces facteurs est égal à 
la racine carrée du produit donné. 

Il n'y a pas de maximum absolu. En effet, l'un des facteurs 
devenant très-grand, l'autre devient très-petit : x devenant 

m \Ja, y devient—- La somme x + y peut, donc devenir aussi 
" m J i 

grande qu'on voudra, positivement ou négativement. Par rap
port à la série des valeurs négatives, z = — i\ja est un maxi
mum. 

On peut étendre le théorème qu'on vient de démontrer au 
cas d'un nombre quelconque de facteurs. Supposons qu'on ait 
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sée minimum, il esl impossible d'admettre que deux facteurs 
quelconques, x et y par exemple, soient inégaux. Je suppose ici 
tous les facteurs positifs. En effet, si les deux facteurs consi
dérés n'étaient pas égaux, on pourrait remplacer chacun d'eux 
par la racine carrée du produit xy sans rien changer au pro
duit a; mais, d'après ce qui précède, on aurait alors 

x + ; r > \xy-t- \jxy 
cl, par suite, 

x-\-y-+- z -4-u H- e -f- . . . > dxy-+- dxy+- z-h il -H " 4 - . • 

Si l'on a M facteurs, chacun d'eux devra donc être égal à '( a, 
si l'on veut former la somme minimum. 

2'2i. III. La somme de deux nombres positifs x et y étant 
donnée, trouver le maximum du produit x>' y'', p et q étant 
des nombres entiers positifs. 

Supposons qu'on ait x -r-,r~— a. Je ne changerai rien au pro
duit XPyi en le multipliant et en le divisant à la fois par pp 
et qi. J'aurai alors 

XP }J I X\P iy\'i r . . 
.*;" yi =. pi'(ii — •-— = pi' ai - •- • Le maximum du se-1 ï pi> qi ' l \p) \qj 
coud membre ne peut dépendre de la quantité constante pi'q'i. 

Ix\P iy\i 
(Cherchons donc celui du produit I - ) i - ) • Ce produit es! 

. x . y 
composé de p facteurs égaux a - et de a meteurs égaux a •-. i / y q 

x \' 
La somme de ces p -+- <i facteurs est donc é^ale à p. —r-o - - ? 

i i P Q 
c'est-à-dire à . r + j - ou a. Le produit sera donc maximum, 
lorsque tous les facteurs considérés seront égaux entre eux 
;-220], c'est-à-dire lorsqu'on aura 

.'!-• _) ' 

Cette relation, jointe à l'équation x-\-r = a, permettra de dé
terminer x et y. 

On voit que le produit est maximum, lorsque les facteurs 
x et y sont proportionnels à leurs exposants p et q. 

A l'aide de ce théorème, on peut résoudre un grand nombre 
de questions géométriques. Nous en indiquerons quelques-
unes. 

i". Inscrire dans un cercle donné le triangle isocèle de surface 
maximum. Je mène un diamètre \ I ) ; d'un point C quelconque, 
pris sur la circonférence, j 'abaisse sur ce diamètre la perpendi 
i uiaiiv Cl» ' !••' h ia i^ ic ' \\\ e<î c-( cèie Si le peint C choisi se 

file:///xy-t-


i[)l ALGÈBllE ÉI.ÉMENTAU;E. 

confond avec le point A ou avec le point !), I.i surface Au triait 
gle est égale à zéro. Entre ces deux résultais, 
il y a un maximum. Je désigne par 2 x la hase 
CB du triangle et par y sa hauteur. Si j 'appelle 
SJ sa surface variable, j 'aurai 

xy = S-. 

J'exprimerai ensuite que le triangle est in
scrit dans le cercle de rayon 11, en posant 

x"=y (2R — y . 

11 revient au même de chercher le maximum de xj- ou celui 
de x-y2. Chercher le maximum de x- y , c'est chercher celui 
de ys'O. I l — y), en remplaçant x- par sa valeur en fonction 
de y. Je remarque alors que la somme des deux fadeurs 
r + ( 2 . R — y) est {'gale à la quantité constante 2 II. Par suite, la 
valeur de y qui correspond au maximum satisfera à la relation 

2 l i
er OÙ 

3 11 

La hauteur du triangle isocèle cherché doit donc être, égale 
3 

aux - du rayon, c'est-à-dire que ce triangle se confond avec le 

triangle équilatéral inscrit. 
2". On donne une feuille Je carton carrée, et l'on demande 

de construire avec cette feuille la boite de volume maximum. 
Pour construire une boîte de volume quelconque, il faudra 

mener quatre parallèles EE, CM, IJ\, LM à 
! égale distance des quatre cotes du carre 

: ',1 c '~ M ABCD. On enlèvera les quatre carrés \a, Bl>, 
Ce, l)d, déterminés sur les angles; el en re -

,:-'" ''---•'••. levant les parties rectangulaires, on formera 
i-—t- •—,T~r; u l l e boîte ayant pour fond le carré ahed. 

Appelons 2 / l e coté U» et .rla dislance AE. 
Le \oIumc fariable V de la boîte, qui est un paraiiélipipède rec
tangle de base abcd et de hauteur x, aura pour expression 

V — fa / — 2 x '•l. x = 4 [l — x'~. x. 

La somme des facteurs [l— x) et x étant ('gale à ia quantité 
mnslaiile /, h* valeur de x qui correspond au maximum de Y 
Jet ra -atisiaire à i.i relation 
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d'où 
/ 2 / 

i". Circonscrire à un cylindre donné le cône de volume mi-
s. nimitm. Suit le rectangle ABCJ), soit aussi le 

triangle rectangle SBF. Pendant que le rec-
\ langle en tournant autour de AI5 engendre un 

V Y\ cylindre, le triangle engendre un cône circon-
! \ scrit au cylindre obtenu. Si SF se confond avec 
! \ CD ou avec ÀC, le volume de ce cône devient 

;• S i infini; entre ces deux valeurs infinies, il y 
a un minimum. 

Désignons par h la hauteur du cylindre et par rie rayon de 
••n base; appelons r la hauteur du roue et x le rayon de sa 
base. Son \o lume variable sera 

\ " = — TT X' •} ' . 

.5 

Mais les triangles semblables SBF et CDF donneront 

•L — h 

x x — ;• 

d'où 
ry 

' ~ y - h 
SI viendra par suite 

'hcirhei le miniiiuint de V, c'est chercher le minimum <\c 

[y — h)' ' y2 — 2 hy ~f- II- i <> h If-

y. - y, ~ y. 
im p'Uil mettre cette dernière expression sous la form. 

y \ y.' 
Le minimum de celle fraction, dont le numérateur esl con
stant, coi respond au maximum de son dénominateur. La somme 

des i'actem*. — ei i — <-u,nt i;gale à Ki ijuanlile constante i, 

i; valem de ••' >\\\\ u-iaii.i 1, déiiii^iinaU.-iii maximum sera 

file:///olume


3o6 

donnée par la relation 

ALGEBRE ELliMIiMAUiE. 

Il 

Y 

V 
d'où 

)" = 3A. 

La hauteur du cône de volume minimum est donc égale a 
trois fois celle du cylindre donné. 

225. Proposons maintenant la question suivante : Étudier la 
série des valeurs du trinôme du second degré ax'' + bx -+- c, 
lorsqu'on fait passer x par toutes les valeurs réelles possibles. 

i°. Cas des racines réelles et inégales. Supposons qu'en 
égalant le trinôme ax--+- bx + c à zéro , on trouve dcu \ 
racines réelles et inégales x' et x". On pourra alors mettre le 
trinôme, soit sous la forme (193) 

• x')(.v — x"). 

soit sous la l'orme 

a (x -

;i94o 

a IV 
tv3 représentant la quantité j - ^ \ '"' 

4«* 

i j u s q u y 

Les valeurs du trinôme auront le signe de a, lorsque x sera 
plus grand que la plus grande racine x' ou plus petit que la 
plus petite x" ; les valeurs du trinôme auront un signe con
traire à celui de a, lorsque x tombera entre x' et x" (195). 

Pour fixer les idées, supposons a positif. Si l'on fait croître x 
depuis —co jusqu'à la plus petite racine x", le tr inôme dé
croîtra, en restant toujours positif, depuis -f-cc jusqu'à zéro. 

17 h V L est ce que montre 1 expression a [x-\ 

ce qu'on arrive à faire x = x". Pour cette val 
s'annule en vertu de l'expression a [x — x') 
n'a pu s'annuler pour aucune autre valeur. 

Si l'on continue à faire croître x, le trinôme change de signe 
et devient négatif, puisque x tombe entre x' et x". Le trinôme 
redevient nul pour x = x' : il change donc deux fois de signe 
en passant par zéro. Mais dans l'intervalle, partant de zéro 
pour revenir à zéro, il a dû passer par une valeur négative plus 
grande que toutes les autres en valeur absolue, c'est-à-dire par 
un minimum algébrique. Ce minimum correspond évidem
ment à la plu- petite valeur du t ' i in^ | <•-\- --) djir- l 'e\-

ur, le innome 
x — x"), et il 
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ression a ( , - »-

b 
--— on pour 

2 (7 

u — a. — 
— 4<w 

,r' -1- .?;' 

2 

4 « c — />2 

valeur qui est zéro pour 

Ce minimum est donc —r/Tv 

4<r- 4« 
x croissant au delà de x ' jusqu'à + x , le trinôme, redevenu 

positif, croit depuis zéro jusqu'à -4- co . 
Si a est négatif cl é g a l a — a ' , il faut prendre l'inverse de toul 

ce qui précède, x croissant depuis — x jusqu'à x", le trinôme 
croîtra depuis — x jusqu'à zéro, x continuant de croître de
puis x" jusqu'à x', le trinôme deviendra positif et atteindra son 

b2 — Lac âac—b2 . x'+x" 
maximum a K2 ou — a. — j ^ - — = -—-. pour x = 

4«2 \a 2 
Au delà de x = x', le trinôme redeviendra négatif et décroîtra 
depuis zéro jusqu'à — x . 

2°. Cas des racines égales. Dans ce cas, le trinôme peut se 
mettre sous la forme 

/ l> ^ -
a : x — x' :' ou ai x -\ I • 

il conserve toujours le. signe de a et admet le minimum ou le 
maximum zéro, suivant que a est. positif ou négatif. Ce mini-

muni ou ce maximum correspond a x = x ou a ,r = 
2(7 

3°. Cas des racines imaginaires. Si les racines sont imagi
naires, on peut mettre le trinôme sous la forme 

b 
~\ 

2 a, 

K2 

. . , , , c b- , iac — 
h2 étant ici égal a -y— ou a -—y—,-

a l\a- 4 r t 

(194). Le trinôme 

conserve donc toujours le signe de a. Si a est positif, il est 
, , „ . . " - iac — b' 

susceptible d un niininiuni «R2 = — - . •> qui correspond 

à .r = Si « est négatif, le trinôme est susceptible d'un 
2. a D 

maximum qui a la même expression algébrique que le mini-
, b mum précèdent, et qui correspond aussi a x = 

220. Comme dernier exercice, cherchons si l'expression 
. . , a.r°-+l,x 

iSfinralc —,—• ,-,— 
a x- -r- h x 4 - c 

d'un minimum, et dans quels cas il en esl ainsi. 

— est susceptible d'un maximum et 
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Je pose 
H.v" •+- br ~|- r 

a'x'-h- h'.r -+- c' ' ' 
d'où 

[a - - >!' V, J'2 -+- ; /' — /'' ) ' ! .*' + c. — <:' Y -~ "• 

x devant être une quantité réelle, on doit avoir 

b — / / r ) ' — 4 [a — «')•' ; r — r' r) ^> o, 
d'où 

• b'1—4r''6''; >'2—?- ( ^ ' — 2 ( i v ' — i c a ' y -+- lr—4'"'_> <•>• 

Egalons à zéro le premier membre de celte inégalité, nous en 
déduirons 

bh'—9.rtc' — ?.ea'±sj:b!>'—lac'— ica')"-— '/.'-—4<7 'r ' : (b- — ^ac 
b'1— l\a!' <:' 

c'est-à-dire, en simplifiant, 

_ bb'—-?.ac'—•2.ca'±?.^{ac'—co!Y--'r 'cb'—bc') 'ub'—ba' ) 
r _ _ _ _ _ _ _ _ 

i°. Si l'on suppose b'- — 4 | ,('<"'->°> '(> premier terme de 
l'inégalité on r est positif. 

Par conséquent, si les racines y' et. y" sont imaginaires ou 
égales, c'est-à-dire si l'on a 

' ac'— ca')- •+- 'cb'— /._•'' [al/— ha') <^ o, 
ou 

ac - ca')- -+- -, cb'— bc') [ub'— ba') = o, 

l'inégalité considérée sera satisfaite pour toutes les valeurs 
réelles attribuées à y ilOo), et par suite l'expression générale 
donnée ne sera susceptible d'aucun maximum ou d'aucun mi
nimum autre que 4- x ou — x . 

Si les racines ^ et y" sont réelles et inégales, c'est-à-dire 
si l'on a 

lac — ca')--\- cb'— bc') ab'— ba') ^> o, 

on pourra donnera y toutes les valeurs possibles, pourvu que 
ces valeurs ne tombent pas entre y' et y" (195). Si y' est la 
plus grande racine, on devra donc a v o i r y ^ > y ' et y<iy" • Par 
conséquent, y' représente un minimum et / " représente un 
maximum, y' est un minimum par rapport à la série des va
leurs de la fonction proposée qui, commençant h y', se. termine 
à -j-00 . y" est un maximum par rapport à la série des valeurs 
île la fonction proposée qui, commençant à y", se termine 
à — c o . Le minimum est plus grand que le maximum, parce 
qu'il s'agit d'un minimum et d'un maximum relaiif (-17). 

La valeur de x qui correspond au minimum est évident-
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!>'}•' t> 
meiil .' --- ' , ., ' et (.••-'Ile qui correspond au maximum 

.> [il — d'y j l ' 

/»';•" — l> „ „ 
est x' = —r-- ;——• un cnet, pour les valeurs y' et y", le 

2 l ci — CI y j 

premier membre de l'inégalité en y s'annule, et les racines 
de l'équation en x deviennent égales. 

2°. Si l'on suppose b'2 — $a'c'<Co, le premier terme de 
l'inégalité en y est négatif. 

Par conséquent, lorsque les racines y' et y" sont réelles el 
inégales, on peut satisfaire à l'inégalité considérée pourvu que 
les valeurs de y tombent entre y' et y" (193). Dans ce cas, 
y' représente le maximum de la fonction considérée, y" repré
sente son minimum. Le maximum est nécessairement plus 
grand que le minimum, parce qu'ils font partie de la môme 
série de valeurs, et qu'il n'y a pas entre eux de lacune ou 
d'alternatives de croissance et do décroissance. 

Lorsque les racines y1 et y" sont égales, l'inégalité ne peut 
être satisfaite que pour la valeur y = y' (195), et l'expression 
proposée doit, par la suppression d'un facteur commun, se 
réduire à cette valeur. 

Enfui il est impossible, dans le cas considéré, que les racines 
y' et y" soient imaginaires ; car aucune valeur de r ne pourrait 
satisfaire à l'inégalité i.195), de sorte que m e pourrait prendre 
aucune valeur. Celte conclusion est évidemment absurde en 

rtx- -\- bx + c 
vertu de 1 équation -7—; ; = y. 

a x- -r b x -+- c 
3°. Si l'on suppose b'1 — 4 r t ' c ' — °> l'inégalité en y s'abaisse 

au premier degré, el l'on en déduit facilement le maximum ou 
le minimum de la fonction. 

227. Appliquons à des exemples la solution générale que 
nous venons d'indiquer, et remarquons qu'il n'y a de maximum 
el de minimum que lorsque les racines de l'équation en_r sont 
réelles et inégales. Si b'1 — ^a'c' est une quantité positive, la 
plus grande racine est un min imum, la plus petite est un 
maximum. Si b"—r\a'c' est une quantité négative, c'est l'in
verse qui a lieu. 

i°. Cherchons le maximum el le minimum de la fonction 

6.r — 1 - | 

Égalons cette expression A y. Nous aurons 

x1 — 2 x + 2 r 

6 x — i -i 
d'où 

>' — :>. i -+- 3 )•') x -|- 2 Ï -f- i 4.r = o. 
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La condition de réalité de x donne 

;i + 3 r i ! — r>.i — 14 ) ^> 11, 

d'où 9 r 2 — 8 v — a» J> o-

J'égale le premier membre de l'inégalité à zéro, .i'obtien-, 
pour racines 

On a iei b'2— 4rt '<"'^>°> puisque rc' est nul. Par suite, le mi 
nimum des valeurs positives sera r'= 2, et le maximum des 

valeurs négatives sera r " = Les valeurs de r ne pour-
9 

ront pas tomber entre 2 et • Les valeurs de x qui corres-
9 

pondront au minimum et au maximum seront 

x' — 1 + 3 r ' = 7 et x" = 1 -+- 3 }•"= — ~ • 

2°. Cherchons le maximum et le minimum de la fonction 

1 1 ^ ' + x — 4 

6 x2 -+- .r -(- 1 

Egalons cette expression à r . Nous aurons 

u a ; : + a — 4 
r , 6a-3 -+- x -+-1 

d'où 
(11 — bj- ' j , T = - | - ( I — y ) X — •' 4 -+- Y; = O. 

La condition de réalité de a; donne 

(1 — 7 ) ! + 4 î ' i —Gy) ( 4 + . v ) > o , 
d'où 

— 23 >•= — 54j ' + 177 > o . 

J'égale le premier membre de l'inégalité à zéro. J 'obliens pour 
racines 

,__ —27 + y / 7 2 9 + 2 3 x 177 — 2 7 ± 1 0 v'48 — 2 7 ± 6 9 , 2 8 2 
2.3 2.3 2.3 

c'est-à-dire 
.)•' = ! ,8383 et . ) • " = : - 4 , 1 8 6 1 , 

à moins de 0,0001. 
On a ici h'1—4rt'f;<C °- l>ar suite le maximum de la fonc

tion est. r ' ; = i ,8383 ; le minimum est y" =— 4> '86 i . v ne 
peut recevoir que des valeurs comprises enlre ces deux limites. 
Les valeurs de x qui correspondent au maximum et au mini-
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i i m m sont 

y — 1 , ,. ) • ' — 1 
^ - 7 T = — l 4 > o h ) X = —f — - ^ = 0 , (17 I . 

i l — h y 9.! 11 — (>) , 

QUESTIONS PROPOSEES 

i. Résoudre les équations .rv — 17 et x- —- y1 = 1 32,65. 

( . r ^ z f c i i . 4 2 . r = ± i : 4 g , . r = ± i . 4 9 , .»•-"= ± 11.42-) 

II. Déterminer le terme q de l'équation x- — i3.r-j-iy =. o . de manière 
que la différence des carrés des deux racines soit égale a 3g. (q = 40. \ 

TIT -r,, , ... . a — b .v-r-ïb 
III. Résoudre l'équation 7- -i : — r = 2-

4 i -r — " i f>-t-o 
3a-+-b ,. _ 3 a — b 

2 ' '2 

IV. Former une équation qui admette les solutions x = o, ,r -= ± in + //). 
» '= ± 1 ci' — b). Résoudre ensuite l'équation obtenue 

[x'1 — 2(rt2 + i2).r3 + («2 — /r )-.r = 0 ] . 

, - „ , , ,.. . !\cr x If f 3 ,r -j-- « 1 „ , , , 
\ . Résoudre 1 équation r = —- ;—-• Comparer les résultats 

3 ,r — a x — o 
fournis par l'équation et la formule de résolution, lorsqu'on suppose 3 b=irt. 

VI. Les quatre points A, B, A', B', devant être sur une circonférence, 
et C étant le point de rencontre des droites AB et A'B', on donne les 
longueurs des cordes AB = b. X'B'=b', et la distance CA=r«. On de
mande de calculer la distance CA' = .z- à moins de oM, ooo:ï, en appli
quant la formule trouvée aux données suivantes : b = ^ ' . ooS , a= oM, 5, 
/ / = 2M ,6. f x — o , I ,4 I7-} 

VIL Résoudre Ses deux équations , r + r = t.a et ' — 
x a1 — lr 

f , , , , ., «\ b — ri j ,, a{b + a\ ~\ 
x = a + >. r =z a — 0. x; =-= —:—; • y = ——, • I 

L b A J 
VIII. Résoudre le système x+y= 11, , r , + i J = 341. 

i x' = G. r' = 5, ,?.'" = 5, y" =r 0. i 

IX. Résoudre le système , r ? ' ^ r " = •i\<ib + ï.b\ •»"—„v= 2,6. 

| . r = ± 2 f f + J ] _ > ' = ± 2 r t — /;.) 

X. Déterminer le coefficient/; dans l'équation x-— px-+-15 = o, de 
manière que la différence entre les carrés des deux racines soit égale à iC. 

[p — ± 8, p = ± 2J.Ï 

XL Résoudre le svstème 1 — x-=n + b. 
r r/6 

//i , it[a-\-b'\ 
.- b. 

ri — b 

I . :»•<» 
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XII. Trouver quatre nombres proportionnels aux nombres ?.. >, ;). i i, 
sachant que la somme des carrés des trois premiers nombres demandes 
est égale à y.ySo, (.»•—io, v----•.>..">, ~ = \^. u - !>5.) 

XIII. Résoudre le système crr = 108, 3.rv — x"+y=: 30. et vériliei 
les solutions obtenues. 

I ;i: = ± 18, y = =t (j. x = ± G ; . r = qz 18 i. i 

XIV. Résoudre l'équation î , r + 3 . r - 5 ) ' 2 r T 3 . r + 9 f 3 - n 

( On posera 2 ,x" -}- 3 .c = 3. ) 

XV. Résoudre le système x — r + 1 /•——^ = — : — '" 4- ' J ' i 
y x+r .r+_> 

XVI. Démontrer que abc est plus grand que le produit 

( a -f- // — r) {n + c — A ) ( b-t-r — ci î. 

quels que soient les nombres positifs ci. h. r. 

XVII. Prouver que la somme ,r -\-y = ci étant donnée, la règle qui con
duit au maximum du produit ,rp V est encore applicable au cas ou i> el u 
sont fractionnaires. 

XVIII. Parmi les parallélipipèdes rectangles de même surface, quel est 
celui qui a le volume maximum? ( Le cube.) 

XIX. Trouver les côtés d'un triangle rectangle , connaissant l'hypo
ténuse et la somme obtenue en ajoutant la hauteur correspondante aux 
deux côtés de l'angle droit. 

XX. Trouver les côtés d'un triangle rectangle, connaissant la hauteur 
et la somme des côtés de l'angle droit. 

, T , - , „ , , 1 . • , ,. i x— ci) x — b\ 

XXI. Chercher le minimum de 1 expression — 
x 

[_>"'= — {a-r-b) + i \fi~ib, x'=\jab.\ 
XXII. Dans un demi-cercle, inscrire un trapèze de périmètre maximum, 

(Ce trapèze est un demi-hexagone régulier.) 

XXIII. Inscrire dans un cône donné le cylindre de volume maximum 
fia hauteur du cylindre doit être le tiers de celle du cône). 

XXIV. Inscrire dans une sphère donnée un cône dont la surface latérale 

soit un maximum (la hauteur du cône cherché est les ^ du rayon de la 

sphère i. 

XXV. Inscrire dans une sphère donnée un cylindre dont la surface 
totale soit un maximum. 

file:///fi~ib
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LIVRE QUATRIÈME. 
(sriTE BL" CAÏXIL ALr.EGUIQrF.) 

LA FORMULE DU BIXOAIE ET LA THÉORIE DES LOGARITHMES. 

CHAPITRE PREMIER. 
FOBMl LE DO BINOME 

228. Le développement d 'une puissance quelconque, en
tière et positive, d'un binôme x -+- a, est l'une des formules les 
plus importantes et les plus usuelles de l'analyse. Pour l'établir, 
nous nous occuperons d'abord de la théorie élémentaire des 
combinaisons dont la connaissance nous sera nécessaire. 

Théorie des combinaisons. 

229. Étant donnés m objets, on appelle arrangements n à n 
de ces m objets, les différents groupes qu'on peut former en 
assemblant n de ces m objets de toutes les manières possibles : 
deux arrangements quelconques doivent différer au moins par_ 
la place d'une lettre. 

Si, parmi les arrangements obtenus, on ne compte que ceux 
qui diffèrent au moins par l'un des objets qui les composent, 
on a les combinaisons n à n des m objets considérés. 

230. Mombre des arrangements. Pour fixer les idées, sup
posons que les objets qu'on veut grouper soient les lettres de 
l'alphabet a, b, <;, d,. .., h, L 

Si l'on a m lettres et qu'on veuille les arranger une à une, 
le nombre des arrangements sera évidemment égal à m : en 
désignant ce nombre par A,, on aura donc 

A, = m. 

Pour former les arrangements deux à deux, on écrira suc
cessivement, après chaque lettre a, b, c,.. , les m — i autres 
lettres. On aura ainsi 

ab, ba, en,.... la, 
ne, bc, cb,. . , lb, 
ad, bd, cd, . . . , le, 

al, bl, cl,..., Il), 
2t>. 
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Aucun arrangement 2 à 2 n'aura été omis, aucun n'aura été 
répété. Aucun arrangement n'aura été omis, car l'ordre suivi 
épuise toutes les dispositions possibles, soit relativement aux 
lettres employées, soit relativement aux places qu'elles oc
cupent. Aucun arrangement n'aura été répété, car les arran
gements qui sont dans une même colonne verticale diffèrent 
par la lettre qui les termine, et ceux qui ne sont pas dans une 
même colonne diffèrent par la lettre qui les commence. On a 
formé m colonnes, puisqu'il y a m let tres; chacune contient 
m — t arrangements. En désignant par A2 le nombre des arran
gements 2 à 2, on aura donc 

A = = m m — 1 ' . 

Pour avoir les arrangements trois à trois, on écrira de 
même successivement, après chaque arrangement 2 à 2, les 
m — 2 lettres qui n 'entrent pas dans l 'arrangement considéré. 
On aura ainsi 

abc, acb, adb,. . . , dab,.... !ab,. . . , 
abd, aed, ade,. - . , duc,. . . , lac,. . , , 
abe, ace, ade,. . . , dae.. . . , lad,. . . , 

abl, acl, adl,. . . , dal,. . . , lah,... . 

Aucun arrangement 3 à 3 n'aura été omis, l 'ordre suivi épui
sant toutes les dispositions possibles; aucun n'aura été répété, 
puisque les arrangements d'une même colonne verticale dif
fèrent par la lettre qui les termine, tandis que ceux qui n'ap
partiennent pas à la même colonne diffèrent au moins par 
l'ordre des deux premières lettres. On a formé m [m—1) co
lonnes, puisqu'il y a m [m — 1) arrangements 2 à 2 ; chacune 
contient m— 2 arrangements. En désignant par A3 le nombre 
des arrangements 3 à 3, on aura 

À ; = m ; m — 1 : ( m — 2 ; . 

La loi est évidente; mais nous allons démontrer directe
ment la formule générale sans avoir recours à l 'induction. 
Soit A„_, le nombre des arrangements n — 1 à « — 1. Pour 
avoir les arrangements n à n, il faudra écrire successivement, 
après chaque arrangement n — 1 à n— 1, les m—[n — 1) ou 

•les m — 1 1 + 1 lettres qui n'y entrent pas. Tous les arrange
ments n à 11 seront obtenus, car on peut former un arrange
ment 11 à n quelconque, en plaçant le n'""" objet considéré à la 
suite de l 'arrangement formé parles 11 — 1 autres objets. Tous 
les arrangements obtenus seront distincts; car ils différeront 
par le dernier objet s'ils correspondent à un même arrange
ment n—là 11—1, et si la lettre qui les termine est la 



même, ils dilïereronl au moins par l'ordre de leurs » — 1 
premières lettres, puisqu'ils appartiendront à deux arrange
ments n—r à n—i différents. Chaque arrangement n—i à 
n — i donnant lieu à m — n -f- i arrangements n à n, on aura la 
formule 

A„ = A„_, . , m — ii -+- 1 , 

A„ représentant le nombre des arrangements « à n. Supposons 
successivement dans cette formule n -— 2, n = 3, n = 4, • • • , 
11 = n : il viendra 

A 2 = A, | m - i ; . 
A, — A, [m — a ;, 
A, = A3 [m — 3i, 

A„ = A „ _ , ( / H — n -+-1). 

Si nous multiplions toutes ces égalités membre à membre et 
si nous remarquons que le premier membre de chaque éga
lité est égal au premrer facteur du second membre de l'égalité 
suivante, nous aurons, en opérant les réductions et en rempla
çant A, par sa valeur m, 

Aa = m [m — 1) { m — 2) [m — 3 ) . . . (m — n-\- 1). 

Cette formule, qui donne le nombre des arrangements /( à n 
de m objets quelconques, est composée de n facteurs : le pre
mier facteur est m, les autres facteurs diminuent successive
ment d'une unité jusqu'au n'""" qui est m — M -+-1. 

231. Nombre des permutations. Si l'on fait n = m dans la 
formule précédente, on a le nombre des arrangements de m 
objets pris m à m. Ces arrangements où entrent tous les objets 
donnés, ont reçu le nom de permutations. Si l'on désigne leur 
nombre par PD1 et si l'on renverse l'ordre des facteurs du second 
membre, on aura 

P,„ = 1 . 2 . 3 . 4 . 5 . . . m. 

Les facteurs du second membre forment la suite naturelle des 
nombres entiers, depuis 1 jusqu'à m. 

232. Nombre des combinaisons. Supposons qu'on ait forme 
les combinaisons n à n de m objets, c'est-à-dire les arrange
ments n à n de ces ni objets, qui diffèrent au moins par l 'un 
des objets qui y entrent. En prenant toutes ces combinaisons 
dont je désignerai le nombre par C„, et en effectuant les per
mutations des n objets qui composent chacune d'elles, j ' o b 
tiendrai tous les arrangements « à « des m objets donnés. En 
effet, chaque perimitaiion me donnera un arrangement « à n. 
\ u c u n arrangement ne sera omis, 1 ar '"'haque combinaison 

file:///ucun
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correspond à un certain arrangement, en laissant de côte 
l'ordre des objets qui y entrent ; et en effectuant toutes les 
permutations de ces objets, je trouverai l 'arrangement particu
lier qu'on a en vue. Ancun arrangement ne sera répété; car 
ceux qui proviennent d'une même combinaison diffèrent par 
l'ordre des objets, et ceux qui proviennent de deux combi
naisons diverses diffèrent au moins par l 'un des objets qui les 
composent. 

Chaque combinaison contenant n lettres donnera lieu à un 
nombre P„ de permutations, qui sera égala 1 .2 .3 . . . n. On a 
d'ailleurs, d'après ce qu'on vient de dire, 

A/j ^^ Vri X 1 n. 
On en déduit 

A„ m [ni — 1 ) ( m — 2.) [ni — 3 ;. . . [in — 11 -+-1 j 
" = Vn

 = 7. 2. ' 3. 4 . . . n 

Cette formule générale renferme n facteurs au numérateur et n 
au dénominateur. Les premiers vont en décroissant depuis m 
jusqu'à m — « + 1, les seconds vont en croissant depuis 1 jus
qu'à n. 

Le nombre des combinaisons possibles étant nécessairement 
entier, la formule démontre ce théorème : 

Le produit de n nombres entiers consécutifs quelconques 
est toujours divisible par le produit des n premiers nombres 
entiers. 

On peut donner à la formule considérée une autre expres
sion qui est quelquefois plus commode. Complétons les fac
teurs du numérateur jusqu'à 1, en multipliant les deux termes 
de la fraction du second membre par 1 .2 .3 . . . f m — n). II 
viendra 

1 . 2 . 3 . 4 . . . ' " ' — 2 ) ' m — ' / m 

1 . 2 . 3 . 4 • • • n X 1 • 2 • 3 .4 . . • (m — n) 

Le numérateur contient alors m facteurs qui sont les nombres 
entiers de 1 h m; le dénominateur en contient aussi m qui 
sont les nombres entiers de 1 à n et de 1 à m— n. 

233. Le nombre de combinaisons de m objets pris n à n 
est égal au nombre de combinaisons de m objets pris m—n 
à m — n. 

En effet, quand on a formé une combinaison n à n, ies ni — « 
objets restants forment une combinaison m — n à m — n. Les 
tleux nombres de combinaisons sont donc identiques. 

La formule, sous la dernière forme indiquée, le prouve 
aussi immédiatement ; car si l'on change n en m — «, on a 

1.2.3.4 • " ' 
[ . 2 . 3 . . . m — // X 1 . 2 . 3 . . . n 
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11 n'v a pas d'au ire changement, si l'on compare l'expression 
de (]„,_„ à celle de <]„, que le renversement des deux séries 
i . 2 . 3 . . . n et i . 2 . 3 . . . •[ m — « ) au dénominateur. 

Ainsi, le nombre des combinaisons de 12 objets pris 5 à 5 est 
égal au nombre des combinaisons de 12 objets pris 7 à 7, parce 
que 5 H- 7 — 12. 

23 i . On peut demander parmi les combinaisons n à n de m 
objets, combien il y en a qui contiennent p objets déterminés. 
En étant ces p objets, il en reste m — p . Si l'on forme les com
binaisons n —p h n — p de ces m — p objets, et si l'on range à 
la droite de, chacune d'elles les p objets laissés de côté, on 
aura évidemment toutes les combinaisons n à n qui contiennent 

ces p objets. Le nombre demandé est donc (TZP •> en indiquant 

ainsi le nombre de combinaisons de m —p objets pris n —p à 
n — p. 

Si l'on demande, au contraire, parmi les combinaisons n 
à n de m objets, combien il y en a qui ne conliennenl aucun 
objet choisi parmi p objets déterminés, on y erra qu'en mettant 
a part ces p objets, il en restera m — p . Le nombre de combi
naisons demandé sera donc celui de m — p objets pris n à n 

ou La . 

Enfin, si l'on veut savoir, parmi les combinaisons n à n de m 
objets, combien il y en a qui contiennent au moins un objet 
choisi parmi p objets déterminés, on commencera par former le 

nombre C.'"-' des combinaisons qui ne contiennent aucun des 

p objets désignés, et on le retranchera du nombre C™ des com

binaisons considérées. 

'235. La probabilité d'un événement est le rapport du nombre 
des cas favorables ou des cas désignés au nombre; des cas pos
sibles, lorsqu'ils sont tous également possibles. Si une urne 
renferme 20 boules, 12 blanches et 8 noires, la probabilité sera, 

12 3 

pour la sortie d'une boule blanche, représentée, par — ou -
' 20 !> 

et, pour la sortie d'une boule noire, représentée par — ou -• 
' 20 :> 

Cesl-à-dire que , sur 5 boules successives, il eut probable (pie 
l'on en retirera 3 blanches et 2 noires. 

La roue de la Loterie pouvait amener t)o numéros, sur les
quels il en sortait 5 au hasard. Prendre un extrait, c'était desi
gner un numéro qui devait se trouver parmi les G sortants pour 
qu'on eût gagr.i'. Le nombre des cas possibles était égal au 
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nombre de combinaisons de 90 objets pris 5 a 5, c'est-à-dire a 

90.89.88.87.86 
1 . 2 . 3 . 4 . 5 " 

Le nombre des cas favorables était celui des combinaisons de 
90 objets pris 5 à 5, qui contiennent un objet déterminé (234;, 
c'est-à-dire celui des combinaisons de 89 objets pris 4 à 4 ou 

89.88.87.86 
i . a . 3 . 4 " 

La probabilité de gagner l'extrait était donc égale au quotient 
5 i 

des deux expressions précédentes ou à — = -?,• Sur 18 cas 
90 18 

possibles, il y en avait donc 1 favorable à la personne qui pre
nait l'extrait, et 17 à la loterie. On pariait 1 contre 17. Lors
qu'on gagnait l'extrait, la loterie payait i5 fois la mise. 

Lorsqu'on désignait deux, trois, quatre, cinq numéros, on 
prenait un ombe, un terne, un quateme ou un quine. En rai
sonnant, comme pour l'extrait, on trouverait : 

Pour la probabilité favorable à la sortie d'un anibe donne 
T;—; la loterie payait 270 fois la mise. 
801 ' l J ' 

Pour la probabilité favorable à la sortie d'un terne donné 

• 75; la loterie pavait 55oo fois la mise. 
il 748 

Pour la probabilité favorable à la sortie d'un quateme donne 
- r^ri la loterie ne pa'sail que 75ooo fois la mise. 
5 I I O 3 O 

Pour la probabilité favorable à la sortie d'un quine donne 
1 

,., , TVT'- 'a loterie avait supprime le quine. 43949268 

Formule du binôme. 

236. Nous avons vu (23) que le produit de n polynômes 
s'obtenait en formant tous les produits n à n des termes des 
polynômes proposés, c'est-à-dire que, dans chaque ternie du 
produit, il devait entrer comme facteurs un ternie du premier 
polynôme, un terme du second, un ternie du troisième,..., un 
terme du nièa". 

Appliquons cette règle a la formation du produit des n; 
binômes 

i.r •+- a) ,r -h /,• ,r -+- c]. . . .v -+- I , 

et supposons qu'on ordonne le produit par rapport au\ puis-
sauces décroissantes de r. 
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En prenant les m premiers termes des m binômes, on aura 
évidemment x"'. 

En prenant, dans m — i binômes, leur premier terme x, et 
dans le m''"" binôme, son second terme qui sera a, b, c,..., 
ou /, on obtiendra des termes de la forme or"1-1 ; et la somme 
de tous ces termes sera 

(« + 6 + C + . . - + / ) xm—. 

Tel sera le ternie en xm~' du développement. Si l'on représente 
par S, la somme de tous les seconds termes des binômes, le 
terme en xm~' prendra la forme S,,»'"-1. 

En prenant, dans m — 2 binômes, leur premier terme x, et 
dans les deux binômes restants leurs seconds termes qui se
ront a et b, a et c, a et d,..., ou / et h, on obtiendra des termes 
de la forme aux"'-*, et la somme de tous ces termes sera 

( «6 -+- ac + ««/ + . . . + Ht ) x"'~2. 

Tel sera le terme en ,r'"~2 du développement. Si l'on repré
sente par S, la somme des produits 2 à 2 des seconds termes 
des binômes, le ternie en xm~- prendra la forme S2.r'"~

2. 
On verra de même que le terme en .r™'~3 sera de la forme 

S3 x'""3, Sj représentant la somme des produits 3 à 3 des seconds 
termes des binômes. 

D'une manière générale, si l'on prend dans m — n binômes 
leur premier terme x, et dans les n binômes restants leur se
cond terme, on obtiendra des termes en x"1-"; et la somme de 
tous ces ternies ou le terme en x"'-" dvi développement aura 
pour expression Snx

m-", en représentant par S„ la somme des 
produits n à n des seconds termes des binômes. 

On obtiendra enfin le terme de degré o par rapport à x, en 
prenant les m seconds termes des m binômes. Ce terme, le 
dernier du développement, sera abcd...hl, et nous le repré
senterons par S„„ produit des m seconds ternies des binômes. 
Le développement cherché pourra donc s'écrire : 

x'" -+- S, x"—' -+- S-. x'"-'- -+- S3 x'"-' ~f-. . . 
-t- S„ x'"-" + . . . + Sm_, x -+- S„,. 

237. Supposons maintenant, dans l'égalité 

( x - f - « ) [X -T- b) [X -\- (•) . . . \X ->r / ; 

= x'" -+- S, x'"-' H- S-r'"-2 -+- S-, x'"~3 H- . . -
+ S„ X'"~" -4- . . . -f- $m-iX + Sm, 

tous les seconds ternies des binômes égaux à a. Le premier 
membre deviendra [x + a)"'. Il faut chercher ce que devien
dront dans le second membre les quantités S,, S, S . . . . 
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S, est la somme des seconds termes des binômes; ces se
conds ternies devenant tous égaux à a, puisqu'il y a m binômes, 
on aura 

S, = ma. 

S2 est la somme des produits 2 à 2 des seconds termes des m 
Itinomes ou la somme des combinaisons 2 à 2 formées avec-
ces seconds termes. Tous ces seconds termes étant égaux à a, 
toutes les combinaisons deviendront égales à a1. S, est donc 
égale à «- multiplié par le nombre de combinaisons de m objets 

m [m— 1) • 
lins 2 a 2, qui est —- -• On aura donc 

1 . 2 
ni ( m — 1 ; 

i . 2 

, . » c , m[iu — 1; 'm — 2 • 
De même, b, sera eatale a — ——.. «°. 

0 1 . 2 . 3 
D'une manière générale, S„ est la somme des produits n a n 

des seconds termes des ni binômes ou la somme des combinai
sons n à 11 de ces seconds termes. Tous ces seconds termes 
étant égaux à a, toutes les combinaisons deviendront égales à «". 
S„ sera donc égale à a" multiplié par le nombre de combinaisons 
. , . . , . mi m — 1) ! ni—2 !..,'m — n-\-i) 

de m omets Dris n a n, qui est —: — =—:—• 
j . 2 . 3 . . . H 

On aura donc 
m f m — 1 ; f m — 2 :. . . \ m — 11 -+- 1 * S„ ' \' 

Enfin S,„, représentant, le produit des m seconds termes de 
binômes, deviendra égale à n'", et l'on pourra écrire : 

m 
= xm ^ ax" 

m [m — 1, 

1 . 2 . 

m. 

1— 1 

m 

m 
1 . 

— 2 

3. . 

\>n — 1, ., 

.[m — « + i; 
n 

On \oit que ce développement contient m-\-i termes. Les 
termes extrêmes sont x'" elam. Dans les termes intermédiaires, 
l'exposant de x va en diminuant et l'exposant de <i en crois
sant d'une unité, en passant d'un terme au suivant, de sorte 
que, dans chaque terme, la somme des exposants des deux 
lettres est toujours égale à m. 

Quant aux coefficients, les ternies extrêmes ont pour coeffi
cients l 'unité, et les termes intermédiaires les différents nom
bres de combinaisons qu'on peut former en prenant ni objets 
1 a 1, 2 à 2, 3 à 3 , . . , « à /;,. , ., m — 1 a m — t, 
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238. Les coefficients des termes à égale distance des ex
trêmes sont égaux. En effet, le terme qui en a n avant lui, a 
pour coefficient C„; le terme qui en a n après lui en a m — « 
avant lui, puisque le développement contient m •+• x t e rmes : 
il a donc pour coefficient Cm_„. Et nous avons démontré (233) 
qu 'on avait 

^•n ^~*m—/i* 

239. En examinant les termes successifs du développement 
de {x-\-a)m, on voit que , pour déduire un terme du pré
cédent, il suffit de multiplier le coefficient du dernier terme 
formé par l'exposant de x dans ce terme et de le diviser par 
le rang de ce terme ou par l'exposant de a dans le terme qu'on 
veut écrire. Quant aux exposants, on ajoute i « celui de a, on 
retranche i de celui de x. 

Ainsi, le terme général étant 

m[m — i) [m — i )...{m + n-t-i) 
• — -^r —— Il X , 

i . 2 . â. . . n 

le terme suivant du développement est 

m (ni — i ) f m — ?,':•... f m — n -4- î) (m — n < 
i . 2 . 3 . . . n ( K + I ) . 

D'après cela, on écrira immédiatement 

{x-\-a)7 = x1 -f- 'jaxe •+- 2i a2 x'* -{- 35 a3 .z" -4- 35«'x'1 

-f- 21 «5 x2 -4- 7 ae x -f- a1. 

Si l'on avait à opérer le développement d 'une puissance quel 
conque, entière et positive, d'un binôme de forme quelconque 
comme 8 a ! - ( - 5 « - 6 , on poserait 

8rt5 = A, 5a*b = B, 

et l'on déterminerait d'après la règle précédente la puissance 
correspondante du binôme A - j - B . On exprimerait ensuite les 
différentes puissances de A et de B, en fonction de a et de b. 

La formule trouvée étant vraie quel que soit «,-ne dépend 
pas du signe de a. Si a change de signe, l'égalité démontrée 
subsistera, et dans le second membre , les termes qui contien
nent a à des puissances impaires changeront seuls de signe, 
c'est-à-dire que les signes -h et — alterneront. On aura 

x — a'.' = x~ — 7 f« ' ' 4 -2 i a-xh — 35 w x-
-f- 35 (t x — 21 a>x2 + 7 a-x — a'. 

2i0 . Nous avons vu (238": que les coefficients des termes à 
égale distance des extrêmes étaient égaux 

Par conséquent, si m est impair, le nombre des termes du 
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développenienl »< + i est pair, et tous les coefficients se re
produisent deux Cois. / / suffit alors de calculer la moitié des 
coefficients, puis de les répéter dans l'ordre inverse. Ainsi 

[x-\-a)i: = x" + g«.r s + 36«\x-: + 84«'"' x" ^r- i?&a'x''-\- i?.6ax' 
+ 84 «° x' + 36 a~ x- + g a' x + a'. 

Si m est />«//•, le nombre des termes m + i est impair, de 
sorte qu'il y a au milieu un terme dont le coefticient ne se 
reproduit pas. Il faut alors calculer la moitié des coefficients 
plus un. Ainsi 

[x + af = x> + 8«„r + 28 a'x'1 + f)(>rt'.r= + ^oa' x'1 

+ 56 a1.»3 + 28 aex- + 8 a " . r + « •. 

Ce qui précède indique, de quelle manière il faut combiner 
des objets donnés, pour obtenir le plus grand nombre possible 
de combinaisons. Si l'on a 9 objets, il faudra les combiner 
4 ^ 4 ou 5 à 5 : le nombre des combinaisons est alors 126; 
c'est ce qu'indique le développement de [x-\-a f. Si l'on a 
8 objets, il faudra les combiner 4 à 4 : le nombre des com
binaisons est alors 70, d'après le développement de [x^-af. 

On peut préciser davantage les remarques qu'on vient de 
faire. Le coefficient du terme général du dé\eloppenienl est 

»! ( m — 1 ) [ni — a',- . . . [m — h + 11 

r . 2 . 3 . . . n 

/•<* . . , / • • ' " — « + Ï , 

Le coeihcient croîtra tant que la fraction sera plus 
n 

, „ „. , .. , m — n-\- 1 . , , . . 
grande que 1. De 1 inégalité ;> 1 ou déduit 

m + i ^> a. n. 

m-\-i représente le nombre des ternies du développenienl, 
n représente le nombre des ternies qui précèdent celui qu'on 
considère, de sorte que » + 1 est le rang de ce t e rme. 

On voit par là que les coefficients augmenteront, tant que 
le nombre des termes du développement surpassent le double 
du nombre des termes défit écrits. 

Supposons m impair, m + 1 sera pair, et l'on pourra poser 
w + i = ?./>. L'inégalité deviendra alors p^> n. A la limite, 

on aura w = « , et la fraction deviendra égaie a 1. 
r n 

Il y aura donc deux coefficients identiques à la suite l'un de 
l'autre, et ils se présenteront quand on aura déjà écrit la moitié 
des termes du développement. 

Si m est pair, m + 1 sera impair, et* l'on pourra poser 
m + 1 = ap - j - 1. L'inégalité deviendra 2 / ) + i ^ > 2 « . d'où 
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»-i— > n. Comme il s'agit de nombres entiers, on ne pourra 
a 

1 ir.- m —» + ' 
iamais avoir n -\—= n. La traction ne sera donc 

a 11 

jamais égale à i et, par conséquent, il n'y aura jamais à la suite 
l'un de l'autre deux coefficients identiques. On atteindra le 
plus grand coefficient, celui qui ne se répète pas, quand n sera 
égal à p; et alors le rang du terme où le coefficient est le plus 
grand possible, est représenté par p-\- i : ce terme est donc le 
terme du milieu. 

si m est impair, le terme ae rang ju = a le même coef

ficient que le terme suivant. Or, dans le terme de rang p, l'ex-
, ,. m -4-1 m — i 

posant ae a est p— i, c est-a-aire i = : tandis 

que i exposant de x est »? — [p — i, = m -H- i —p = La 

différence de ces deux exposants est égale à i. On sera donc 
averti qu'on est arrivé à la moitié du développement, lorsque 
l'exposant de x surpassera celui de a d'une unité. 

Si m est pair, le terme de r a n g p + i est seul de son espèce, 
et ce n'est qu'au delà de ce terme que les coefficients se répè-

TV 1 , 1 m T 

tent. Dans ce terme, ! exposant de a est p= — La somme des 
exposants de x et de « devant être égale à m dans un terme 

, m 
quelconque, l'exposant de x sera aussi égal a — dans le terme 

considéré. On sera donc averti qu'on est arrivé au terme du 
milieu, lorsque les exposants de x et de a se trouveront égaux. 

2 i l . Si dans le développement de [x-\-a)m on suppose 
x = 1 et a = J , il vient 

a" = i -+- -m m i m I 
1 1 . 2 

i — 1 ) ' m -
• + i . 

La somme des coefficients du développement est donc égale 
à a*1. Le premier coefficient ne désigne pas un nombre de com
binaisons. Si on le retranche des deux membres, il vient 

2 » ' — I = C , + C î + C 3 . . . + C n + . . . + C „ . 

Ainsi, la somme des combinaisons qu'on peut faire avec m 
objets en les prenant de toutes les manières possibles, c'est-
à-dire i à 1, a à 2, 3 à 3 , . . . , n à « , . . . , m à m, est égale à a'"—i. 
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Si l'on fait x = i et a = i , dans le développement de 
[x — a}'", on obtient dans le second membre la différence qui 
existe entre la somme des coeflicienls de rang impair et la 
somme des coefficients de rang pair : cette différence est donc 
nulle quel que soit m. 

242. On donne souvent à l'expression [x-\-a)m la forme 
/ a \m 

x"11 1 H— 1 5 en faisant sortir x de la parenthèse, pour mettre 
\ x ] 

en évidence le rapport - • Posons -=z; nous aurons 

a \m 

1 + - = X'" i 1 H 
x ! 

et 
ni m ( m — i ) 

, + ; : ' " = I + - 2 H i '- z? 
I 1 . 2 

m m—i ' . . .{m—n 
_j t ^ 

i . •?.... n 

CHAPITRE II. 

THÉORIE DES LOGARITHMES 

De l'expression ax. 

2 i 3 . Nous avons déjà démontré [Arith., 189, note) : i° que 
les puissances successives d'une quantité positive plus grande 
que i , croissaient avec l'exposant de manière à devenir plus 
grandes que toute quantité donnée ; 2° que les puissances suc
cessives d'une quantité positive plus petite que i , diminuaient 
à mesure que l'exposant croissait, de manière à tomber au-
dessous de toute quantité donnée. Mais ces démonstrations 
supposaient l'exposant entier et positif. 

Considérons le cas où cet exposant est fractionnaire et égal 

a '— L'expression a"1 revient à y'«'J- Si a est plus grand que i , 

ai' sera plus grand que i et il en sera de même de \ ap\ car une 
quantité plus petite que i élevée à la puissance q, donnerait un 
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résultai inférieur à i . De plus, si l'on fait c r o î t r e - 5 il en sera 

r_ 
de même évidemment de a'1 [*). 

Si p est égal à i et si l'on a ce, à mesure que q augmentera , 

<ci diminuera en restant supérieur à i , mais en en approchanl 

autant qu'on voudra. Posons, par exemple, cfl <C i -+- a, * étant 
une quantité aussi petite qu'on voudra. En élevant les deux 
membres de l'inégalité à la puissance q, nous aurons 

a < :i -t- y.)i, 

condition à laquelle on peut toujours satisfaire puisque i -4-a 
surpasse i [Jrith., 189, note; . 

v_ 

Si a est plus petit que 1, l 'expression aqou y'«^est inférieure 
à 1. En effet, ap est inférieur à 1, il en est donc de même de 
V•a''; car une quantité plus grande que 1 élevée à la puissance </, 
ne pourrait donner qu 'un résultat supérieur à 1. De plus, si 

P p 

l'on fait croître -1 il est évident que a<i diminuera '**'. 
q 

Si/? est égal a i, et si l'on a <r/, à mesure que q augmentera, 
t 

ai augmentera en restant inférieur à Ï , mais en en approchant 
autant qu'on voudra. En effet, et étant plus petit que i, on peut 

x * ) Si l'on a 

on en déduit 

Par suite 

c'est-à-diro 

on on déduit 

Par suite 

e'est-à-diiv 

p-,>p-> 
1 1 

'p''i>fi'-

p'q -^ pi' ~ . !l'l / p'<i -^ 'l'If v<>' a1 1 > a1 i et y a -> v« ' 

al' 

'I 1 

PI >!"!'• 

ar'''<ai">' et ' / V - 7 ' < '''{ûri\ 
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1 , , , . . „ . 
poser (/ = —;• a étant sunerieur a i . Un a alors 

a 
- i 

a'7' 
i 

V mesure que q augmente, « ' ' diminue en restant supérieur 
à i, mais en en approchant autant qu'on veut. Il en est donc 

s 

(le môme de ai, qui reste seulement inférieur à i. 
Si a reçoit un exposant n é g a t i f — m , on aura l'expression 

/' ' Y" 
, - , - • ' . O U — = - • 

a'" \aj 

Si a est plus grand que i, - sera plus petit que i ; si a est plus 

petit que i, - sera plus grand que i. Un retrouvera donc in

versement les mêmes résultats que précédemment. 
2 i4 . Nous pouvons maintenant considérer la fonction ex

ponentielle a'. La fonction considérée a reçu cette qualifira-
tion, parce que l ' inconnue ou la variable indépendante y est en 
exposant (11]. 

Je. vais démontrer que x variant d'une manière continue, la 
fonction ax variera elle-même d'une manière continue. 

Je supposerai d'abord a ~^> i . 
Donnons à x un accroissement // aussi petit qu'on voudra. 

La fonction deviendra aI+k et prendra un accroissement repré
senté par la différence 

ax+h — a* = a' \ah — i } . 

Quel que soil //, ah— i est positif, puisque a étant plus grand 
que i , il en est de même de ah ( 2 i 3 \ Par conséquent, la fonc
tion croît en même temps que x, comme nous l'avons déjà in
diqué. 

Je dis maintenant, qu'on peut donner à h une valeur telle, 

qu'on ait a1'— i <C — •> a étant tout ce que l'on voudra supposer 

de plus petit, h est une quantité de la forme -•> q étant aussi 

grand que possible. Donc (243), ah pourra différer de i d'une 

quantité moindre que — si l'on donne à q une valeur conve

nable. On aura alors 

a* [ah — i ï <" ax. — ou az+l' — ax < a. 
v ' ^ ax ^ 

Ainsi, l 'accroissement de la \ariable lendanl vers zéro, il en 

file:///ariable
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scia de même de l'accroissement de la fonction ; ce qui prouve 
sa continuité. En d'autres termes, la fonction passe d'une va
leur à une autre en parcourant tous les degrés intermédiaires; 
sans quoi, pour une variation insensible ou infiniment petite 
de la variable, elle ('prouverait une variation brusque ou finie. 

Si l'on suppose « < i , on posera a = —-, a' étant supérieur 

à i. On en déduira a1 = —• a'x variant d'une manière continue 
a x 

avec x, il en sera de même de —, ou de a1. 
a'' 

2'fo. Supposons a ^> i et faisons croître, dans l'expression 
ti*. x d'une manière continue depuis — x jusqu'à -+- x . 

.. • 
Pour x = — 3C , on a ax = —F = o. 

a ' 
Pour x = o, on a ax = a> — i. 
Pour . r = - | - o o , on a n1 = a* --= x , • 

La fonction croît d'ailleurs d'une manière continue v 2 i i ; . Par 
conséquent, x parcourant toute l'échelle des grandeurs réelles 
depuis — x jusqu'à -I- x , nx parcourt toute l'échelle des gran
deurs positives depuis o jusqu'à -t-=o . Les valeurs négatives de 
.r correspondent aux valeurs de a1 <Z i et les valeurs positives 
de x aux valeurs de «*]> i • 

Si l'on suppose a <^ 1 ou n = —, a' étant plus grand que i, 

Pour x — — x , on a a* — — - ^ - = x . 
a 

Pour x = o. on a ax = —r = i. 
<( " 

Pour jr = — x , on a «•' '= —^ = o. 

La fonction décroit d'ailleurs d'une manière continue ( 2 i i ) . 
Par conséquent, x parcourant toute l'échelle des grandeurs 
réelles depuis — x jusqu'à -+- x , ax parcourt toute l'échelle 
des grandeurs positives depuis -+- x jusqu'à o. Les valeurs né
gatives de x correspondent aux valeurs de ax^> i et les valeurs 
positives de x aux valeurs de ax <C t. 

2 i6 . Les notions données en Arithmétique (199) sont ap
plicables aux exposants incommensurables. Si x est incom-

p 

mensurable, « ' tombera entre deux puissances fractionnaires a'1 

I. 27 
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r\ a'! , de -mile i]ii(' r lui-même tombera entre '- et ' ""*" . 
'/ 7 

!' P ~ l 

\ mesure mie '- ci se rapprocneront en comprenant tou-
'7 7 

jours x, on obtiendra deux séries de puissances fractionnaires 
correspondantes, et la limite commune de ces doux séries 
se l'a a". 

Définition et propriétés des logarithmes, 

•l'tl. Si l'on a l'expression a- — b, x est appelé le logarithme 
de b. Le logarithme d'un nombre h est donc l'exposant qu'il 
faut donner à un nombre a, pour reproduire b. Le nombre a, 
supposé constant, s'appelle la base du système. 

Il Y a une infinité do systèmes de logarithmes : on les dis
lingue entre eux par leurs bases. Dans tout système, la base a 
pour logarithme l'unité. 

Nous venons de voir [244, que x passant par tous les degrés 
de grandeur possibles, «* parcourt toute l'échelle des grandeurs 
positives. Tous les nombres positifs ont donc des logarithmes, 
les nombres négatifs n'en ont pas. 

Si a est > i , les nombres ~^> i ont des logarithmes positifs, 
et les nombres <^ s des logarithmes négatifs. Si a est < i, les 
nombres ^> i ont des logarithmes négatifs, et les nombres <^\ 
îles logarithmes positifs. 

Si l'on a a1 = b, on indique que x est le logarithme de b en 
écrivant x = log/>. 

On voit qu'on a [2\'6\ dans tous les systèmes : 

i lOg O = — X 

Si a est ^> i • log î = o 
log ce =: ce . 

t logo = -t-cc 
Si a esi <^ i • log i = o 

' Iogoo = — =c. 

Le logarithme de l'unité est toujours égal à zéro. 

248. Voyons quelles sont les propriétés des logarithmes. La 
propriété fondamentale est la suivante : 

i°. Le logarithme du produit de plusieurs facteurs est égal 
à la somme des logarithmes de tous les facteurs. 

Supposons, qu'on ait 
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Si l'on multiplie 1rs premières égalités membre à membre, 
H vienl 

iv. a: ,a: —hWli' ou , / Î - - - - - ~bWh". 

On en déduit. 

.r-f- x'-+-x" — log bb'b" ou \ogbb:b" = logé—- log//-h log />". 

2W. :>.°. Ze logarithme d'un quotient est égal à la différence 
des logarithmes du dividende et du diviseur, 

Soient 
a:c=rb, c'est-à-dire ,r = log/>, 
a1' = h', x' — log / / . 

Si l'on divise membre a membre les deux premières éga
lités, il vient 

, r _ b „ „. /> 

/ • • ' • 

i' 'est-à-dire 
a' b b 

• • b . 6 , ' i / 
.<• X = l o g j 7 Oil lOg J7 = lOg 0 10g 0 . 

250. 3". Ze logarithme d'une puissance est. égal au loga
rithme du nombre élevé à la puissance, multiplié par l'exposant 
de la puissance. 

Soit 
<r = b ou x = log b. 

Elevons les deux membres de la première égalité à la m'""' 
puissance. Nous aurons 

ar''"=!>"'' ou a-"'=zbm, 
c'est-à-dire 

xm = log ba ou log bm = m log b. 

23i . 4"- ^e logarithme d'un radical est égal au loga
rithme de la quantité placée sous le radical, divisé par l'indice 
du radical. 

Soit 
ax = b ou x = log b. 

Extrayons la racine m""'" des deux membres de la première 
égalité. On aura 

a" — \ib, 
c'est-à-dire 

x , ,„.T , ,„/T log b 
log v7»7 ou log"v'/> = 

m m 

252. Comme nous l'avons indiqué en Arithmétique, il y 
a six opérations fondamentales sur les nombres : trois directes, 

2 7 . 
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irois indirectes. Dans l'ordre de leur difficulté, les trois opéra
tions directes sont : l'addition, la multiplication, l'élévation 
aux puissances; les trois opérations indirectes sont : la sous
traction, la division, l'extraction des racines. L'addition et la 
soustraction sont des opérations très-simples; la multiplication 
et la division sont, plus compliquées; l'élévation aux puis
sances et l'extraction des racines sont extrêmement longues et 
pénibles, pour peu que l'exposant ou l'indice s'élève. On 
conçoit qu'à l'aide des logarithmes, on pourra ramener la 
multiplication et la division à l'addition et à la soustraction ; 
l'élévation aux puissances et l'extraction des racines, à une 
multiplication et a une division généralement très-simples. 11 
suffira, pour cela, de construire une table qui, en face des 
nombres, donne leurs logarithmes, .le veux exlraire la racine 
d'un nombre, je cherche son logarithme dans la table, je le di
vise par l'indice du radical : j 'obtiens ainsi le logarithme de la 
racine. En face de ce logarithme, la table m'indiquera la racine 
cherchée. On comprend par là toute l'utilité des logarithmes. 

233. On peut prouver que, lorsque des nombres sont en pro
gression par quotient, leurs logarithmes sont en progression 
par différence. 

Si Ton a la progression par quotient quelconque 

H a '. aq : aq' : aq3 : . . . : aq", 

les logarithmes des nombres qui la composent seront 

log «, logrt • + l o g (/, ! o g « H- 2 log q, . . . , l og« - f? n logç , 

c'est-à-dire formeront une progression arithmétique dont la 
raison sera log q. 

Cette remarque est prise souvent pour point de départ de 
la théorie des logarithmes : nous ne nous y arrêterons pas 
voir la \ o t e 111 à la fin du volume . 

Passage d'un système de logarithmes à un autre. — Module. — 
Logarithmes népériens. 

25i . Soient deux systèmes de logarithmes définis par les 
bases a et A. Soient . r i e logarithme du nombre h dans le p re 
mier système, et X son logarithme dans le second système. On 
aura 

«*=-.!> et \ x — b, 
d'où 

c r = \ x . 

Prenons les logarithmes des deux membres de cette dernière 
égalité dans le syslème dont la base est a, et rappelons-nous 
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qu'on a alors logr/--= i . 11 viendra ;* 

,r = \ lot;0 A , d'où X ••= , r .r. 
)og„ A 

Par suile, pour passer de la tal.de de logarithmes du premier 
système a la table de logarithmes du second système, il suflira 
«le multiplier successivement tous les logarithmes du premier 

svstème par le l'acteur constant ; r ; loi : aAétantlelogari thme 
log„A ° 

de la seconde base dans le premier système. Ce facteur con
stant a reçu le nom de module du premier si'slème par rapport 
au second. 

Si Ton avait pris les logarithmes des deux membres de l'éga
lité a1 = Ax dans le système dont la base est A, on aurait eu 

X = x iogA a. 

Le module du premier système par rapport au second est donc 
encoie égal à logAc<', qui est le logarithme de la première base 
dans le second système. 

11 est bien évident qu'on a 

-, r = logA«. 
logvV 

c'est-a-dirc 
logA« .logo A = i • 

On peut d'ailleurs vérifier cette égalité comme il suit. Posons 

log„ A =p et logA« = <]• 
Nous aurons 

n? — A et \i = (i. 

Si l'on remplace, dans la première égalité, a par sa valeur A'', 
il vient 

\e«. = \ , 

ce qui entraîne la condition pq = i, 

235. -S'éper, inventeur des logarithmes ^i6i4) , prit pour 
base du système particulier qu'il considéra le nombre incom
mensurable 2 , - 1 8 2 8 1 8 . . . qu'on désigne en mathématiques 
par la lettre e. Ce système s'appelle système des logarithmes 
népériens ou hyperboliques. On les distingue des logarithmes 
vulgaires, en les indiquant par la seule lettre initiale /. 

On appelle d'une manière générale module d'un système 
quelconque de logarithmes, le facteur constant par lequel il 
faut multiplier les logarithmes népériens pour passer au sys-

(** ZV'ii^ iiKii ' jUun^ }iai lu; ; ; , un !";;;ir!!ii]]i(: j . r i ^ i.lan* le r . \Memu demi tu b;i>M-
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lème donné. En appelant a la base du système considère, et \£ 
son module, on aura, d'après ce qui précède ('254), 

M=~=\on,e. 
la 

Ainsi, le module d'un système de logarithmes est l'inverse du 
logarithme népérien de sa base ou le logarithme de la base né
périenne dans le système considéré. Lorsqu'on considère le 
système vulgaire, celui dont la base est 10, on a 

M = log e —. o, 4342944 '̂-'• 

Pour passer du système vulgaire au système népérien, il fau

dra, au contraire, multiplier les logarithmes du système vul

gaire par; . c'est-à-dire par :>. . 3oa5u. 
loge ' 

Des logarithmes vulgaires. 

25(i. Les logarithmes vulgaires, c'est-à-dire ayant pour base 
10, sont en complète harmonie avec notre système de numé
ration ; il en résulte plusieurs simplifications très-importantes 
au point de vue du calcul. 

Les logarithmes sont exprimés eu décimales et se compo
sent par conséquent d'une partie entière et d'une partie déci
male. La partie entière porte le nom de caractéristique; on 
donne souvent à la partie décimale le nom de mantisse. 

Dans tout système, les puissances successives de la base ont 
pour logarithmes les nombres entiers 1, 2, 3, 4, • • •• Dans le 
système vulgaire, les logarithmes des puissances de 10 qui re
viennent constamment dans les applications se trouveront 
donc immédiatement connus. 

De plus, on pourra à la seule inspection d'un nombre indi
quer la caractéristique de son logarithme. 

Le logarithme d'un nombre qui tombe entre 1 et 10 ou qui 
a un chiffre à sa partie entière, tombe entre o et 1 (247*; la 
caractéristique de ce logarithme est donc o. 

Le logarithme d'un nombre qui tombe entre 10 et 100 ou 
qui a deux chiffres à sa partie entière, tombe entre 1 et 2 ; la 
caractéristique de ce logarithme est donc 1. 

Le logarithme d'un nombre qui tombe entre 100 et IOOO ou 
qui a trois chiffres à sa partie entière, tombe entre •?. et 3 ; la 
caractéristique de ce logarithme est donc •>..... 

Le logarithme d'un nombre qui tombe entre to ; i_ l et 10" ou 
qui a M chiffres à sa partie entière, tombe entre M —1 et M; la 
caractéristique de ce logarithme est donc n — 1. 

Viusi, d'une manière générale, la caractéristique du logn-
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rit'une d'un nombre plus grand que r renferme tutlunt d'unités 
qu'il j - a de chiffres moins i dans lu partie entière de ce 
nombre. 

Si l'on multiplie ou si l'on dicnc un nombre par une puis
sance quelconque de 10, il suffit d'augmenter ou île diminuer 
lu caractéristique lie son logarithme de l'exposant de cette 
puissance de 10. 

On a (2'i8, 2W 

l o g ( « x io") = logn -+- log io" = logo -+- ii. 

!og( —- I = , l o ° « — log 10" = loua — n. 

On \oi l jiur la que lu mantisse du logarithme d'un nombre 
reste la même, quelle que soit lu place qu'on fasse occuper 
dans ce nombre à la virgule qui sépare la partie entière de la 
partie décimale : le changement porte seulement sur la carac
lerislique. 

Ou aura, par exemple, 

log 356 4 = 3.55i<j377, 
log 356,4 = 2,5519377, 
îog 3 5 , 6 4 = 1,5519377, 
log 3,564 = 0,5519377, 
log o,3564 = o , 5 5 1 9 3 7 7 — ' • 
log o ,o3564 = 0,5519377 — -.'. 

Dans le cas ou le logarithme est négatif, i! esl beaucoup plus 
'•ommode de conserver la partis' décimale positive et de ne 
l'aire porter la soustraction que sur la caractéristique. On in
dique qu'il (Mi esl ainsi en surmontant la caractéristique du 
signe —, et l'on écrit 

log 0 ,3564=1 ,5519877 , 

logo,o3564 = a,5519377, 

Les nombres plus petits que 1, c'est-à-dire sans partie en
tière, ont alors des logarithmes à caractéristiques négatives: 
la mantisse continue d'être positive. On voit que la caraclé-
iistiqne négative contient nécessairement autant d'unités qu'il 
ya de zéros avant le premier chiffre décimal significatif. 

Usage des tables de logarithmes. 

257. Les tables de logarithmes les plus usitées sont les 
petites tables de De Lalande à cinq décimales ci les grande* 
tables de (allelb sept décimales. 
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Les tables de De Lalande contiennent les logarithmes des 
nombres entiers depuis i jusqu'à ioooo, exprimés avec cinq dé
cimales. Chaque page est divisée eu trois colonnes verticales : 
la première contient les nombres, la seconde leurs logarith
mes , la troisième les différences qui existent entre deux 
logarithmes consécutifs, exprimées en unités du cinquième 
ordre décimal. 

Les tables de Cal lot renferment les logarithmes des nombres 
entiers depuis i jusqu'à 108000. Les logarithmes des 1200 pre
miers nombres sont exprimés avec huit décimales : en face de 
chaque nombre se trouve son logarithme. Les logarithmes 
sont donnés sans caractéristique : on la connaît à la seule ins
pection du nombre. Après cette première partie, la table donne 
les logarithmes des nombres depuis 1020 jusqu'à ! 08000. Jus 
qu'à 100000, les logarithmes sont exprimés avec sept déci
males; à partir de 100000, avec huit décimales. Dans la colonne 
verticale intitulée \ , on trouve les dizaines des nombres con
sidérés. Cette colonne est suivie d'autres colonnes verticales 
intitulées o, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, qui correspondent aux 
unités du nombre donné. Si l'on veut, par exemple, le loga
rithme du nombre 31 ^56, on cherchera 31^5 dans la colonne 
intitulée X. On trouvera dans la colonne o les trois premiers 
chiffres de la mantisse qui sont 5oi et qui, appartenant à plu
sieurs logarithmes successifs, ne sont pas répétés en face de 
tous ces logarithmes. On suivra, en face de 3175, jusqu'à la 
colonne qui correspond au chiffre 6, et l'on aura les quatre 
derniers chiffres décimaux 8258 du logarithme. La caractéris
tique est d'ailleurs 4> puisque 31756 contient cinq chiffres 
entiers. On aura ainsi log3i756 = 4 ,5oi8?58. Une dernière 
colonne contient les différences qui existent entre deux loga
rithmes consécutifs, et qui ne changent pas pendant un inter
valle plus ou moins long. Au-dessous de chaque différence, se 
trouve une table de parties proportionnelles indiquant les pro
duits de celte différence par 0 , 1 , 0 , 2 , o , 3 , . . . , jusqu'à o ,g . 

Les deux questions à résoudre au moyen des tables sont 
celles-ci : 

i°. Étant donné un nombre, trouver son logarithme; 
20. Étant donné un logarithme, trouver le nombre corres

pondant. 

258. Trouver le logarithme d'un nombre quelconque. 
Si le nombre est un nombre de la table, il n'y a aucune diffi

culté. Supposons donc un nombre qui ne soit, pas dans la 
talile, comme 356789. 

Si l'on opère avec les petites tables, on fait toujours en sorte 
que ht partie '•niiêrc (ht nombre considéré uil \ chiffres. S; 
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l'on opère avec les tables Je Callet, cette partie entière doit 
contenir cinq chiffres. 

Dans le premier cas, nous remplacerons donc ie nombre 
donné par le nombre 3567,89. Nous avons seulement changé 
la place; de la virgule, la partie décimale du logarithme restera 
donc la même. Les tables donnent 

log35t>7 = 3,5523o. 

La colonne des différences prouve que si, en cet endroit, deux 
nombres diffèrent d'une unité simple, leurs logarithmes diffé
reront de 12 unités du cisiouième ordre décimal. L'examen des 
tables montre que, dans des limites peu éloignées, on peut 
admettre la proportionnalité des accroissements des nombres 
et des accroissements des logarithmes. En appelant x la quan
tité à ajouter au logarithme de 3567 pour passer à celui de 
3567,89, on aura donc 

x 0,89 
12 1 

d'où 
A " = ! 2 X 0,8q. 

Ainsi, pour avoir x, il faudra toujours multiplier lu différence 
tabulaire par l'accroissement du nombre. Rappelons-nous que 
le multiplicande 12 représente des cent-millièmes, et nous 
trouverons x = 0 , 0 0 0 1 1 par excès. Par suite, on aura à moins 
d'une unité du dernier ordre 

log 3567,89 = 3,55?4 ' . 

On indique généralement le calcul comme il suit : 

log3567 = 3,55a3o 
pour o,89 1 i 

log 35(i7 ,89 = 3 ,55a.| t 
log 356789=5,552.11 

Si l'on l'ail usage des tables de Callet, on cherchera le loga
rithme de 35678,9. On trouvera 

log35678 = 4 , 5 5 2 4 o o 5 . 

La différence tabulaire est 1 :>.?., et la table des parties pro
portionnelles donne immédiatement 12 .2X0 ,9 = 110. On 
écrira donc 

log35(>78 = 4 ,55aioo5 
pouro ,<) 1 io 

log 35(178,9 = 4 j 55a4 115 
i og 356789 = 5,55:>.)' 115 

Si l'on M'iil i i 'omer le logarithme du noinbie 5<>7«St.)̂ 4 ' 8 , on 
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cherchera, avec les petites tables, celui de 6678,924 18. ()n 
aura 

I00-567H = 3 . 7:" [20. 

La différence tabulaire étant 7, il faut multiplier 7 par 0,92418 : 
on obtient 6,46926; l'augmentation du logarithme est 0,00006. 
Si l'on avait multiplié 7 par 0,92, on aurait trouvé 6,44- H est 
inutile avec les petites tables de tenir compte de plus de deux 
chiffres décimaux, souvent un seul suffit : les autres chiffres 
décimaux n'ont aucune influence sur les derniers chiffres du 
logarithme eu égard à l'ordre d'approximation adopté, Nous 
aurons 

1055678 = 3 , 7D420 
pour 0,9 6 

log 567 8,92418 = 3,75426 
log 067892418 = 8,75426 

Si l'on emploie les tables de Callet, il faudra rherelier le 
logarithme du nombre 56789,2418. On trouvera 

10556789 = 4,754264?.. 

La différence tabulaire est 77, et la table des parties propor
tionnelles donne immédiatement 

77 X 0,2418 = i5 -4— 3,1 4-0,08-4- 0,062 = 18,242. 

Le calcul direct donnerait 18,6186. L'augmentation du loga
rithme est o,0000018. Si l'on avait multiplié- 77 par 0 ,241 , la 
table aurait donné: 18,18 e l l e calcul direct 18,557. Il est inu
tile avec les fables de Callet de tenir compte de plus de trois 
chiffres décimaux, les différences tabulaires n'atteignant pas 
plus de trois chiffres, et le plus souvent deux suffisent : les 
autres chiffres décimaux n'ont aucune influence sur les der
niers chiffres du logarithme eu égard à l'ordre d'approxima
tion adopté. Nous aurons 

10556789 = 4,754264.2 
pour 0,2 i5 

] i0uro,o4 3 

10506789,2418 = 4,7542660 
log 067892418= 8,7542660 

Si l'on ava.it a chercher le logarithme de 56,7892.418, on opé
rerait absolument de la même manière; seulement, la caracté
ristique du logarithme serait 1. 

Si l'on avait à chercher le logarithme de o ,000678924 1 8, on 
suivrait encore \.\ même marche; souleinenl, la carai léristiijiie 

ava.it
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du logarithme serait une caraciérisquc négathe et deviendrait 

égale à 3. 

239. Etant donné un logarithme quelconque, trouver le 
nombre correspondant, 

Si le logarithme tombe exactement dans la table, on trouve 
en face le nombre cherché. Sinon, on opère comme il sui t : 

Soit logx = 2,71456. 
Si l'on se sert des petites tables, on cherche le logarithme qui 

approche le plus par défaut du logarithme donné, en opérant 
dans la partie de la table où les nombres ont quatre chiffres. 
On trouve ainsi 

log 5182 = 3 , 7 i45o. 

La différence tabulaire est 8. Si l'on admet comme précé
demment la proportionnalité des accroissements très-petits 
des nombres et des accroissements correspondants de leurs 
logarithmes, il faudra chercher quel doit être l 'accroissement 
du nombre pour un accroissement du logarithme égal à 6, dif
férence de Iogx et de logo 182. En appelant y cet accroissement 
inconnu, on aura 

1 8" 
d'où 

_ 6 
•y~ 8" 

Pour avoir y, il faudra donc toujours diviser la différence 
des logarithmes considérés par la difféience tabulaire. On 
trouve 

>• = . o , 70 , 

d'où 
log 5182, 75 = 3,71406 et se = 5 1 8 , 2 7 5 . 

On ne doit pas compter, dans la division qui donne y, sur plus 
d'une ou deux décimales, suivant le nombre de chiffres de la 
différence tabulaire, puisqu'en repassant du nombre au loga
rithmes on devrait négliger les autres décimales (238). On 
prendra donc 

x = 618,27. 

Si l'on opère avec les tables de Callet, et si l'on a 

log x — 2,714563a, 

on trouvera, en cherchant dans la partit; de la table où les 
nombres ont cinq chiffres, et en prenant le logarithme qui 
approche le plus de log.r par défaut. 

Ing 5i<S->7 — 4 ,7 1 |55t)i. 
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La différence des deuv logarithmes est 71 unités du septième 
ordre. La différence tabulaire est 84, et la table des parties 
proportionnelles monlre que l'accroissement du logarithme 
étant 67, l 'accroissement du nombre est 0 ,8 . 11 reste à tenir 
compte d'une augmentation de 71 — 67 ou de 4 unités du der
nier ordre. La table montre que l'accroissement du logarithme 
étant 42, celui du nombre est o , 5 ; par suite, l 'accroissement 
du logarithme étant 4, celui du nombre sera très-approximati-
vemeiit o ,o5. On aura donc 

log5 i8a7 ,85 = 4,7i45632 et x = 518,2785. 

On ne doit pas tenir compie, à l'aide de la table des par
ties proportionnelles, de plus de deux ou trois chiffres déci
maux (238). On indiquera le calcul comme il suit : 

log.r = a, 7145632 
log5i82.7 = 4 > 7 "4-Ï561 

pour 0,8 67 
pour o,o5 î 

x = 518,2785. 

La marche à suivre sera toujours la mémo. Si l'on a 

log.r = 0,7145682, 
on en déduira 

x = 5,182785. 
Si l'on a 

log x = 3 , 7 i45632, 
on en déduira 

x = o,005182785. 

La seule difficulté, après avoir trouvé les chiffres significatifs 
du nombre proposé, chiffres qui ne dépendent que de la man-
lisse du logarithme, sera de placer convenablement la virgule 
dans le nombre obtenu, de manière à reproduire la caracté
ristique indiquée. 

260. En examinant la table, on voit les différences tabu
laires aller constamment en diminuant. En effet, soient N el 
\ H-1 deux nombres entiers consécutifs. On aura 

log ( \ H- 1 — log>. = log . •= log ( 1 -t- ^- ) • 

A mesure que N augmente, — diminue; l'expression > + ^ 

• •onverge ver- 1, et l o g ( i - i - —) '-on\ orge \ ers zéro. 
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Si l'on donne un accroissement S au nombre \ , puis un 
accroissement 20, on aura 

log ( \ + S) — logN = log -^ ~^° = log ( ' + ^-

\ -4- 7 S / "> r)\ 
l 0 g ' \ + 2<î; — l o g X = 1og — - ^ — = l o S ( n - ^ - )• 

Les accroissements des nombres considérés N -+- £ et X -+- 2 S 
présentent ici le rapport 2; la proportion admise précédem
ment )258, 2o9) exigerait qu'on eût alors 

2 9 \ , / S \ 9. S 
l o g ^ + y j = 2 l o g ^ + ^ ou . , ^ _ v , - N 

ce qui est impossible. Mais, si l'on opère dans la partie la plus 

élevée des tables, le terme —̂ du second membre, qui em

pêche l'égaillé posée d'être vraie, n'aura aucune influence sur 

les décimales conservées ; et la proportion sera exacte pourvu 

qu'on ne dépasse pas la cinquième ou la septième décimale. 

Calculs par logarithmes, 

201. Remarque sur les logarithmes à caractéristiques néga
tives. On aura à ajouter avec d'autres logarithmes des loga
rithmes a caractéristiques négatives. 11 faudra alors, en addi
tionnant la colonne des caractéristiques, faire une opération 
analogue à celle que nous avons indiquée relativement aux 
coefficients des ternies semblables des polynômes (9). 

Passons aux logarithmes soustractifs. Soil à retrancher de a 
le logarithme 3,57821. On aura évidemment 

a — 3,57821 = : A — 4 + (1 — o ,57821). 

La partie entre parenthèses n'est autre chose que le complé
ment à 1 de la partie décimale du logarithme (Jrith., 30). 
On formera ce complément en retranchant de 9 tous les chiffres 
significatifs de cette partie décimale, sauf le dernier qu'on r e 
tranchera de 10. On aura alors à ajouter un logarithme dont la 
partie décimale sera devenue positive et dont la caractéristique 
sera négalive. Ainsi 

a — 3,57821 = « + 4 , 4 2 I 7 9 -

Soil à retrancher de « l e logarithme 5,17098. On aura évi
demment 

a — 5 , i 7098 — « + .{ -t- 1 — 0,1 7098 . 
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d'ou 
« — 5, i "09H — ,-,- — 4,82902. 

On a alors à ajouter un logarithme tout entier positif. 
Aux logarithmes ainsi transformes, nous donnerons le nom 

de logarithmes préparés, et nous les indiquerons par la lettre 
initiale L, surmontée du signe —. 

Pour préparer un logarithme, c'est-à-dire pour ramener sa 
soustraction à une addition dans laquelle la soustraction, si 
elle existe, ne portera que sur la caractéristique, // faut aug
menter sa caractéristique prise avec son signe d'une unité, 
changer le signe du résultai obtenu, et écrire à la suite le com
plément de la partie décimale donnée. 

Dans le premier exemple, nous avons augmenté la caracté
ristique 3 d'une uni té , et nous avons pris négativement le 
résultai 4 obtenu. 

Dans le second exemple, nous avons augmenté la caracté

ristique 5 d'une unité, et. nous avons pris positivement le ré 

sultat \ obtenu. 
/ / vaut bien mieux opérer comme on vient de l'indiquer, que 

de prendre le complément à ro; et cette simplification est essen
tielle dès qu'on a à considérer plus de deux logarithmes. 

Si l'on a à multiplier par un nombre entier un logarithme à 
caractéristique négative (250), il faut seulement, en multipliant 
la caractéristique négative, tenir compte des retenues positives 
fournies par le chiffre des plus hautes unités de la mantisse; 
on aura 

3 , 71 249 x 7 = 17,-98743. 

Si l'on a à diviser par un nombre entier un logarithme à 
caractéristique négative (251'), il faut nécessairement ajouter 
à la caractéristique autant d'unités qu'il est nécessaire pour 
qu'elle devienne un multiple du diviseur. Par compensation, 
on ajoutera au chiffre des dixièmes de la mantisse autant de 
dizaines positives qu'on aura ajouté d'unités négatives à la 
caractéristique. Si l'on a, par exemple, le logarithme 2,91025 
a diviser par 5, on regardera la caractéristique comme égale 
a 5 , et son quotient, par 5 sera 1. Puis, au lieu de diviser 
9 dixièmes par 5, on divisera 3g dixièmes par 5, de sorte que 
le chiffre des dixièmes du quotient sera 7, etc. On trouvera 

^ p 5
 = 7,78205. 

•262. Lorsqu'on a à calculer une formule par logarithmes, il 
faut faire en sorte de ne passer aux nombres que le moins de 
fois possible. 
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l u e formule n'est directement calculable par logarithmes 
que lorsqu'elle ne contient aucun signe 4- ou —. 

Lue formule telle que \'n-—h2 n'est pas directement calcu
lable par logarithmes, parce que, pour appliquer les loga
rithmes, il faut commencer par calculer les carrés a2 et b2. Si 
un les calcule par logarithmes, on remontera donc trois fois 
aux nombres au lieu d'une seule : une fois pour «'-', une fois 
pour b1, une dernière fois pour calculer y'«2—b-. Dans un cas 
aussi simple, on lève immédiatement la difficulté en rempla
çant a-—l>- par le produit [a-\-b) [a — b). Mais il faut cal
culer séparément « 4 - / ; et a—/>. Oublier les simplifications 
analogues à celle que nous venons de rappeler, ce serait com
mettre une faute de calcul grossière. Il faut donc toujours 
chercher à rendre, par des artifices convenables, la formule 
proposée directement calculable par logarithmes. 

Soit demandé, par exemple, le volume d'un tronc du cône. 
La Géométrie donnera immédiatement la formule (7-0/7-la Géo
métr ie; 

Ajoutons ei retranchons dans la parenthèse le produit R; . Il 
viendra 

V = ^ ( K Î - + - ? . R I - + I 2 —Ri- ' j , 

c'est-à-dire 

Posons ! ! / •= a-, de manière à introduire- la différence de deux 
carrés ; nous aurons 

On calculera préalablement « à l'aide de l'égalité a1 -.— \{r qui. 
Imitée par logarithmes, donne 

9. logrt = !og R -+- log ;-. 
d'où 

lot;K 4-log;-
\ij<i/i = — ' — : 

2 

puis, on appliquera la formule. On remontera ainsi aux nom
bres deux fois; mais il aurait fallu y passer quatre fois sans la 
marche suivie : une fois pour R2, une fois pour ;•% une fois 
pour H/-, une fois pour V. 

On trouvera en Trigonométrie un grand nombre d'exemples 
de ces sortes de transformations. 
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iit'À. i". Soit à calculer l'expression 

2 X 3a ,1)797 X i i ,oao3 
3 

Nous aurons, en employant les tables de De Lalande, 

logx — log 2 - j - log 32,9797 4- log i i,o?.o3 -f- L . 3. 

Voici le tvpe du calcul : 

log 2 = o ,3oio3 
log3a,9797 = i,S1824 
l og11 ,o2o3 = 1 ,04219 

L 3 = i ,52288 

log\r = 2,38434 
x = 2.42 ,29. 

2°. Calculons le rayon de la sphère dont la surface a iM(I. La 
Géométrie donne , en appelant H le rayon cherché (voir la 
Géométrie) 

i5It> = 4TTR% d'où H- = —- et H = — = • 
4 ^ oy'îT 

On aura donc 
log H = log 1 4- L2 -f- L y7--

11 faudra donc chercher le logarithme de yV qu'on trouve 
immédiatement à la fin de la table, et le préparer. Si ce loga
rithme n'était pas directement dans la table, on y trouverait 
celui de n, on le diviserait par 2, et l'on préparerait ensuite le 
logarithme obtenu. Le logarithme de 1 étant toujours o, le 
calcul se réduit à ce qui suit : 

^1 .2=^1 ,69897 
L \ ' ! r = I ,75l43 

logR = 1,45o4o 
" K = O M , 2 8 2 I . 

3°. Soit à calculer l'expression 

\ o , 0 8 2 . ; 0 , 0 4 8 / 

' o , o o 5 i ) 3 . y /0 ,0072 
On aura 

log.r = - log 0,082 -h- 4 log 0,048 -4- Lo,oo5r" + L. y'0,0072 

ou, ce qui revient au même, 

log.r = - log 0,082 + 4 ' °? o,(>48 + 3Lo,oo5i - 1 .0,007: 
2 



ALGÈBRE ÉLÉMENTAIRE. 4 3 3 

Il faudra donc chercher le logarithme deo ,oo5 i , le tripler et 
préparer le résultat ob tenu; de même, on cherchera le loga
rithme de 0,0072, on en prendra la moitié, et l'on préparera îe 
résultat obtenu. On aura 

TT logo,082 = 1,63794 logo,082 —2,c) i38r , 

4 ]pgo ,o48 = 6,72496 logo,048 = 2,68124, 
Lo ,oo5 i 3 = 6,8772g logo,oo5i = 3 ,70757 , 

L. v'o, OO72 = : I ,07l34 lOgO, 00"2 = 3,85733 . 

Jogj? = 2 ,3i i53 
x ~ 204 ,8q. 

CHAPITRE III. 
APPLICATIONS DES LOGARITHMES. 

Équations exponentielles. 

264. On appelle équation exponentielle, une équation dans 
laquelle l 'inconnue se trouve en exposant. La plus simple des 
équations exponentielles est 

a' = b; 

a et b sont deux quantités positives données. En prenant les 
logarithmes des deux membres , il vient 

xlogrt = log/>. 
d'où 

_ l o g / > 
log« 

Résoudre celte équation, c'est, en réalité, chercher le loga
rithme du nombre b dans le système qui a pour base le nombre 
a, à l'aide de la table des logarithmes vulgaires. 

Si l'on a l'équation 
« ' ' = C, 

a, b, c, étant des quantités positives données, on en conclura 
d'abord 

r - i 1 • ; - ] ° S C ' 
b- log a = log c, puis, b^ — : 

0 ' logf f 
d'où 

loge log loge — log log a 
lOg/7 lOgf) 

I . 2 8 

.rlogft = l o g P ^ et x =
, v ' è ' " 0 ' 
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205. 1". Soit il résoudre le système 

x -r- >' — 11, 

log.r -i- l o g r = b. 

La seconde équation peut se mettre sous la l'orme 

lof; ,ry=: l>, • d'où ,vy= io6, 

la base du système vulgaire étant 10. La question est »insi ra
menée à trouver deux nombres, connaissant leur somme et 
leur produit (190). 

y". .S'o/7 encore à résoudre l'équation 

i6 ' r- ï - i(V_ " = 10. 

P o s o n s ifv* =:_>•; il en r é su l t e ra 

, . i _ t _ il) __ i() 

~ ~ï(?~~ y' 

l'équation donnée deviendra donc 

i(i 
) H — 10, 

J" 
d'où 

r-' — if) y-h 16 =r o. 
On en déduit 

l'ar suite, l'équation <.6X = y donnant 

x log 16 = logj ' , 
on aura 

lo2>-' log8 . 3 
x' = ^ • . = ^ = <->,7i> = v ' 

log ib log 10 ij 
„ l o g r " log:-. - 1 

log 10 log ib 4 

(les valeurs vérifient bien l 'équation. On a, en elïet, 

l'ttr -+- v f t>= S v''*>2- îli-f- 2 = Vil» V 'l ' i -i- 2 = V'*.>4-T- '-'• = n>. 

Questions d'intérêt composé. 

2CG. Généralement, les intérêts d'un capital prêté constituent 
une rente payable tous les ans [Arithm.]; mais on peut aussi 
laisser les intérêts annuels s'ajouter au capital dû pour porter 
à leur tour intérêt. On capitalise alors les intérêts, on prête à 
intérêts composés. 

Nous appellerons taux, dans les questions d'intérêt composé, 
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l'intérêt rapporte par i ira ne placé pendant un an, et nous dési
gnerons cet intérêt par >'. Si le capital est prèle à 5 pour ion, 
r est «''gai à o,o5. 

Le capital i franc, placé à intérêts composés, vaut à la fin de 
la première année, i -+- r. Le capital C vaudra donc, à la fin de 
la même année, C (i -+- r). Il y a en effet proportionnalité entre 
les capitaux et les intérêts, et, par suite, entre les capitaux et 
ces mêmes capitaux augmentés de leurs intérêts. 

Pour savoir ce que devient un capital au bout d'une année, 
il suffit donc de le multiplier par le facteur constant i -+- r. 

Le capital C(i -4- r) deviendra, par suite, au bout de la se
conde année, C (i •+-/') ' i + '*) = C (i -t- rf. 

De même, au bout d'une troisième année, le capital C i -+• r'f-
deviendra C (i •+• r)'2 [i -}- r) = C (i + r}-1. . .. 

En général, au bout de n années, le capital C placé à intérêts 
composés, deviendra C (i-j-r)" et, en appelant V le capital pro
duit, on aura la formule fondamentale 

V = C ( i + *••"• 

Si l'on prend les logarithmes des deux membres, il vient 

log A = log C -+- n log (i -+- r). 

(lotte formule logarithmique renferme les quatre quantités A, 
C, n et r; elle permettra donc de trouver l'une quelconque de 
ces quatre quantités quand on connaîtra les trois autres, ce qui 
correspondra à quatre problèmes particuliers. 

267. i°. Cherchons ce que devient un capital de ~ioooo fr., 
ulacé pendant f\o ans à intérêts composés, le taux de l'intérêt 
étant fixé à \ , 'i pour ioo. 

On aura 
r — ci, "' | 5 , 

ei la formule donnera 

log x = log 5oooo -(- {c log i ,o4•>. 

log "JOOOO — 4 ,('«189700 

.(o log 1 ,<45 — o,7(ij()5iG 

log x = 5, J636:>.i(i 
X = 2<)()Sl8 f ' '. 

2tiH. •?.". Pendant combien d'années faut-il placer un ca
pital à intérêts composés, pour qu'il acquière une râleur 
double •' 

On a ici 
A = ?.('., 
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et la formule A = C ( i + ;•]" devient 

a = (i -+- /•)", 
d'où 

log2 = wlog (i + r) et n=: f- .. 
log(i-f-r) 

Cette valeur de n sera généralement fractionnaire. A ce sujet, 
il faut remarquer que la formule des intérêts composés avant 
été établie en considérant un nombre entier d'années, le cal
cul doit se faire de la manière suivante, quand n est fraction
naire. 

Si C est le capital considéré elp le plus grand nombre entier 
contenu dans n, on calculera d'abord 

C' = C(i -h>f. 

Puis, par la formule des intérêts simples (118;, on calculera 
l'intérêt I rapporté par C, placé pendant la fraction d'année 
n—p. Le capital cherché sera exactement C'-f- I. 

Désignons par j le nombre de jours contenu dans n —p. On 
aura 

I = ,,- ou I = ~ i , 
ûbooo Sbo 

puisque / = 100 r. Par conséquent, le capital cherché A sera 
égal à 

aoo 

c'est-à-dire que, dans le cas de «fractionnaire, on aura la for
mule 

Si l'on admet que le principe des intérêts composés peut 
s'étendre aux fractions d'année, ce qui est beaucoup plus ra
tionnel, on prouvera facilement que la formule A = C(i -h r)" 
est générale, quel que soit n, entier, fractionnaire ou même 
négatif (*}. Quoi qu'il en soit, les résultats donnés par les deux 

(* ) Si n est fractionnaire, j ' appel le x l 'intérêt rapporté par ! franc en 

- d 'année. Au bout de ce temps, i franc sera devenu i -f- x et, au bout de 

- d'année, c'est-à-dire au bout d'un an, 1 franc sera devenu. . . (i -+- x) . Mais 

(i _j- r ) * doit être égal à i -t- r. On en déduit 

- t 
i - t - * = ( W - ; ' ) 4 et ( i - t - ^ y ^ i - t - , ' ) * ' 

.Mais (i -t- x'f représente ce que devient i franc au bout de - d'année. l*nc 
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formules présenteronl des différences en général négligea
bles (*). 

Revenons à la question proposée. On a, en employant la for
mule rationnelle, 

losf 2 
« = -. — - • , 

log i ,oi> 
si l'on suppose le. capital placé à 5 pour 100. Il en résulte 

o ,3oio3 , 
n = = I.I ,207 environ. 

0,02119 
ce qui revient à 14 ans 7$ jours. 

En employant la formule 

36oi 
A = C ( . + r / ' ( n - ^ - ) , 

et en y faisant A = Î C , r = o ,o5, p = 14, il vient 

- I o ,o5 \s 

c'est-à-dire 

log 2 = i4 log 1 ,o5-+-log( 1 + 7 ^ -

d'où 

log ( H — T ~ ~ \ — log2 — 14 log 1 ,o5 = 0,00437. 

somme C au bout du mémo temps deviendra donc C{i-\-x'f ou C ( i - w ) . 
Si l'on demande quel capital C a produit en n années un capital A, on aura 

A = C ( n - ô " , 
d'où 

C = • = A('i -+- r)~"-
( 1 -+- / • ; 

Sous ce point de vue, n peut donc recevoir aussi des valeurs négatives 

{*} n est égal â p -+- - ^ - . La formule générale peut donc s'écrire 

A = C ( n - r ) " = C ( . + , f ( i + r ) » . 

On voit alors que la différence des deux formules provient de celle des deux fac-
/' 

teurs 1 +TT7- et ( n - c ) 3 M . Ces deux facteurs ne sont pas égaux: car le second, 

développé suivant la formule du binôme étendue au cas des exposants fraction
naires, donne d'abord les deux termes qui composent le premier fadeur, plu^ 
une série d'autres ternies. 
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Il en résulte 

7200 
d'où 

j = 70 jours au lieu lie 76; 

la différence est insignifiante. En résumé, on fera bien, dans 
les applications, de se .servir de la formule rationnelle. 

269. 3°. On place deux sommes C et C à intérêts compo
sés, la première au taux r, la seconde au taux r' : on demande 
dans combien de temps ces deux sommes auront produit le 
même capital. 

Soit x le temps cherché. Le capital A produit par C sera 
A = C( i - t - r )* ; le capital A' produit p a r C sera A' — C'(i-f- /•')*. 
A devant être égal à A', on aura 

C ( n - ; - ) * = C ' ( i + /•')*, 

d'où, en prenant les logarithmes des deux membres, 

log C + x log ( 1 + ri = l o g C -+- x log (1 -r- r') 
et 

_ jog_c — log r. 
X~ log(H-r) — logfnhV)' 

270. 4°- La population d'un Etat est aujourd'hui de JS ha

bitants; elle s'accroît tous les ans de— de sa valeur : on de-
h 

mande quel chiffre elle atteindra au bout de n années.0 

A la fin de la première année, la population sera devenue 
I i + ^ - r j - La question proposée rentre donc dans 

les questions d'intérêt composé : le facteur constant 1 -+- r est 

remplacé par le facteur constant i - f - > La formule cherchée 1 K 
sera, en désignant par x la population inconnue, 

'K •+• r 

N + '- ou N j 1 + 

a - = M i + - | = N , K 

Si l'on considérait deux populations N et N', ayant pour ac
croissements relatifs =-r et7-7' et si l'on demandait au bout de 

k K 
combien d'années elles doivent devenir égales, l'équation du 
problème serait donc, en désignant pa r ) - l e nombre d'années 
inconnu, 
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(l'oi-1 

K ; - 4 - 1 K + 1 
log > -+- >'Jog—r-— = log > -4- '.'loi; —,-—•> 

c'est-à-dire 
log V —loslN 

r , K -4- i K'-J- i 
102 — T - 10 K D K' 

loa; N' — loi? N 

log ;K + i) -4-LR-i-L ( R ' 4 - i) -+- logR' 

271. 5°. Pendant n années, on place chaque année une 
somme a ; on laisse les intérêts résultant de ces placements suc
cessifs s'accumuler avec les capitaux : on demande la somme 
produite au bout des n années. 

La première somme a, placée aujourd'hui, vaut au bout de 
n années, 

a (i 4 - r)". 

La seconde somme a, placée à la fin de la première année, reste 
placée pendant « — i années, et vaut par conséquent 

a ( H - r ) " - ' . 

La troisième somme a, placée pendant n— 2 années, vaut de 
môme 

a ['. - 4 - r)'—'-• . . . 

La dernière somme a, placée seulement pendant un an, vaut 
enfin 

a (1 -f- ;•';. 

En ajoutant tous ces résultats et en désignant par A le capital 
cherché, il vient 

A = « ( 1 -4- r;" 4- a [1 4 - r i ' " 1 4- a (1 4- r / - 2 + . . . 
4 - a (1 4 - r ; 2 4 - a (1 4 - '"), 

ou, en mettant A ,1 4 - "l en facteur commun; 

A = a ( i 4 - , " i [ ( i 4 - r)"-' 4~ (1 4 - /•)"- '4- (1 4- r/'-'-h- • . 

Le pr.rcnl':èc2 représente la somme des 11 premiers termes 
d'une prog:e5s oa par quotient, dont le premier terme est 

f ;4-r l"~ 1 e l c a 4 là ;:,ison est 1 ou encore le quotient 
1 14- /' * 
^ ~T~' ;, i C8 ' , c'est-à-dire -'—---' 
1 ; 4- ;•; — ; r 

Par s.-....e, 
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Celte formule n'est pas directement calculable par logarithmes. 
On cherchera à part (i + ;•;". 

On aura, en posant ( i + #*)" = b, 

n logfi -+-)•) = log 6. 

b sera donc connu, et la formule deviendra 

A = « ( , + !•) (fr—l) 

Si l'on place, par exemple, tous les ans 7.000 francs à inté
rêts composés el à 5 pour 100, quelle est, au bout de 20 ans, la 
somme produite? 

On aura d'abord 

log/; — 2olog 1 ,o5 = o ,423^8, 
d'où 

6 = 2,(3532 et b — i = r ,653a. 

La formule sera donc 

2.000.1 ,o5 . i ,6532 , . 
A = = r 40O . I Ot> . I , D t ) 3 2 , 

o,o5 
c'est-à-dire 

logA = log4oo -+- log io5 -1-log 1,653a. 
log4°° = 2 )6o?.o6 
log io5 = 2 ,021 Kj 

log i ,65.32 = 0 , 2 1 8 3 a 

!ogA = 4,«4167 
A — 69433 fr. 

Questions d'annuités et d'amortissement. 

272. Une annuité est une somme qu'on paye pendant un 
nombre déterminé d'années, pour éteindre une certaine dette. 

Si l'on veut exécuter un travail utile qui exige un capital 
considérable, on emprunte ce capital pour un temps donné, 
et l'on convient de le rembourser au bout du temps fixé en 
tenant compte des intérêts accumulés. On peut alors, au lieu 
d'effectuer intégralement le remboursement à l 'époque indi
quée, s'acquitter d'avance en payant tous les ans une même 
somme. Cette somme ou annuité devra être calculée de telle 
sorte que les deux manières d'opérer le remboursement soient 
identiques. Les profits du travail exécuté permettent de servir 
l 'annuité, et la nécessité de la servir est une condition d'ordre 
et d'économie. 

Désignons par A le capital prèle pour n années; au bout 
des n années, la somme due sera A (1 •+- r)". 

Soit maintenant « l'annuité nécessaire. La première annuité, 
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payée à la fin de la première année, pourrait être placée à 
intérêts composés par le débiteur pendant n — i années. Elle 
vaut donc réellement pour le créancier ayi-r- r)"~'. 

La seconde annuité, payée à la fin de la seconde année, res
tera n—2 années entre les mains du créancier et vaudra par 
conséquent a{i-\- r)"~*... • 

L'avant-dernière annuité ne restera qu'un an entre les mains 
du créancier et vaudra pour lui a[i -+- r). 

Enfin, la dernière annuité, payée à la fin de la ri1"" année, 
vaudra seulement a. 

La somme de tous ces payements sera donc 

a[i + r)"-' -+- cf(i -i- r)"—? H- . . . -+- a[i + /•) + a 

ou, en mettant a en facteur commun, 

a [ ( H - r ) " - ' + [i-h r)'-* •+. . . + ( i +;-) + i] . 

La parenthèse représente, comme nous venons de le rappe-
i •™A\ , • f i - l - c i " — i , > ,. (i + r)n — i 1er 2711, le quotient -, - » c est-a-dire 

v ' ' ' { i - 4 - r ; - - i r 
On devra donc avoir 

«\U -+- r)" — il 

d'où 

a = ( ! + # • ) " — « 

Cette formule n'est pas directement calculable par logarithmes. 
Nous poserons 

(i +;• )" = &, 
d'où 

logb = »log(i -t-/'). 
b étant connu, nous aurons 

A rb 
a — -, 

Si /i devenait infini, b deviendrait aussi infini. En divisant 
d'abord les deux termes de l'expression fractionnaire qui re
présente a, par b, il viendra 

A; 
i 

0 

et en faisant b = x , il restera 

a = A /*. 

Cette valeur représente alors la rente perpétuelle à payer pour 
le capital prêté A. L'État emprunte de cette manière, c'est-
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à-dire qu'il s'oblige à servir perpétuellement la renie, sans 
rembourser jamais le capital. 

Cherchons l'annuité nécessaire pour éteindre une délie de 
200000 francs, au bout de JO ans, au taux de 5,60 pour 100. 
On aura 

A = 200000, n = 5o, 7 '=o.o5() . 

Car suite, 

logé = 00 loi; ' ,o5<i =. 1 , i83ii) et /' = 10,247. 

On pourra donc écrire 

200000.o,o5(>. i5,2.4? 112,. 1ÎÎ24,7 

14,24- i | - ?47 

10gI 12 = 2 , 0 4 9 2 2 

logi52.4,7 = 3 , I 8 3 I S 

T i 4 , 2 . 4 7 = 2,84626 

logrt = 4 jOySGb 
a— n 9 8 6 r r . 

2";5. Si n était inconnu, ou déduirait de la relation 

_ Ar{i-hr)n 

[ 1 + / ')" ( a — A ;•) = a, 
d 'où 

, a 

' a — A r 
Par suite, 

;t logJi-!-/•) = log«—log(« — \r), 

c'est-à-dire 
loge; — log(« — A/-) 

* " l o g ( i - W ; 

Il faut, pour que la question soit possible, qu'on ait a > A /•: 
car les nombres négatifs n'ont pas de logarithmes, dette con
dition est d'ailleurs évidente à priori : si l 'annuité ne surpasse 
pas la rente annuelle, il ne reste rien pour amortir le capital. 

Si l'on trouve pour n une valeur fractionnaire, cela signifie 
que le plus grand nombre entier contenu dans n correspond à 
un nombre insuffisant d 'annuités, et que ce nombre entier 
augmenté de 1 correspond à un nombre d'annuités plus que 
suffisant pour couvrir la dette. On pourra donc choisir entre 
les deux nombres entiers qui comprennent / ; , et calculer l'an
nuité correspondante qui s'écartera peu de colle dont on pou
vait disposer. 
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•27'i. Si /'était inconnu, on déduirait de la formule 

A/-(i + /')" 
a = ; — . „ •••> 

A ;\ i -+- /•)" = a[ i + r)" — a, 
d'où 

A A[ i + j 'i '-

On devrait alors calculer r parla méthode des approximations 
successives sur laquelle nous reviendrons [voir t. I I ) ; c'est-
à-dire que le second ternie du second membre étant évidem
ment très-petit à côté du premier, on le négligerait d'abord ; 

. . , , , a 
puis, on se servirait de la valeur inexacte obtenue r = —, pour 
en trouver une seconde plus approchée en tenant compte du 
terme négligé, etc. 

275. Les questions d'amortissement rentrent dans les ques 
tions d'annuités. 

L'Etat base ses emprunts sur le système des rentes perpé
tuelles; mais il conserve la faculté de racheter ces mêmes 
renies qu'il vient d'aliéner à tout jamais. Pour arriver à 
l'extinction ou à la diminution progressive de la dette, on a 
constitué une caisse d'amortissement dont la dotation primitive 
a été de 4° millions et produite par la vente d'une partie des 
forêts de l'État. En outre, celte caisse reçoit une dotation 
annuelle. 

Les fonds de la Caisse d'Amortissement servent à racheter 
chaque année des rentes qui viennent, par leurs intérêts com
posés d'année en année, augmenter les ressources de la caisse 
en lui permettant de raclieler de nouvelles renies. Quand l'État 
aura racheté toutes les rentes, la dette publique sera éteinte 
ou amortie. 

On appelle taux d'amortissement le rapport, du capital affecté 
à l 'amortissement au capital emprunté ou, en d'autres ter
mes, le fonds d'amortissement pour i franc. Si l 'emprunt est 

de a5o millions, dire que le taux d'amortissement est > 
I OO 

3 
c'est dire nue le fonds d'amortissement est les • de 25o mil— 

I O O 

iions ou 7500000 francs. Avec ce fonds, si l'intérêt est iixé à 
5 pour 100, on achètera une rente de 375000 francs, dont on 
jouira à la lin de la première année ; on pourra donc disposer 
alors de 787S000 francs. De même, a la lin de la seconde aimée, 
on aura à -:; disposition un capital de 82G8750 franco ; etc. 
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Désignons par À la dette; la rente annuelle sera A;-. Soient u 
le nombre d'années nécessaires pour éteindre la dette, t le taux 
d'amortissement, r l'intérêt rapporté par i franc en un an. 

Le premier fonds d'amortissement sera une fraction de A 
représentée par ht. Celte somme At permettra de racheter la 
rente Air, puisque i franc correspond au rachat de la rente r. 
L'année suivante, le fonds sera devenu Au-i-Atr ou Al (i + >'), 
et permettra de racheter la rente Atr(i-\-r). La troisième 
année, ce fonds sera devenu A t{\ -+- r) -H A/;-(i -t-r) ou 
Al (i + ;•) (1 + r), c'est-à-dire A / ( i + i f , et il permettra de 
racheter la rente A ( r { i + i ' ] ' . . . . La ri'"" année, le fonds 
d'amortissement atteindra la valeur Ai (i -+- /•)""' et permettra 
de racheter la rente Atr(i -t- ?•)"-'. La somme de tous ces 
rachats successifs doit constituer la rente A r. On devra donc 
avoir 

Alr-h Atr[i •+•»•) + Atr(i + /•)- + • • • + Atr (i - r r)" -1 = A r> 

d'où 
*[H-(i-+-/-) + ( n - r ) ! H - . . - —i— ( r + r)"-'] = i. 

Cette équation revient à 

r 

On en déduit 

{l + r)'' = —j- = i+- et Hlog^ + r. — log( i - t - - j , 

d'où 

f ^ l o g ( 1 + 7 ) = l o g ^ + , ) - l o g . 
log(n- i - ) log (î -+- /•) 

On voit que n ne dépend pas du capital A. 
Si l'on fait dans cette formule, pour revenir à l'exemple posé, 

t = o,o3, /• =r o,o5, 
il viendra 

!ogo,o8 — loeo,o3 o,4?5i)7 
n =—D—-, „s—1— = _L2—-U. — i q , iq . 

lOg I ,Ot> 0 , O M i q 

Ainsi, dans le cas considéré, la dette serait éteinte en moins 
de 20 ans. 

276. La Société de Crédit foncier opère par amortissement. 
Elle prête sur hypothèque immobilière, pour 5o ans au plus. 
La dette contractée est remboursable par semestre, et le paye
ment doit comprendre un intérêt de 4,25 pour IOO, l'amortis-
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sèment nécessaire et des frais d'administration fixés u ofr,('Jo 
pour 100. 

Il faut d'abord employer la formule précédente sous la forme 

log h+'-) = n log(i- t- r ) ; 

on en déduit facilement le fonds d'amortissement t pour i franc 
ou 100/ pour u)0 francs, en remarquant que n indique le 
nombre des payements semestriels. On ajoute à cet amortisse-

. , 4,?.5 + o,(io ,, , . , 
ment semestriel •> et 1 on obtient la rente a paver 

2 * -
cliaque semestre pour 100 francs prêtés. Si l'on suppose 
n = 1 0 0 , on trouve pour celle rente 2 f r,-;2o6i. Le capital 
avancé étant A, la rente correspondante est donnée par une 
simple règle de trois. 

[Voir, pour la théorie de la règle à calcul, la Note IV à la 
lin du volume:. 

QUESTIONS FP.OP0SHB5. 

t. Résoudre le système x2-\-y- = a\ log.r + logy= b. 

II. Résoudre le système xs-\-3* = i?, log.r + logy = b. 

IIL Calculer les dimensions du litre destiné à la mesure des liquides et 
celles du litre destiné à la mesure des matières sèches. (On trouve dans 
Se premier cas A = oM,i72 et <7=oM,o86 ; dans le second, /< = <7=oM.io84.) 

IV. On emprunte ioooooo francs payables dans 29 ans à 5 pour 100; 
quelle annuité faut-il donner pour éteindre progressivement la dette? 
(GG04C francs.) 

V. On place 100000 francs à 4-5 pour 100 par an. On retire chaque 
année 2000 francs d'intérêt, et on laisse le reste des intérêts dus s'accu
muler avec le capital. Au bout de 20 ans, après le prélèvement de la der
nière annuité de 2000 francs, à quelle somme, a-t-on droit? Établir la 
formule générale qui correspond à ce problème. (178429 francs.) 

VI. A quel taux faut-il placer un capital pour qu'il soit triplé au bout 
de 25 ans? (4;5 ou /•=o.o45. ' 

VII. Une compagnie emprunte un capital C qu'elle doit rembourser en 
payant tous les six mois une annuité a. Le taux de l'intérêt est fixé à i 
pour 1 franc et pour 6 mois. Au bout de combien de semestres l'emprunt 
sera-l-il amorti? 

Établir la formule générale, en vérifier l'exactitude dans l'hypothèse 
<7 = C(i-M). et l'appliquer aux données suivantes : 

i. - oo t ïonon . / —- o .O'VÀ K ,'/ T O . O ' I C 





NOTES. 

NOTE I. 

BKMAROl'E SUR LA DIVISION. 

Nous avons indiqué en Arithmétique (48. voir la note) un moven assez 
simple d'essayer les chiffres du quotient sans rien écrire. Voici un procédé 
qui semble préférable et dont nous devons la connaissance à l'obligeance 
de M. Bélanger. 

Soit à diviser, par exemple, 28239 par ;3i5. L'application de la règle 
ordinaire conduit à essayer le chiffre 4- Ce chiffre, quotient de 28 par 7. 
est exact ou trop fort. S'il est exact, le dividende est au moins égal à 
4 fois le diviseur et, par conséquent, son quart est au moins égal à 7313. 
On prendra donc le quart du dividende et, si ce quart est moindre que 
le diviseur, on en conclura que le chiffre 4 est trop fort. On n'aura donc 
qu'à comparer les chiffres qu'on trouvera successivement, avec les chiffres 
correspondants du diviseur. 

Le quart de 28 est 7, et il reste 0. Le quart de 2 est 0, tandis que le 
chiffre suivant du diviseur est 3. Le chiffre 4 est donc trop fort, et il faut 
essayer le chiffre 3. 

Ce procédé sera surtout avantageux, lorsque les chiffres successivement 
obtenus seront tous égaux aux chiffres correspondants du diviseur, parce 
qu'on trouvera immédiatement le reste de la division partielle entreprise. 

Soit, par exemple, à diviser 65652 par o3;8. Il faut essayer le chiffre 7, 
quotient de 65 par 9. Le septième de 65 est 9, et il reste 2; le septième 
de 26 est 3, et il reste 5; le septième de 55 est 7, et il reste 6, le sep
tième de 62 est 8, et il reste G. Le chiffre 7 est donc exact, et le reste de 
l'opération est 6. 

La remarque que nous venons de présenter permettra d'essayer rapi
dement, à partir du second, les chiffres trouvés dans l'extraction d'une 
racine carrée. 

NOTE IL 

KMl'1,01 !>K I.'AIliÊI'.UK E.v CIIIMIK. 

.Vous voulons, dans cette Noie, appeler l'attention des élèves sur l'uti
lité du calcul en Chimie. Au point de vue pratique, le passage Aa for
mules chimiques aux poids des éléments qu'elles renferment est indispen
sable, el faute de s'y exercer au commencement de leurs études, les élèves 
comprennent souvent mal le sens de ces symboles qui peignent si admi-
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rablement l'ensemble des réactions opérées et permettent de les retenir 
sans peine. Quelques exemples très-simples rempliront le but que nous 
nous proposons. 

i". Supposons qu'on veuille préparer i mètre cube d'oxygène il l'aide 
du bio.rrde de manganèse, et qu'on demande quelle proportion de ce 
dernier composé on doit employer. 

La. formule du bioxyde de manganèse est MnO". ce qui veut dire qu'il 
se compose de un équivalent de manganèse pour deux équivalents d'oxy
gène. En d'autres termes, sur 43iwtic>j 87 le bioxyde de manganèse ren
ferme 27pi""es, 87 de manganèse (27,87 est l'équivalent de ce corps) et 
16 parties d'oxygène (16 représente 2 fois Véquivalent de ce gaz). 

Par la calcination, le, bioxyde abandonne une partie de son oxygène et 

passe à l'état d'oxyde inférieur. La formule de ce nouvel oxyde est MnO' 
ou Mn30''. On voit par là que. sur 2 équivalents d'oxygène, -| sont mis en 
liberté, c'est-à-dire que le bioxyde cède le tiers de son oxvgène. 

Ceci posé, je me sers de l'égalité • 

Mii05 = M n ( / ' + 0 \ 

qui rend compte de la réaction qui s'est opérée. 
1 mètre cube d'oxygène renfermant 1000 litres, on veut en obtenir un 

poids égal à iK".,43o. Il faut donc que la quantité de bioxyde employée 
contienne au moins iK&, 4 3 o x 3 ou 4KV29 d'oxygène. Mais, d'après la 
composition indiquée, 43Kg,87 de bioxyde contiennent iC kilogrammes 
d'oxygène. Il suffira donc de poser la proportion 

./• 43,87 
4,29 16 

d'où 
X = II1*?. 76. 

Par suite, le poids de bioxyde à employer sera au moins égal à n K " . 76. 
Ce poids devra être notablement plus élevé, parce qu'on perd les pre
mières parties du gaz qui sont mêlées d'air, et que la décomposition du 
bioxyde n'est jamais complète. 

Le résultat obtenu indique quelles dimensions on doit donner à la cor
nue et au fourneau. 

2". Supposons qu'on ait un mélange de chlorure et d'iodure d'argent pe
sant 10 kilogrammes ; on fait passer sur ce mélange un courant d'hydro
gène et l'on obtient GKX 8 d'argent métallique. On demande te poids de 
chacun des composés mélangés? 

Appelons ,r le poids du chlorure d'argent, y le poids de Fiodure. On 
aura 

I'I'I . ï - r , 1 ' = I 0 -

Maintenant la formule du chlorure d'argent est AgCl, celle de l'iodure 
d'argent est Agi. L'équivalent de l'argent est 108, ceux du chlore et de 
l'iode sont 35,43 et 126. Sur i431,;""''s.43 de chlorure d'argent, il y en 
a donc 108 d'argent e t , sur 1 partie de chlorure d'argent, il y en a 

L^!— d'arcent. Sur x kilogrammes de chlorure d'argent, la quantité 
l 4 3 , - P 

d'anzent sera donr —-=—--- .r. De mémo, sur y kilocrammes d'iodure d'ar-
5:1 1 4 ;> 7 4 3 
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• • . , ' " » 

lient, la quantité Udi'iieni sera -— i. On i!e\ra (t'Uie ave:!' 

1..8 ioR 
2 --,--—;-; •*-t- -r-r, ) ' - - l ) . S. 

I- l>.-4> ' •"- ! ' 

Kn résolvant les équation:- y> et 1-2':. en trouve 

j ' = 7 ! > - . 4 9 5 et y = iw-, âd'j. 

3". Ow dissout dans Venu un mélange de sutfitte neutre de potasse i f 
de sulfate neutre de soude pesant 3K?, :>i\~. Aï F on traite la liijtteitr par 
Pazotate de baryte, on obtient 4K?- 797 d>' sulfate de bar} te insoluble. On 
demande combien la dissolution renferment de sulfate de soude et de sul
fate de potasse. 

.le désigne par x le poids du sulfate de potasse, par.) ' celui du sulfate 
de soude. On a d'abord 

y) x —.> .L- 3.1*67. 

Maintenant, ia formule du sulfate de baryte est BaO. SO\ L'équivalent 
de l'oxygène est 8. celui du bariura est 68.04, celui du soufre est iC. 
Par conséquent, l'équivalent de la baryte est 76.G4. celui de l'acide sul-
furique est 4o. et celui du sulfate de baryte est 116.G4. Sur 1 iGI,a,''1",f,4 
de sulfate de baryte, il y en a 40 d'acide sulfurique: par conséquent, 
sur 4K?,797 dp sulfate de baryte, il existe une'quantité " d'acide sulfu
rique, qui sera donnée par la proportion 

~ ... 1" 

4 • 797 11(>,G_j ' 
d'où 

: .--- ii'-,iJ4â. 

Celle valeur représente la quantité totale d acide sulfurique renfermée 
dans le mélange donne. 

La formule du sulfate de pelasse e>i KO. SO\ celle du sulfato de suitde 
est XaO.SO3. L'équivalent du potassium étant 3<>, r 4 et celui du sodium 
étant y_3, l'équivalent du sulfate de potasse sera 87,14 et celui du sulfate 
de soude sera 71. 

Sur 871,!"'lic",i4, le sulfate, de potasse renferme 4° parties d'acide sulfu

rique; sur 1 oarlie, il en ronfermera -• Par suite, la quantité x de 
• 87,14 

sulfate de potasse correspondra à „ z — 7 x d'acide sulfurique. De même, 

le poids.)' de sulfate de soude renfermera ~f-y d'aride sulfurique. On aura 

donc pour seconde équation 

4o 4o , . . . 
87.1 ; 71' 

F.n résolvant les équations •, 1 et <•>. . on trouve 
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NOTE III. 

SUR l'N AUTRE MODE D ' E X P O S I T I O X DE LA THÉORIE DES LOGARITHMES. 

Nous voulons, dans cette Note, donner succinctement une idée do la 
marche suivie par l'inventeur des logarithmes : Neper, en effet, déduisit 
leurs propriétés de la Théorie des Progressions. 

Soient deux progressions croissantes, l'une par quotient, l'autre par 
différence. Supposons que la première contienne le terme i, la seconde 
le terme o, et admettons que ces deux termes se correspondent dans les 
deux progressions. On appellera LOGARITHMES des nombres inscrits dans 
tt\ progression par quotient, les nombres qui leur correspondront dans la 
progression par différence ; et les deux progressions considérées consti
tueront un système de logarithmes. 

Le nombre des termes d'une progression étant toujours limité, si l'on 
veut que tous les nombres aient des logarithmes, il faut généraliser cette 
première définition. 

On remarque alors qu'on peut insérer un même nombre de moyens 
entre les différents termes de la progression par quotient et entre les 
différents termes do la progression par différence. On obtiendra deux 
nouvelles progressions {Alg., 93, 90), satisfaisant à la condition im
posée, c'est-à-dire dtais lesquelles les termes i et o continueront de se 
correspondre ; et l'on appellera logarithmes des nouveaux nombres intro
duits dans la progression par quotient, les nouveaux nombres qui leur 
correspo/n/ront dans la progression par différence. 

Mais il faut encore aller plus loin. Quel que soit, en effet, le nombre 
des moyens insérés, on ne pourra jamais introduire tous les nombres 
dans la progression par quotient. 

Soient q et r les raisons des deux progressions primitives. Ces progres
sions seront évidemment de la forme : 

H . . . T 3 : q~' :q'':i:q:q-:f :...q":...cf:... 

T . . . — 3 r . — ir. — r.o.r.ir.Zr.... mr, . . . «r . . . . 

Insérons p—î moyens entre les différents termes des deux progres

sions. La raison de la nouvelle progression par quotient sera C'y, celle 

de la nouvelle progression par différence sera - [-Jlg., 93, 99) . On voit, 

d'après cela, que les termes de la nouvelle progression par différence croî
tront par degrés aussi nuancés qu'on voudra : il suffira do faire p assez 
grand. Il en sera de même pour les termes de la nouvelle progression par 
quotient. La différence de deux termes consécutifs de cette progression 
sera, en effet, égale à 

x étant moindre que p. On peut écrire cette différence comme il suit : 

'/"" , 7 ( ' / i r — ' / • 

Or. on peut toujours prendre / ' assez grand pour que C'y ou q" diffère 
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aussi peu qu'on voudra de l'unité; car, q étant plus grand que 1 et S re
présentant une quantité aussi petite que possible, on pourra déterminer 
p de manière à avoir 

v 7 < i - r r J ou ( i + o j ' > ' / [Arith., 189, note). 

Dès lors l'un des faeteurs de la diilérenee ronsidérée pouvant être rendu 
aussi petit qu'on voudra, il en sera de môme de cette différence. 

Ceci posé, et les termes des deux progressions pouvant varier aussi 
lentement qu'on voudra, on définira le logarithme d'un nombre qui ne 
fait pas partie de la progression par quotient, en disant que le loga
rithme de ce nombre tombe entre ceux des nombres de la progression par 
(juoticnt qui le comprennent. Dès lors, les logarithmes des nombres qui 
n'entrent pas dans la progression par quotient, pourront être déterminés 
avec telle approximation qu'il sera nécessaire, cette approximation ayant 

pour limite supérieure — 
P 

Soit, par exemple, un nombre N compris entre les termes consécutifs 
de la progression par quotient, qui ont pour expressions 

Son logarithme tombera par définition entre les deux logarithmes 

rx r I :>: -4-1 ) 
mr-i--—• et mr-\ : -j 

P • P 
qui diffèrent de — 

P 
Si r= i et si p = loooobo, on aura donc le logarithme de N à o.onoooi 

près ou avec six décimales, en prenant pour ce logarithme soit mr + — , 

. r(.r + i) 
soit mr-

P 
Nous pouvons maintenant établir le théorème fondamental, relatif au 

logarithme d'un produit. 
Le logarithme d'un produit est égal à la somme des logarithmes des 

facteurs. 

Désignons v y par a et - par (5; les deux nouvelles progressions con

sidérées seront : 

H . . . rJ. : . . . . z : y. : x : i : a : «- : a : . . . a : . . . a' . . . . 
T . . . - m p : — 3 S . —2«5. —ft. o . a . 2 S. 35 ; « 5 . . . . » 5 . . . . ' 

Et l'on voit que l'exposant d'un terme de la progression par tpiotient est 
le coefficient du terme correspondant de la progression pur différence. 

Si l'on considère alors le produit y.'"y.", on aura 

\02y-'"• 'J-" = loîy-"'+" — (m -4- « ï S = m S -4-n'•. 
Mais 

m S = log x'" et n S = log y". 
Par suite 

logz'".:'." = log ï " ' - f - l ogz" . 

Si les nombres donnés n'entrent pas dans la progression par quotient, 
on raisonnera de cette manière : 

Soit un nombre X tombant entre -'."' et «"'•', soit un nombre N' toin-

'••!)• 
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On en déduit 

e! il en résultent 
; ;;,' -J-- " ) '/ <C logNV < I ' " 4 " i '•>•-':-. 

>.îais "i! a d'autre pari par définition. 

np < log'V ; n -,- '' j '••. 
d'eu 

i m-4-//) : ' • -OogN-- t - logY ^ ( / / / - i / ; - i - a '/• 

Les doux quantités logXY et l ogN-HogV sont donc comprises entre 

les mêmes limites. Ces limites diffèrent de 2 Î - - —• quantité aussi petite 
p 

qu'on voudra. Par conséquent, on pourra poser 

logKN'-=logX-f-logN'. 

I.e théorème énoncé est donc complètement général. (In l'étendra facile
ment au cas d'un nombre quelconque de facteurs. 

Soit maintenant un ([initient - --a. On aura 

a ----- lu/, 
d'où 

log « == log A -f- log y et logf/ — iog/v — logo. 

Donc le logarithme d'un quotient est égal a la di{jëren: c des loga
rithmes du dividende et du diviseur. 

Soit une puissance a"'. On aura 

a1" = a .a .a..., 
d'où 

loge;'" - - iogrt + l og« - f log (?-}-. . . - - m logrt. 

Donc le logarithme d'une puissance est égal au logarithme du noinhre 
élevé à la puissance, multiplié par l'exposant de cette puissance. 

Enfin, soit un radical Ja. Posons 

\'a - .1 . 
Nous en déduirons 

d'. ou 

1 1 , 1 1 ">,~ 'OS " 

Wia - - m locr.r et. W'Z.r = lo<* va = —-— 
" '• m 

C'est-à-dire que le logarithme d'un radical est égal au logarithme du 
nombre placé sous le radical, divisé jtar l'indice de ce radical. 

Pour qu'un système, de logarithmes soit déterminé complètement, il 
suffit d'indiquer le nombre qui a un logarithme donné. Si le nombre <y a 
pour logarithme le nombre '• h s deux progressions qui définiront le 
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svsteme de logarithmes seront 

H . . . r y - : <j- :</ :i:</ :<f : <f : . . . : < / " : . . .</'• : • •• 

T . . , — 3;' . — ir.— r.o. r ,'ir . 3/' . . . nir ...tir ... 

De quelque manière qu'on introduise ttlors un nombre dans la progres
sion par quotient, il aura toujours le même logarithme. Ainsi, supposons 
qu'on puisse l'introduire en insérant p — i moyens, aussi bien qu'en en insé
rant / / — i ; je dis qu'il aura, dans les deux cas, le même logarithme. En 
effet, si l'on insère p — i moyens, la raison de la nouvelle progression 

sera \'q; et si l'on en insère ensuite p' — i. la raison de la seconde pro
gression ainsi obtenue sera v'v <l o u U\<l- Ce qui montre que, pour insérer 
pp'—i moyens, on peut commencer par en insérer p — i , puis après, 
encore p'— i : ou bien, en insérer d'abord p'— j , puis après, p— i (*). 
Or, que le nombre considéré soit introduit lors de la première opération 
ou lors de la seconde, il fera toujours partie des nombres introduits en 
insérant directement pp'—î moyens et, par conséquent, son logarithme 
restent toujours le même. 

On indique ordinairement le nombre du système qui a pour logarithme 
l'unité, et ce nombre est appelé la base du système. 

On voit que le logarithme de i est toujours o. 
Il est facile de prouver que le rapport des logarithmes de deux nom

bres X et V reste constant, quand on pusse d'ut/ système h un autre. 
Supposons qu'on ait, dans le système dont la base est a, 

log„N~ __ m 
ioga V ri 

m . 
— étant un rapport eommcnsurable. On eu déduira 

«log,.N = wIog„Y ou log„N" -••- log.N"", 

c'est-à-dire 
N"=N ; ' " . 

'Prenons les logarithmes des deux membres de. cette égalité dans le 
svstème dont la buse est A. 1! viendra 

d'OU 

Par suite. 
.N log4N 

On étendrait facilement, la démonstration au cas où le- rappur! — sciait 
'> 

incommensurable. 
De l'égalité î-ré-édon-e. en déduit 

lOgA .--
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Donc on passera du logarithme d'un nombre quelconque pris dans le 
système dont la base est a. au logarithme de ce nombre pris dans le 
système dont la base est A, en multipliant le premier logarithme par une 
quantité constante. 

Désignons cette quantité constante par M : on aura, en considérant les 
bases A et a elles-mêmes, 

logA A 
logaA 

Mais 
logA A 

Par suite. 

ce qui ramène à une remarque déjà connue {^ilg., 234). 
Ce qui resterait à dire pour achever cette exposition, est identique aux 

indications données en Algèbre ( nos 2o6 et suivants). 

NOTE IV. 

THÉORIE ET USAGE DE LA RÈGLE A CALCUL. 

Description de la règle. — Dans tout ce qui va suivre, nous supposons 
que le lecteur a entre les mains une règle à calcul, soit la règle en bois 
construite par M. Gravet-Lenoir, soit la règle à enveloppe de verre do 
M. Léon Lalanne. 

L'instrument se compose d'une partie fixe ou règle proprement dite et 
d'une partie mobile ou réglette. La règle présente en son milieu une rai
nure dans laquelle la réglette, qu'on fait mouvoir à l'aide d'un petit bouton 
métallique, glisse à frottement doux. 

La règle présente, sur sa face antérieure, deux échelles principales, 
l'une au-dessus, l'autre au-dessous de la réglette. L'échelle supérieure est 
formée de deux échelles identiques placées à la suite l'une de l 'autre; l'é
chelle inférieure est la reproduction de chacune d'elles, mais elle a une 
longueur double. 

L'une des faces latérales de la règle est divisée en centimètres et en 
millimètres, depuis o jusqu'à 26 centimètres. Cette division se continue 
dans le fond de la rainure, de 26 à 52 centimètres, ce qu'on aperçoit en 
enlevant la réglette. La règle peut donc servir à la fois d'instrument de 
calcul et d'instrument de mesure. Lorsque la longueur à mesurer est 
comprise entre 26 et 5a centimètres, on fait glisser la réglette vers la 
droite de manière que la règle plus la partie de la réglette qui la dépasse, 
équivalent à la longueur donnée. On lit alors la mesure cherchée au fond 
de la rainure, au point où commence la réglette. 

Sur la partie postérieure de la règle, est adaptée une table de nombres 
usuels, qui renferme tous les éléments de la conversion des mesures an
ciennes en nouvelles. 

La réglette porto deux échelles identiques à l'échelle supérieure de la 

I02A » 

= loa;,,. a = 1 

M. 
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règle, de sorte qu'il y a coïncidence parfaite entre les divisions supé
rieures de la règle et celles de la réglette, quand on fait correspondre 
exactement le n" 1 de la réglette avec le n° 1 de la règle. 

Ceci posé, les divisions des échelles de la règle et de la réglette sont 
proportionnelles aux logarithmes des nombres à partir de 1. On marque, 
à chaque division obtenue, non le logarithme, mais le nombre correspon
dant. Ainsi, l'intervalle compris entre le log de 1 o u o e t l e l o g . d e 10 ou 1, 
étant égal à l'unité, les chiffres 

2> 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10. 

correspondront à des distances de l'origine 1 égales à 

log 2, log 3, log 4, log 5, logC, log 7, log 8, logo, log 10, 

ou 

o ,3oi , 0,477, 0,602, 0,699, ° i778, o,845, 0,903, 0,964, i-

L'échelle supérieure de la règle se compose, comme nous l'avons dit, 
de deux parties identiques qui vont toutes les deux de 1 à IO. Comme 
le logarithme de 20 est égal au logarithme de 10 augmenté du logarithme 
de 2, que le logarithme de 3o est égal au logarithme de 10 augmenté du 
logarithme de 3, etc., il vaudrait mieux numéroter les divisions de la se
conde partie : 10, 20, 3o, 40, 5o, 60, 70, 80, go, 100 (c'est ce qu'a fait 
M. Léon Lalanne). 

Les neuf divisions de chaque moitié do l'échelle supérieure do la règle 
sont subdivisées chacune en dix parties, de manière que les distances 
des nouveaux points de division à l'origine 1 soient proportionnelles aux 
logarithmes des nombres 

I, I 

2, I 

9'1 

I1 

21 

91 

1,2 

2.2 

9^ 
12 

22 

O» 

i,3 

2,3 

9.3 
i3 

23 

93 

' ,4 
2,4 

9 4 
14 

24 

94 

i,5... 

2,5... 

9,5... 

i5 ... 

2J . . . 

95 ... 

Enfin, on a subdivisé les subdivisions obtenues elles-mêmes, en cinq 
parties de 1 à 2, et en deux parties de 2 à 5, de manière que les dis
tances des nouveaux points de division à l'origine 1 soient proportion
nelles aux logarithmes des nombres 

1,02 1,04 1-06 1 ,08 . . . 

2,00 2 , l 5 2,23 2 , 3 5 . . . 

4,o5 4,15 4125 4 ,35. . . 
10,2 10,4 10,6 1 0 , 8 . . . . 

20. j 21,5 22,5 2 3 , 5 . . . . 

ouoetlelog.de
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Les échelles de ia réglette sont, nous le répétons, identiques a 1 échelle 
supérieure de la règle. 

Les divisions princijwles sont indiquées pur des traits [ilus- longs que 
les subdivisions du premier ordre, et celles-ci par des traits plus longs 
que les subdivisions du second ordre. 

En résumé, on voit que la règle présente comme une table de loga
rithmes dont les nombres varient de deux centièmes de i à 2, de cinq 
centièmes de 2 à 5, de un dixième de 5 à io, de deux dixièmes de io à 
20, de cinq dixièmes de 20 à 5o, et de une unité de 5o à 100. 

Comme la partie décimale dam logarithme ne dépend que de la valeur 
absolue des chiffres qui composent le nombre correspondant, on peut 
dire encore que la table inscrite sur la règle renferme les parties déci
males des logarithmes des nombres variant successivement A'une unité 
entre 1 et 100, celles des logarithmes des nombres variant de deux unités 
entre 100 et 200, celles des logarithmes des nombres variant de cinq 
unités entre 200 et 5oo, et enfin celles des logarithmes des nombres 
variant de dix unités entre 000 et 1000. 

Pour les nombres non compris dans la table, il faudra donc interpoler, 
c'est-à-dire suppléer aux divisions qui manquent sur la règle par une esti
mation à vue, nécessairement approximative. 

L'échelle inférieure de la règle est divisée d'une façon analogue ; mais, 
comme les divisions principales y ont une longueur double, on a pu mul
tiplier les subdivisions de manière à avoir la partie décimale des loga
rithmes des nombres qui varient de un centième entre Ï et 2, de deux 
centièmes entre 2 et 4, de cinq centièmes entre 4 et 10. 

Lecture d'un nombre sur la règle ou sur la réglette. — On pourra faire 
cette lecture, sans se préoccuper de la place de la virgule dans le nombre 
proposé, puisque ia caractéristique de son logarithme étant connue d'a
vance {*4lg. 25(5). il ne s'agit que d'eu déterminer la partie décimale. 

Soit à lire un nombre de trois chiffres, te! que 172. Ce nombre tom
bant entre 100 et 200, se trouve sur la règle. On peut le lire à volonté 
sur la partie de gauche ou sur la partie de droite de l'échelle supérieure. 
On peut en effet supposer que la partie de gauche succède à une pre
mière échelle identique, qui serait formée, par exemple, en faisant glisser 
ia réglette vers la gauche et en faisant coïncider le premier 10 de son 
échelle supérieure avec l'origine 1 delà règle. 1 ou 10 représentera le pre
mier cloître 1 de 172, le 7 correspondra a ia septième subdivision du 
premier ordre qui vient après, et le2 à la première subdivision du second 
ordre qui succède à celle-ci. 

Soit le nombre 27,45. On cherchera à lire sur la règle le nombre 27, 45 
ou le nombre 2,745. Le chiffre 2 correspondra à la division 2 de la règle, 
le chiffre 7 à la septième subdivision du premier ordre qui vient après: 
mais il faudra estimer à vue l'intervalle à ajouter pour les chiffres suivants 
4 et 5. Si l'on avait à lire 2.~J. OU s'arrêterait a ia première subdivision 
du second ordre qui suit ia septième du premier ordre : on s'arrêtera 

i i 
donc un peu avant, en estimant a vue les — ctmran de la subdivision 

1 10 

considérée. 
Si l'on veut enfin lire le nombre 5 I78 12. mi neidigeia les deux chiffres 

décimaux, et l'on cherchera a lire seulement 5. 178 ou 51.78 ou 5.'17. S, 
On preudia ie chiffre 5 de ia régie, la qua i leme subdivisirji suivante du 



J.OIES. 4^y 

premier ordre correspondra au chiffre .}. Quant a 1 intervalle à ajouter poul
ies derniers chiffres 7 et 8, il faudra l'estimer à vue en prenant environ 

Q / 

les — ou les - do la subdivision du second ordre qui vient après celle 
10 J 

qu'on a d'abord considérée. 
En résumé, on lit exactement sur la règle les nombres de un ou de 

deux ehitl'res et les nombres de trois chiffres inférieurs à '200. Pour les 
nombres de trois chiffres supérieurs à 200 ou pour les nombres de quatre 
chiffres-, on est le plus souvent obligé d'estimer approximativement l'in
tervalle qui correspond au dernier ou aux deux derniers chiffres à droite. 
On ne peut pas lire sur la règle les nombres qui ont plus de quatre 
chiffres. 

VSAGE I)E LA RÈGLE. 

Multiplication. — Nous savons [Jlg. 2 i8 j que si l'on considère un pro
duit de deux facteurs a et b, on a 

log al) — log a -r- log b. 

Au moyen des échelles identiques tracées sur la règle et sur la réglette, 
l'addition des deux logarithmes se fait immédiatement, de sorte qu'on 
peut lire en même temps sur la règle le produit cherché. 

En effet, on n'a qu'à amener l'indicateur (*) de la réglette sous le pre
mier facteur lu sur la règle : le produit se trouve alors sur la règle, au-
dessus du second facteur lu sur la réglette. En opérant ainsi, la distance 
de l'origine de ia règle au point où ou lit le produit est bien égale à la 
somme des logarithmes des deux facteurs. 

Une remarque est essentielle. On peut toujours, par ie déplacement de
là virgule, ramener les deux facteurs à n'avoir qu'un chiffre à leur partie 
entière. On n'ajoute alors, à l'aide de la règle, que les parties décimales 
des deux logarithmes. On reconnaitra que ia somme de ces parties est 
plus petite ou plus grande que l'unité, en voyant si l'expression du pro
duit tombe sur la règle entre 1 et 10 ou, au delà, sur la seconde partie 
de i'échelle supérieure. On pourra d'après cela déterminer à priori la ca
ractéristique exacte du produit cherche, et l'on pourra alors, sans diffi
culté, marquer dans ce produit la place de la virgule. 

S ni à multiplier -ÏJ\ par 71G. On multipliera 2.3 j par 7. îG. Le pro
duit approximatif 10,8 se trouvant sur la seconde partie de ia règle, la 
somme des parties décimales des logarithmes des deux facteurs est plus 
grande (pie 1. Il en résulte que la caractéristique du produit (qui se 
compose de la somme des caractéristiques des logarithmes des deux fac
teurs et de la retenue entière fournie par ia somme des parties dérimakv-
de ces logarithmes), est ici égale à 5 : le produit contient donc sic chif-
ires. et ce produit approché sera 1G8000. Le produit réel est 1G75 î î -
L'erreur par excès est ici égale à .j56. L'erreur reiaiiso est, par suite. 

.{56 
ou 57— environ. 

Hègle générale jAritil. -10 ), le produit aura tintant de chiffres que les 
deux jacteuis nu autant nuéins 1, suicant qu'il tombera dans la .-.dotale ou 
'liais la première partie de la tèg/e. 

a- : r : i | i i - - b i . - ; n , - i ;= . • i. p- - -1 • •. • •. .-•• -or,"., :, > . l ' o i i ; ; i i i c 1.11 j h - n n 1 d'~ 
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Soit encore à multiplier 0,027'5 P"r 4518. Nous chercherons le produit 
de 2,75 par 4,58. La règle donne ia ,6 , Ce produit se trouve sur la se
conde partie de la règle. La caractéristique du produit sera donc égale à 
2 -+-14-1 ou à o : il n'aura, par suite, qu'un chiffre à sa partie entière 
et sera 1,260. Le produit réel est i,25o,5. Nous avons trouvé le produit 
cherché, à l'aide de la règle, à o,ooo5 près par excès : cette approximation 
est tout à fait accidentelle. 

Si l'on avait à multiplier 3,78094 par 0,0074083, on multiplierait 3,78 
par 7, 4<J-

Si l'on a à multiplier un même nombre par une série de facteurs diffé
rents, on place l'indicateur sous le multiplicande constant et l'on cherche 
sur la règle, au-dessus des facteurs considérés lus sur la réglette, les mul
tiples demandés. 

On peut opérer la multiplication, en renversant la réglette, c'est-à-dire 
en l'engageant dans la rainure de manière que le bouton métallique se 
trouve à gauche de l'opérateur, au lieu d'être à droite. 

Il est visible que, dans cette position, si l'on fait correspondre le mul
tiplicateur lu sur la réglette renversée au multiplicande lu sur la règle, le 
produit répondra sur la règle à l'indicateur ou, sur la réglette, à l'origine 
de la règle ; car l'intervalle qui séparera l'origine de la règle de l'indica
teur sera égal au logarithme du multiplicande lu sur la règle de gauche à 
droite, augmenté du logarithme du multiplicateur lu sur la réglette ren
versée de droite à gauche. 

Cette seconde méthode nous conduit naturellement au meilleur procédé 
à suivre pour effectuer une division à l'aide de la règle. 

Division. — Le dividende représente le produit du diviseur par le quo
tient. Par conséquent, la réglette étant supposée renversée, si l'on amène 
l'indicateur sous le dividende lu sur la règle, le quotient se trouvera sur 
la réglette au-dessous du diviseur lu aussi sur ta règle ; ou bien, le quotient 
se trouvera sur la règle, au-dessus du diviseur lu sur la réglette. En effet, 
dans un cas comme dans l'autre, on retranchera du logarithme du divi
dende le logarithme du diviseur, c'est-à-dire qu'on satisfera à la condition 

102 y = loïrt — \0S.b. 
- b 

Une remarque est essentielle. On peut toujours, par le déplacement de 
!a virgule, ramener le dividende et le diviseur à n'avoir qu'un chiffre 
entier. En opérant ainsi, on ne changera rien à la partie décimale des 
deux logarithmes; on rendra seulement égale à o la caractéristique de 
chacun d'eux, de sorte qu'on ne retranchera à l'aide de la règle que leurs 
parties décimales. Ceci posé, si le diviseur modifié est plus petit que le 
dividende modifié, la soustraction sera directement possible, et la carac
téristique du quotient sera réellement égale à la différence des caracté
ristiques du dividende et du diviseur. Dans ce cas, on trouve le quotient 
sur la règle, ci gauche du dividende. 

Si, au contraire, le diviseur modifié surpasse le dividende modifié (pour 
s'en assurer, il suffit de comparer leurs premiers chiffres significatifs sur 
la gaucho), on ne pourra lire le diviseur sur la réglette qu'au delà de 
l'origine de la règle. Cette circonstance indiquera que la soustraction des 
parties décimales des deux logarithmes n'est pas directement possible, et 
la caractéiisque du quotient sera réellement égale à la différence des ca-
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ractéristiciues du dividende et du diviseur, moins i. Pour rendre la sous
traction possible, on augmentera d'une unité la partie décimale du 
logarithme du dividende, en portant Vindicateur sous le dividende lu sur 
la seconde partie de la règle; et, au-dessus du diviseur lu sur la réglette, 
on trouvera le quotient (ou le nombre qui correspond, quant aux chiffres 
qui le composent, à la partie décimale du logarithme du quotient). Dans 
ce cas, on voit que le quotient se trouve sur la première partie de la règle, 
à droite du dividende lu sur cette même partie. 

Soit à diviser 357 par 829. Nous diviserons 3,57 par 8,29. Le premier 
chiffre à gauche du diviseur l'emporte sur le premier chiffre à gauche du 
dividende. Il faudra donc lire le dividende sur la seconde partie de la 
règle, et amener l'indicateur au-dessous de lui. On trouvera alors 432 
pour quotient. La caractéristique du logarithme du quotient est, d'après 
ce qui précède, égale à 2 — 2 — 1 ou à 1 ; le premier chiffre significatif 
du quotient est, par suite, un chiffre de dixièmes, c'est-à-dire que ce 
quotient esto,432. Le quotient réel est o,43i. L'erreur est de 0,001 par 

excès, l'erreur relative est —— 
402 

Soit encore à diviser 9,8088 par 0,994. On divisera 9,81 par 9,94. Le 
premier chiffre significatif à gauche du dividende est égal au premier 
chiffre significatif à gauche du diviseur ; mais le chiffre suivant du diviseur 
l'emporte sur le chiffre suivant du dividende : il faudra donc chercher en
core le dhidende sur la seconde partie de la règle. On trouvera 980 pour 
quotient. La caractéristique réelle du logarithme de ce quotient est 
o — 1 — 1 ou o, c'est-à-dire qu'il n'a qu'un chiffre à sa partie entière : il 
est, par suite, égal à 9,85. Le véritable quotient est 9,86. 

Si l'on ne voulait pas renverser la réglette, on amènerait l'indicateur 
sous le diviseur lu sur la règle et on lirait sur la réglette le quotient au-
dessous du dividende. 

Dans nue position quelconque de la réglette non renversée, vers la 
droite, le nombre de la règle placé au-dessus de l'indicateur indique le 
rapport constant des nombres qui se correspondent deux à deux sur la 
règle et sur la réglette; car le logarithme du nombre lu au-dessus de 
l'indicateur, augmenté du logarithme du nombre pris comme dniseur sur 
la réglette, reproduit le logarithme du nombre pris comme dividende sur 
la règle. <SV l'on a un diviseur constant et des dividendes variables, il 
vaut donc mieux ne pas renverser la réglette. On amène l'indicateur sous 
le diviseur constant et, au-dessous des dividendes successifs lus sur la 
règle, on lit évidemment sur la réglette les quotients correspondants. Au 
contraire, il faut renverser la réglette, si l'on a un dividende constant et 
des diviseurs variables. On amène l'indicateur sous le dividende constant 
et, au-dessus des diviseurs successifs lus sur la réglette renversée, en lit 
sur la règle les quotients correspondants. 

Remarque. — On peut, à l'aide d'une seule lecture, effectuer une mul
tiplication et une division, c'est-à-dire multiplier un nombre donné par 
un rapport donné. Soit 

__ ax b 
c 

On amènera le diviseur c lu sur la réglette au-dessous du facteur a lu 
sur la règle : pais, au-dessus du facteur b lu sur la réglette, on trouvera ,r. 
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En effet. !e logarithme de x est égal à !a dillerence log:/ î• rii<.-, augmente 
de logi . Si la réglette sort vers lu gauche, la différence lostt — loge esl 
négative. 

Si l'on voulait opérer en renversant la réglette, on amènerait le fac
teur b lu sur la réglette au-dessous du l'acteur a lu sur la règle: puis, on 
trouverait x sur la règle au-dessus du diviseur c lu sur la réglette. En 
effet, on doit avoir 

log a 4- log I> = log c -r- log x. 

Si le diviseur c ne correspond dans ce cas à aucun nombre de la règle, 
c'est-à-dire s'il est situé sur la partie de la réglette qui sort vers la gauche, 
on opère en lisant le facteur (( sur la seconde partie de la règle, à partir 
du premier 10. Le fadeur l> est toujours lu sur la première partie de la 
réglette renversée. Quant au diviseur c, on le lit sur la seconde partie de 
la réglette renversée, à partir du premier 10, et x est le nombre corres
pondant sur la première partie de la règle. 

( arrés et racines carrées. — Puisqu'on a 

loger = 2 loge?, 

il est évident que si on lit, sur l'échelle inférieure de la règle, le nom
bre a, on trouvera au-dessus, sur l'échelle inférieure de la réglette, iden
tique à son échelle supérieure, le carré a'1 de ce nombre. Car les divisions 
de l'échelle inférieure do la règle ayant une longueur double, les nombres 
qui correspondent sur la réglette aux nombres inscrits sur la règle ont 
en réalité des logarithmes deux fois plus grands. Inversement, la racine-
carrée de ci- étant a, si on lit le nombre cr sur l'échelle inférieure de la 
réglette, on lira au-dessous, sur la règle, sa racine a. 

Ainsi,' en faisant correspondre l'indicateur a l'origine de la règle, tous 
les nombres de l'ée/tel/e inférieure de la règle auront pour carrés les nom
bres eorrespomlants de l'échelle inférieure de la réglette ; et réciproque
ment, les nombres de l'échelle inférieure de la réglette auront pour racines 
carrées les nombres correspondants de Véclwlle inférieure de la règle. 

En se reportant à ce que nous avons dit en parlant de la multiplica
tion, il est évident d'ailleurs que la caractéristique du logarithme d'un 
carré est égale au double ou au double plus un de la caractéristique du 
logarithme du nombre élevé au carré, suivant que le carré obtenu, lu sur 
l'échelle inférieure de la réglette, tombe avant ou après le premier 10 cie 
cette réglette. On saura donc toujours placer convenablement la virgule 
dans le résultat. 

Cherchons le carré de 0,07871. On cherchera. 7,87 sur l'échelle infé
rieure de la règle, et le nombre correspondant sur la réglette sera G.>. 
Comme ce résultat tombe sur la seconde partie de la réglette, la caracté
ristique du logarithme du carré demandé sera -i x a- t - i ou 3. Ce carré 
sera donc 0.00620. Le véritable carre est 0.00G19.V2G.J1. 

S'il s'agit d'extraire une racine carrée, il n'y a aucune difficulté, parce 
qu'on sait toujours quel doit être le rang du premier chiffre signilicati! a 
gauche de la racine. Il faut seulement remarquer qu'on doit toujours mo
difier par la pensée le nombre dont on cherche la racine, de marcere qu".'-
tombe entre s it u-o, puisque l'échelle inférieure de la régie est ///.••.•/•/< 
ci ne va que de 1 a 10. iV plus, le diviseur eu le ruuliipiicaf. e< e;e-
p l o \ é doit toujuuis è i r r une plli-vaiK;' l'oiie de 1" .irith. zW . 
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Cherchons la racine canee do ïiij.fr/i. On ht le nombre 5,G8 sur la 
réglette. On trouve au-dessous, sur la règle, lu n<rmbre a.JBj. La racine 
carrée demandée sera donc 23,82. On tombe ici. par exception, sur la 
racine exacte. 

Pour calculer l'expression 
,r =.- \ tib. 

on amène l'indicateur sous le facteur a lu sur l'échelle supérieure de la 
règle, on lit le facteur b sur l'échelle inférieure de la réglette et, au-des
sous de ce facteur, sur l'échelle inférieure de la règle, on trouve •>:. Kn 
eti'et, .*; correspond ainsi au produit tib lu sur l'échelle supérieure de la 
règle, identique à l'échelle inférieure -le la réglette. 

Pour calculer l'expression 

on peut amener le diviseur /' lu sur la réidoiie au-dess'ais du dividendes 
lu sur la règle. Au-dessus de l'indicateur, on trouve alors le quotient et, 
au-dessous (le ce même indicateur, la racine carrée du quotient ou .r. 

Cuba ci racine- nibiiiues. — On a 

Par conséquent, poui avoir le cube de a. on amène l'indicateur au-dessus 
de ce nombre iu sur l'échelle inférieure de la règle et. au-dessus de ce 
même nombre lu alors sur la réglette, on trouve évidemment son cube 
lu sur l'échelle supérieure de la règle. En effet, on ajoute ainsi le loga
rithme de ir, ou 2log^ au logarithme de </. Si ie cube demandé tombe 
au delà de la seconde partie de l'échelle supérieure de la règle, on peut 
remplacer l'indicateur par le premier 10 de la réglette, et lire le résultat 
sur la règle, au-dessus du nombre donné lu sur la première partie de la 
réglette. 

On peut aussi opérer en renversant la réglette. On fait coïncider, dans 
ce cas, la division qui correspond au nombre n lu sur la réglette, avec 
celle qui correspond au même nombre lu sur l'échelle inférieure de la 
règle. Le cube «5 est alors ie nombre qui correspond, sur la réglette, à 
l'origine de la règle ou, sur la règle, à l'indicateur. 11 faut se rappeler 
qu'on peut supposer la règle continuée à droite, la réglette renversée con
tinuée à gauche. 

Cette remarque nous conduit immédiatement à la meilleure manière 
d'opérer pour obtenir la racine cubique d'un nombre. Après avoir re
tourné la réglette, on fait correspondre- le nombre donné, lu sur la ré
glette, à l'origine de la règle ou le nombre donné, lu sur l'échelle supé
rieure de la règle, à l'indicateur, On cherche ensuite les traits qui 
coïncident ou semblent le mieux coïncider, sur la réglette et sur l'échelle 
inférieure de la règle : CCS traits, s'ils correspondent à des nombres egau.i:, 
indiquent la racine cubique demandée. 

On voil que les nombres dont on veut obtenir la racine cubique doivent 
être compris entre 1 et 1000, puisque cette racine, lue sur l'échelle infé-
ricuic de la règle, doit être comprise entre 1 et 10. 

D'après ce qui précède, suivant qu'on lira ie cube d'un, nombre UT la 
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pourra prendre pour indicateur le premier 10 de la réglette renversée et 
lire le cube cherché à droite du premier u> de la règle, considéré comme 
origine); la caractéristique du logarithme do ce cube sera égale au triple 
de la caractéristique du logarithme du nombre donné, ou h ce triple plus 
i, ou à ce triple plus i. On saura donc toujours placer convenablement la 
virgule dans le résultat obtenu. 

Cherchons le cube de o,o845;. Nous lirons 8,46 sur l'échelle inférieure 
de la règle, et nous amènerons le premier io de la réglette au-dessus de 
ce nombre. Nous lirons ce même nombre sur la réglette, à gauche de ce 
peint, et nous trouverons au-dessus, sur la règle, le cube cherché 6o3. La 
caractéristique du logarithme de ce cube est ici égale à Î X 3 + Î , c'est-
à-dire à 4- Le cube demandé sera donc o,ooo6o3. Le véritable cube 
est 0,000604830974293. 

S'il s'agit d'extraire une racine cubique, il n'y a aucune difficulté, parce 
qu'on sait toujours quel doit être le rang du premier chiffre significatif à 
gauche de la racine. 

Cherchons, par exemple, la racine cubique de 0,04. Nous chercherons 
la racine de 0,040 ou celle de 40. Nous placerons le 1 de la réglette ren
versée sous le 4 de la seconde partie de l'échelle supérieure do la règle, et 
nous chercherons les traits qui, en coïncidant, indiquent le môme nombre 
sur la réglette et sur l'échelle inférieure de la règle. La coïncidence ne 
peut avoir lieu qu'entre les deux nombres 3,4 de la réglette et de la règle. 
On trouve environ 3,42. Le premier chiffre de la racine devant être un 
chiffre de dixièmes, cette racine sera 0,342. 

Logarithmes. — On peut aussi, à l'aide de la règle, déterminer le loga
rithme d'un nombre donné. 

L'échelle inférieure de la règle donne les logarithmes des nombres do 
1 à 10, Vunité adoptée étant la longueur même de cette échelle. Par suite, 
pour avoir le logarithme d'un nombre lu sur l'échelle, il suffit de chercher 
à quelle fraction de la longueur de l'échelle il correspond. A cet effet, la 
face postérieure de la réglette est divisée, sur une longueur égale à l'é
chelle inférieure de la règle, en 5oo parties égales, chaque intervalle re-

présentant de la longueur totale considérée comme unité. Seulement, 
1000 

le sens de la graduation est de droite à gauche. Il en résulte que, lors
qu'on fait coïncider la dernière division (1000) du revers de la réglette 
avec le nombre dont on veut le logarithme, la réglette sort vers la droite 
d'une longueur précisément égale au logarithme cherché. On lit alors ce 
logarithme sur la réglette retournée, au point qui correspond au 10 do 
l'échelle inférieure de la règle. 

Ainsi, on demande le logarithme de o,o435. On cherche 4.35 sur l'é
chelle inférieure de la règle, et l'on fait coïncider le 1000 du revers de la 
réglette avec ce nombre. Le 10 de l'échelle inférieure de la règle corres
pond alors à la 039e division de la réglette. Par suite, le logarithme de
mandé est 2,63g. Le véritable logarithme est 2,63849. 

On peut inversement trouver, à l'aide de cette disposition, le nombre 
qui correspond à un logarithme donné. 

En résumé, on voit que la règle est un instrument ingénieux avec le
quel on peut effectuer rapidement les calculs qui n'exigent pas une très-
grande exactitude. L'approximation obtenue dépend fie la grandeur do la 
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régie qui, en permettant de multiplier les divisions, permet aussi de lire 
les nombres plus sûrement. Dans certains cas, une règle de grandes di
mensions, placée à demeure dans un bureau de calculateurs, serait appelée 
à rendre de très-bons services. De plus, cet appareil peut facilement être 
modilié suivant les besoins, de manière à s'appliquera des opérations spé
ciales. Sur ce sujet, nous renverrons à l'excellente Notice publiée par 
il. Léon Lalanne. 

Avec les petites règles ordinaires, on peut compter en généra! sur une 

approximation îvkuh-e au moins égale à - — Mais il faut beaucoup s'exer-
doo 

cer, et il est nécessaire d'avoir l'habitude de sa règle, comme un musicien 
a l'habitude de son instrument. Dans tous les cas, ceux-là seuls qui sau
raient calculer sans le secours de la règle, pourront s'en servir utile
ment. 

i i \ 1)1' l'I'.F.MIKK V t l I . l ' j i K . 


