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ERRATA. 

Page a3, ajoutez à la fin du n° 43 : le point 0 est appelé centre du paral
lélogramme. Toute droite limitée de part et d'autre au parallélo
gramme, et passant par ce point, y est divisée en deux parties 
égales et partage le parallélogramme en deux trapèzes égaux. 

Page 58, ligne 10, après ils sont inversement placés, ajoutez : dans le pre
mier cas, la similitude est directe: dans le second, elle est inverse. 

Page 319, ligne 7, après de la droite, intercalez : dans le sens de la 
partie positive de l'axe. 

Page 408, ligne 8, après ne change pas, intercalez : si l'on veut rendre la 
formule obtenue calculable par logarithmes, on posera 

. l , ' , • n ,. j . • » 1
 A

 s i n ( C +x ) 

cot - acot-o = sinLcotx, dou cot-A = —. ' . '• 
2 2 2 s i n L a m 

Page 43o, ligne 5, au lieu de QR' — RQ' = 1, lisez QR' — RQ' = =p 1. 
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GEOMETRIE PLANE 

LIVRE PREMIER. 
LES LIGNES. 

CHAPITRE PREMIER. 
LA LIGNE DROITE. 

Notions préliminaires. 

1. On appelle volume d'un corps l'espace ou la portion d 'es
pace qu'il occupe. 

La géométrie fait abstraction de toutes les propriétés des 
corps : elle ne considère que leur étendue. Ils n 'ont plus ni 
impénétrabilité, ni porosité, ni élasticité, ni pesanteur, etc. 
C'est comme si l'on pouvait plonger les corps dans une a tmo
sphère assez dense pour en conserver l 'empreinte : la géométrie 
ne raisonne que sur cette empreinte. Nous ne dirons donc ja
mais que nous voulons calculer la solidité d'un corps, mais bien 
son volume. 

2. Pour fixer les idées, considérons un parallêlipipède rec
tangle (un livre quelconque a une pareille forme). Si sa hau
teur devient très-petite, de manière à pouvoir être négligée à 
côté des deux autres dimensions, on passera, lorsque la hauteur 
sera devenue aussi petite qu'on peut le supposer, de l'idée de 
volume à l'idée de surface. 

II. t 
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On voit que les volumes des corps sont, séparés de l'espace 
environnant par des surfaces. 

De môme, si l'on considère un rectangle, et si l'on suppose 
que sa base devienne très-petite, de manière à pouvoir être 
négligée à côté de sa hauteur, on passera, lorsque la base sera 
devenue aussi petite qu'on peut le supposer, de l'idée de sur
face à l'idée de ligne. 

On voit que les surfaces sont limitées par les lignes, comme 
les volumes le sont par les surfaces. 

Enfin, étant donnée une ligne quelconque, si sa longueur 
diminue de manière à devenir plus petite que tout ce qu'on 
voudra, on passera de l'idée de ligne à l'idée de point. Un 
point indique seulement une position dans l 'espace. 

La génération des éléments géométriques aura lieu en sens 
inverse. Le point, dans son mouvement, engendre une ligne ; 
la ligne, dans son mouvement, engendre une surface ; la surface, 
dans son mouvement , engendre un volume. 

Deux lignes se coupent suivant un point, deux surfaces sui
vant une l igne; deux volumes se coupent ou se pénètrent sui
vant une surface. 

3 . La plus simple de toutes les lignes est la ligne droite. 
Elle iest décrite par un point qui, dans son mouvement, tend 
constamment vers un seul et même point. 

Il en résulte immédiatement que le plus court chemin d'un 
point A à un point B est la ligne droite AB menée entre ces 

r ;„ , deux points (fig. 0- Il 
en résulte aussi que deux 

"c I _. g- points suffisent pour dé
terminer une droite : dès 

lors, deux droites AB e t CD qui ont deux points communs 
coïncident dans toute leur étendue, c'est-à-dire quelque loin 
qu'on les suppose prolongées vers la droite ou vers la gauche. 

I ne ligne brisée est décrite par un point qui, dans son mou-
Fijf. ?.. cernent, change de temps en 

v, temps de direction. Ce point dé-
/ \ crit alors (fig. i ) des portions de 

/ / \ ^-""ï' lignes droites AB, BC, CD, dont 
'^ \ _ ^ I e 5 directions varient et qui ont 

c pour points communs successifs 
les points B, C, où le changement de direction s'opère. 

Fig. S. L ne ligne courbe est décrite par 
_____ __ le mouvement d'un point qui change 

-^" ^~""}T- " chaque instant de direction. On 
peut la regarder alors comme une 

ligne brisée composée d'une infinité d'éléments rectilignes 
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infiniment petits [Jig. 3 ; . El celte définition est importante 
en ce qu'elle permet d'étendre immédiatement, avec Leibnitz, 
toutes les propriétés des lignes brisées aux lignes courbes, 
lorsque ces propriétés ne dépendent ni de la grandeur ni du 
nombre des côtés de la ligne brisée. 

k. On entend par surface plane ou plan une surface telle, 
que, dès qu 'une ligne droite y a deux points, elle y est contenue 
tout entière. Nous prouverons plus loin que deux plans coïn
cident dès qu'ils onl trois points communs. 

On divise la géométrie en géométrie plane et géométrie 
dans l'espace. La géométrie plane traite des figures qu'on 
peut tracer sur un plan; la géométrie dans l'espace traite des 
figures dont les éléments sont disposés d'une manière que l 
conque. 

5. Deux figures qui peuvent se superposer ou pénétrer exac
tement l 'une dans l 'autre, c'est-à-dire deux figures qui peuvent 
coïncider, sont dites égales. Deux longueurs qui renferment le 
même nombre d'unités de longueur, deux surfaces qui renfer
ment le même nombre d'unités superficielles, deux volumes 
qui renferment le même nombre d'unités de volume, sans 
que leur coïncidence soit possible, sont dits équivalents. •.• 

6. Le but de la géométrie est la mesure de l'étendue. Mais 
il est utile de préciser celte définition. 

On ne peut mesurer directement que les lignes droites, en 
portant sur celles qu'on considère l 'unité de longueur autant de 
l'ois que possible. Et encore celte mesure directe n'est pas pos
sible dans un très-grand nombre de cas [distance d'un point 
à un point inaccessible, distance de deux points inacces
sibles, etc.). On ne peut pas mesurer directement les lignes 
courbes. Il en est de même pour les surfaces et les volumes : 
on ramène leur évaluation'à celle de certaines lignes droites 
qui ont une liaison déterminée avec la surface ou le volume 
considéré. 

Si l'on veut donner une idée juste de la géométrie, il faut 
donc dire que la géométrie a pour but de mesurer l'étendue, 
en ramenant toutes les mesures quelconques à la mesure di
recte de certaines lignes droites choisies convenablement dans 
chaque cas. Toutes les propriétés démontrées successive
ment dans un Traité de Géométrie concourent au but que nous 
indiquons. 

~. Toute proposition consiste dans une hypothèse et une 
conclusion qui en découle. La démonstration de la proposition 
est la suite des raisonnements qu'il faut faire pour passer de 
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l 'hypothèse à la conclusion, en s'appuyant sur des vérités évi
dentes ou déjà démontrées. 

Une proposition étant donnée, si l'on adopte à la fois une 
hypothèse contraire et une conclusion contraire, on énoncera 
la proposition contraire. On énoncera la proposition réci
proque, en prenant la conclusion pour hypothèse et l 'hypo
thèse pour conclusion. 

Ainsi, proposition directe : tous les angles droits sont égaux; 
proposition contraire : tous les angles qui ne sont pas droits ne 
sont pas égaux ; proposition réciproque : tous les angles égaux 
sont droits. 

Comme le prouve l 'exemple choisi, la proposition contraire 
et la proposition réciproque sont souvent fausses, parce que la 
conclusion de la proposition directe répond souvent à un plus 
grand nombre de cas que l 'hypothèse. 

La proposition directe, la proposition contraire et leurs 
propositions réciproques sont tellement liées, que, les deux 
premières étant vraies, leurs réciproques le sont. Par exemple, 
élevant une perpendiculaire sur le milieu d'une droite, on dé
montre que tous ses points sont également éloignés des extré
mités de la droite, et que tous les points qui ne lui appartien
nent pas dans le plan considéré, sont inégalement distants de 
ces mêmes extrémités. On en conclut alors immédiatement 
que tous les points également éloignés sont sur la perpendi
culaire, et que tous les points inégalement éloignés sont hors 
de la perpendiculaire. 

8. Le mot axiome signifie proposition évidente par elle-
même. Un théorème est une proposition qui doit être démon
trée. Le mot problème s'explique de lui-même. Un lemme est 
une proposition préliminaire facilitant la démonstration d'un 
théorème. Un corollaire est une conséquence immédiate d'un 
théorème. Le scolie est une remarque sur un ou plusieurs 
théorèmes. 

ï. — Mesure et rapport des lignes droites. 

9. Nous savons par l 'arithmétique ce qu'on doit entendre 
par le mot unité et ce que c'est que mesurer une grandeur. 

^Mesurer la grandeur d'une ligne droite, c'est la comparera 
une autre droite prise pour uni té . 

Si la droite qu'on veut mesurer surpasse le mètre, on porte 
le mètre sur sa direction autant de fois que possible ; suppo
sons qu'il y soit contenu 5 fois, plus un reste inférieur au 
mètre . On cherchera combien ce reste contient de décimètres; 
supposons qu'il en contienne 5, plus un reste inférieur au 
décimètre. On mesurera ce nouveau reste à l'aide du centi-
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mètre et, s'il en contient exactement 9, on dira que la droite 
considérée est une longueur de 5", 5g. 

Si la droite donnée est plus petite que le mètre, on em
ploiera immédiatement comme unité le décimètre ou le cen
timètre, etc. 

Pour comparer deux grandeurs, il faut former le rapport des 
nombres qui les représentent : il faut donc chercher d'abord si 
ces grandeurs contiennent exactement une même unité, si 
elles ont une commune mesure. 

Deux lignes droites étant données, on trouve leur plus 
grande commune mesure en opérant sur ces droites absolu
ment comme on opère sur deux nombres pour trouver leur 
plus grand commun diviseur. On porte donc la plus petite 
droite sur la plus grande autant de fois que possible, le reste 
obtenu sur la plus petite droite, le second reste sur le pre
mier, etc. L'opération est terminée lorsqu'on arrive à un reste 
contenu exactement dans le reste précédent. Ce dernier reste 
est la plus grande commune mesure cherchée. 

Désignons, par exemple, par A etB les deux droites données, 
par R, II', 11", les restes successivement trouvés. Supposons 
que les résultats des opérations soient représentés par les 
égalités suivantes : 

A = 3B + R, B = 5R+-R', R=aR' - | -R" , R' = 7R". 

On en déduira facilement 

Il = 15 il", B = 82 II", A = 261 II". 

On on conclura donc, pour le rapport de A à B, 

A 261 R" 261 
B~ — 82 R" ~ "82" ' 

On peut remarquer que l'expression fractionnaire obtenue 
doit être irréductible. Si 261 et 82 admettaient par exemple 
le facteur commun 5, A et B seraient divisibles par 5 11" : R" ne 
serait donc plus leur plus grande commune mesure. 

11 peut se faire que les deux droites considérées n'aient pas 
de commune mesure, qu'elles soient incommensurables. En 
cherchant leur plus grande commune mesure, on n'arrivera 
alors jamais à un reste nul, du moins théoriquement ; caries 
restes successifs formant une suite décroissante, linissent 
bientôt, en vertu de leur petitesse, par échapper à tous nos 
moyens d'appréciation. 

On peut néanmoins trouver le rapport incommensurable de 
deux droites données, avec telle approximation qu'on veut. 
Supposons que les droites A et B n'aient pas de commune me
sure et qu'on demande l'expression de leur rapport à 0,001 
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près. On divisera B en 1000 parties égales : nous désignerons 
l'une de ces parties par a. On portera a sur A autant de fois 
que possible -supposons que A tombe entre 7815« et 7816*7. 
, A , 7 815 rc 7816» . 
Le rapport „- tombera évidemment entre et , c est-

a looort looort 
à-dire entre 7,810 et 7,816 : le premier nombre représentera 
le rapport cherché à 0,001 près par défaut ; le second, à 0,001 
près par excès. 

II. — Des angles. 
10. Lorsque deux droites AB et AC partent d'un même point 

A en suivant des directions différentes, 
Fig. /,. elles forment un angle [fig. 4 ) . Le 

4 point A est le sommet de l'angle, les 
v \ droites AB et AC, prolongées aussi loin 

qu'on voudra, en sont les côtés. 
\ Pour avoir une idée exacte de la gran-

EV deur d'un angle, il faut supposer que le 
côté AB, par exemple, était d'abord cou

ché sur le côté AC; puis qu'il s'en est éloigné en tournant au
tour du sommet A, pour venir prendre la position qu'il occupe. 
L'amplitude de ce mouvement de rotation correspond à la gran-
d3ur de l'angle. 

On désigne un angle par la lettre placée à son sommet : on 
•lira l'angle A. Lorsque plusieurs angles ont même sommet, 
on les distingue en lisant en outre deux lettres placées sur 
leurs côtés; on a soin d'énoncer au milieu la lettre du sommet : 
on dira l'angle BAC. 

11. Deux angles sont adjacents, lorsque, ayant un sommet 
commun et un côté commun, les côtés non communs sont 

FiS J- Fif-. G. 

situés de part et d'autre de ce côté commun. Les angles 
BAC, CAD [fig. 5 ) , sont adjacents. Lorsque deux droites se 
coupent, elles forment deux angles adjacents : lorsque ces 
angles adjacents sont égaux, la première droite est dite per
pendiculaire sur la seconde; elle est dite oblique dans le cas 
contraire. La droite AB [fig. 6) est perpendiculaire sur la droite 
CD, parce que les angles adjacents CBA, DBA, sont égaux. La 
droite EF [fig. 7) est oblique sur la droite GH, parce que les 
angles adjacents GFE, HFE, sont inégaux. Le point S? est le 
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pied de la perpendiculaire, le point F est le pied de l 'oblique. 
Les angles adjacents égaux CBA, DBA, sont appelés droits. Un 
angle droit est un angle dont l 'un des côtés est perpendiculaire 
sur l'autre. 

12. Par un point pris sur une droite, on peut toujours lui 
élever une perpendiculaire, mais une seule. 

Par le point A de la droite DB, menons une droite que l 
conque AE. Si les angles BAE, DAE, sont égaux, AE sera per-

jr;, g pendiculaire sur BB. S'il n'en est pas 
c ainsi, supposons que BAE soit le plus 

,-„ petit des deux angles. Faisons alors tour-
*\v ,.•-'' ner la ligne AE autour du point A jusqu'à 

\ y' ce qu'elle vienne coïncider avec AI). 
u ï if Dans ce mouvement , l'angle BAE croît 

d'une manière continue, tandis que l 'an
gle D.VE décroît d 'une manière continue jusqu'à devenir nu l . 
L'angle BAE, d'abord plus petit que l'angle DAE, doit donc 
devenir plus grand comme l'indique la seconde position AF 
de AE, marquée sur la figure [fig- 8 ) . Il y a donc nécessaire
ment un instant, et cet instant est unique, où les deux angles 
sont égaux. Avant cet instant, les deux angles n'étaient pas 
encore égaux; après, ils ne le sont plus. Si l'on suppose 
que AE occupe la position AC, lorsque les deux angles adja
cents sont égaux, on voit que AC est la seule perpendiculaire 
qu'on puisse élèverait point A sur DB. 

Tous les angles droits sont égaux; sans quoi on pourrait mener 
deux perpendiculaires en un même point d'une même droite. 

Un angle aigu est un angle plus petit qu 'un angle droit, un 
angle obtus est un angle plus grand qu'un angle droit : 
l'angle DAF est aigu, l'angle BAF est obtus. 

13. Lorsque la somme de deux angles est égale à un angle 
droit, ces angles sont appelés complémentaires ; lorsque la 
somme de deux angles est égale à deux angles droits, ces 
angles sont appelés supplémentaires. 

Les angles adjacents formés par deux droites qui se coupent 
sont supplémentaires [fig- 9 ) . 

FÎJJ. 9. Soient les angles BDE, EDA. J'élève au 
c, point D la perpendiculaire DC sur AB. L'an-

I A gle aigu BDE est inférieur à un angle droit 
I / de l'angle CDE; l'angle obtus ADE est su-

j -f~ périeur à un angle droit du même angle 
j CDE. La somme des angles BDE, ADE, est 
; donc égale à deux angles droits. 

v; Il résulte de cette démonstration que la 
somme de tous les angles qu'on peut former autour d'un même 
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point D et au-dessus d'une même droite AB, est toujours égale 
à deux angles droits. 

Lorsque deux droites qui se coupent sont prolongées toutes 
deux au delà du point d'intersection, elles forment quatre 
angles : c'est ce que montre la figure, lorsqu'on considère les 
droites AB et CF. Ce qui précède prouve alors que l'un de ces 
quatre angles étant droit, les trois autres le sont. Par consé
quent , si CD est perpendiculaire sur AB, AB l'est à son tour 
sur CD. 

La somme de tous les angles qu'on peut former autour d'un 
même point, est égale à quatre angles droits. On n'a, pour s'en 
assurer, qu'à mener par le point donné deux droites perpen
diculaires entre elles et indéfiniment prolongées. 

Lorsque deux angles adjacents sont supplémentaires, leurs 
côtés extérieurs, c'est-à-dire leurs côtés non communs, sont en 
ligne droite. Cette réciproque de la proposition précédente est 
évidente. Si les deux angles ADE, EDB ('fig. 9) sont supplé
mentaires, les côtés AD et DB sont en ligne droite ; car le pro
longement de AD détermine précisément le supplément de 
l'angle ADE. 

La bissectrice d'un angle est la ligne qui, menée par le som
met de cet angle, le partage en deux angles égaux. Les bissec-

F j i r triées de deux angles adjacents supplé-
r " mentaires sont à angle droit (Jig. 10). 
\ /^ Soient les deux angles supplémentaires 

\ / ^ n . ACD, DCB, soient CF et CE les bissec-
l )-- g trices de ces angles. L'angle FCD est la 

moitié de l'angle ACD, l'angle DCE est la 
moitié de l'angle DCB. L'angle FCE sera donc la moitié de la 
connue des angles ACD et DCE ou la moitié de deux angles 
droits. 

14. Deux angles opposés par le sommet sont tels, que les 
côtés de l'un sont ies prolongements des côtés de l 'autre. 

Les angles opposés par le sommet sont égaux. Soient les 
deux droites BD, EF (Jig. 11), je dis 
que les angles BAE, FAD, sont 
égaux. En effet, ces deux angles oui 
pour supplément le même angle 
DAE. On prouverait de même que 
les angles DAE, FAB sont égaux. 

Réciproquement, si les angles BAE, FAD sont égaux, ainsi 
que les angles DAE, FAB, les trois points B, A, D, seront eu 
ligne droite ainsi que les trois points F, A, E. En effet, la 
somme des angles formés autour du point A éîant toujours 
égale à quatre droits ! 131. la somme des angles BAE et DAE 

Fift. 11. 
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qui est la moitié de la somme des angles considérés, sera égale 
à deux angles droits; ces angles étant dans la position d'adja
cents, leurs cotés extérieurs BA et AI) seront en ligne droite. 
On démontrera de môme que FAE est une seule et même 
ligne droite. 

Les bissectrices des angles opposés par le- sommet sont en 
prolongement l'une de l'autre {fig. 12) Fig. 12. 

En effet, CA est perpendiculaire sur 
AD, parce que ces droites son t ' b i s sec 
trices d'angles supplémentaires (13); AE 
est perpendiculaire sur AD pour la même 
raison, il en résulte que AC et AE sont 
en prolongement (12). On prouvera de 
même que AD et AB sont en prolon
gement. 

III. —Des triangles. 

15. On appelle triangle la figure formée par trois droites 
qui se coupent deux à deux. Les portions ainsi l imitées de ces 
droites sont les côtés du triangle, les angles qu'elles forment 
deux à deux sont les angles du triangle, leurs points d'inter
section en sont les sommets. 

Dans tout triangle, chaque côté est plus petit que la somme 
des deux autres et plus grand que leur 
différence 'fi g. i3) . 

La ligue droite entre deux points 
étant le plus court chemin entre ces 
points, on a immédiatement 

Fig. . 3 . 

c 

:v 

AB < AC + CB . 
De cette inégalité, on déduit 

C B > A B - A C . 

On voit que trois longueurs prises au hasard ne peuvent pas 
toujours former les trois côtés d'un triangle. 

Si l'on prend un point E dans l'intérieur du triangle ABC 
et si l'on mène les droites EA, ES, la somme de ces droites 
sera plus petite que la somme des côtés AC, CB. 

Menons par le point E une droite GF qui coupe les deux 
côtés CA, CB : on aura 

G F < C G - M T . 

On aura aussi £A < EG -+- GA, EB < EF 4- S'il. On en déduit 
EA + E B < G F 4- G A + FB. Si l'on remplace alors GF parla 
quantité plus grande CG -f-CF, on aura à fortiori 

EA •i:v-i- C B . 
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16. Il y a considérer dans un triangle six éléments : trois 
côtés et trois angles. Il suffit que trois de ces éléments soient, 
égaux dans deux triangles, pour que ces triangles soient égaux : 
il faut seulement que parmi ces éléments égaux il entre au 
moins un côté. Nous aurons donc à démontrer les trois cas 
d'égalité suivants : 

17. i° Deux triangles sont égaux, lorsqu'ils ont un angle 
égal compris entre deux cùlés égaux chacun à chacun 
ijg. i4 ) . 

Supposons que l'angle C soit égal à l'angle C et qu'on ait 
A ' C ' = A C , CT>' = CB. L'égalité géométr ique , c'est, comme 

nous l'avons déjà di t , la 
llff- '•'• coïncidence possible. Les 

deux angles C et C étant 
égaux, on pourra por ter ie 
triangle A'B'C' sur le trian
gle ABC, de manière que 
ces angles coïncident. Les 
droites" A'C et AC, C'B' et 

CB, auront alors la même direction, et comme on a A'C' = AC 
et C'B' = CB, les sommets A et A', B et B', coïncideront. Les 
deux triangles considérés ayant mêmes sommets se recouvri
ront parfaitement et seront égaux. 

18. 2° Deux triangles sont égaux, lorsqu'ils ont un côté 
égal adjacent à deux angles égaux chacun à chacun (fig. i4 ) • 

Supposons qu'on ail AB = A'B', et que les angles A et A', 
B et B', soient égaux. On pourra porter le triangle A 'B 'C sur 
le triangle ABC, de manière que A'B' coïncide avec AB; si les 
deux triangles tombent alors dans le même sens par rapport 
au côté commun, A 'C prendra la direction de AC, puisque 
l'angle A égale l'angle A'; B 'C prendra la direction de BC, 
puisque l'angle B égale l'angle B'. Le point d'intersection C 
des côtés A 'C et B ' C coïncidera donc avec le point d'inter
section C des côtés AC et BC. Les deux triangles considérés 
ayant mêmes sommets se recouvriront parfaitement et seront 
égaux. 

19. 3° Deux triangles sont égaux, lorsqu'ils ont leurs trois 
côtés égaux chacun à chacun. 

Pour démontrer ce théorème, nous nous appuierons sur le 
lemme suivant : 

Lorsque deux triangles ont deux côtés égaux chacun à 
chacun comprenant des angles inégaux, les troisièmes côtés 
sont inégaux, et le plus grand est opposé au plus grand 
angle 'Jig. i v.. 



GEOMETRIE. I I 

On peut toujours placer les deux triangles proposés de ma
nière qu'ils aient le côté commun AC et que les deux autres 

côtés AI? = A!) tombent de part et d'autre 
"' ' ' de ce côté commun. Supposons l'angle 

;V̂ _ BAC plus grand que l'angle CAD, il faut 
' \ \ ' " \ prouver que le côté BC est plus grand 

,.1' que le côté CD. Pour cela, je mène la 
\ )<(.• bissectrice AI de l'angle total BAD : elle 

" \ c sera dans le plus grand angle BAC et 
coupera BC au point I. Joignons ID. Les 

deux triangles BAI, IAD, seront égaux d'après le premier 
cas d'égalité (17) , et l'on en conclura BI = 11). Le triangle ICD 
donne d'ailleurs CD < IC + 11), c'est-à-dire CD < 1C + 1B ou 
que BC. 

Revenons au théorème proposé et à la fig. 14- Supposons 
qu'on ait, dans les deux triangles ABC, A ' B ' C , AB = A'B' , 
AC = A'C', BC = B ' C . II faut nécessairement que l'angle C 
soit égal à l'angle C, sans quoi AB ne serait, pas égal à A'B ' 
d'après le lemme précédent. On rentre donc dans le premier 
cas d'égalité (17), et les triangles proposés sont bien égaux. 

On peut remarquer, d'après les propositions qu'on vient 
d'établir, que lorsque deux triangles sont égaux, les côtés 
égaux sont toujours opposés à des angles égaux, et récipro
quement . 

20. On entend par triangle isocèle un triangle qui a deux 
côtés égaux. La base d'un triangle isocèle est le côté qui n'a 
pas d'égal. La perpendiculaire abaissée du sommet opposé sur 
la base est la hauteur du triangle. 

Dans tout triangle isocèle, les a?igles opposés aux côtés 
égaux sont égaux [fig. 16). 

Je joins le sommet C au milieu de la base 
AB : les deux triangles ACD, DCB, sont égaux 
d'après le troisième cas d'égalité (19) : les 
angles A et B opposés au côté commun CD sont 
donc égaux. 

Un triangle qui a tous ses côtés égaux est 
_\ appelé équihitéml. On voit qu'il a en même 

11 l: temps ses trois angles égaux, c'est-à-dire 
qu'il est équiang/e. 

L'égalité des triangles ACD, DCB, prouve que la droite CD 
est la bissectrice de l'angle C, et qu'elle est perpendiculaire sur 
le milieu de AB. La droite CD remplit donc quatre conditions : 
elle passe par le sommet C, par le milieu D delà base AB, elle est 
la hauteur du triangle isocèle, elle est la bissectrice de l'angle 
au sommet. Peux points ou deux i-cnrlilions suCfisaiH pour 
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déterminer une droite, dès qu 'une droite remplira deux des 
quatre conditions énoncées, elle remplira nécessairement les 
deux autres. 

21 . Lorsqu'un triangle a deux angles égaux, il est isocèle, 
et les côtés égaux sont opposés aux angles égaux. 

Soitle t r iangleÀBCdansiequeirangleAestégalàrang!eB;soi t 
un triangle A ' B ' C , reproduction du triangle ABC [fig- 17). Je 

porte le triangle A ' B ' C retourné 
sur le triangle ABC. Le point B' 
tombera au point A, le point 
A' au point B. L'angle B' égal à 
l'angle A' coïncidera avec l 'an
gle A, l'angle A' égal à l'angle B' 
coïncidera avec l'angle B; le 
point. C viendra donc au point C, 
et les deux triangles coïncide

ront malgré le renversement du triangle A ' B ' C Le côté JVC 
égal à BC se confondant alors avec le côté AC, on en conclut 
AC = BC. 

Un triangle équiangle est nécessairement équilatéral. 

22. Dans un triangle, à un plus grand angle est opposé un 
plus grand côté [fig. 18) 

Soit le triangle ABC. Je suppose l'angle A plus grand que 
l'angle B, je dis que le côté CB sera 
plus grand que le côte CA. 

Je fais, dans l'angle A, un angle DAB 
égal à l'angle B : le triangle DAB sera 
isocèle, et l'on aura AD = BB. Le trian
gle DAC donne AI) + D C > C A . Si 
l'on remplace AD par son égal DB, il 
vient DB + DC > CA ou CB > CA. 

En rapprochant les théorèmes précédents, on voit que deux 
côtés d'un triangle ont toujours entre eux la même relation 
que les angles qui leur sont opposés. 

IV. — Des perpendiculaires et des obliques. 

23. Par un point pris hors d'une droite, on peut lui mener 
une perpendiculaire, mais une seule. 

Soit [fig. 19) le point 0 par lequel je veux mener une per
pendiculaire à la droite AB. Je fais tourner la partie supé
rieure du plan autour de AB jusqu'à ce qu'elle vienne se ra
battre sur la partie inférieure, je marque la position 0 ' alors 
occupée par le point 0 . Je relève le plan, et je joins les points 
O et 0 ' : 0 0 ' est perpenmci ikiii'e demandée; car un non-
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veau rabattement entraînerait la coïncidence des angles ad-
iaceriîs ACO et ACO' c'est-à-dire prouverait leur égalité. 

Soit une autre droite quelconque ODE, 
o jo dis qu'elle est oblique a AB. En effet, 

/ : les deux triangles OCD, O'CD, sont égaux 
d'après le premier cas d'égalité (17) : les 

/ . deux angles ODC, O'DC, sont donc égaux. 
4 — ^ r " B Mais l'angle O'DC est évidemment plus-petit 

/ \ que l'angle EDC : son égal ODC sera donc 
plus petit que l'angle ADO qui est opposé 

Y/ par le sommet à l'angle EDC. OD faisant avec 
AB des angles inégaux, est oblique à AB. 

Une droite OD étant oblique à AB, toute perpendiculaire 
abaissée d'un point quelconque de OD sur AB sera située 
dans l'angle aigu formé par OD avec AB : si la perpendiculaire 
à AB est élevée au point D, elle sera au contraire dans l'angle 
obtus formé par OD avec AB. 

2-Y. Si d'un point pris hors d'une droite partent une per
pendiculaire et plusieurs obliques à cette droite, la perpendi
culaire est la plus courte distance du point à la droite ; deux 
obliques également éloignées de la perpendiculaire sont égales; 
de deux obliques inégalement distantes de la perpendiculaire, 
la plus éloignée est la plus grande (fîg. 20). 

Soient le point O et la droite AB, considérons la perpendi
culaire OC et l 'oblique quelconque OD. La perpendiculaire 

tombera dans l'angle aigu formé par 
' ' " ' 70' OD avec AB (23), c'est-à-dire que si 

{\ l'on compare dans le triangle OCD les 
//' l \ côtés OC et OD, OC opposé au plus 

/ / j \ petit angle sera le plus petit côté (22). 
/ I '' | \ La plus courte distance du point O à la 

"Â~F t c i n droite AB est donc la perpendicu
laire OC. 

On dit que deux obliques telles que OD et OE sont également, 
éloignées de la perpendiculaire OC, lorsque leurs pieds D et E 
sont également éloignés du pied C de la perpendiculaire. 
Ces obliques sont nécessairement égales d'après l'égalité des 
triangles OCD, OCE. 

Soient enfin les deux obliques OD et OF inégalement éloi
gnées de la perpendiculaire, parce qu'on a CF > CD. On pourra 
prendre CE = CD, il en résultera OE = OD, et il restera à 
comparer OE et OF. Pour cela, j 'é lève au point E une perpen
diculaire à AB : elle sera située dans l'angle obtus OEA(23) et 
dès lors coupera OF au point G. Le triangle OGE donnera 
OE <; EG - j - GO, et à plus forte raison OE <^ FG -+- GO, puisque 
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EG est une perpendiculaire et F G une oblique à AB. On aura 
donc OE < OF, c'est-à-dire OD < OF. 

Les réciproques de ces propositions sont évidentes. En par
ticulier, lorsqu'une droite OC est la plus courte distance du 
point 0 à la droite AB, elie est perpendiculaire sur AB. 

25. Le lieu géométrique de tous les points d'un plan à égale 
distance des extrémités d'une droite, est la perpendiculaire 
élevée sur le milieu de cette droite [ftg. 21). 

On entend par Heu géométrique une série de poiiits jouis
sant d'une certaine propriété commune, à 

'"•' " ' ' l'exclusion de tous les autres points du 
*: D plan. 
c / \ Soit la droite X \ perpendiculaire sur le 

W milieu de AB. Je prends un point C quel -
- \ conque sur XY, et je le joins aux points 

A' 0 Ê A et B. Les obliques CÀ et CB seront 
\ égales, comme également éloignées de la 

perpendiculaire (2i). 
Je prends un point D quelconque hors de XY, et je le joins 

aux points A et B. DA coupera XY au point C, et d'après la 
remarque qui précède, on aura CA = CB. Le triangle DCB 
donne d'ailleurs I ) B < I ) C + CB, c'est-à-dire D B < D C 4 - C A 
ou D B < D A . 

Les points pris sur la perpendiculaire sont également dis
tants des extrémités A et B; les points pris hors de la perpen
diculaire sont inégalement distants des mêmes extrémités : la 
perpendiculaire XY constitue donc bien le lieu géométrique 
indiqué. 

Deux points suffisant pour déterminer une droi te , dès 
qu 'une droite XY aura deux de ses points à égale distance des 
extrémités d'une droite AB, elle sera perpendiculaire sur le 
milieu de AB. 

26. On entend par triangle rectangle un triangle dans lequel 
il y a un angle droit : le côté opposé à l'angle droit est Y hypo
ténuse du triangle. Les cas spéciaux d'égalité des triangles rec
tangles sont les suivants. 

i° Deux triangles rectangles sont égaux, lorsqu'ils ont l'iiy-
^ poténuse égale ci un angle 

aigu égal. 
c c\ Soient les deux triangles 
j \ ' \ rectangles ABC, A ' B ' C 
• \ ! "~ ijig. 22 •, dans lesquels on 

\ . L _ _""-. a BC = B'(7 et l'angle B 
égal a 1 angle B'. Je por-
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terai les deux triangles l'un sur l 'autre, de manière que 
B 'C coïncide avec BC ; en vertu de l'égalité des angles B' e tB, 
B'A' prendra la direction de BA, et le point A ' tombera au 
point A ; car les perpendiculaires abaissées des points C et C, 
oui n'en font plus qu'un seul, sur les droites B'A' et BA qui 
coïncident, devront se confondre (23). 

2° Deux triangles rectangles sont égaux, lorsqu'ils ont l'hy
poténuse égale et un côté de l'angle droit égal [fig. 22). 

Je suppose maintenant BC = B'C et CA = C'A'. Je porte les 
deux triangles l'un sur l 'autre, de manière que C'A' coïncide 
avec CA. L'angle A' étant égal à l'angle A, A'B'prendra alors ia 
direction de AB et le point B' tombera au point B ; car les 
obliques égales BC et B 'C doivent s'écarter également de la 
perpendiculaire CA. 

27. La bissectrice d'un angle est le lieu géométrique des 
points du plan à égale distance des côtés de l'angle. 

Soit l'angle BAC [ftg. a3) et soit AD sa bissectrice. Prenons 
un point 0 quelconque sur cette bissectrice, 

Ifi' 2 1 ' et abaissons de ce point les perpendiculaires 
OE et OF sur les côtés AB et AC. Les deux 
triangles rectangles AOE, AOF, seront égaux 
(26, i°), et l'on en déduira OE = OF : donc 
tous les points de la bissectrice sont égale
ment distants des côtés de l'angle. 

Supposons maintenant que le point 0 soit 
un point du plan, tel, que les perpendicu

laires OE et OF abaissées de ce point sur les côtés de l'angle 
soient égales. En joignant AO, on formera deux triangles rec
tangles AOE, AOF, qui seront égaux (26, 2"). On en déduira 
l'égalité des angles EAO, FAO, c'est-à-dire que AO se con
fondra avec la bissectrice de l'angle BAC : donc tous les points 
également distants des côtés de l'angle sont sur la bissectrice. 

La bissectrice de l'angle est donc bien le lieu géométrique 
indiqué. 

V. — Des parallèles. 

28. Lorsque deux droites situées dans un même plan ne se 
Fig. 24. rencontrent pas, si loin qu'on les prolonge, on 

E , dit qu'elles sont parallèles. 
Deux droites, DE, FG, perpendiculaires à 

S une même droite LM {fig. 24), sont parallèles; 
-v car d'un point pris hors d'une droite, on ne 
1 peut abaisser qu 'une seule perpendiculaire sur 
i cette droite. 

D: ;t' Si l'on veut, par le point L, mener une paral
lèle a la droite FG, on abaissera donc LM perpendiculaire 
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sur FG et, par le point L, on mènera DE perpendiculaire 
sur LM. 

\ous admettrons connue évident que, par un point pris hors 
d'une droite, on ne peut lui mener qu'une parallèle. Il en ré
sulte que , si une droite en rencontre une autre, elle renconm 
aussi toutes les parallèles à cette autre. 

29. Lorsque deux droites sont parallèles, toute perpendicu
laire à l'une est perpendiculaire à l'autre. 

Soient les parallèles DE, FG [fig. 24). Soit LM perpendi
culaire sur FG. Si l'on menait au point L une perpendiculaire 
à LM, cette perpendiculaire serait parallèle à FG : elle se con
fondra donc nécessairement avec la parallèle DE (28 ) . 

Il résulte de ce que nous venons de 
g ' dire, que deux droites parallèles à une 

' *- troisième sont parallèles entre elles. 
Soient [fig. 25) les deux droites ÀB et 

CD, parallèles à la même droite F F . Soit 
LM perpendiculaire à EF : les deux droites 

H AB et CD seront aussi perpendiculaires 
a LM, et dès lors parallèles. 

30. Lorsqu'une sécante rencontre deux droites quelconques, 
elle l'orme avec ces deux droites huit angles auxquels on a 
donné des noms particuliers. 

Soient les deux droites AB, CD, et la sécante EF [fig. 26) : 
quatre angles seront formés autour du point 

' c ~ù' G, quatre autour du point IL 
^ Les angles compris entre les droites AB et 

" " \ G / E CD sont des angles internes, les angles exté-
/ """ -^ j s rieurs à ces droites sont des angles externes. 

/ Les angles internes non adjacents situés 
(; / ' ? » de part et d'autre de la sécante sont des 

•F angles alternes-internes : par exemple , les 
angles AGII, DHG. 

Les angles externes non adjacents situés de part et d'autre 
de la sécante sont des angles alternes-externes : par exemple, 
les angles AGE, DHF. 

Deux angles situés d'un même côté de la sécante, l'un 
in terne, l 'autre externe, mais non adjacents, sont des angles 
internes-externes ou correspondants : par exemple, les angles 
BGH, DHF. 

Les angles tels que BGH, DHG, sont des angles internes d'un 
même côté ; les angles tels que BGE, DHF, sont des angles ex
ternes d'un même côté. 

Lorsque les deux droites AB et CD sont parallèles, les angles 
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formés par ces droites avec la sécante EF jouissent de propriétés 
importantes. 

31. Lorsque deux parallèles sont rencontrées par une sécante, 
les quatre angles aigus formés sont égaux entre eux, ainsi que 
les quatre angles obtus [fig. 27). 

Soient L et M les points d'intersection de la sécante IH 
avec les parallèles ED et GF. Par le point K, milieu de LM, je 

mène AB perpendiculaire sur ED et 
sur GF. Les deux triangles rectangles 

/ i KDL, KFM, sont égaux (26, i°) : il en 
résulte l'égalité des angles KLB, RMF. 
Par conséquent, les angles aigus en L 

iî étant égaux comme opposés par le som
met, ainsi que les angles aigus en M, 
les quatre angles aigus formés autour 
des points L et M sont égaux entre 
eux. Les quatre angles obtus formés 

autour des mêmes points sont aussi égaux entre eux, comme 
suppléments des angles aigus. 

Si nous remarquons maintenant que deux angles al ternes-
internes, alternes-externes ou correspondants, sont à la fois 
aigus ou obtus, tandis que deux angles internes d'un même 
côté ou externes d'un même côté sont l'un aigu et l 'autre ob tus ; 
nous pourrons dire q u e , lorsque deux parallèles sont rencon
trées par une sécante : 

t° Les angles alternes-internes, les angles alternes-externes, 
les angles correspondants, sont égaux ; 
- 2° Les angles internes d'un même côté, les angles externes 
d'un même côté, sont supplémentaires. 

32. La réciproque de cette proposition est vraie. 
Supposons, par exemple [fig. 27), que les angles al ternes-

internes ELM, LMF, soient égaux ; je dis que les droites ED et 
GF seront parallèles. En effet, si l'on menait par le point L une 
parallèle à GF, elle ferait avec LM un angle égal à l'angle LMF: 
la droite ED, remplissant déjà cette condition, n'est autre que 
la parallèle indiquée. 

Ou démontrerait d 'une manière identique les autres parties 
de la réciproque. 

33. Les propositions contraires des deux précédentes sont 
vraies. En particulier, lorsque deux droites font avec une sé
cante deux angles internes d'un même côté dont la somme est 
inférieure à deux angles droits, elles se rencontrent. Ainsi, 
une perpendiculaire et une oblique a une même droite se ren
contrent toujours lorsqu'on les suppose suffisamment prolon-

II, 2 
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gées. C'est là le postulatuni sur lequel Euclide base la théorie 
des parallèles. ; \ous avons remplacé la demande d'Euclide par 
celle-ci : Par un même point, on ne peut mener qu'une paral
lèle à une droite (28). 

3 i . Les portions de parallèles comprises entre deux droites 
parallèles sont égales [fig. 28). 

Soient les parallèles AC et BD coupées par les parallèles AB 
et CD. Joignons les points C e t B . Les deux triangles ACB et CBD 

seront égaux d'après le second cas 
F i g ' 2S ' d'égalité(18):onendéduiraAC—-BD, 

/ / on aura de même AB = CD. 
'f"^~ •" Si les droites AC et BD étaient 
/ ~~~---^_ I perpendiculaires aux droites AB et 

A/ 7 B CD, elles seraient toujours parallè-
1 l es ; mais elles mesureraient alors 

les distances de deux points quel
conques de la droite AB à sa parallèle CD : il en résulte que 
deux droites parallèles sont partout également distantes. 

35. Veux angles qui ont leurs côtés parallèles sont égaux 
ou supplémentaires [fig. 29). 

Soient d'abord les angles ABC, DEF, qui ont leurs côtés pa-
lallèlesetdirigés dansle même sens. Je pro longeDEjusqu 'enH. 

Si l'on considère les parallèles AB, DH, 
Fis- -9- e t i a sécante BC, les angles ABC et DHC 
k/ 1 sont égaux comme correspondants. Si 

/ / l'on considère les parallèles EF, HC, et 
/ la sécante DH, les angles DHC et DEF 

I -' 'E F 

V -r-'- sont égaux comme correspondants. Il en 
/ _/ résulte l'égalité des angles ABC et DEF. 

B H '' Soient maintenant les angles ABC et 
IEII qui ont leurs côtés parallèles, mais 

dirigés en sens contraires. Ces deux angles seront encore 
égaux, puisqu'en prolongeant les côtés de l'angle IEII, on 
obtiendra l'angle DEF égal à l'angle ABC. 

Soient enfin les angles ABC et DEI : les deux côtés AB et 
DE sont parallèles et dirigés dans le même sens, les deux 
côtés BC et El sont parallèles et dirigés en sens contraires. 
L'angle DEI étant le supplément de l'angle DEF, est aussi le 
supplément de l'angle ABC. 

En résumé, lorsque deux angles ont leurs côtés parallèles, 
ils sont égaux lorsque ces côtés sont dirigés dans le même 
sens ou en sens contraires; ils sont supplémentaires, lorsqu'en 
les comparant, on trouve deux côtés dirigés dans le même sens 
et deux côtés dirigés, en sens contraires. 
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3(3. Deux angles qui ont leurs côtés perpendiculaires chacun 
à chacun, sont égaux ou supplémentaires. 

Soient les deux angles ABC et DEF [fig. 3o) : AB est per
pendiculaire à DE, BC est perpendiculaire à E F . Par le 

point B, je mène BL perpendiculaire à 
AB : BL sera parallèle à DE; par le 
point B , je mène BH perpendiculaire 
à BC, c'est-à-dire parallèle à EF. Les 
deux angles LBH et DEF seront égaux 
comme ayant leurs côtés parallèles et 
dirigés dans le même sens. Mais les 
deux angles LBH et ABC sont égaux 

comme compléments du même angle HBA : les deux angles 
ABC et DEF sont donc égaux. 

Si l'on avait considéré l'angle DEG, il aurait été le supplé
ment de l'angle ABC. 

37. La somme des angles d'un triangle est toujours égale à 
deux angles droits [fig. 3i ). 

Soit le triangle ABC. Je prolonge le côté AB suivant AE, et 
je mène AD parallèle à BC. Considérons les trois angles formés 

Fi ,(I autour dupoint A et au-dessus de la droite 
BE : la somme de ces trois angles est égale 

^ ? c à deux angles droits (13). Le premier de 
/ / f ces angles est l'angle CAB du triangle ; le 

/ / / secondDACest égalàl 'angle Cdutr iangle, 
È T B car ces angles sont alternes-internes par-

rapport aux parallèles BC et AD et à 
la sécante AC; le troisième angle DAE est égal à l'angle 
B du triangle, car ces angles sont correspondants par rapport 
aux mêmes parallèles coupées par la sécante BE. La somme 
des angles du triangle est donc bien égale à deux angles droits. 

L'angle CAE {orme par le côté AC et le prolongement AF2 du 
côté AB s'appelle angle extérieur du triangle ABC. in angle-
extérieur est égal à la somme des deux angles intérieurs qui 
ne lui sont pas adjacents. 

Un triangle ne peut avoir qu'un seul angle droit ou obtus. 
Dans un triangle rectangle, les deux angles aigus sont complé
mentaires. 

Dans un triangle équilatéral, chaque angle vaut deux tiers 
d'angle droit. 

Dans un triangle isocèle, la valeur d'un angle étant donnée, 
on connaît les deux autres angles. 

Deux triangles sont èquiangles chacun à chacun, lorsqu'ils 
ont deux angles égaux chacun à chacun. 

Deux triangles sont égaux lorsqu'ils ont un côté égal et 

2 , 

YiS- 3o. 
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deux angles égaux chacun à chacun, que ces angles soient ou 
non adjacents au côté égal. 

VI. —Des polygones et, en particulier, des quadrilatères. 

38. Toute ligne brisée qui se ferme d'elle-même est un 
polygone. Les différents côtés de la ligne brisée sont les côtés 
du polygone ; les angles formés par ces côtés et les sommets 
de ces angles sont les angles et les sommets du polygone. Eu 
joignant deux sommets non consécutifs, on a une diagonale 
du polygone. L'ensemble des côtés du polygone constitue son 
contour ou son périmètre. 

Un polygone de trois côtés est un triangle. Celui de quatre 
côtés s'appelle quadrilatère. Celui de cinq côtés s'appelle pen
tagone, celui de six s'appelle hexagone, celui de sept hepta
gone, celui de huit octogone, celui de neuf ennéagone, celui 
de dix décagone, celui de douze dodécagone, celui de quinze 
pentédécagone. 

Un polygone est convexe, lorsqu' i l ' tombe tout entier d'un 
môme côté par rapport à chacun de ses côtés indéfiniment 
prolongés. Il est concave dans le cas contraire. Une droite quel
conque ne peut couper le périmètre d'un polygone convexe 
qu 'en deux points. 

39. La somme des angles d'un polygone convexe est tou
jours égale à autant de fois deux angles droits qu'il a de 
côtés moins deux [fig. 32) . 

Soit le polygone ABCDEF. En menant toutes les diagonales 
qui partent du sommet C, je le partage en triangles. Chacun de 

Fig. 32. ces triangles emploie un côté du polygone, 
!( sauf les deux triangles extrêmes qui en em-

/ ' „_,---"."' ploient deux. Si n est le nombre des côtés 
A \ " / ! \ du polygone, le nombre des triangles sera 

\ / / / D donc représenté par « — a . La somme des 
;-— •£ angles de tous les triangles est précisé

ment la somme des angles du polygone, et 
la somme des angles de chaque triangle est égale à deux angles 
droits. La somme des angles du polygone sera donc, en prenant 
l'angle droit pour unité, 

a [n — a) ou zn— {. 

5i l'on fait dans cette formule « = 4> on trouve 4 pour la 
somme cherchée. La somme des angles d'un quadrilatère est 
donc égale à quatre angles droits. 

La somme des angles qu'on forme à l'extérieur d'un poly
gone, en prolongeant successivement ses côtés dans le même 
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sens, est toujours égale à quatre angles droits. Car la somme 
des angles tant intérieurs qu 'extér ieurs , est égale à a?t angles 
droits, en désignant par n le nombre des sommets ou des côtés 
du polygone convexe considéré. 

lien résulte qu'un polygone connexe ne peut pas avoir plus 
de trois angles intérieurs qui soient aigus ; sans quoi, il aurait 
plus de trois angles extérieurs obtus. 

40. Deux polygones de même espèce sont égaux, lorsque 
toutes leurs parties sont égales et disposées dans le même ordre, 
à l'exception de deux côtés consécutifs et de l'angle qu'ils for
ment [Jig. 33). 

Soient les deux hexagones ABCDEF, A ' B ' C ' D ' E ' F . Je sup
pose égaux les angles A et A', B et B', C et (7, D et D', E 

et E', ainsi que les cotés AB 
e t A ' B ' , B C e t B ' C , CD et C l ) ' , 
DE et D'E ' . Je porte les deux 
polygones l'un sur l 'autre, de 
manière que les angles A et A' 
co ïnc iden t : A ' F ' prendra la 
direction de AF, A'B' et AB 

se confondront. L'angle B étant égal à l'angle B', le côté B'C 
prendra alors la direction du côté BC, et comme il lui est 
égal, les sommets C et C se confondront. Il en sera de 
même des sommets D et D', E et E' . L'angle E' étant égal à 
l'angle E, le côté E' F ' prendra la direction du côté EF, et le 
sommet F ' devant se trouver à la fois sur les côtés EF et AF 
tombera à leur intersection F. Les deux polygones ayant 
mêmes sommets se recouvriront exactement et seront égaux. 

On voit que si les polygones considérés ont n côtés, il faut 
qu'ils aient pour être égaux n — i angles égaux et n — i côtés 
égaux. Les conditions nécessaires pour l'égalité des deux po
lygones considérés sont donc au nombre de ara — 3. 

41. Parmi les quadrilatères, on distingue : 
^parallélogramme, dont les côtés opposés sont parallèles; 

le rectangle, dont les angles sont droits; le losange, dont les 
côtés sont égaux; le carré, dont les côtés et les angles sont 
égaux; le trapèze, dont deux côtés seulement sont parallèles. 

42. Dans tout parallélogramme, les côtés et les angles op
posés sont égaux. 

Les angles opposés sont égaux comme ayant leurs côtés 
parallèles et dirigés en sens contraires (35). Les côtés opposés 
sont égaux comme portions de parallèles comprises entre pa
rallèles (34). 

Fis. 33. 
F. D E^ 

?c: 

/ 
B 

\ 
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La réciproque est vraie {Jig. 34) . Supposons d'abord les 
angles opposés égaux. De A = C et B = D , on conclura 
A + B = C-f-D. Les deux angles A et B valent donc en

semble la moitié de la somme des an
gles du quadrilatère ou deux droits: 
ils sont donc supplémentaires. Par 
suite , comme ils sont internes d'un 
même côté par rapport auxdroites AD, 
BC, et à la sécante AB, les droites AD 

et BC sont parallèles (32). On prouverait de même que les 
droites AB et DC sont parallèles. La figure ABCD est donc bien 
un parallélogramme. 

Supposons maintenant qu'on ait AB = DC et AD = BC. Les 
deux triangles ADB, DBC, sont égaux comme avant leurs trois 
côtés égaux cliacun à chacun. Les angles ADB et DBC sont 
égaux et, comme ils sont alternes-internes par rapport aux 
droites AD, BC, et à la sécante DB, les droites AD et BC soni 
parallèles. L'égalité des angles ABD, BDC, entraîne de même 
le parallélisme des droites AB et DC. Le quadrilatère considéré 
est encore un parallélogramme. 

Tout quadrilatère dans lequel deux côlés opposés sont à la 
fois égaux et parallèles, est un parallélogramme. 

Si l'on a AD égal et parallèle à BC, les deux triangles ADB, 
DBC, sont égaux d'après le premier cas d'égalité; car DB est 
commun et les angles ADB, DBC, sont égaux comme alternes-
internes par rapport aux parallèles AD et BC et à la sé
cante DB. Il en résulte AB = DC. 

13. Les diagonales d'un parallélogramme sont inégales et 
se divisent mutuellement en parties égales [fig- 35'!. 

Les triangles AOB, DOC, sont égaux d'après le second cas 
d'égalité ; car les côtés AB et DC sont égaux (42), et les angles 

ABO et ODC, BAO etOCD le sont aussi 
"' ' comme alternes-internes par rapport 

aux parallèles AB et CD coupées par 
les sécantes BD et AC. On en conclut 
AO = OC et OB = OD. 

Les diagonales AC et BD sont 
d'ailleurs inégales; car les deux 

triangles ADC el BCD ont le côté DC commun, le côté AD est 
égal au côté BC; mais l'angle ADC est plus petit que l'an
gle BCD, puisque ces angles étant supplémentaires, si l'un est 
aigu, l 'autre est obtus. Donc la diagonale AC est plus petite 
(pie la diagonale BD (19). 

Lorsque les diagonales d'un quadrilatère se coupent mutuel
lement en paities égales, ce quadrilatère est un parallélo-
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gramme. Cette réciproque est immédiatement démontrée par 
l'égalité des triangles AOB, DOC. 

44. Lorsque dans un parallélogramme l'un des angles est 

l'ig. 3«. droit, tous les autres le sont, et le quadrila
tère est un rectangle [fig. 36). 

Si l'angle A est droi t , l'angle opposé C 
l'est aussi (42); les angles B et D sont droits 
cû*mme suppléments d'angles droits. » 

Dans un rectangle les diagonales sont éga
les; car les triangles rectangles ABC, BAD, sont égaux. 

45. In losange est un parallélogramme {Jig. "i-j) ; car le 

Fig. 3-. quatre côtés étant égaux, il en est de même des 
angles opposés (42). 

Dans un losange, les diagonales sont perpen
diculaires entre elles. La diagonale AC est per
pendiculaire sur le milieu de DB, puisque les 
points A et C sont également distants des points 
D et B. La diagonale DB est perpendiculaire sur 
le milieu de AC, puisque les points D et B sont 
également distants des points A et C (25). 

46. Le carré réunit les propriétés du rectangle et du lo-
Fig. 38. sange [fig. 38) : ses diagonales sont égales 

et perpendiculaires entre elles. 

47. Parmi les trapèzes, on considère les tra
pèzes rectangles dans lesquels un côté est per
pendiculaire aux deux côtés parallèles; et les 

trapèzes isocèles ou symétriques dans lesquels les deux côtés 
non parallèles sont égaux [fig. 3g). 

Dans un trapèze isocèle, les angles 
formés par les côtés parallèles avec les 
deux autres côtés sont égaux. Menons 
DE parallèle à CB : la figure DCBE 
sera un parallélogramme, et l'on aura 

DE = CB. Puisqu'on a DA = CB par hypothèse, le triangle ADE 
sera isocèle : l'angle A sera donc égal à l'angle DEA et, pur 
suite, à l'angle B (35). Les angles D et C sont alors égaux 
comme suppléments d'angles égaux. 

48. Deux parallélogrammes sont égaux, lorsqu'ils ont un 
angle égal compris entre deux côtés égaux chacun à chacun; 
deux rectangles sont égaux, lorsqu'ils ont deux côtés adjacents 
égaux chacun à chacun ; deux losanges sont égaux, lorsqu'ils 
ont un côté égal et un angle égal; deux carrés sont égaux, 
lorsqu'ils ont un côté égal (40;. 
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CHAPITRE II. 
I.A CIRCONFÉRENCE DE CERCLE. 

I. — Des arcs et des cordes. 
• 

49. La circonférence de cercle est le lieu géométrique de 
tous les points d'un plan à égale distance d'un point intérieur 
nommé centre. C'est la seule ligne courbe qu'on considère 
dans les éléments. 

La portion de surface plane limitée par la circonférence 
s'appelle cercle. 

Toute ligne menée du centre à la circonférence est un 
rayon : tous les rayons sont égaux. On désigne une circonfé
rence par son rayon. 

On appelle arc une portion quelconque de la circonférence : 
la corde d'un arc est la droite qui joint les extrémités de cet 
arc. A chaque corde correspondent deux arcs dont la somme 
constitue la circonférence : on ne s'occupe ordinairement que 
du plus petit de ces deux arcs. 

Toute corde passant par le centre est un diamètre : tous les 
diamètres sont égaux puisqu'ils équivalent à deux fois le rayon. 

La circonférence est une courbe convexe, c'est-à-dire qu'elle 
ne peut être coupée par une droite en plus de deux points. 
S'il en était autrement, on pourrait mener du centre à une 
même droite trois droites égales ; ce qui est inadmissible. En 
effet, d'un point à une droite on ne peut mener plus de deux 
obliques égales (24). 

30. La plus grande corde qu'on puisse mener dans une cir
conférence est lui diamètre; tout diamètre divise le cer

cle et sa circonférence en deux parties 
égales [fig.fo)-

Soit la corde AB; je mène par le point A 
le diamètre AC, et je joins le centre 0 au 
point B. Le triangle AOB donne 

AB < AO + OB ou AB < AC. 

Si l'on plie maintenant la figure le long du 
diamètre AC pour rabattre la partie supérieure du cercle sur sa 
partie inférieure, je dis que les deux portions de circonférence 
déterminées par le diamèLeAC se recouvriront complète
ment. S'il n'en était pas ainsi, si le point B, par exemple, tom
bait en B;, les rayons OD et OB, seraient inégaux, de sorte qu'il 
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y aurait des points de la circonférence inégalement éloigné's 
du centre. 

51. Vans le même cercle ou dans des cercles de rayons 
égaux, à des arcs égaux correspondent des cordes égales ; 
réciproquement, à des cordes égales correspondent des arcs 
égaux, pourvu que les arcs considérés soient tous les deux plus 
petits ou plus grands qu'a fie demi-circonférence [fi g. 4 ' ) -

Soient les deux cercles de rayons égaux OA et IC : ces deux 
cercles coïncideront nécessairement si l'on fait coïncider leurs 

centres. On peut les faire coïn
cider de manière que le point C 
tombe au point A. Si l'on s u p 
pose alors que l'arc CD soit égal 
à l'arc AB, le point D tombera au 
point B. Les deux cordes CD 
et AB coïncideront donc et se
ront égales. 

Réciproquement, si les cordes CD et AB sont égales, les 
deux triangles CID et AOB seront égaux comme ayant leurs 
trois côtés égaux chacun à chacun. L'angle CID sera donc égal 
à l'angle AOB. Si l'on porte les deux cercles l 'un sur l'autre de 
manière que les rayons IC et OA coïncident, le rayon ID 
prendra la direction du rayon OB, et le point D tombera au 
point B. Les deux arcs CD et AB coïncideront donc et seront 
égaux. 

52. Vans le même cercle ou dans des cercles égaux, à un 
plus grand are correspond une plus grande corde, et récipro
quement. Il est bien entendu qu'on considère toujours des 
arcs plus petits qu 'une demi-circonférence. 

Soient le cercle IC égal au cercle OA et l'arc AH plus grand 
que l'arc CD [fig. 4 i ) : je dis que la corde AH sera plus grande 
que la corde CD. 

Je prends l'arc AB égal à l'arc CD : la corde AB sera égale à 
la corde CD (51 ), et la question sera ramenée à comparer les 
deux cordes AH et AB. Je joins OB; le rayon OB se trouvera 
nécessairement dans l'angle AOH, puisque le point B doit se 
trouver entre les points A et H. L'angle AOB sera donc plus 
petit que l'angle AOH. Si l'on compare alors les deux triangles 
AOB et AOH qui ont un angle inégal compris entre deux côtés 
égaux, on en conclura immédiatement A H > A B (19). 

La réciproque est évidente. 
On voit qu'il existe entre deux cordes la même relation 

qu'entre les arcs qu'elles sous-tendent, pourvu que ces arcs 
soient plus petits qu 'une demi-circonférence. Si l'on considé
rait des arcs plus grands qu 'une demi-circonférence, la corde 
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serait d'autant plus petite au contraire que l'arc serait plus grand. 
Il est évident d'ailleurs que le rapport 

de deux arcs n'est pas égal à celui de leurs 
cordes. 

Si l'arc AB est double de l'arc AC, la corde 
AB est plus petite que AC-i-CB, c'est-à-dire 
plus petite que le double de la corde AC 

[fis- 4a). 
II. -Perpendiculaires et parallèles dans le cercle. 

53. Le diamètre perpendiculaire à une corde divise en deux 
parties égales cette corde et les arcs qu'elle sous-tend [fig. 43). 

Soient la corde CD et le diamètre AB qui lui est perpendi
culaire : plions la figure le long du dia
mètre AB. Le point 1) tombera sur HC, puis
que les angles en II étant droits, IID prend 
la direction de HC; le point D tombera aussi 
sur la demi-circonférence ACB : il tombera 
donc au point C. III) étant égal à HC, le 
point H est le milieu de la corde CD. L'arc 
BD coïncidant avec l'arc BC, et l'arc AD 

coïncidant avec l'arc AC, les points B et A seront les milieux 
des arcs sous-tendus par la corde CD. 

Le diamètre AB remplit cinq conditions : il passe par le 
centre, il est perpendiculaire sur la corde CD, il passe par son 
milieu et par les milieux des arcs qu'elle détermine. Deux 
conditions suffisant pour déterminer une droite, dès qu 'une 
droite remplira deux des cinq conditions énoncées, .elle rem
plira forcément les trois autres. En particulier, si l'on joint le 
centre au milieu de la corde, on a un diamètre perpendiculaire 
sur cette corde et dont les extrémités sont les milieux des arcs 
sous-tendus par la corde. 

Le lieu géométrique des points milieux d'un système de 
cordes parallèles est évidemment le diamètre mené perpendi
culairement à leur direction. 

54. Deux cordes égales sont également éloignées du centre 
et, de deux cordes inégales, la plus petite 
est la plus éloignée du centre (Jîg. 44)-

Soient les deux cordes égales AB et CD. 
J'abaisse du centre sur ces cordes les per
pendiculaires OE et OF. Les points E et F 
seront les milieux des deux cordes (53). Dès 
lors les deux triangles rectangles EOB, FOC, 
seront égaux (20, 2") et l'on aura OE = OF. 

Prêtions maintenant un arc A(î plus petit 
que l'arc Ali : la corde A(i sera plus petite que la corde AB (52). 

Fiiï. 
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La perpendiculaire OH abaissée du centre sur la corde AG, 
coupera nécessairement la corde AB au point I, car les points 
0 et II sont de côtés différents par rapport à AB. On aura donc 
OI<^OH. 01 étant une oblique à AB, on aura à plus forte rai
son O E < O I I . 

La réciproque de cette proposition est évidente, c'est-à-dire 
que les distances des cordes au centre ont entre elles la même 
relation inverse que les cordes elles-mêmes, sauf dans le cas 
d'égalité. 

55. Trois points non en ligne droite déterminent une cir
conférence (fig. 45) . 

Soient les trois points A, B, C, non situés en ligne droite. Je 
mène les droites AB et BC. J'élève DF perpendiculaire sur le 

milieu de AB, EG perpendiculaire sur le 
milieu de BC. Ces deux perpendiculaires se 
rencontreront en un point 0 ; en effet, si 
l'on joint DE, la somme des angles internes 
d'un même côté ODE et OED sera infé
rieure à deux angles droits (33). Le point 0 

étant à la fois également distant des points A et B et des points 
B et C, sera à égale distance des trois points A, B, C. Par suite, 
si du point 0 comme centre, avec OA pour rayon, on décrit une 
circonférence, elle passera par les trois points donnés. Et comme 
il n'y a qu'un point 0 à égale distance des points A, B, C, il n'y 
a aussi qu'une circonférence passant par ces points. 

D'après ce théorème, trois points non en ligne droite suffi
sant pour déterminer une circonférence, dès que deux circon
férences auront trois points communs (49), elles coïncideront. 

5G. Lorsqu'une droite AB rencontre une circonférence en 
deux points A et B (fig. 46), on dit qu'elle est sécante à cette 

circonférence. Si la sécante AB tourne autour 
du point A pour venir prendre une position 
telle que AB', le second point d'intersection 
se rapprochera du premier. Il arrivera un 
moment où la sécante venant en AC, les 
deux points d'intersection B et A se réuni
ront en un seul. On dit alors que la droite AC 
est tangente à la circonférence au point A. 
qu'on appelle point de contact. La circon

férence étant une courbe convexe, la tangente AC ne peut 
avoir qu'un point commun avec elle, elle la touche en ce point. 
On peut donc définir la tangente à la circonférence, une droite 
qui n'a qu'un point commun avec elle; mais cette définition, 
applicable seulement aux courbes convexes, est moins générale 
que la précédente. 

46. 
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Toute perpendiculaire à l'extrémité d'un rayon est tangente 
à la circonférence ; réciproquement, toute tangente à la cir
conférence est perpendiculaire à l'extrémité du rayon mené 
au point de contact [fig. 4/ )• 

Soit CD perpendiculaire à l'extrémité du 
rayon OA. Toute droite telle que OB sera 
oblique par rapport à CD. On aura donc 
O B > O A , c'est-à-dire que le point B sera 
extérieur à la circonférence. Le point B 
étant quelconque, la droite CD n'aura que le 
point A commun avec la circonférence : 
elle lui sera donc tangente en ce point. 

Supposons, réciproquement, que la droite CD soit tangente 
à la circonférence au point A. Le point B sera extérieur à la 
circonférence, et l'on aura OB > 0 A . Dès lors OA représentera 
la plus courte distance du centre à la droite CD, et sera perpen
diculaire sur cette droite. 

11 résulte de ce théorème que, par un point pris sur une cir
conférence, on peut toujours lui mener une tangente,mais une 
seule . 

On voit aussi qu 'une tangente est parallèle au système de 
cordes que le diamètre mené au point de contact divise en deux 
parties égales (53). 

57. Deux parallèles intercepte» t sur une même circonférence 

J : A _. 

>/• 

des arcs égaux [fig- 4^ )• 
Soient les deux parallèles DE, BC, et 

soit la tangente FG qui leur est parallèle. 
Le rayon OA mené au point de contact 
sera perpendiculaire aux cordes DE, BC : 

\ / le point A sera donc le milieu des arcs 
^-—-^ DE et BC, et l'on aura arc AD = arc AE, 

arc AB = arc AC. II en résulte évidemment arc BD — arc CE. 
Si l'on considérait la tangente parallèle à la tangente FG, 

cette tangente correspondrait à l'autre extrémité du diamètre 
qui passe par le point A : les arcs compris entre ces deux tan
gentes seraient donc des demi-circonférences. 

58. Pour trouver la plus courte ou la plus grande distance 
d'un point à la circonférence, il faut le joindre au cen-

"tre'yfig.fo). 
Soit le point A extérieur à la circon

férence dont le centre est 0 . Je joins 
le point A au cent re ; en prolongeant 
AO, j 'obtiens deux points d'intersec
tion B et C. Menons une droite quel
conque AD. Le triangle OAI) don-
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nera OA <[01)-+-Al). Retranchant de pari et d'autre le rayon 
OB et le rayon OD,i l restera A B < ; A D . On aura de même 
A O + O D > A I ) , ce qui revient à A C > A I ) . 

Si le point A est intérieur à la circonférence, le triangle OAD 
donne OD —OA < ; Al ) , et si l'on remplace OD par son égal 
OB, il vient encore AB < AD. On aura de même AD < [ 0A-+- OD 
ou A D < AC. 

La plus courte distance cherchée est donc AB, la plus grande 
est AC. 

On appelle normale à une courbe la perpendiculaire élevée, 
au point de contact, à la tangente à cette courbe. Dans le cercle, 
toutes les normales concourent au centre. La plus courte et la 
plus grande distance que nous venons de déterminer, se con
fondent avec les deux normales qu'on peut mener à la circonfé
rence par le point donné. 

III. — Positions mutuelles de deux circonférences. 

59. Deux circonférences qui ne coïncident pas ne peuvent 
avoir plus de deux points communs (55) : on dit alors qu'elles 
sont sécantes. 

Lorsque deux circonférences se coupent, la ligne qui joint 
leurs centres est perpendiculaire sur le milieu de la corde 
commune. 

En effet, la perpendiculaire élevée sur le milieu de la corde 
commune passe par les centres des deux circonférences (53) ; 
elle se confond donc avec la ligne des centres. 

Deux circonférences sont tangentes, lorsqu'elles ont en un 
point commun une tangente commune. Ce point commun est 
nécessairement situé sur la ligne des centres , car les rayons 
des deux circonférences qui sont perpendiculaires à la tan
gente commune ne forment qu 'une seule et même droite. Il 
est évident que deux.circonférences tangentes n 'ont qu'un 
point commun. 

GO. Deux circonférences ne peuvent occuper que cinq posi
tions différentes, l 'une par rapport à l 'autre. Elles peuvent 
être : extérieures l 'une à l 'autre, tangentes extérieurement, 

sécantes, tangentes intérieurement, 
intérieures 1 une a 1 autre . 

/•" ~"\ i° Lorsque deux circonférences 
•/ \ / \ , sont extérieures l'une à l'autre, la 
I • r^!— t*, j distance des centres est plus grande 
\ J V -y que la somme des rayons [fig. 5o). 

- — s On a, en effet, 

0 0 ' = 0 \ + AV + 0 'A ' . 
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•?." Lorsque deux circonférences sont tangentes extérieure
ment, la distance des centres est égale à la somme dei rayons 

(Jig. 5i). En effet, le point de contact 
des deux circonférences étant sur la 
ligne descentres, on aOO'=OA-+-0 'A. 

3" Lorsque deux circonférences sont 
sécantes, la distance des centres est 
plus petite que la somme des rayons 
et plus grande que leur différence 
ifig. 5i). En effet, le triangle OBO' 
donne ÔO' < OB + O'B. II donne 
aussi 0 0 ' + 0 ' B > O B e t , par su i te , 
0 0 ' > O B — O ' B . 

4° Lorsque'deux circonférences sont 
tangentes intérieurement, la distance 
des centres est égale à la différence 
des rayons [fig- 53). En effet, le point 
de contact des deux circonférences 
étant sur la ligne des centres, on a 
0 0 ' = 0 A — O ' A . 
5" Lorsque deux circonférences sont 

intérieures l'une à l'autre, la distance des 
centres est plus petite que. la différence 
des rayons [fig. 54). En effet, l'on a 

0 0 ' = O A —O'A' —AA' . 

Les réciproques de ces cinq propositions 
sont évidentes. Je d i s , par exemple, que si 
la distance des centres est égale à la somme 
des rayons, les deux circonférences sont tan
gentes extérieurement. En effet, si elles occu
paient une des quatre autres positions possi
bles, la distance des centres serait plus grande 

ou plus petite que la somme des rayons. 

3 If. 

IV. — Mesure des angles. 

61 . Comme nous l'avons déjà dit en arithmétique, le rapport 
de deux grandeurs est le nombre qui mesure la première, lors
qu'on prend la seconde pour uni té . 

Lorsque deux grandeurs sont commensurâbles, leur rap
port est commensurable avec l'unité, c'est-à-dire qu'il est 
exprimé par un nombre entier ou fractionnaire. Soient deux 
grandeurs, A et B, désignons leur commune mesure par m, 
et supposons qu'on ait A = 17 m, B = c)m. Le rapport de A 
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à B sera 
1 7 m 17 
—-— ou —-

9 " ' 9 

Lorsque deux grandeurs sont incommensurables, leur rapport 
est incommensurable avec l'unité, c'est-à-dire qu'il ne peut être 
exprimé ni par un nombre entier ni par un nombre fraction
naire. Mais on peut l 'obtenir avec telle approximation qu'on 
veut (9). 

11 est nécessaire de définir ce qu'on doit entendre par deux 
rapports incommensurables égaux. Deux rapports incommen
surables sont égaux lorsqu'ils ont la même expression numé
rique pour le même degré d'approximation, et cela quel que soit 
le degré d'approximation choisi. 

62. Dans le même cercle ou dans des cercles égaux, les 
angles au centre égaux correspondent à des arcs égaux, et ré
ciproquement (fîg. 55). 

On appelle angle au centre un angle dont le sommet se 
confond avec le centre de la circonférence considérée. Suppo

sons que l'angle AOB soit égal à 
l'angle A 'O 'B ' , le rayon AO é-
tant égal au rayon A'O' . Les 
deux triangles AOB, A'O'B' , se
ront égaux d'après le premier 
cas d'égalité. La corde AB étant 

alors égale à la corde A'B' , l'arc AB sera égal à l'arc A'B' . 
Réciproquement, si l'on suppose l'arc AB égal à l'arc A 'B ' , 

la corde AB sera égale à la corde A'B ' , les deux triangles AOB, 
A'O'B', seront égaux d'après le troisième cas d'égalité, et l'on 
en conclura l'égalité des angles AOB, A'O'B' . 

63. Le rapport de deux angles quelconques est égal à celui 
des arcs compris entre leurs côtés, et décrits de leurs sommets 

comme centres avec un même 
rayon [fi g. 56). 

Soient les angles AOC et 
A ' O ' C Décrivons de leurs 
sommets comme centres avec 
un même ravon les arcs AC 
A ' C . Supposons d'abord que 

ces arcs aient une commune mesure contenue 5 fois, par 
exemple , dans l'arc AC et 3 fois dans l'arc A 'C. Nous 
aurons alors [ 6! } 
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Joignons aux centres 0 et G' tous les points de division des arcs 
AC, A'C. Nous décomposerons l'angle AOC en 5 angles par
tiels tels que AOB, et l'angle A'O'C'en 3 angles partiels tels que 
A'O'B'. Tous ces angles partiels, correspondant à des arcs 
égaux, seront égaux entre eux (62), et l'un d'eux pourra servir 
de commune mesure aux angles AOC, A'O'C. On aura donc 

AOC _ 5 
A'O'C ~ 3' 

Par conséquent, le rapport des deux angles est bien égal à 
celui des deux arcs interceptés. 

Supposons maintenant que les deux arcs AC et A'C n'aient 
pas de commune mesure. Divisons l'arc A'C en un certain 
nombre m de parties égales, désignons par « l'une de ces 
parties. Nous aurons A'C = ma. Portons a sur AC autant de 
fois que possible; supposons que AC contienne p fois a, plus 
un reste r, inférieur à a et nécessairement incommensurable 
avec a. Nous aurons AC — pa-h r. 11 en résultera 

r AC __ pa-\-r p 
A' C ma m ma 

La fraction - étant inférieure à i, la fraction- est infe
ct ma 

, i n . P • , AC 
neure a — Par suite, — représente le rapport , ,„,•, avec 

m m A C 

une approximation marquée par —• 

Si l'on joint aux centres 0 et 0 ' tous les points de division 
des arcs AC, A 'C, on décomposera l'angle A'O'C en m angles 
partiels égaux entre eux, nous désignerons l'un de ces angles 
par A, et l'angle AOC en p angles partiels égaux à A, plus un 
angle R inférieur à A. On pourra donc écrire 

A'O'C = /7? A et AOC=,pA + R. 

Il en résultera 
AOC _ p A -+- R 

A'O'C ~~ m A ' 
c'est-à-dire 

AOC _ p R 
A'O'C m m\ 

La fraction — étant inférieure à i, la fraction —- est inférieure1 

A m A 
- i T, • P • , A ^ C 
a —• Par suite, — représente le rapport . , , . , ,„ avec une ap--

m m A O L . 
i 

proximation marquée par— • ' m 
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Pris avec le même degré d'approximation, les deux rap-
AC AOC , , , • 

ports —77̂ 7 et 777*777 sont donc égaux, et cela quel que soit 
le degré d'approximation, puisque la valeur de m est complè
tement arbitraire. Le théorème subsiste donc encore , lors 
même que le rapport des arcs est incommensurable. 

Le mode de raisonnement dont nous venons de faire usage 
est complètement général ; dans tous les cas analogues à celui 
que nous venons de traiter, nous ne le répéterons donc pas, 
et nous renverrons à ce qui précède. 

6 i . Si l'on fait correspondre l'unité d'arc à l'unité d'angle, 
la mesure de l'angle sera exprimée par le même nombre 
abstrait que la mesure de l'arc qu'il intercepte. 

Fig. 5;. Il est naturel de choisir l'angle droit 
pour unité d'angle. Menons par le centre 
d'une circonférence deux diamètres A A', BB', 
perpendiculaires entre eux [fig. 5^). On 
formera ainsi quatre angles au centre égaux 
entre eux, il en sera donc de même des arcs 
correspondants. A l'angle droit correspond 
par suite un quart de circonférence, et nous 

devrons prendre ce quart de circonférence pour unité d'arc. 
Si l'on veut comparer l'angle quelconque AOC à l'angle 

droit AOB, on aura (G3) 

AOC AC AOC AC 
ou AOB AB idl ii" 

Le premier membre de l'égalité exprime la mesure de l'angle 
AOC, le second membre exprime la mesure de l'arc AC. Le 
même nombre abstrait représente donc bien les deux mesures . 

Si l'on dit souvent qu '«« angle a pour mesure son arc, c'est 
seulement pour abréger le discours. On doit dire : la mesure 
de l'angle est égale à celle de l'arc qu'il intercepte. 

Pour faciliter l 'expression des arcs, on a divisé la circonfé
rence en 36o parties égales appelées degrés; chaque degré, 
en 6o parties égales appelées minutes; chaque minute , en 
6o parties égales appelées secondes. Le quart de la circonfé
rence renferme 90 degrés ou 54oo minutes ou 324000 se 
condes. On indiquera un arc de 32 degrés 25 minutes 
27 secondes, en écrivant 3a0 25' 17". 

Un angle de 32° 25' 17" sera alors un angle qui inter
cepterait un arc de 32° a5 ' 17" sur une circonférence 
décrite de son sommet comme centre avec un rayon quel
conque. Pour comparer cet angle à l'angle droit, il faut com
parer 3a° 25' 17" à 90°. Pour effectuer cette comparaison, on 

II. * 3 
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devra exprimer en secondes le nombre complexe 32° a5' 17" 
et remplacer 900 par 324000". On trouvera ainsi pour le rap-

, , 116-717 
port cnercbe rr—r—• 

65. On appelle angle irisait un angle formé par deux 
cordes qui se coupent en un même point de la circonférence. 

La mesure d'un angle inscrit est égale à la mesure de la 
moitié de l'arc compris entre ses côtés. 

Nous distinguerons trois cas [fig. 58). Le centre de la circon
férence pourra tomber sur l'un des côtés de l'angle. Soit, par 

exemple, l'angle ABC. Joignons OA. Le trian
gle AOB sera isocèle, et l'angle A sera égal à 
l'angle B. L'angle AOC extérieur au triangle 
AOB, étant égal à la somme des deux angles 
intérieurs qui ne lui sont pas adjacents (37), 
sera égal au double de l'angle ABC. Comme 
angle au centre, l'angle AOC a la même m e 
sure que son arc AC : l'angle ABC, qui en est 

la moitié, aura donc pour mesure celle de la moitié de l'arc 
AC (63). 

Supposons que le centre de la circonférence tombe entre 
1rs deux côtés de l'angle, et considérons l'angle ABD. On 
mènera par le sommet B le diamètre BC. L'angle ABD étant la 
somme des angles ABC, CBD, sa mesure sera égale à la somme 
de leurs mesures . Elle sera donc encore la même que celle de 
la moitié de l'arc AD. 

Enfin, si le centre est extérieur à l'angle considéré ABE, 
on mènera encore le diamètre BC. L'angle ABE étant la dif
férence des angles EBC, ABC, sa mesure sera égale à la diffé
rence de leurs mesures , c'est-à-dire à celle de la moitié de 
l'arc A"E. 

La mesure de l'angle formé par une tangente et une corde 
aboutissant au point de contact, est égale à la mesure de la moi

tié de l'arc sous-tendu par la corde! fig. 5cr. 
' * Soit l'angle BAC. Par le point C, menons 

- — ^ - - / - ^ — - (]E parallèle à la tangente BD : les arcs AC et 
/ / \ AE seront égaux (37). Les angles BAC, ACE, 

/ / | sont d'ailleurs égaux comme alternes-inter-
'\/ / nés (31). La mesure de l'angle BAC sera 

V_ y E donc égale à la mesure de l'angle ACE, 
c'est-à-dire qu'elle sera égaie à celle de la 

moitié de l'arc AE ou de son égal AC. 
La moitié de l'arc AC correspondant à la mesure de l'angle 

BAC, la moitié de l'arc AEC correspondra à celle de l'angle 
sunrsîémentairo C \ D ; car la somme des mesures de deux 
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angles supplémentaires doit êire égale à la mesure de deux 
angles droits ou à une demi-circonférence. 

On appelle segment la portion de surface circulaire com
prise entre un arc et sa corde : à chaque corde correspondent 
deux segments. Tous les angles inscrits dans un même seg-
ment, c'est-a-dire avant leurs sommets sur l'arc du segment et 
leurs côtés terminés à sa corde, sont égaux. En effet, tous les 
angles tels que ACB, ADB, AEB, correspondent au même arc 
AB i./ig- 60). Lorsque le segment considéré est un demi-cercle, 

les angles inscrits sont droits, puisque leur 
mesure correspond au quart de la circonfé
rence. Suivant que le segment considéré 
est plus petit ou plus grand qu 'un demi-cer
cle, les angles qui y sont inscrits sont obtus 

B oii aigus, puisque leur mesure est alors plus 
grande ou plus petite que celle d'un angle 
droit. On dit qu 'un segment de cercle est 

capable d'un angle donné, lorsque les angles inscrits dans ce 
segment sont égaux à l'angle considéré. 

66. La mesure de l'angle formé par deux sécantes qui se 
croisent à l'intérieur de la circonférence, est égale à la somme 

des mesures des arcs interceptés par les côtés 
de l'angle et leurs prolongements [fig. 61) . 

Soit l'angle BAC. Ses côtés interceptent l'arc 
BC, ses côtés prolongés interceptent l'arc DE. 
Joignons CD. L'angle BAC extérieur au trian
gle CAD, est égal à la somme des deux angles 
intérieurs D et C. Sa mesure sera donc égale à la 

somme des mesures de ces deux angles. Elle équivaudra donc 
à la moitié de l'arc BC, augmentée de !a moitié de l'arc DE. 

67. La mesure de l'angle formé par deux sécantes qui se 
croisent à l'extérieur de la circonférence, est égale à la dif-

Ficr fis férence des mesures des arcs interceptés par 
les côtés de l'angle \fig. 62; . 

Soit l'angle BAC dont les côtés interceptent 
les arcs BC et DE. Joignons CD. L'angie BDC 
extérieur au triangle ACD sera égal à la somme 
des angles intérieurs A et C. L'angle BAC sera 
donc égal à la différence des angles BDC et 
DCE. Sa mesure sera égale à la différence des 
mesures de ces deux angles, c'est-à-dire qu'elle 

équivaudra à la moitié de l'arc BC, diminuée de la moitié de 
l'arc DE. 

Le théorème subsiste, l 'une des sécantes ou toutes les deux 
devenant tangentes. 

3 . 
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68. Les angles opposés d'un quadrilatère inscrit dans une 
circonférence sont supplémentaires. 

Ou dit qu 'un quadrilatère est incril dans une circonférence, 
lorsque ses quatre sommets sont sur cette circonférence. Soit 

Fis- 63- le quadrilatère ABCD [Jig. 63). La mesure de 
r̂  l'angle À correspondra à la moitié de l'arc 

/ / ' "~~>c BCD (Go), celle de l'angle C correspondra 
/ ' ! '. à la moitié de l'arc BAD. La somme des m e -

4 ;/ sures des deux angles A et C équivaudra 
\ TV donc à une demi-circonférence, c'est-à-

"~ dire que ces angles sont supplémentaires. 
La réciproque de cette proposition est vraie. Tout quadrila

tère dans lequel deux angles opposés sont supplémentaires, est 
inscriptihle. Supposons que les angles À et C remplissent cette 
condition. Si l'on fait passer une circonférence par les trois 
sommets D, A, B, je dis qu'elle passera par le quatrième som
met C. S'il n'en était pas ainsi, la mesure de l'angle C serait 
plus grande ou plus petite que celle de la moitié de l'arc BAD 
(66, G"; ; cet angle ne serait donc pas le supplément de l'angle A. 

V.—Problèmes graphiques sur la ligne droite et la circonférence 
de cercle. 

69. Résoudre graphiquement un problème, c'est construire 
certaines figures devant satisfaire à des conditions déterminées. 
L'exactitude de la solution dépend de l'exactitude des construc
tions. On n'emploie dans ces sortes de constructions que la ligne 
droite et la circonférence de cercle, c'est-à-dire que les lignes 
qu'on peut tracer à l'aide de la règle et du compas. 

Nous ne dirons rien de l'usage et de la vérification de ces 
instruments, bien connus du lecteur. Nous ferons seulement 
remarquer qu'on doit toujours éviter de déterminer un point 
par l 'intersection de deux lignes se coupant sous un angle trop 
aigu. Dans ce cas, en effet, par suite de l'épaisseur des lignes tra
cées, elles semblent coïncider dans une étendue plus ou moins 
grande, et il y a incertitude sur la position du point cherché. 

Les problèmes très-simples que nous allons traiter, servent 
de base à la solution graphique de la plupart des problèmes de 
géométrie. 

70. Construire un. angle égal à un angle donné [Jig. 64) . 
... r, Soit l'angle donné A. Du 
l'irç. o.|. ° 

sommet A comme centre, je 
décrirai entre les côtés de cet 
angle un arc DE. Je tracerai 
une droite BC et, du point B 
comme centre, avec un rayon 
égal à AD, je décrirai l'arc de 

i > / 
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cercle indéfini FG. Sur cet arc, à partir du point F, je porterai 
une ouverture de compas FH, égale à la corde DE. L'angle ÏÏBF 
sera égal à l'angle donné, d'après l'égalité des arcs F i l , DE ;63). 

Gette construction permettra de trouver le troisième angle 
d'un triangle, quand on connaîtra les deux autres. 

71 . Construire un triangle connaissant un angle et les 

Y* 
\ 

deux côtés qui le comprennent {fig. 65) . 
Fig. C5. On donne l'angle C et les cô

tés a et b. Je construis un angle 
égala l'angle C, je prends sur les 
côtés de cet angle, à partir du 
sommet C, des longueurs égales 
aux côtés a et b. Le triangle AGB 
sera évidemment le triangle de

mandé. On aurait pu renverser l 'ordre dans lequel on a porté 
les côtés a et b : on aurait obtenu le même triangle retourné. 

72. Construire un triangle, connaissant un côté et deux 
angles {fig. 66) . 

On peut toujours supposer que les deux angles donnés 
B et G sont adjacents au côté donné a (37). Je prends une 

Fig r(i longueur BC égale à a. Au 
point B, je fais un angle ABC 
égal à l'angle donné B ; au 

\ / \ point C, un angle ACB égal 
i ^ / \ à l'angle donné C. Les deux 

i — 1 l -t droites BA et CA se coupe-
ront au point A, et le triangle 

BAC sera le triangle demandé. 
On aurait pu renverser l 'ordre dans lequel on a construit les 

angles B et C, c'est-à-dire faire l'angle C au point B, et l'angle B 
au point C : on aurait obtenu le même triangle retourné. 

Pour que le problème soit possible, il faut que la somme 
des angles donnés B et C soit inférieure à deux angles droits (37). 

73. Construire un triangle, connaissant ses trois côtés 

C%-6/)-
Soient a, b, c, les trois côtés donnés. On prendra une lon

gueur BC égale à a. Du point B comme centre, avec un rayon 
Fig. 6-. égal à c, on décrira un arc 

^- de cercle. Du point C com-
,r__ '/' \ me centre, avec un rayon 
,, _ c \ égal à b, on décrira un au-
u i — _ _ _ _ _ i / _ \ tre arc de cercle. Si les trois 

côtés donnés sont bien ceux 
e coté a sera plus petit que la somme des d'un triangle. 1 
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Fin. C8. 

côtés b et c et plus grand que leur différence ( i o \ c'est-à-
dire que la distance des centres des deux arcs sera plus pe
tite que la somme de leurs rayons et plus grande que la dif
férence de ces mêmes rayons : ces deux arcs se couperont 
donc (60, 3e) en un point A, qui sera le troisième sommet du 
triangle demandé. 

Les arcs de cercle se couperont aussi au-dessous de la ligne 
des centres [fig. 68), en un point A', et le triangle A'BC ré

pondra aussi à la question. La ligne AA', qui 
joint les deux sommets A et A', sera coupée 
perpendiculairement par BC en deux parties 
égales (59). On dit alors que les deux triangles 
ABC, A'BC, sont symétriques. Si l'on échan
geait les rayons c et b, on obtiendrait deux 
nouveaux triangles A,BC, A', BC, symétri
ques par rapport à BC, qui ne seraient que 
les triangles ABC, A'BC, retournés. On peut 
remarquer que les quatre triangles BHC, 
AHAi, BH'C, A'II 'A', , seront nécessairement 

isocèles. La perpendiculaire I I ' élevée au milieu 0 de BC, pas
sera donc par les milieux I et 1' des droites AA,, A'A',, paral
lèles à BC. Les sommets A et A,, A' et A',, seront donc deux à 
deux symétriques par rapport à la perpendiculaire élevée sur 
le milieu de BC. Lorsque deux figures planes quelconques ont, 
comme les deux triangles BAC, BA'C, leurs sommets symé
triques par rapport à un mémo axe, elles sont égales, c'est-à-
dire qu'elles peuvent coïncider, comme les deux triangles dé
signés, par renversement ou rotation autour de l'axe. 

7V. Construire un triangle, étant donnés deux côtés et 
l'angle opposé à l'un d'eux. 

Soient donnés les cotés b et a et l'angle B. Le côté b peut 
être plus petit ou plus grand que le côté a ; il peut lui être égal. 

Supposons b < a. Je ferai [fig. 69) un angle égal à l'angle 
donné B. Je prendrai sur l'un des côtés de cet angle une lon-

Fijj. 69. gueur BC égale à a. Du point 
C comme centre, avec b pour 
rayon, je décrirai un arc de 
cercle qui coupera l'autre 
côté de l'angle en deux points 
A et A' . Les deux triangles 
BCA, BCA, rempliront les 

conditions de l 'énoncé. 
Pour que le problème soit possible dans le cas considéré. 

il faut que l'angle donné B soit aigu "-u . 
Si l'on avait b = CI), CD étant la perpendiculaire abaissée du 
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point C sur le second côté de l'angle B, l'arc de cercle décrit 
du point C serait tangent au [second côté de l'angle, et il n'y 
aurait plus qu 'une solution qui sérail le triangle rectangle BCD. 

Si b est >> a [jig. 70), le second point d'intersection A' se 
trouve rejeté au-dessous du point B, 61 le second triangle BCA' 

ne répond pas à la question, puisqu'il ren-
"' ' ferme le supplément de l'angle donné B au 

.-—'-/- lieu de cet angle lui-même. Dans ce cas, l'an-
,-'' / 1 gle B peut être obtus. S'il est droit, les deux 

iy \h solutions conviennent; mais elles n'en l'ont 
/ \ ,' en realite qu 'une seule, parce qu'un triangle 

• / : J ^ = ^ C rectangle est ueterr.une lorsqu on connaît 
\ > ^ — 6 ° 

son hypoténuse et l'un des côtés de l'angle 
droit (26, 2°).• 

Si b est égal à a, le second point d'intersection À' se confond 
avec le point B : il n'y a qu 'une solution qui est le triangle iso
cèle BCA. " . 

Le problème n'est d'ailleurs possible dans aucun cas, lorsque 
le côté b est intérieur à la perpendiculaire CD, plus courte 
distance du point C au second côté de l'angle B. 

En résumé, un triangle n'est pas déterminé par la connais
sance de deux de ses côtés et de l'angle opposé à l'un d'eux. 
11 faut examiner les données pour savoir s'il n'y a qu 'une seule 
réponse a la question. 

75. Construire un parallélogramme, dont on connaît deux 
côtés adjacents A et B et 
l'angle C qu'ils forment 

Cette question revient 
évidemment à construire 
un triangle EDF, dont on 
connaît deux côtés et l'angle 

compris; puis un triangle EFG, dont on connaît les trois côtés. 

76. Par un point donné sur une droite donnée, élever une 
perpendiculaire sur cette droite (Jig. 7a). 

Soit la droite AB. De part et d'autre du point donné C, je 
déterminerai des longueurs égales CA et 
CB. Des points A et B comme centres, avec 

'i un même rayon plus grand que la moitié de 
! AB ou que AC, je décrirai deux arcs de 
! cercle qui se couperont en D, puisque la 

--——;-c •— distance des centres est plus petite que la 
B somme des rayons et plus grande que leur 

différence qui est nulle. La ligne CD sera la perpendiculaire 
demandée, car les deux points C et D étant également éloignés 

Fifî-

Fig. 72. 
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des points A et B, CD est perpendiculaire sur le milieu de AB. 
La construction sera d'autant plus exacte, que les points 

C et D seront plus éloignés l'un de l'autre : deux points étant 
très-rapprochés, une erreur très-petite sur la position de l'un 
d'eux en produit en effet une très-grande sur la direction de 
la droite qui les joint. 

On peut, comme vérification, déterminer au-dessous de AB 
un troisième point de ia perpendiculaire Cl). 

Si l'on ne pouvait prolonger la droite AB au delà du point B, 
et si la perpendiculaire devait être élevée au point B, on 

pourrait opérer comme il suit. 
D'un point C pris hors de la droite AB, 

on décrirait une circonférence ayant CB 
pour rayon. Celte circonférence coupe
rait AB en un second point D. On mène
rait le diamètre DCE, et la droite BE se-
rait la perpendiculaire demandée ; car 
l'angle DBE est inscrit dans une îdemi-

circonférence (fig. 73). 

77. Par un point pris hors d'une droite, lui mener une per-
Fi„ -,! pendiculaire [fig- 74 )• 

Du point donné C, avec un rayon con
venable, on décrira un arc de cercle qui 
coupera la droite donnée AB en deux 
points A et D. Des points A et D comme 
centres, avec un même rayon plus grand 
que ia moitié de AD, on décrira deux arcs 
de cercle qui se couperont en Eau-des 
sous de AB. La ligne CE, perpendiculaire 

sur le milieu de AD, sera la perpendiculaire demandée. 

78. Division d'une droite, d'un arc ou d'un angle, en deux 
parties égales. 

Pour diviser la droite AB en deux parties égales [fig. 75), 
Fig. 75. des points A et B comme centres, avec un 

même rayon notablement plus grand que ia 
moitié de AB, je décrirai deux arcs de cercle 
qui se couperont en deux points C et D, au-
dessus et au-dessous de AB. La droite CD, per
pendiculaire sur le milieu de AB, déterminera 
le milieu E de cette ligne. On voit que le pro
blème propose revient à celui-ci • élever une 
perpendiculaire sur le milieu d'une droite. 

Si l'on veut diviser l'arc AB ou l'angle AOB 
"~ en deux parties égales [Jig. 76] , on détermi

nera comme piécédemmoni un pnini E à égale distance des 

• 

A ' - - _ _ 

> 

C 

_--'1) 

\E 
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En joignant ce point E au centre de l'arc ou 
au sommet de l'angle, c'est-à-dire au point O, 
on aura la perpendiculaire élevée sur le milieu 
de la corde AB. Celle perpendiculaire divisera 
l'arc AB au point I) en deux parties égales ( 53 ) ; 
elle divisera donc aussi l'angle AOB en deux 
parties égales (64). 

En appliquant la même construction aux 
moitiés obtenues et en continuant de la même 
manière, on voit qu'on pourra partager une 

droite, un arc ou un angle, en un nombre de divisions marqué 
par une puissance quelconque de i. 

79. Retrouver le centre d'une circonférence ou d'un arc de 
cercle (Jig. Ti). 

On marquera trois points A, B, C, sur 
la circonférence ou l'arc donné ; on obtien
dra ainsi deux cordes AB et BC. On élèvera 
la perpendiculaire DE sur le milieu de AB, 
la perpendiculaire FG sur le milieu de BC. 
Ces deux perpendiculaires se croiseront en 

un point O qui sera le centre cherché (55) . 

80. Par un point donné, mener une parallèle à une droite 
donnée. 

Soient la droite BC et le point A [Jig. - 8 ) . Par le point A, 

Fig. 78. on mènera une droite quelconque AC 
qui vienne couper BC au point C. On 
fera ensuite avec AC, en prenant le point 
A pour sommet, un angle CAD égal à 

~B c l'angle ACB. AD sera la parallèle de
mandée, puisque les angles égaux for

més sont alternes-internes par rapport aux droites BC, AD, 
coupées par la sécante AC. 

On aurait pu aussi mener une droite quelconque telle que 
AB, et achever le parallélogramme ABCD dont les deux côtés 
adjacents AB, BC, comprennent l'angle ABC (75). 

On aurait pu abaisser du point A une perpendiculaire AEsur 
^ (fig- 79; '•> puis» a u point F, élever FD perpendiculaire sur 
BC. Si l'on prend FD égale à AE, le point D appartiendra à la 

parallèle menée par le point A à la droite 
BC (34) . 

On aurait pu encore prendre un point O 
quelconque sur BC [fig- 79), et du point O' 
comme couiie. avec OA pour rayon, dé
crire une demi-circonférence arrêtée aux 

points B et C, Portant alors lu distance BA de C en D. le 

F"g- 79-
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point D appartiendra a la parallèle menée par le poiut A à 
BC (57). 

81 . On peut abréger toutes les constructions que nous ve
nons d'indiquer à l'aide de Yéquerre et du. rapporteur. On 
pourra notamment, en se servant de l ' equene et de la pro
priété des angles correspondants, tracer très-exactement des 
parallèles. Nous n 'entrerons dans aucun détail sur ces instru
ments, dont la pratique de l'art du dessin a dû rendre l'emploi 
familier à tous nos lecteurs. 

82. Par un point donné hors d'un cercle, mener une tan
gente à ce cercle [fig. 8o). 

Soient le cercle dont le centre est 0 , et le point A. Joignons 
OA et, sur OA comme diamètre, décrivons une circonférence 

qui rencontrera forcément la circonfé
rence donnée en deux points B et B'. 
Les droites AB et AB' seront les tangen
tes demandées. En effet, les angles OBA 
et OB'A sont droits comme angles inscrits 
dans une demi-circonférence. Les droites 
AB, AB', sont donc perpendiculaires à 

l 'extrémité des rayons OB, OB' (56) . 
Remarquons l'égalité des deux triangles rectangles OBA, 

OB'A. Ils ont la même hypoténuse OA et O B = O B ' . On en 
conclut l'égalité des deux tangenies AB et AB', et celle des 
deux angles OAB,OAB'. ^ 

Ainsi, par un point pris hors d'un cercle, on peut lui mener 
deux tangenies, ces tangentes sont égales, et elles sont égale
ment inclinées sur la ligne qui joint leur point de concours au 
centre. 

83. Mener une tangente commune à deux circonférences 
données. 

La tangente commune peut laisser les deux circonférences 
d'un môme côté ou de côlés différents. Dans le premier cas, 
c'est une tangente commune extérieure ; dans le second, c'est 
une tangente commune intérieure. 

i° Soient les deux circonfé
rences 0 et 0 ' et la tangente 
commune extérieure AA'. Me
nons les rayons OA et C'A'. Ces 
rayons seront parallèles et , si 
l'on mène par le point 0 ' la pa
rallèle O'B à A A', la figure O'A'AB 
<era im lectangle, de sorte que 
( >B représentera la différence 

Via. S i . 
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des deux ravons OA et O'A'. Par conséquent, si du point 0 
comme centre, avec OB pour rayon, on décrit une circonfé
rence, elle sera tangente à la droite O'B qui est parallèle à la 
direction de la tangente commune. Il en résulte immédiate
ment la construction suivante [fig- 81). 

Du point 0 comme centre, avec la différence des rayons des 
circonférences données pour rayon, on décrira une circonfé
rence. Du point ()', on mènera à cette circonférence la tan
gente O'B. On prolongera le rayon OB jusqu'au point A où il 
rencontre la circonférence 0 et, par le point A, on mènera A A' 
parallèle à (J'B : AA' sera la tangente commune demandée. 
Comme on peut mener par le point 0 ' au cercle OB deux 
tangentes O'B et O'C, il v aura en général deux solutions AA' 
et M)'. 

Le problème sera possible tant que le point 0 ' sera exté
rieur au cercle OB, c'est-à-dire tant que la distance des centres 
des circonférences données sera plus grande que la différence, 
de leurs rayons. Si la distance 0 0 ' est égale à la différence des 
rayons, le point 0 ' se trouvera sur la circonférence OB et sur 
la ligne des centres : les deux solutions se réduiront à une 
seule, qui sera la tangente commune aux deux circonférences 
données, alors tangentes intérieurement. 

Ainsi, deux circonférences extérieures l'une à l'autre, tan
gentes extérieurement ou sécantes, admettent deux tangentes 
communes extérieures. Deux circonférences tangentes inté
rieurement n'en admettent plus qu'une seule. 11 n'existe 
aucune solution, lorsque les circonférences données sont in
térieures l'une à l'autre. 

2° Soient les deux circonférences 0 et ()' et la tangente 
commune intérieure EE'. Menons les rayons OE et O'E'. Ces 

!•>. g.,. rayons seront parallèles et, si 
,..—.> ., l'on mène par le point 0 ' la 

parallèle OT à EE', la figure 
/- O'E'EF sera un rectangle, de 

/ - V^-^ > o ~ ^ \ sorte que OF représentera la 
i ! 0- !——ï̂ ïr-:™""0' ,) somme des deux ravons OE 
\ \ //; ,.•• ' j ^ / et O'E'. Par conséquent, si du 

\ ^ _ _ / , > H ' • point 0 comme centre, avec 
- / ,..--Q OF pour rayon, on décrit une 

circonférence, elle sera tan
gente à la droite O'F, qui est parallèle à la direction de la tan
gente commune. Il en résulte immédiatement la construction 
suivante [fig. 82). 

Du point 0 comme centre, avec la somme des rayons des 
circonférences données pour rayon, on décrira une circonfé
rence. Du point (V, iin mènera a cette circonférence ];l [an_ 

^, j - : 
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gente O 'F . Par le point E, où le rayon OF rencontre la circon
férence 0 , on tracera EE' parallèle à O'F : EE' sera la tangente 
commune demandée. Comme on peut mener par le point 0 ' 
au cercle OF deux tangentes O'F et O'G, il y aura en général 
deux solutions EE' et HH'. 

Le problème sera possible tant que le point 0 ' sera exté
rieur au cercle OF, c'est-à-dire tant que la distance des centres 
des circonférences données sera plus grande que la somme de 
leurs rayons. Si la distance 0 0 ' est égale à la somme des rayons, 
le point 0 ' se trouvera sur la circonférence OF et sur la ligne 
des centres : les deux solutions se réduiront à une seule qui 
sera la tangente commune aux deux circonférences données, 
alors tangentes extérieurement. 

Ainsi, deux circonférences extérieures l 'une à l'autre ad
mettent deux tangentes communes intérieures. Deux circonfé
rences tangentes extérieurement n'en admettent plus qu 'une 
seule. Il n'existe aucune solution, lorsque les circonférences 
données sont sécantes, tangentes intérieurement ou intérieures 
l 'une à l 'autre. 

Les deux tangentes communes extérieures se coupent en un 
même point situé sur In ligne des centres. En effet, elles se 
coupent, la somme des angles DAA', ADD' {fig- 8i ) étant in
férieure à deux angles droits ; et les points 0 et ()' appartien
nent à la bissectrice de l'angle qu'elles forment (27). 

Les deux tangentes communes intérieures se coupent aussi 
en un même point S de la ligne des centres [fig- 8a) . En 
effet, elles forment deux angles opposés par le sommet, les 
points 0 et 0 ' appartiennent aux bissectrices de ces angles, et 
les bissectrices des angles opposés par le sommet sont en ligne 
droite ( l i ) . 

Dans le cas des tangentes communes extérieures, si les 
rayons des deux circonférences données étaient égaux, la cir
conférence OB se réduirait à un point, et la tangente O'B, pa
rallèle à la direction de la tangente commune, se confondrait 
avec la ligne des centres. Dans ce cas, les deux tangentes exté
rieures seraient parallèles à la ligne des centres. Quant aux 
tangentes intérieures, leur point de concours S serait au milieu 
de la distance des centres : c'est ce que prouve la comparaison 
des triangles OSE, OSE ' qui, dans le cas considéré, deviennent 
égaux. 

On doit appliquer la méthode que nous avons employée 
pour résoudre la question proposée, toutes les fois qu'on 
n'aperçoit pas rapidement la solution du problème. Cette 
méthode consiste à supposer le problème résolu, à tracer la 
ligure correspondante, et à étudier sur celte ligure la liaison 
des données et <\c< hu-onimes. 
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84. Dans tout quadrilatère circonscrit à une circonférence, 
les côtés opposés forment des sommes égales [fig. 83). 

On dit qu'un quadrilatère est circonscrit 
Fit; . 8 3 . , •* e- -i „ . 

k a une circonierence, lorsque tous ses cotes 
sont tangents à cette circonférence. 

Les tangentes issues d'un même point 
étant égales (82), on aura 
AE = AH, BE = BF, CG = CF, DG = DH. 

c Si l'on ajoute toutes ces égalités membre à 
membre, il viendra évidemment 

AB-f-CD = AD-f-BC. 

La réciproque est vraie. Supposons qu'on ait 

AB + CD = AD + BC, 

je dis que le quadrilatère est circonscriptible; c'est-à-dire 
que si l'on trace un cercle tangent aux trois côtés AD, AB, BC 
[le centre de ce cercle sera à la rencontre des bissectrices des 
angles A et B (82)], sa circonférence sera nécessairement tan
gente au quatrième côté DC. En effet, s'il n'en était pas ainsi, on 
pourrait mener par le point D une tangente DI à cette circon
férence. Le quadrilatère DABI étant circonscrit, on aurait à 
la fois 

AB -+- DI = AD + BI et DC < DI 4- IC. 

On en conclut, en ajoutant, 

AB + DC<AD + BC; 

ce qui est contraire à l'hypothèse. 
85. Décrire sur une droite donnée comme corde, un seg

ment capable d'un angle donné [fig- 84). 
On veut décrire une circonférence pas

sant par les points AetB, et telle, que l'un 
des deux segments correspondant à la 
corde que ces points déterminent soit 

D capable de l'angle donné. 
Je mènerai par le point B une droite CD 

faisant au-dessous de AB un angle ABC 
égal à l'angle donné. J'élèverai BO per
pendiculaire à CD et EO perpendiculaire à 

AB, le point E étant le milieu de AB. Les droites BO et EO se 
couperont nécessairement au point 0 . Du point 0 comme 
centre, avec OB pour rayon, je décrirai une circonférence qui 
sera la circonférence demandée. En effet, la droite CD sera 
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tangente a cette circonférence, et l'angle donné ABC aura pour 
mesure la moitié de l'arc AB_ Or tous les angles AFB, in
scrits dans le segment supérieur à AB, auront aussi pour m e 
sure la moitié de l'arc AB : ils seront donc égaux à l'angle ABC, 
et le segment AFB sera bien capable de l'angle donné. 

Si l'on suppose une droite AB, et si l'on demande le lieu 
géométrique des sommets des angles égaux à un angle donné, 
dont les eûtes passent constamment par les extrémités A et B, 
ce lieu sera une, circonférence décrite sur AB comme corde 
et telle, que l'un des segments correspondants soit capable 
de l'angle donné. En effet, tous les angles inscrits dans ce 
segment seront égaux à l'angle donné, et tous ceux dont le 
sommet sera intérieur ou extérieur à la circonférence, ayant 
une mesure plus grande ou plus petite que celle de l'angle 
donné (66, 67), seront plus grands ou plus petits que lui. 

Lorsqu'on veut rapporter sur une carte un point remar
quable M, on choisit trois points A, B, C, déjà marqués sur 

cette carte. On mesure , à l'aide d'in
struments spéciaux, les angles AMB, 
BMC. En décrivant sur AB et sur BC des 
segments capables des angles AMB, 
BMC, on obtient deux lieux géomé
triques du point M. Ce point se trou
vera donc sur la carte, au second point 

d'intersection des deux circonférences qui ont déjà le point B 
commun [flg- 85). 

CHAPITRE III. 
f.ES UGXF.S PKOPORTIOXNKLT.F.S. 

I. — Des lignes proportionnelles dans le triangle. 

86. On dit qu 'une droite est partagée au point M en deux 
parties AM et MB proportionnelles à deux nombres donnés, 
5 et i4 par exemple, lorsqu'on a 

A M _ _ ^ 

MB ~ i4 ' 

On peut toujours effectuer ce partage, mais il n'y a qu 'une 
seule manière de l'effectuer : il faut, en effet, diviser AB en 

5 - f - i i ou iq parties égales, 
'"' " et prendre pour AM les cinq 

premières divisions, pour MB 
les quatorze autres. Ainsi, // 

Ti(ï. 8.'>. 
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n'existe entre A et B qu'un point M dont les distances à ces 
mêmes points soient dans un rapport donné. 

Il n'existe aussi sur le prolongement de AB qu'un point N 
dont les distances aux points A et B soient dans un rapport 
donné, '-.j 

Suppléons qu'on ait 

\N 
BN 

Si le point N s'éloigne sur la droite d'une quantité x, on 
aura 

AN p + x 
BN —" q -+- x 

le rapport diminuera; si Le point N se rapproche vers la gauche 
d'une quantité x, le rapport deviendra 

AN p — x 
BN q — x 

il augmentera [Arilh., 139; . il n'est donc égal à - que pour 

une seule position du point N. 

87. Toute droite parallèle à l'un des côtés d'un triangle 
divise les deux autres en parties proportionnelles [Jig. 87). 

... „ Soit le triangle ABC, soit la droite DE 
parallèle au côté BC. Supposons que les 

/ deux segments AD et DB admettent une 
*-L-~ï- commune mesure , et qu'elle soit conte

nue 3 fois dans AD et 2 fois dans DB, par 
exemple. On aura 

AD _ 3 
D B - a ' 

Par les points de division F, G, M, on mènera des parallèles 
à BC ou à DE. Je dis que les divisions que toutes ces parallèles 
déterminent sur le côté AC sont aussi égales entre elles. Me
nons GO parallèle à AC, et comparons les deux triangles AFK 
et GDO. Ces triangles sont égaux, car leurs côtés égaux AF et 
GD sont adjacents à des angles égaux chacun à chacun comme 
correspondants. On en conclura AK = GO. Mais la figure 
GOEL étant un parallélogramme, on aura 

GO = LE, d'où AK = LE. 

On prouverai! do la même manière l'égalité de AK et des 

D-' 

M '' ^ 

T1' X 

l ) 

-. L 

\ ,-
\ 

C 
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autres divisions de AC. AK pourra donc servir de commune 
mesure aux deux, segments AE et EC, et l'on aura 

AE 3 

puisque cette commune mesure est contenue 3 fois d^ 
2 fois dans EC. 

Les segments AD et DB d'une part, AE et EC d'autr1 

présentant le même rapport, ces segments seront proportion
nels, et l'on aura 

AD _ AE 

DB ~ ~ Ï ( T ' 

On en déduira [Alg., 49) 

^ B _ ^ C AB _ AC 
A D - AE C l D B " " Ë C " 

Il résulte du théorème démontré que deux droites quel
conques sont coupées en parties proportionnelles par une série 
de parallèles [fig- 88). 

Soient les deux droites AC et DF cou
pées par les parallèles AD. BE, CI". On 
mènera AH parallèle à DF. Le triangle 
CAH donnera alors 

A B _ \ G 
' ~BC~~GH* 

Mais AG = DE, Gïï = EF (31). On aura donc 

Fig 88. 

A / 

B / .0 

J \B 

;D 

',E 

\ 

On aura aussi 

AB DE 
BC ~~ EF " 

AC DF AC DF 
T B ~ D E e t "BC"- I F 

88. La réciproque du théorème précédent est vraie, c'est-à-
dire que si une droite divise deux côtés d'un triangle en 
parties proportionnelles, elle est parallèle au troisième côté 

Soit le triangle ABC. Supposons que la droite DE divise les 
côtés AB et AC en parties proportionnelles : je dis que DE 
sera parallèle au côté BC. En effet, si l'on menait par le point 
D une parallèle au côté BC, elle couperait le côté AC en par
ties proportionnelles à AD et à DB. Le côté AC étant déjà di-
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visé au point E de relie manière, cette parallèle passerai! 
nécessairement par le point E (86 , c'est-à-dire qu'elle se con
fondra avec la droite DE. 

Si, dans le théorème direct (87), les segments AI) et DR 
n'avaient pas de; commune mesure , on aurait recours au mode 
de démonstration déjà indiqué (63: . 

89. La bissectrice de l'angle d'un triangle divise le côté op
posé en segments proportionnels aux côtés qui comprennent 

l ' iy- * ')• l'angle îjig. 8c,). 
v Soit le triangle ABC, soit 

BD la bissectrice de l'angle • 
~^j> B : je dis qu'on aura 

Par le point. C, je mène à BD la parallèle CE jusqu'à la ren
contre de AB prolongé. On a alors dans le triangle ACE '87) : 

AD AB 
D C - " BE ' 

Considérons le triangle CBE. L'angle en C de ce triangle 
est égal à l'angle CBD, puisque ces angles sont alternes-
internes par rapport aux parallèles CE et BD coupées par la 
sécante CB. De même, l'angle en E est égal à l'angle DBA, 
puisque ces angles sont correspondants par rapport aux mêmes 
parallèles coupées par la sécante E \ . Les angles CBD, DBA, 
étant égaux, il en est de même des angles en C et en E du 
triangle CBE : ce triangle est donc isocèle, et l'on a BE = CB. 
On a donc bien 

A D _ AB 
DC ~ ' CB' 

90. La bissectrice de l'angle extérieur d'un triangle coupe 
le côté opposé en un point dont les dislances aux extrémités 

.de ce côté sont proportionnelles aux côtés qui comprennent 
l'angle intérieur adjacent <Jig. 89). 

Considérons l'angle extérieur CBE et menons sa bissectrice 
BF. Je dis qu'on aura 

F A _ AB 
FC — CB' 

Par le point C, je mène CG parallèle à BF jusqu'à la ren
contre du côté AB. Le triangle ABF donne alors (87) 

FA _ AB 
FC — BG' 

Considérons le triangle CBG. Ce triangle sera isocèle : l'an
gle C est égal à l'angle FBC, puisque ces angles sont alternes-

11. 4 
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internes par rapport au \ parallèles C(i, BF, el a la sécante CB; 
i angle G est égal à l'angle FBE, puisque ces angles sont cor
respondants par rapport aux mêmes parallèles; les deux an
gles C et G sont donc égaux, et l'on a Cli = BG. On a donc bien 

F \ AB 
FÎT ~ CB' 

Les réciproques des deux propositions précédentes sont évi
dentes. Le point 1), qui partage AC en segments proportionnels 
aux côtés AB et CB, étant un point unique (80;, toute droite 

. TA) qui détermine un point jouissant de cette propriété se 
confond avec la bissectrice de l'angle B. De même, le point F, 
situé sur le prolongement de AC, dont les distances aux points 
A et C forment un rapport égal a celui des cotés AB et CB, 
étant aussi un point unique (83), toute droits» 1ÏF qui déter
mine un point jouissant de celte propriété se confond avec la 
bissectrice de l'angle extérieur CBE. 

01. Le lieu géométrique de tous les points d'un plan dont 
les distances à deux points donnés sont dans un rapport donné, 

est un circonférence de cercle [J'g-Çp). 
1 '"••'• ihK Soient les deux points donnés A et 

M' "" " H C, soient Ys el A les deux lignes dont 
,-> , ., le rapport représente le rapport don-

/ v c né. .le détermine sur \C un point I) 
., '___ tel, qu'on ait 

'. C I) '-

W. ~~ A ; 

le point I) appartiendra au lieu cherché. Je détermine sur le 
prolongement de AC un point F tel, qu'on ait 

II — }L. 
FC " \ : 

le point F appartiendra au lieu demande. 
Supposons que le point B du plan soit un des points du lieu. 

On aura alors 
AB _ M 
C B - T 

Dès lors, si l'on forme le triangle ABC, Bl) sera la bisseclriee 
de l'angle intérieur ABC, et BF sera la bissectrice de l'angle 
extérieur CBE (90). Les droites BI) el BF étant bissectrices 
d'angles supplémentaires seront à angle droit ( 13), et par suite, 
si l'on décrit une circonférence sur Fi) comme diamètre, elle 
passera par le point B. Tous les points du lieu appartiennent 
donc à cette circonférence. 

11 reste à prouver que tous les points de lu circonférence 
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•Appartiennent au lieu. Prenons un point 15 quelconque ^ur la 
circonférence dont FD est le diamètre. Joignons-le aux points 
I) et F et formons le triangle ÀïSC. Menons par le point C 1er, 
parallèles CE et CG à BD et à BF. Ces parallèles seront, a angle 
droit, puisque l'angle DBF est droit : il en résulte que la 
circonférence décrite sur EG comme diamètre passe par le 

point C. Mais le triangle ACE donne -^F, = --J-, le t r iande 1I5F 
1)1, Bh 

F A A B i • . donne ïTTT = 777V : on en conclut, a cause au rapnon < o/niium 
H. HG ' ' 

\B ^B 
Ï Ë = Sïï' d'01' m = m-

Le point B est donc le centre de la circonférence décrite sur 
EG comme diamètre, et. l'on a 

BE = CB. 

T,. ,. , AD AB . . , , AD AB \1 . 
F égalité T—V = ^=r deviendra donc .--, = • - — : = _., f!e sorte 

-I)C BE l)t, Cî> \ 
que le point B est, un point du lieu. 

Fe lieu géométrique demandé est donc bien la circonférence 
décrite sur DF comme diamètre, les poir.ts D et F étant ceux 
de la ligne AC qui répondent à la question. 

IL— De la similitude. 

92. Deux: polygones d'un même nombre de côtés sont sem
blables, lorsqu'ils ont leurs angles égaux chacun à chacun et 
compris entre côtés proportionnels, ies côtés proportionnels 
étant d'ailleurs disposés dans le même ordre. 

On appelle homologues les parties qui se correspondent dans 
deux polygones semblables : ainsi, les sommets des angles 
égaux sont des points homologues, ies diagonales qui joignent 
des sommets homologues sont des lignes homologues. 

On appelle rapport de similitude de deux polygones sem
blables le rapport constant qui lie deux côtés homologues. 

On voit facilement qu'on peut, dans un polygone quel
conque, changer la proportion des côtés sans faire varier les 
angles, ou faire varier les angles sans changer ies côtés. Ainsi, 
étant donné le polygone ABCDE [fig. 91 j , si l'on mène ÎII 

Fie. 9;. parallèle à EA, on formera un nouveau pen
tagone qui aura les mêmes angles que le 
pentagone proposé; mais la proportion des 

./- côtés ne sera plus la même, puisque les 
côtés ED et AB sont devenus plus petits, 
tandis que les côtés BC et CD n'ont pas 
changé. On pourrait aus^i conserver au\ 

E L 
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côtés les mêmes longueurs et altérer les différents angles, 
en supposant des articulations aux différents sommets, et en 
rapprochant par exemple le sommet A du sommet D. Il résuite 
de celte remarque que , si l'on considère deux polygones 
quelconques, la proportionnalité des côtés ne sera pas une 
conséquence de l'égalité des angles, et réciproquement. 

Cette dépendance n'a lieu que pour les triangles, et la 
théorie de leur similitude s'en trouve beaucoup simplifiée,, 
comme on va le voir. 

93. Si l'on coupe un triangle pur une parallèle à l'un de 
|;;y (? ses côtés, le triangle partiel qu'on déler-

A mine est semblable au triangle proposé 

Soit le triangle ABC. Je mène la paral-
n / \K ièle DE au côté BC. Les deux triangles ABC, 

/ ; \ ADE, ont évidemment leurs angles égaux 
f c chacun à chacun. HE étant parallèle à BC, 

on a 
\ B _ AC 

~ÂD — A E ' 

Traçons EF parallèle à AB, on aura 

AC __ BC 
AE ~~ B F ' 

La figure DEFB étant un parallélogramme, on peut remplacer 
BF par son égale DE et écrire 

_VB _ AC BC 
ÂÏ7 ~~ AÊ ~~ DE ' 

Les deux triangles VBC, ADE, ayant leurs angles égaux et 
leurs côtés homologues proportionnels, sont semblables. 

9 i . Deux triangles sont semblables lorsqu'ils ont leurs angles 
égaux chacun à chacun [fig- g3 ). 

Fia. ç>3. Soient les deux triangles ABC, 
A A, V B ' C . L'angle A est égal a 

'/\ A l'angle V, l'angle B égal à l'angle 
B', l'angle C égal à l'angle C . Pre-

V- --K R. \,. nons AD = A'B' et AE = A ' C : 
joignons DE. Les deux triangles 

" '<• ADE, A 'B 'C , seront égaux d'a
près le premier cas d'égalité (17). L'angle T) sera donc égal à 
l'angle B' et par conséquent à l'angle B. Les deux angles D et 
B étant dans la position de correspondants par rapport aux 
droites DE, BC, et à la sécante AB, ces droites seront para!-
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lèles, et le triangle A DE sera semblable au triangle ABC (93) : 
il en sera donc de même du triangle A ' B ' C . 

95. Deux triangles sont semblables lorsqu'ils ont leurs eu ter, 
proportionnels ehucun à chacun [flg. f)3 ;. 

Soient les deux triangles ABC, V'B'C'. et supposons qu'on 
ait 

U? _ Vf. BC 

VB7 — ~vc " B'c' 
Prenons AD — VB' , AE = A 'C : joignons DE. On aura 

T ^ — r ! r L a ! i S n , i 1 ) E s e r a Parallèle à BC, et le triangle ADE 

sera semblable au triangle \BC (93;. On aura alors 

AB ^C BC 
AT) — ÂË ~" DE' 

Si l'on compare eette suite de rapports égaux à celle qui 
résulte de l 'hypothèse, on verra que les cinq premiers termes 
étant les mentes de pari, et d'autre , on doit aussi avoir 
DE = B'C'. Les deux triangles ADE, A'B'C', sonl donc égaux 
d'après le troisième cas d'égalité (191. et le triangle A ' B ' C est 
semblable au triangle ABC. 

Les deux théorèmes précédents prouvent que l'égalité des 
angles ent ra îne , pour les triangles, la proportionnalité des 
côtés, et réciproquement. 11 sera donc permis de définir deux 
triangles semblables, deux triangles qui sont équiangles, par 
exemple. Au point de vue pratique, il suffira de vérifier que 
les deux triangles considérés ont deux angles égaux chacun 
à chacun, puisque la somme des angles d'un triangle est 
constante. 

Il existe pour les triangles d'autres caractères très-simples 
de similitude, utiles à connaître, et que nous allons parcourir. 

96. Deux triangles sont semblables lorsqu'ils ont un angle 
égal compris entre côtés proportionnels [fig. 0,3;. 

Soient les deux triangles ABC, A 'B 'C . On a l'angle A égal 

à l'angle A' et , de plus, T T Ï T 7 = T^T7' P ! ' c l l 0 n s AD = A'B' , 

AE = A'C', et joignons DE. Les deux triangles ADE et A ' B ' C 
seront égaux, d'après le premier cas d'égalité. On aura d'ailleurs 

AB _ AC 
AS — AE' 

Par conséquent , DE sera parallèle a BC, le triangle ADE 
sera semblable au tiiangle ABC. et il en sera de même du 
trianele V B 'C , 
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97. Deux triangles sont semblables lorsqu'ils ont leurs côtés 
parallèles ou perpendiculaires chacun à chacun. 

Nous avon.i vu '33, 30} que deux angles qui avaient leurs 
côtes parallèles ou perpendiculaires étaient égaux ou supplé
mentaires. Désignons les angles des deux triangles considérés 
par A et V, H et B', Cet C . On ne pourra faire sur les relations 
qui doivent lier ces angles deux à deux, que les quatre hypo
thèses suhan tes : 

a'1, B + B' == :>.•', t: - r C = ->d. 

-.>.'', B -+- B' = s.'1, C = C . 

•->", B = B', C = C . 

V. *B = B', C = C. 

La première hypothèse doit être rejetée , la somme des 
angles des deux triangles ne pouvant être égale à six droits. 
Elle ne peut pas non plus êlre égalé a quatre droits augmentés 
de deux fois l'angle C : la seconde hypothèse est donc aussi 
iiiadmissihlc. La troisième hxpolhèse entraîne la condition 
A = V : elle n'est donc qu 'un cas particulier (celui où les 
triangles proposés sont rectangles ; de la quatrième hypothèse, 
qui est la seule vraie. Les triangles considérés étant équiangles 
sont semhlables (95). 

II faut remarquer que les cotés proportionnels sont toujours, 
dans les triangles semblables, opposés aux angles égaux. Dans 
le dernier cas examiné, les côtés homologues sont parallèles ou 
perpendiculaires entre eux. 

98. lieux parallèles sont coupées en parties proportionnelles 
par une série île sécantes issues d'un même 

'*""•'•-"'- I>oinl[jng.ç£). 
Soient les deux parallèles AD, EH, cou-

}\ pées par les sécantes OA, OB, OC, OD. 
v Les triangles OAB, OEF, sont semblables 

. --•<-- - V ~ i93) et donnent 
\ \ 

OF ^ ËF ' 

De mèini' , la 
d'écrire 

On aura doix 

V = 

V = 

similitude des triangles O B C . O i u , permet 

O B _ BC 
OF ~~ W,' 

Ai! _ BC 
ËF ~ FÎT' 
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On prouverait de la même manière que 

BC _ Ci» 

FÏ, " c ï T 
La réc/protjue de celte proposition est viaio. Si les deux 

parallèles \\), VM,soi>f coupées proportionnellemenl par une 
série île sécantes AL, ESF, CG, DM, ces sécantes aboutissent à an 
même point ( ). 

Supposons <jue les deux droites \ E e i C ( î se rencontrent en ' 
un certain point O. On a par hypothèse 

\ n _ BC 
EF " Fil 

.Joignons OF : cette ligne, prolongée devra couper AC en par-
lies proportionnelles aux segments EF et FG, d'après le théo
rème direct. Or AC est déjà divisée de cette manière au point 
B ; OF prolongée passera donc par le point T5, c'est-à-dire que 
les trois points B, F, 0 , sont en ligne droite. On prouverait de 
même que DIE prolongée passe par le point O. 

99. Deux polygones semblables pensent toujours se décom
poser en un même nombre de triangles semblables et sembla-

Fijr. , j ' i . blement disposés (Jig.qS). 
\._ B „ Soient les deux polygones 

\ V _ \ seinhlablesABCDE.A'EÎ'G'D'E'. 
j. , o' '(,< .le prends un point 0 quelcore 

'ii - Y que dans l'intérieur du premier 
x polygone, et je le décompose 

en triangles en joignant ce 
n" point 0 à tous ses sommets. Il 

l.uii déterminer dans le second polygone le point 0 ' , homologue 
du point 0 . E'our cela, je fais en A', avec A'B', un angle égal 
à l'angle B VO et en B' un angle égal à l'angle \ B 0 . Le triangle 
ABO et le triangle A'B'O' sont semblables (95), et le point 0 ' 
est l 'homologue du point 0 . Je joins le point 0 ' à ions les som
mets du polygone A'B'C'D'E' . Comparons les triangles BOC, 
B ' O ' C Les deux polygones étant semblables, l'angle B du 
premier est égal à l'angle B' du second; les deux triangles 
AOB, A'O'B', étant semblables par construction, l'angle ABO 
est égal à l'angle A'B'O'. L'angle OBC, différence des angles B 
et VBO, est donc égal à l'angle O ' B ' C , différence des angles 
IV et A'B'O' . La similitude des deux polygones entraîne l'égalité 

AB _ _BC_ 
\'W ~~ B'C ; ' ; 
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celle des deux: t r i a n t e s AOB, A'O'B', donne 

on a un; i d o n c 

\B 
A ' B ' ~ 

OB 
O'ir 

OB 
<FB~ 

BC 
B'c 

l'ai- su i te , les deux triangles BOC , B ' O ' C , seront sem
blables comme ayant un angle égal compris entre côtés pro
portionnels. 

On proi:\orail de la même manière la similitude des triangles 
COI), C'O'D', DOK, D 'O 'E ' , EO V, !" 0 ' V. 

.li faut remarquer que le point 0 pourrait se confondre a\ec 
l'un des sommets \ du polygone ABCDE ; son homologue O' se 
confondrait alors a\ce le sommet A'. Les deux polygones se
raient divisés en triangles semblables parles diagonales homo
logues partant des sommets A et A'. Cette remarque prouve 
que, dans deux polygones semblables, le rapport de deux dia
gonales homologues est égal au rapport de similitude des deux 
polygones. Ce rapport est celui de deux lignes homologues 
tracées d'une manière quelconque dans les deux polygones. 

Le point O pourrait être extérieur au polygone ABCDE. Le 
même théorème subsisterait, en convenant de regarder le 
polygone comme composé d'une série de triangles, les uns 
additifs, les autres soustraclifs. Ainsi [Jig. 96) on pourra re 
garder le polygone ABCDE comme composé des triangles 
additifs S.VB, SAE, SED, et des triangles soustractifs SBC, 
SCI). Le raisonnement sera le même que précédemment. 

100. Deux polygones composés d'un même nombre de 
triangles semblables et semblablement disposés, sont semblables 

i / é f - A s 
soient les deux polygones ABCDE, A'B'C'D'E' . Supposons 

qu'ils soient décomposés en triangles semblables OAB, O'A'B', 
OISC, O 'B 'C , OCD, O'C'I)', etc. Les angles des deux polygones 
seront égaux comme sommes d'angles égaux. Si l'on compare, 
par exemple, l'angle B et l'angle B', on verra que l'angle B est 
la somme des angles ABO, OBC, et que l'angle B' est la somme 
des angles A'B'Ô' , O 'B 'C . Les angles ABO et A'B'O', OBC et 
O ' B ' C , sont d'ailleurs égaux par suite de la similitude des 
triangles OAB et O' VB', OBC et O 'B 'C. La similitude de ces 
mêmes triangles permet de poser 

_\B BO BO BC 
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c'est-à-dire 
AB BC 

A'B' B 'C 

On prouverait de même que 

BC Cl) 
B ' C C D ' 

etc. 

Les deux polygones ont donc leurs angles égaux et leurs 
côtés homologues proportionnels : ils sont donc semblables. 

En supposant que le point O se confonde avec le sommet A, 
chacun des polygones considérés comprend n — a triangles, 
en désignant par n le nombre des cotés de ces polygones. La 
similitude de chaque couple de triangles exigeant 2 conditions, 
la similitude des deux polygones exigera 2 n— 4 conditions. 
Leur égalité en exige in — 3 ('POJ. C'est là une loi générale, le 
nombre des conditions d'égalité surpasse toujours de 1 le 
nombre des conditions de simili tude, parce qu'il faut dans ce 
cas ajouter aux conditions de similitude cette condition parti
cul ière , que le rapport de similitude est égal à 1 : la propor
tionnalité des côtés se change alors en égalité. 

101. Si l'on joint un point quelconque S à tous les sommets 
d'un polygone ABCDE, et si ion prend sur les droites SA, SB, 
SC, etc., des points A ' , B ' , C , etc., tels, qu'on ait 

SA SB SC SI) 
SA' — SB' ~~" SC "~~ SD' 

SE 
— SE' 

Hg. yu. 

les deux polygones ABCDE, A'B'C'D'E' , sont semblables 

ifië- 96)-
En effet, les deux trian

gles SAB, SA'B', ayant un 
angle égal compris entre 
côtés proportionnels, sont 

/ "M--" ""/"""""""::'"•=;;• <-s semblables : le côté AB sera 
parallèle au côté A'B' , et 
l'on aura 

AB SB 

A'B' SB' 

En comparant les 'deux triangles SBC, SB 'C, on prouverait le 
BC 

parallélisme des côtés BC, B 'C , et ! "égalité des rapports „ , . - , ' 
SB 

et g ^ , etc. Les deux polygones ABCDE, A'B'C'D'E ' , ayant 

leurs côtés parallèles et dirigés dans le môme sens, auront tous 
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leurs angles égaux; ils auront, de plus, tous leurs côtes pro
portionnels : ils seront donc semblables. 

Remarquons que les points A', B', C , etc., peuvent être pris 
soit sur les côtés SA, SB, SC, etc. , soit sur les prolongements 
de ces côtés : le point S s'appelle centre de similitude, les 
droites SA, SA', SB, SB', etc. , sont les rayons vecteurs des 
points A, A', B, B', etc. Lorsque les deux polygones sont, du 
même côté du point S, ils sont semblablemenl placés; lors
qu'ils sont de part et d'autre du point S , ils sont inversement 
placés. 

La réciproque du ihéorème qu'on vient de démontrer est 
vraie. Si deux polygones semblables ont, leurs côtés parallèles, 

Fig. 97. les droites qui joignent les 
sommets homologues se croi-

'r^~~~~~-!:l sent en un même point qui 
k>. lv——\ est le centre de similitude des 

H-- i- : >.c -1 -'•'V deux polygones [fig. 97). 
\ \- • Soient les deux polygones 

V - — D ' '"~ V ABCDE, A ' B ' C I V E ' , qui 
remplissent les conditions de 

l 'énoncé. Joignons A A' et. BR'. Soit S le point de rencontre de 
ces deux droites. Les deux triangles SAIS, SA'B', seront, 
semblables comme équiangies, puisque AB et A' IV sont pa
rallèles, et l'on aura 

AS _ BS __ A R 
' , V S ~ J V S ~ X'W' 

Joignons SC et SC, et comparons les triangles BSC, R'SC. 
L'angle en B sera égal à l'angle en B', à cause des parallèles 
BC, IV C . On aura d'ailleurs 

AB BS 
VIV B'S 

par suite de la similitude des polygones. On aura donc aussi, 
d'après ce qui précède, 

BC _ BS 

et les deux triangles BSC, B'SC, seront semblables, comme 
ayant un angle égal conquis entre côtés proportionnels. Ils 
seront donc équiangies, e l l e s rayons SC et SC ne formeront 
qu 'une seule et même ligne droite. On prouverait de même 
que Dl>' et EE' passent par le point S. 

Plusieurs instruments ingénieux employés pour réduire les 
dessins, sont basés sur le théorème, que nous venons d'établir : 
nous citerons le panfograji/œ. 
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102. Le rapport des périmètres de deux polygones semblables 
est égal au rapport de similitude des deux polygones ( fig. 0,7 ). 

Les deux polygones ABCDE, A 'B 'C 'D 'E ' , étant semblables, 
on a 

AB _ BC _ _CD_ _ _DE_ _ _EA_ 
A7!!7 ~ B 'C ~~ 171)' ~~ D E ~~ E'A' ' 

Lu théorème connu permet donc de poser immédiatement 

AB + BC + CD -+- DE + EA _ _AB_ 
A' B' -+- B' C -t- C \Y + D E' + E' A' ~~ A' B' ' 

Le numérateur du premier membre de l'égalité obtenue repré
sente la somme des côtés du polygone ABCDE, c'est-à-dire son 
périmètre P ; le dénominateur de ce même premier membre 
représente le périmètre P' du polygone A'B'C'D'E ' . On aura 
donc 

P _ Mi 
P ' ~ \ V B ' ' 

III. — Relations métriques entre les différentes parties d'un 
triangle. 

103. Pour simplifier les énoncés, on appelle en géométrie 
produit de deux lignes le produit des nombres qui expriment 
leurs mesures par rapport à la même unité : carré d'une ligne, 
(e carré du nombre qui exprime sa mesure. 

Si l'on a 
A _ C 
B ~ D ' 

A, B, C, 1), représentant des longueurs ou les nombres qui les 
mesurent lorsqu'on les rapporte à une même uni té , on dit que 
D est une quatrième proportionnelle à A, B, C. 
. Si les moyens B et C sont égaux, on aura 

B ~ D : 

D est alors une troisième proportionnelle à A et B. Dans 
ce cas, B, à son tour, est une moyenne proportionnelle entre 
A et D, et l'on a B' = A X D. 

Fi;;, os. Onappelle/>ro/Ve//oM d'un point A surune 
r, ligne droite XY, le pied a de la perpendicu-

^..^\ laire abaissée du point A sur XY. Si l'on 
" f donne une droite limitée AB, sa projection 
I \_ sur XY est la longue ur ab qui sépare les pro-

x " "° Y jeetions de ses points extrêmes [fig. 98). 

10V. Si du sommet de l'angle droit d'un triangle rectangle 
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on abaisse une perpendiculaire sur Vhypoténuse : chaque côté 
de l'angle droit est moyenne proportionnelle entre sa projec
tion sur F hypoténuse et l'hypoténuse elle-même; la perpen
diculaire abaissée est moyenne proportionnelle entre les deux 

Pi,,. ,-)(, segments qu'elle détermine sur l'hypoté-

.i--^ nuse ifiS- 99)-
, " ' \ x ~ \ Soit le triangle rectangle ABC, soit la 

\ perpendiculaire Al) abaissée du sommet A 
B —i) c sur l 'hypoténuse BC. Cette perpendiculaire 

partagera le triangle proposé en deux trian
gles partiels, qui lui seront semblables et qui seront, par con
séquent, semblables entre eux. En effet, les deux triangles 
rectangles ABC et ABI) ayant l'angle aigu B commun, sont 
équiangles et semblables ; il en est de même des triangles rec
tangles ABC et ADC, qui ont l'angle aigu C commun. 

Si l'on compare successivement les triangles ABI) et ABC, 
ADC et ABC, on pourra donc écrire 

d'où A B = B I ) . B C ; 

d'où A O = C D . B C . 

H faut se rappeler que les côtés proportionnels" sont les côtés 
opposés aux angles égaux. 

Si l'on compare ensuite les triangles partiels ABI), ADC, on 
aura 

? ^ = i ^ , d'où A D 2 = B D . C D . 

Si l'on décrit un cercle sur BC comme, diamètre, il passera 
par le sommet A (Go) ; on peut, par conséquent, énoncer sous 
la forme suivante les propriétés démontrées : 

Toute corde est moyenne proportionnelle entre le diamètre 
qui passe par l'une de ses extrémités, et sa projection sur ce 
diamètre ; la perpendiculaire abaissée d'un point quelconque 
de la circonférence sur un diamètre est moyenne proportion
nelle entre les deux segments de ce diamètre. 

103. Si l'on exprime numériquement, par rapport à une 
même unité, les trois cotés d'un triangle rectangle, le carré du 
nombre qui représente l'hypoténuse est égal à la somme îles 
carrés des nombres qui représentent les deux côtés de l'angle 
droit [fig- 9 9 -

Le théorème précédent vient de nous donner les deux éga-
lites 

VB^r BD.BC. 
VC—CD.RG. 

B D A B 
Â B — BC" 
CD _AC 
Â C ~ l 5 C ' 
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Ajoutons-les membre à membre, et mettons dans 
membre BC en facteur commun: il viendra 

61 

second 

AB -f- AC2 = (BD + CD). BC. 

BD -+- CD = BC. (.)n aura donc 

AB2 + AC J =BC- . 

On peut facilement, en ayant égard à cette relation, trouver 
l'un des côtés d'un triangle rectangle, lorsqu'on connaît les 
deux autres. 

Si l'on donne les côtés de l'angle droit égaux à 4" et à 3M, on 
aura immédiatement, en représentant l 'hypoténuse par z, 

z" = 4Z -+- 32 = a5, d'où z = S. 

Si l'on donne l 'hypoténuse égale à iS11 et l'un des côtés de 
l'angle droit égal à 5M, on aura immédiatement, en représen
tant par x le côté inconnu, 

i32 = 52 + x-, d'où x2 = i 3 2 — 52=:i-^4 et x=zi?.. 

Le rapport de la diagonale du carré à son côté est 

par la quantité incommensurable v'2. 
Le triangle ABC \fig- ic 

et isocèle, donne 
FifT 

exprime 

étant rectangle 

AC2 = AB2 + BC2 = 2 \ B \ 
d'où 

AC2 

ÂB2 = ?. et 
AC ,-

On doit remarquer que les théorèmes relatifs à la similitude 
des triangles (91 , 95), joints à celui du carré de l 'hypoténuse, 
sont les plus importants de la géométrie. Car toutes les figures 
peuvent se décomposer en triangles quelconques, et tout 
triangle quelconque peut se décomposer en deux triangles 
rectangles par une perpendiculaire abaissée de l'un des som
mets sur le côté opposé. On aura donc constamment à appliquer 
les propositions indiquées. 

106. Dans tout triangle, le carré du côté opposé à un angle 
aigu est égal à la somme des carrés des deux autres côtés, 

moins le double produit de 
f , f l - , 0 > - ,, , , ', 

l un a eux par la projec-
\ J^ tion de l'autre côté sur 

/ \ / / la direction du premier 
X \ ^ ' ' (fig.ioi). 

c ï) ~\; c n" "H Soit le triangle ABC dans 
lequel l'angle C est aigu. 

Considérons le côté VB opposé h cet angle. Du sommet \ , j 'a-

file:///fig-
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baisse sur le cùié opposé la perpendiculaire \D •. elle lonibera 
en dedans ou en dehors du triangle, suivant que l'angle B sera 
aigu ou obtus. Dans le premier cas, on aura 

DB = BC—CD; 

dans le second, on aura 

DB = CD—BC. 

Dans les deux cas, on aura 

DB2 = BC'H-C1)'—?.BC . CD. 

Le triangle rectangle ABD donne d'ailleurs 

AB2 = AI)'-r-DB2. 

On aura donc, en remplaçant DB! par sa valeur, 

AB2 = AD 2 +BC 2 + CD2 — oBC.CD. 

Le triangle rectangle ADC permettant de remplacer 

AD2-h CD2 par AC% 
il viendra 

A1S2 = BC2-+-AC2—2BC.<;D. 

107. Dans tout triangle, le carré du côté opposé à un angle 
obtus est égal à la somme des carrés des deux autres côtés,plus 

le double produit de l'un d'eux par 
Fi°'. 102. . * 

°' la projection de l'autre côté sur la 
V direction du premier [flg. 102). 

\ "~- \ Soit le triangle ABC dans lequel 
• \ ~~\ . l 'anale C est obtus. Considérons le 

-~ c -^-B côté AB opposé a cet angle. Du 
sommet A, j 'abaisse sur le côté op

posé la perpendiculaire AD : elle tombera en deliors du 
triangle, el l'on aura 

D B = B C + CD, 
d'où 

T)B==BC -hCD 4-2ÏÏC.CD. 

Le triangle rectangle ABD donne d'ailleurs 

AB =:AD= + DB". 

On aura donc, en remplaçant DB- par sa valeur, 

AB2 —. \ D J + BC2 + CD2 + 2BC.CD. 

Le triangle rectangle ADC permettant de substituer AC- à 
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A D + C D , il viendra 

AB2 = ]ÏCM- \C2-f-:>.BC.Cl). 

Si l'on rapproche les théorèmes précédents, on voit que 
l'angle d'un triangle est nécessairement aigu, obtus ou droit, 
suivant que le carré du côté opposé est inférieur, supérieur ou 
égal à la somme des carrés des deux autres côtés. 

Étant donnés A B = IJM, AC = 5M, BC = 4M, proposons-nous de 
déterminer la hauteur du sommet À au-dessus du côté TÎC ou 
la perpendiculaire Al). Comme "/ l 'emporte sur 52-f- \2. l'angle 
opposé au côté AB est obtus, et l'on peut poser 

\W = BC2 + AC2 + 2 BC. CI). 
c'est-à-dire 

4 9 = 16 -+- 2 5 + 8 CD. 
.On en déduit 

CD = i . 

Le triangle rectangle ADC donne alors 

AD = . \ / 2 5 — i ou AD = v'?4 = 4> ^99 

à moins de o,ooo5 par excès. 

108. Dans tout triangle, la somme des carrés de deux côtés 
est égale à deux fois la somme des carrés de la moitié du troi

sième côté et de la médiane correspon
dante [Jig. io3 ;. 

Soit le triangle ABC : la médiane qui 
correspond au côté BC est la droite AD qui 
joint le sommet A au milieu D du côté BC. 
L'un des angles en D est aigu, l'autre est 

obtus, sauf le cas du triangle isocèle; mais alors le théorème 
est évident. Le triangle ADC donne 

AC2 = C B 2 + AD2 + 2 CD. DE. 

Le triangle ADB donne à son tour 

VB2=BD2 + VD2 — 2IÎD.DE. 

Si l'on ajoute ces deux égalités membre à membre et si l'on 
remarque que CD = BD, il viendra, en réduisant, 

VC2-f-AB2 = 2(CD2-i- VD2;. 

Si la droite BC ne change pas et si la somme des carrés des 
côtés \C et AB reste constante, ces côtés variant eux-mêmes, 
l'égalité précédente prouve que la valeur de la médiane AD 
restera constante. Par conséquent, le lieu des points dont la 
somme des carrés des distances à deux points fixes est con-

\:\". I O J 

c D 



6 4 GÉOMKTIUE. 

s tante, est une circonférence de cercle qui a pour centre le mi
lieu de la droite qui joint les deux points fixes. 

Si l'on a 
AC2-4-AB! = /n \ 

il viendra 

/ » ' = ? . (CD 2 + AI)J), d'où A D = t / ^ —CD=. 

Telle sera l 'expression du rayon de la circonférence. Le pro
blème est impossible, lorsqu'on a »i'-'<[?.Cl)!. 

La somme des carrés des côtés d'un quadrilatère quelconque 
est égale à la somme des carrés des diagonales, augmentée de 

quatre fois le carré de la droite qui 
joint les milieux des diagonales [fig. io4). 

Soit le quadrilatère A.BCD. Soient E et 
^ > D F les milieux des diagonales AC et BD. 

,, ' ',,>.'" Les deux triangles ADC, \BC, donneront 

' :<^-~ - - -'"'""'" AD=-4-DC= = ? . ( \E 2 -hDE-) , 
VB2 + B C 2 = 2 ( VE2-l-BE2:. 

Si l'on ajoute ces deux égalités membre à membre , il vient 

AB2 + BC2-r-DC2-f- \T)2 = 4 A E 2 + 2 ?BE2 + DE2). 

Le triangle BED donne d'ailleurs 

2 : B E 2 + I )E 2 )=4^BF 2 - f -EF 2 ; . 

On aura donc 

AB2 -+- BC2 + DC2 -+- AD2 = 4AE2 + 4 B F 2 + 4 E F 2 . 

Mais de 2AE = AC, on déduit 4^E 2 = AC'; de même, de 
2 BF = BD, on déduit 4BF2 = BD2. Il restera donc 

AB2 4- BC2 -+- DC2 -+- \ D= = \C2 + BD2
 H- 4 EF2 . 

S'il s'agit d'un parallélogramme, la distance EF devient nulle. 
Par conséquent, dans tout parallélogramme, la somme des 
carrés des côtés est égale à la somme des carrés des diago
nales. 

109. Dans tout triangle, la différence des carrés de deux 
côtés est égale au double produit du troisième côté par la 
projection sur sa direction de la médiane correspondante 
[fig. io3). 

Nous avons déjà trouve les deux égalités 

AC.2 = Cl)2 H- AD2 -+-2CD .DE, 

AB2 = BD2 -+- \TY— •?.BD. DE. 
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Retranchons-les membre à membre , en remarquant que 
CD=B1) : il viendra 

AO — AB; = 4CD.DE, 
c'est-à-dire 

AC—AB 2 = 2BC.DE. 

Remarquons que si les points B et C restent fixes, tandis 
que, les côtés AC et AB variant, la différence de leurs carrés 
demeure constante, l'égalité précédente prouve quela projection 

'DE ou la position du point E reste aussi constante. Par consé
quent , le lien des points dont la différence des carrés des 
distances à deux points fixes est constante, est une perpendi
culaire à la droite qui joint les points fixes. 

Si l'on a 
AC3 —AB= = »i% 

il viendra 

m*=?.BC.VE, d'où D E = ™ -
2BC 

Telle est la valeur de DE. On portera cette valeur de DE, à 
partir du point D milieu de BC, à droite ou à gauche de ce 
point, et le lien se composera en réalité des deux perpendicu
laires élevées à BC par les points obtenus. 

110. Le produit de deux cotés d'un triangle est égal au 
carré de la bissectrice de l'angle qu'ils forment, augmenté du 

produit des deux segments que cette bis-
tf' I 0 ' ' sectrice détermine sur le troisième côté 

A (fis- '°5). 
, / 1 \ Soit le triangle ABC, soit la bissectrice 

/ ' ! \ CD de l'angle C. Formons l'angle DBE égal 
/ / \ R à la moitié de l'angle C. Les deux triangles 

A ^ / ACD et DBE seront évidemment équiangles 
\ / et semblables. L'angle CAD sera donc égal 

à l'angle DEB, et il en résultera la simili
tude des deuv triangles ACD, CBE. On aura, par suite de cette 
similitude, 

\ C CD 
7 T F - = 7 ^ ' d'où AC.CB = CD.CE. 
CE CB 

On peut remplacer CE par CD -+- DE : on aura alors 

AC.CB = CD! + CD.DE. 

La similitude des triangles ACD, DBE, donne d'ailleurs 

M = i ' «™ CD.DE = AD.DB. 

II. 
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En substituant dans l'égalité précédente, nous aurons donc 

AC.CB = CD'~t-AD.DB. 

Nous pourrons, a l'aide des théorèmes établis (106, 107,108, 
110), calculer les hauteurs des différents sommets d'un triangle 
par rapport aux côtés opposés, les médianes de ce triangle, les 
bissectrices[de ses angles, en fonction des trois côtés du triangle. 

Le produit de deux côtés d'un triangle est encore égal au 
produit de la hauteur qui correspond au troisième côté par le 

r. r diamètre du cercle circonscrit au triangle 

{fig. 106). 
Lorsqu'un triangle est inscrit dans une 

circonférence, on dit que la circonférence 
lui est circonscrite. 

Soit le triangle ABC inscrit dans la cir
conférence O, soit CE perpendiculaire sur 
AB. Les deux triangles rectangles ACD, CBE 

sont semblables; car l'angle ADC et l'angle EBC sont inscrits 
dans le même segment. On aura donc 

AC _ CD 
CE "~ CB ' 

d'où AC.CB = CE.CD. 

IV. — Des lignes proportionnelles dans le cercle. 

111. Si d'un point pris dans le plan d'un cercle on lui mène 
des sécantes, le produit des distances de ce point aux intersec-

ri„ I 0 . lions de chaque sécante avec la circonférence 
s^~~. . « ' constant [fig. 107). 

H / \ ~^>\ Supposons d'abord le point donné intérieur 
l -/"Y ' a u cercle. Par ce point E, menons deux cordes 

11 \ \ \ quelconques AB et CD. Joignons AC et BD. 
\ \ \ ^ < " ' Nous formerons deux triangles AEC, DEB ; ces 

" triangles sont équiangles, car les angles en E 
sont opposés par le sommet, et les angles en C et en B sont 
égaux comme inscrits dans le même segment. La similitude 
des iriangles considérés permettra donc de poser 

£S = S ' u t>" AEBE = CE.DE. 
DL BE 

On énonce quelquefois cette importante propriété, en disant 
que deux cordes quelconques se coupent dans une circonfé
rence en parties inversement proportionnelles. 

Supposons maintenant le point donné extérieur au cercle. 
Par ce point E, menons deux sécantes quelconques EAB, EDC 



GEOMETRIE, O7 

'Jig. 108). Joignons AC et BD. Les deux triangles AEC, DEB 
seront semblables. En effet, ils ontl'angle^E 
commun, et les angles C et B sont égaux 
comme inscrits dans le même segment. On 
pourra donc poser 

EC 
EB 

EV. 
E S ' d'OU E C . E D ^ E B . E A . 

On énonce quelquefois cette propriété 
en disant que deux sécantes issues d'un 

même point sont inversement proportionnelles à leurs parties 
extérieures. 

Si l'on conçoit que la sécante EC tourne autour du point E, 
de manière à devenir la tangente EF, le théorème ne cessera 
pas d'être vrai, mais à la limite la sécante entière se confon
dra avec sa partie extérieure. On aura donc 

EF= = EB.EA. 

Fig. 109. 

Ce qui prouve que, lorsqu'une tangente et une sécante pur-
lent d'un même point, la tangente est moyenne proportion

nelle entre la sécante entière et sa partie exté
rieure [Jig. 109). 

On peut d'ailleurs le démontrer directement 
comme il suit. Soient la tangente EF et la sé 
cante EAB. Joignons AF et BF. Les deux trian
gles EBF, EAF, sont semblables. En effet, ils 
ont l'angle E commun, et l'angle EBF est égal 
à l'angle EFA, puisque ces deux angles ont 
pour mesure la moitié du même arc AF. On 
aura donc 

EB 
EF 

EF 
Ë A ' 

d'où EF ! = EB.EA. 

112. La réciproque de la proposition précédente est vraie. 
Lorsque deux droites AD, BC, prolongées s'il y a lieu, se 

Fif;. I l n coupent en un point E tel, 
n qu'on ait 

i\ 
A E . D E = B E . C E , 

leurs extrémités A, D, B, C, 
sont situées sur une même cir
conférence Jig. I I O , . 

de l'égalité donnée par BE.DE. 

7v \ ' E \ 

Divisons les deux membre? 
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AE CE 
BE ~ DE ' 

Les deux triangles ACE, BDE, auront donc un angle com
mun ou un angle égal compris entre côtés proportionnels. Ces 
triangles, étant alors semblables, seront équiangles. Par consé
quent, si l'on décrit sur CD comme corde un segment capable de 
l'angle CAD, la circonférence qui passera par les trois sommets 
C, A, D, passera aussi par le quatrième sommet B; en effet, les 
angles en A et en B sont égaux d'après ce qu'on vient de dire. 

113. Lorsque deux droites forment respectivement des an
gles égaux avec les côtés d'un même angle, on leur donne le 
nom de droites anti-parallèles. 

Soit l'angle A coupé par les droites BC, DE; si les angles 
ABC, AED, sont égaux, les droites BC et DE sont anti-paral-

•). Prenons AE' = AE et A D ' = \ D , joignons 
D'E' : les deux triangles ADE, \D'E' se
ront égaux, et l'angle AED sera égal à l'angle 
AE' D'. L'angle ABC sera donc lui-même égal 
à l'angle AE'D', et la droite BC sera paral
lèle à la droite E'D'. On aura donc 

lèles [fig. 
Fig. m 

AB 
AÊ' 

AC 
AD 

c'est-à-dire 

AB 
AE 

AC 
ÂD' 

d'où AB.AD:=AC.AE. 

Les distances du sommet de l'angle aux 
points d'intersection de chacun de ses cotés 
avec les deux droites anti-parallèles, for
ment donc un produit constant. 

confondait avec le point B, on aurait 

AB: = AC.AE. 

Lorsque les deux droites anti-parallèles se croisent en un 
même point sur l'un des côtés de l'angle, la distance du sommet 
à ce point est donc moyenne proportionnelle entre les segments 
comptés sur l'autre côté de l'angle. 

La propriété qu'on vient de démontrer permettrait de rendre 
plus rapide l'exposition de quelques-uns des théorèmes pré
cédents. Considérons, par exemple [fig. 107;, les cordes 
AB, Cl). Les angles en A et en D étant égaux comme inscrits 
dans le même segment, les droites AC, DB, sont anti-parallèles 
par rapport aux côtés de l'angle E : on aura donc immé-
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diatement 
VE.BE=:CE.DE. 

On voit que deux droites anti-parallèles déterminent deux 
triangles semblables, qui deviennenl semblablement placés par 
renversement. 

V.—Problèmes sur les lignes proportionnelles. 

11V. Division d'une lime droite en un certain nombre de 
parties égales \fig 

F Î 0 . I 1 2 . 

A 

Soit À à diviser en cinq parties égales. 
Je forme un angle quelconque CBD et, sur 
le coté BC, je porte une longueur BE égale 
à la droite A. Sur l'autre côté BD, je porte, 
à la suite l'une de l 'autre, cinq fois de suite 
la longueur arbitraire BF. Soient II et G les 
deux derniers points de division. Je joins 
(îE et, par le point H, je mène HK parallèle 

à GE.EK sera la cinquième partie de BE ou de A. On a, en 
effet, à cause des parallèles, 

EK _ GH _ £ 
BE " BG' ~ 5 ' 

115. Division d'une ligne droite en parties proportionnelles 
ù des lignes données ou à des nombres donnés (Jig- 113}. 

Soit à diviser la droite A en parties pro
portionnelles aux droites M, N, P. Je forme 
un angle quelconque CBD et, sur le côté 
BC, je porte une longueur BE égale à A. Sur 
l'autre côté Bl), je porte successivement des 
longueurs BF, F G , GH , respectivement 
égales aux longueurs M, X, P. Je joins le 
point II au point E, et je mène à la droite 
1IE les parallèles GK, FL. La droite BE ou 
A sera divisée aux points L et K, comme 

l'exige l 'énoncé. On aura, en effet, à cause 
des parallèles, 

BL _ BF __ M LK _ FG _ N 
LK — FG ~ N ° l KE ~~ GH ~~ P : 

FifT. 

BL 
M 

LK 
N 

KE 
P 

Si l'on devait partager A proportionnellement à des nombres 
donnés, on représenterait ces nombres par des droites en fai
sant choix d'une certaine unité, et l'on opérerait comme ou 
vient de l'indiquer. 
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116. Construire lu quatrième proportionnelle à trois droites 
données [fig. n 4 } -

r ;„ , , / Soient M, N , P , les trois 
droites données. Je forme un 
angle quelconque BA.C. Sur le 
côté AB, je prends AB = M et 
A D = N ; je prends, sur le côté 
AC, AC = P. Je joins BC et, par 
le point D, je mène DE paral
lèle à BC. AE sera la quatrième 

proportionnelle demandée ; car on aura 

AB AC M P 
A D = A Ë ° U N = Â Ë W -

Si les lignes N et P étaient égales, AE serait la troisième 
proportionnelle aux lignes M et X. 

117. Construire la moyenne proporiionnelle à deux lignes 
données [Jig. 115). 

Soient les deux lignes données A et B. Je 
F'S- , I D ' porte ces l ignes, de C en D et de D en E , sur 

, , 1 une droite indéfinie. Sur CE comme diamètre, 
Bl ! je décris une demi-circonférence. J'élève parle 

^-' ; r \ point 1), DF perpendiculaire au diamètre : DF 
est la moyenne proportionnelle demandée : on 

c ~o~k—t a c n e u " e t 

DF2 = C I ) . 1 ) E = A . B ( lOi) . 

Remarquons que, si les lignes A et B sont inégales, le rayon OF 
sera toujours plus grand que la perpendiculaire FI). On vérifie 
ainsi géométriquement que la moyenne proportionnelle à deux 
lignes inégales est plus petite que leur moyenne ari thmétique. 

Lorsque les lignes A et B sont trop grandes pour qu'il soit 
commode de les porter à la suite l 'une de l 'autre, on opère 

comme il suit. On prend sur une droite 
fîg. n6. indéfinie [fig. 116) CD — A, CE = B. On 

décrit sur CD comme diamètre une demi-
circonférence, et au point E on élève El" 
perpendiculaire au diamètre. La moyenne 
proportionnelle demandée sera la corde 
CF. On a en effet 

CF- = CD.CE = A.B (104). 

On aurai! pu aussi, dans le cas considéré, décrire une demi -
circonférence sur ED comme diamètre : El) représente la dif
férence des deux lignes données. Si l'on mène, par le point C, 
une tangente CC à cette circonférence, CM représentera la 
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moyenne proportionnelle cherchée ; car on aura encore 

CG= = CD.CE = A.B (11.1). 

On a évidemment € 0 ' = ! B H — = : De même , 

O'G = O'D = '- Le triangle CO'G est d'ailleurs rectainde 

en G. Il en résulte que la demi-somme de deux lignes, leur 
moyenne proportionnelle et leur demi-différence, peuvent 
être représentées par les trois côtés d'un triangle rectangle. 

118. Construire deux droites connaissant leur somme et 
leur produit [fig. 117). 

Soit BC la somme donnée, soit A la droite 
dont le carré égale le produit donné. SurBC 
comme diamètre, je décris une demi-circon
férence. Au point B, j 'é lève sur le diamètre 
BC la perpendiculaire BD et je la prends 
égale à A. Par le point D ainsi obtenu, je 

B F r c mène la parallèle DEE' au diamètre BC. 
Cette parallèle coupe généralement la cir

conférence en deux points E e t E ' ; par ces points, j 'abaisse 
sur le diamètre BC les perpendiculaires EF, E 'F ' . Les deux 
droites demandées seront BF et FC ou BF' et F'C : ces deux 
solutions n'en font qu 'une seule , car on a évidemment 
BF' = FC et F'C = BF; on a bien d'ailleurs BF + FC = BC et 
B F . F C = E F ' = A2. 

Pour que la parallèle DEE' rencontre la circonférence, il 
faut que A ne surpasse pas le rayon de la circonférence ou la 

moitié de la somme BC : A étant égale à —•> la parallèle de
vient tangente à la circonférence. Le produit de deux lignes 
dont la somme est constante est donc maximum lorsque ces 
deux lignes sont égales. Nous retrouvons ainsi par la géomé
trie un théorème déjà démontré au point de vue algébrique. 

119. Construire deux droites, connaissant leur différence 
et leur produit {fig. 118). 

Soit BC la différence donnée, soit A la 
F is- , l 8- droite dont le carré égale le produit donné. 

Sur BC comme diamètre, je décris une cir
conférence. Au point B, j 'é lève sur le dia
mètre BC la perpendiculaire BD et je la 
prends égale à A. Par le point D ainsi obtenu 
et le centre de la circonférence, je mène 
la sécante DEF. Les deux lignes demandées 
seront la sécante entière DF et sa partie ex-
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térieure DE. On a en effet 

DF —1)E = EF = BC et DF.DE = DB : = A> J11 

à-dir 

Les deux problèmes que nous venons de résoudre, per
mettent de construire les racines des équations du second degré. 

120. Diviser une droite en moyenne et extrême raison, c'est-
la partager de manière que le plus grand segment 

soit une moyenne proportionnelle à 
la ligne entière et au plus petit seg
ment [fig. 119)-

Nous avons déjà traité cette question 
en algèbre [4lg. élém. 196) : nous allons 
la reprendre au point de vue de la con
struction géométrique à appliquer. Je 
représente par a la ligne donnée AB, 

par x le plus grand segment cherché BC : le plus petit seg
ment AC sera alors a — x. On doit avoir 

On en déduit 
x2 = a [a — x ) . 

a , Ici1 

Considérons la première racine x' = • Pour 

construire le radical, on n'a qu'à élever en A une perpendicu
laire AE égale à la moitié de AB, puisa joindre EB. On aura évi

demment EB 
^ 

H faut retrancher de EB, ou 4 
El); BD = EB — EU représentera donc x', et l'on pourra por
ter cette longueur sur BA en décrivant, du point B comme 
centre avec BD pour ravon, l'arc de cercle 1)C. 

La racine x" est égale, en valeur absolue, à—f- v/f- -
Pour construire cette racine, il faut donc ajouter ou EF 

à E B ; BF représentera donc numériquement x". Si du point 
B comme centre, avec BF pour ravon, on décrit un arc (le 
cercle qui vienne couper le prolongement de AB à droite du 
point B, on obtiendra un nouveau point qui répondra à la 
question entendue d'une manière plus générale (voiiT-Z/^vô/v). 

AC est égale a a — x ou a .•< + 
a fi 

c'est-à-dire 
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11 est important de se rappeler que le plus grand segment 
d'une droite a divisée en moyenne et extrême raison a pour 
expression 

a { — i -+- v'5 ï ) 
2 

et que le plus petit segment de cette droite est égal à 

« (3 —v'5) 

121. Construire sur une ligne donnée un triangle ou un poh
gone semblable à un triangle ou 

'"• l iu- à un polygone donné [fig. i a o ' . 
i ^ Si l'on veut construire sur la 

~~~~~>'' iv ligne A'B' , homologue de AB, 
\ / j •"•. ~~~~'i' un triangle semblable au triangle 

t \ \ /' \ Ï - \ \ /JË, ABC, on fera l'angle B'A'C égal 
\ i , / " ' \ ' ' à l'angle BAC et l'angle A'B'C 

A A égal à l'angle ABC. Le triangle 
A'B'C' et le triangle ABC seront 

semblables comme équiangles. 
Si l'on veut construire sur la ligne A'B' , homologue de AB, 

un pohgone semblable au polygone ABCDE, on décomposera 
le polygone donné en triangles en menant du sommet A les 
diagonales AC, Al). On conslruira alors sur A'B' un triangle 
A ' B ' C semblable au triangle ABC; puis, sur A'C homologue 
de AC, un triangle A ' C D ' semblable au triangle ACD; enfin, sur 
A'D' homologue de Al), un triangle A']) 'E ' semblable au trian
gle AED.Les deux polygones ABCDE et A 'B 'CD 'E ' seront sem
blables, comme composés d'un même nombre de triangles 
semblables et semblablement disposés. 

122. Construction d'une échelle [ftg. 121). Quand on a levé 
le plan d'un terrain, il faut le rapporter sur le papier. Le rap
port d'une droite du plan à celle qui lui correspond sur le 
terrain, s'appelle échelle du plan. Si ce rapport est o . o i , le 
plan est construit à l'échelle de o ,o i ou au centième. 

Par extension, on appelle échelle graphique une ligure géo
métrique qui permet de trouver immédiatement les longueurs 
des lignes du terrain, réduites dans un certain rapport, et, réci
proquement, de passer des lignes mesurées sur le plan aux 
lignes qu'elles représentent effectivement. 

Soit à construire une échelle de ? 'ïooo" sont alors re-
5ooo 

présentés par iM c i i o o M p a r oM ,<1 2 
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Sur une droite indéfinie VB, on prend une longueur 
AF égaie à o",oa et on la divise en 10 parties égales. AF repré-

Fij1;, 121 . 

100 80 60 40 20 01 100 2(10 

! I • !• I ' : I l • , , 7 

f. C E 100 " 2C0 

sentant iooM, chaque division représentera 10" : on numéro
tera donc les points de division o, 10, 20,. . ., 100. On porte 
alors des longueurs égales à AF à la suite du point F, et on 
indique ces nouvelles divisions par les nombres 100, 200, 
3oo, etc., de manière à atteindre le plus grand nombre de cen
taines de mètres qu'on puisse avoir à considérer. Par les points 
A, F, 100, 200, 3oo, etc., on élève des perpendiculaires à la 
droite AB. On porte sur l'une d'elles FE, dix fois une même 
longueur arbitraire, et par les points de division 1, 2, 3 , . . . , 
10, on mène des parallèles à AB. On prend sur CE, à partir du 
point E, une longueur EG égale au dixième de AF, on joint FG, 
et par les points de division de AF on mènedesparallèlesà FG. 

Les centaines de mètres sont alors représentées par les divi
sions de FB, les dizaines de mètres par les divisions de AF, et 
les neuf premiers multiples du mètre par les portions de paral
lèles à AB comprises dans le triangle FGE. En effet, si l'on 
considère la cinquième parallèle et le segment L5 qui lui cor
respond, on aura 

F5 L5 £ 
F E ~ ~ G E ~ 2 ' 

GE représente ioM, L5 en représentera 5. 
Si l'on veut marquer sur le plan une longueur de 3a5M, on 

place l'une des pointes du compas sur l'intersection M de la 
parallèle à FG qui correspond au point de division 20 sur AF, 
avec la parallèle à AF qui passe par la division 5 de FE; et l'on 
amène l'autre pointe du compas sur la parallèle à FE qui est 
marquée 3oo : on a 3ooM depuis cette parallèle jusqu'à FE, 
25M depuis FE jusqu'au point M. 

Réciproquement, si l'on veut savoir la longueur réelle d'une 
ligne du plan, on prend une ouverture de compas égale à cette 
ligne, et l'on voit immédiatement combien elle renferme de 
reniâmes de mètres. Supposons qu'elle tombe entre 200*' et 

300 P. 

J I 
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3oo". On place alors l'une des pointes du compas sur la paral
lèle 200 à FE, et on la fait glisser sur cette parallèle jusqu'à ce 
que l'autre pointe du compas vienne rencontrer un point d'in
tersection des parallèles à AF et des parallèles à FG ou couper 
l'une des parallèles à FG entre deux parallèles à AF. Suppo
sons qu'on rencontre ainsi la parallèle 3o à FG entre la hui
tième et la neuvième parallèle à AF. La longueur cherchée 
renferme d'abord 200", puis 3oM, puis un nombre de mètres 
compris entre 8M et g". Cette longueur sera donc 238" ou 239", 
à un demi-mètre près, en déterminant à vue quelle est la 
parallèle à AF la plus rapprochée de la pointe du compas. 

Ce que nous venons de dire relativement au lever des plans 
s'applique évidemment à la représentation graphique d'un bâ
timent, d'une machine, d'un objet quelconque. 

CHAPITRE IV. 
MESURE DE LA CIRCONFÉRENCE DE CERCLE. 

I. — Des polygones réguliers. 

123. Un polygone est régulier lorsqu'il a tous ses côtés égaux 
et tous ses angles égaux. Parmi les triangles et les quadrilatères, 
le triangle équilatéral et le carré sont des polygones réguliers. 

Un polygone est inscrit dans un cercle lorsque tous ses som
mets appartiennent à la circonférence : on dit alors que le cer
cle est circonscrit au polygone. 

Un polygone est circonscrit à un cercle lorsque ses côtés 
sont tangents à la circonférence : on dit alors que le cercle est 
inscrit dans le polygone. 

Tout triangle est inscriptible et circonscriptible. La première 
proposition est évidente : on peut toujours faire passer une 

circonférence par trois points A, B, C, 
[fig. 122;, non en ligne droite. Quant à 
la seconde proposition, on voit (fig. 123) 
que si l'on mène les bissectrices des an
gles du triangle ABC, elles se croiseront 
nécessairement en un même point 0 ; 
car le point de rencontre des deux bis
sectrices AO et BO étant également éloi
gné des trois côtés du triangle, appartient 
a la bissectrice du troisième angle. Le 
point 0 étant à égale distance des trois 
côtés du triangle, si du point 0 comme 
centre, avec la perpendiculaire OD abais
sée de ce point sur AB pour raxon, on dé-
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crit une circonférence, elle sera tangente aux trois côtés du 
triangle ou inscrite dans le triangle. 

égaux, puisque 
la direction du 

124. Tout polygone régulier est inscriptible et eirconscrip-
lible [Jig. \i\). 

Soit, par exemple, l'hexagone régulier ABCDEF. Je déter
mine le centre 0 du cercle qui passe par les trois sommets 

A, B, C : je dis qu'il passera aussi par le 
lg ' I 2 ( sommet suivant!) . J'abaisse du point O sur 

BC la perpendiculaire OG : le point G sera le 
milieu de BC. Comparons les deux quadrila
tères OABG, ODCG : je les superpose, en 
pliant la figure suivant l'axe OG. Les angles 
en G étant droits, GB prend la direction de 
GC et le point B tombe en C, puisqu'on a 
GB = GC. Les angles en lî et en C étant 

le polygone est régulier, le coté BA prend 
côté CD, et le point A se confond avec le 

point 1), puisqu'on a B A = C I ) . Le point O est resté fixe : les 
deux droites OA et OD ayant mêmes extrémités coïncident et 
sont égales. La circonférence décrite du point O comme centre 
avec OA pour rayon passera donc par le sommet D ; on prou
vera de la môme manière qu'elle doit passer par tous les autres 
sommets du polygone : ce polygone est donc inscriptible. 

H est circonscriptible; car les côtés AB, BC, CD, etc., étant 
des cordes égales de la circonférence O, sont également éloi
gnés du point O. Par conséquent, si du point O comme centre, 
avec la perpendiculaire OG pour rayon, on décrit une circonfé
rence, elle sera tangente à tous les côtés du polygone donné 
en leurs milieux. 

Le point O, centre commun du cercle circonscrit et du cer
cle inscrit, est le centre du polygone régulier. Le rayon du 
cercle circonscrit est le rayon du polygone; le rayon du cercle 
inscrit en est Y apothème. L'angle de deux rayons consécu
tifs OA, OB, est Y an gle au centre du polygone. Tous les angles 
au centre sont égaux, puisqu'ils interceptent des arcs égaux. 
Le nombre des côtés du polygone étant « et la somme des an
gles formés autour du point O étant égale à quatre angles droits, 
la valeur de l'angle au centre d'un polygone régulier sera ex
primée d'une manière générale r 

par - • 
1 II On peut remarquer que les angles d'un polygone régulier 

('tant tous égaux, l'un quelconque d'entre eux a pour expression 
2 » — 4 ,.>n>, 4 

M 

angle au 

l'.)d) ou 2— — • L'angle d'un polygone régulier et son 
n l * '-

•entre sont Joui supplémentaires : leurs moitiés sont 
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dès lors complémentaires : on en conclut, en considérant le 
triangle rectangle BOIT, dans lequel Oïl est la bissectrice de 
l'angle au centre AOB, que BO, à son tour, est la bissectrice 
de l'angle ABC du polygone. Ainsi, tout rayon divise en deux 
parties égales l'angle au sommet duquel il aboutit. 

125. Si l'on partage une circonférence en un nombre quel
conque d'arcs égaux, les cordes de ces arcs formeront un poly

pe r, gone régulier inscrit ; les tangentes menées 
par les points de division formeront un po-

JL. lygone régulier circonscrit [fis.. \i5). 
Jf > ^ n Supposons qu on partage la circonférence 

i/7 V\j en n parties égales et qu'on joigne les points 
/ y- de division. Considérons un angle quel-
'\\ .."ij. conque ABC du polygone formé : les côtés 

de cet angle interceptant deux divisions, il 
aura pour mesure la moitié de n — 2 divi

sions. Il en sera de même de tous les autres angles du poly
gone ; ses angles sont donc égaux. Quant à ses côtés, ils sont 
égaux comme cordes sous-tendant des arcs égaux. On obtient, 
par conséquent, un polygone régulier. 

Supposons qu'on mené des tangentes à la circonférence par 
tous les points de division obtenus, ces tangentes formeront un 
polygone circonscrit. Je dis que ce polygone est régulier. En 
effet, si l'on considère les triangles AGB, BIIC, etc., on voit 
que ces triangles sont égaux comme ayant un côté égal adjacent 
a deux angles égaux chacun à chacun : ces triangles sont iso
cèles, deux tangentes issues d'un même point étant égales, et 
l'angle GBA est égal à l'angle HBC, ces deux angles ayant 
des mesures égales par hypothèse ; d'ailleurs AB = BC. Les 
angles G, H, etc. , sont donc tous égaux. GII, qui est le double 
de BH, est égal à HK, qui est le double de HC. Les côtés du 
polygone circonscrit sont donc tous égaux. Ce polygone est, 
par suite, régulier. 

Etant donné un polygone régulier inscrit, si l'on prolonge 
ses apothèmes jusqu'à la rencontre de la cii conférence et que, 
par les points ainsi déterminés, on mène des tangentes, 

elles formeront un polygone régulier 
circonscrit [fig. 126). 

En effet, le point D étant le milieu 
de l'arc AB et le point E le milieu de 
l'arc BC (53) , l'arc DE sera égal à 

-? l'arc AB. 11 s'ensuit que les nouveaux 
points de division 1), E, F, etc., parta

geront la circonférence dans le même nombre de parties égales 
que les points A , B, C, etc. Le polygone régulier circon -
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scrit ainsi obtenu a ses cotés parallèles à ceux du polygone 
régulier inscrit, et les rayons du polygone inscrit prolongés 
sont les rayons du polygone circonscrit ; car les triangles 
rectangles MOI), MOE, étant égaux, MO est la bissectrice de 
l'angle DOE et doit se confondre avec BO, bissectrice du même 
angle. 

Reportons-nous à la fig. 126. Si l'on joint le point D aux 
points A et B, le point E aux points B et C, etc., on formera 
évidemment un polygone régulier inscrit de a H côtés , si le 
nombre de côtés du polygone ABC... est n. Le périmètre du 
nouveau polygone sera plus grand que celui du polygone 
ABC..., puisqu'on aura B Ë - 4 - E C > B C . 

De même, si l'on mène des tangentes à la circonférence par 
les points B, C, etc., et qu'on les arrête aux tangentes qui for
ment le polygone circonscrit LMN..., on obtiendra un polygone 
régulier circonscrit de 2 « côtés. Le périmètre de ce nouveau 
polygone sera plus petit que celui du polygone L M \ . . . , puis
qu'on aura BS <^ RM -+- MS. 

Ainsi, à mesure qu'on double successivement le nombre des 
côtés d'un polygone régulier inscrit dans une circonférence, le 
périmètre de ce polygone augmente en restant inférieur au 
contour de la circonférence. A mesure qu'on double successi
vement le nombre des côtés d'un polygone régulier circonscrit 
à une circonférence, le périmètre de ce polygone diminue en 
restant supérieur au contour de la circonférence. 

Remarquons que le triangle rectangle BOI donne 

BO — 01 < BI. 

La différence entre le rayon et l'apothème d'un polygone 
régulier est donc toujours plus petite que la moitié du côté 
de ce polygone. A mesure qu'on double le nombre des côtés 
du polygone, son côté diminue et tend vers zéro : par suite, la 
différence entre le rayon et l'apothème diminue en tendant 
aussi vers zéro, à mesure que le nombre des cotés du polygone 
augmente. 

126. Deux polygones réguliers qui ont le même nombre de 
côtés sont semblables, et le rapport de leurs périmètres est égal 

Fijr. i2- . à celui de leurs rayons ou de 

A F B leurs apothèmes [fig. 127). 
V i 7 \ 'V—;—j: La valeur de l'angle d'un poly-

\ ! / , \ 1 / \ çone régulier ne dépend, comme 
* x= nous l'avons déjà vu, que de son 

0 o' , , „ ' , , , 

nombre de cotes : les deux po
lygones considérés ont donc leurs angles égaux. Leurs 



GÉO-MÉTIilE. 7Q 

. , , AB BC 
cotes soin proportionnels, les rapports • ; -^rpr' etc-, étant 

nécessairement identiques. Ces deux polygones sont donc sem
blables. 

Les périmètres P et I" des deux polygones formeront alors 
i i • •!• i A B 

un rapport égal au rapport de similitude ou, ce qui re-
\ F 

vient au même, . , r , > OF et O'F' représentant les apothèmes 

des deux polygones (102). Mais les deux triangles rectangles 
AOF, A 'O 'F ' , sont évidemment semblables, puisque les rayons 
AO et A'O' sont bissecteurs des angles A et A' des deux poly
gones. On aura donc 

AF 
A 'F ' ~ 

et l'on en conclura 

P _ 
A'O' ~ O'F'' 

II. — Problèmes sur les polygones réguliers. 

127. Inscrire un carré dans un cercle donné [fig. 128). 
Je mène deux diamètres, AC, BD, perpendiculaires entre 

eux, et je joins leurs extrémités A, B, C, D. Le quadrilatère 
obtenu est un carré , car la circonférence est 

Fig- 128. divisée en quatre parties égales par les angles 
au centre AOB, BOC, COU, UOA, qui sont 
droits. 

Le triangle isocèle rectangle AOB donne 

AB> = ? A O \ d'où AB = AOs/2. 

Par conséquent, le côté du carré inscrit est 
égal au rayon du cercle circonscrit multiplié par la racine car
rée de 2. 

Le diamètre du cercle inscrit dans le carré est évidemment 
égal à son côté AB. L'apothème du carré inscrit est donc égala 
la moitié de son côté. 

Si l'on divise en deux parties égales les arcs sous-tendus par 
les côtés du carré, les points de division et les sommets du 
carré partageront la circonférence en huit parties égales. Par
tant du carré, on pourra donc facilement inscrire l'octogone 
régulier. En continuant de la même manière, on inscrira toute 
la série des polygones réguliers ayant pour nombre de côtés 
une puissance entière quelconque de 2, à partir de a5. 
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128. Inscrire un hexagone régulier et un triangle équila-
téral dans un cercle donné [fig. 129). 

Supposons que BC représente le côté de l'hexagone régulier. 

L'angle au centre BOC sera égal a -^ ou a - d'angle droit. Le 

triangle BOC étant isocèle, chacun des an-

gles B et C sera aussi égala ^ d'angle droit. 

Par conséquent , le triangle BOC étant 
équiangle est équilatéral, et le côté BC de 
l'hexagone régulier inscrit est égal au rayon 
BO du cercle circonscrit. 

Pour inscrire un hexagone régulier, il suffit donc de porter 
six fois le rayon sur la circonférence. 

On inscrira le triangle équilatéral, en joignant de deux en 
deux les sommets de l'hexagone régulier inscrit. 

Si l'on considère le triangle rectangle ACD, on a immédia
tement 

AD = AIF — CIK 
On a 

AD = ?.AO et CT) = AO. 
Il viendra donc 

A C 2 = 4 A O ' ~ A 0 2 = 3AO :, d'où AC = AOV '3. 

Le côté du triangle équilatéral inscrit est donc égal au 
rayon du cercle circonscrit multiplié par la racine carrée de 3. 

Le losange ABCO montre que l'apothème du triangle 
équilatéral est égal à la moitié du rayon du cercle circonscrit. 

3 
La hauteur de ce triangle est, par su i t e , égale aux - du 

rayon. 
On peut remarquer ici q u e , lorsqu'un polygone régulier a 

un nombre de côtés pair, comme l'hexagone, chaque rayon AO 
prolongé donne un diamètre AD; tandis que lorsque le poly
gone régulier considéré a un nombre de côtés impair, comme le 

Fi(T , triangle équilatéral, à chaque rayon AO 
prolongé correspond un apothème. 

Soit le triangle équilatéral inscrit 
ABC [fig- i3o). Menons les apothèmes, 
prolongés jusqu'à la circonférence, 
OH, 0 1 , OK. Si par les points H, I, K, 
nous menons des tangentes à la circon
férence, nous formerons un triangle 

Y équilatéral circonscrit dont les côtés 
seront parallèles à ceux du triangle 

équilatéral inscrit '125; . Les triangles semblables OAB, ODE, 
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nous donneront alor-L'S 

AB 
DE" 

GÉO.METRIE. 

OA OC. 
~ Ôl) ~ OH ~ 

i 

2 

Le côté du triangle équilatéral circonscrit est Jonc double 
de celui du triangle équilatéral inscrit. Il en résulte évidem
ment que toutes les lignes tracées dans le triangle circonscrit 
sont doubles des lignes homologues du triangle inscrit. En 
particulier, la hauteur du triangle équilatéral circonscrit est 
triple du rayon du cercle inscrit. 

Partant du triangle équilatéral et de l 'hexagone, on pourra 
facilement inscrire les polygones réguliers de 12, ?4> 4$ , 
96, etc. , côtés , en opérant successivement la bissection des 
arcs considérés. 

129. Inscrire un décagone régulier et un pentagone régu
lier dans un cercle [fig. I 3 I ) . 

Supposons que AB représente le côté du décagone régulier : 
4d , 2 

l'angle au centre AOB sera, égal à — o u à •= d'angle droit. Le 
0 10 5 

Fig. i3i triangle AOB étant isocèle, chacun des angles 
, 4 

s-—^ a la base sera égal a 5 d'angle droit. Divisons 
\ l'angle OAB en deux parties égales par la droite 

2 
I AC : l'angle OAC étant égal à p d'angle droit 

ii comme l'angle AOB, le triangle OAC sera iso
cèle, et l'on aura OC = AC. De même,, l'angle 

a d {d 
CAB étant égal à ~> et l'angle ABO à %^ l'angle ACB sera né -

cessairement égal à-^-j et le triangle ACB sera isocèle, de 

sorte qu'on aura AC = AB. Ainsi, OC = AB. 
Ceci posé, la droite AC étant bissectrice de l'angle OAB du 

triangle AOB, on aura (89) 

AO OC ., , OB _ OC 
Â B - C B ' d ° U OC ~ CB' 

en remplaçant le rayon AO par le rayon OB et AB par son égal 
OC. On en déduit 

OC! ou A B = O B . C B . 

C'esl-à-dire que le côté du décagone régulier inscrit est égal 
au plus grand segment du rayon du cercle circonscrit divisé en 
moyenne et extrême raison (120). 11 aura donc pour expression 

or,;—n-v'5) 

11. 
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Pour inscrire le pentagone régulier, il suflira de joindre de, 
deux en deux les sommets du décagone. 

Partant du pentagone et du décagone, on pourra facilement 
inscrire les polygones réguliers de 20, 40, 80, 160, etc., côtés, 
en opérant successivement la Dissection des arcs considérés. 

Soient AB el BC [fig. i3?,) deux côtés consécutifs du déca
gone régulier inscrit : AC représentera le côté du pentagone 

régulier. Prolongeons AB de manière que 
Fig. i3î. \D s o j t £gai a u r a y 0 n \ o , et comparons les 

deux triangles AOC, AOD. L'angle AOC est 
id 

~r- comme angle au centre du penta-
égulier, l'angle OAD, d'après ce qui 

précède, est aussi égal a ^ • 11 en résulte 

que les deux triangles comparés sont égaux 
comme ayant un angle égal compris entre côtés égaux; par 
suite OI) = AC. Menons par le point I), à la circonférence 
circonscrite, la tangente DE. On aura DE = DA.DB (111 ). On 
a d'ailleurs AB' = DA.DB. Par suite, DE est égale au côté du 
décagone régulier inscrit. En considérant le triangle rectangle 
ODE, on arrive donc à ce théorème : Le côté du pentagone ré
gulier inscrit est l'hypoténuse d'un triangle rectangle qui a 
pour côtés de l'angle droit le rayon du cercle circonscrit et le 
coté du décagone régulier inserjt. 

-• En prenant 
o 

un arc égal à la différence des arcs qui représentent le sixième 
et le dixième de la circonférence, et en menant la corde de cet 
arc, on aura donc le côté du pentédécagone régulier inscrit. En 
partant de ce polygone, on pourra inscrire les polygones de 
3o, 60, 120, etc., côtés. 

On sait circonscrire tous les polygones réguliers qu'on sait 
inscrire, puisqu'on n'a qu'à mener , par les sommets du po
lygone inscrit considéré, des tangentes à la circonférence 
donnée. 

130. Le rayon d'un cercle el le côté d'un polygone régulier 
inscrit dans ce cercle étant donnés, calculer 
le côté du polygone régulier inscrit d'un 
nombre double de côtés ijig. 1 33). 

Soit AB le côté donné. J'abaisse sur Ali le 
diamètre perpendiculaire CD ; Vf, représen
tera le côté cherché. On a immédiatement 

AC3 = CD CE MOi ' . 

On peut remarquer que on a -z = -. • 
i5 b 
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Mais i:E = UC —OK et OE = y OV — \E-, 

puisque le iriangle AOE est reciangle. On peut donc déterminer 
CE, et par suite \C, en fonction des quantités données. 

Désignons par ]{ le rayon du cercle donné, par c le coté AB 
(lu polygone donné, par d le diamètre du cercle inscrit dans ce 
polygone, c'est-à-dire le double de, son apothème OE, par c' 
le côté AC cherché. On aura, d'après les formules précédentes : 

OE ou ^ = i / l l = — ~, c'esl-a-dire d=i/$R'-

CE = I l — - ; AC ou c'= V / 2 K ( II — H ? c 'es t -à -d i re 

' • ' = ^ 1 1 ( 2 1 1 - a". 
Les formules pratiques a employer seront donc 

^ = ^ 4 1 1 ' — c \ r ' = v / R ( 2 l l — d). 

Connaissant le côté d'un polygone, régulier inscrit, on peut 
facilement trouver le coté du polygone régulier circonscrit 
semblable 'fi g. 134 )• En se reportant au n" 125, si l'on con
serve les notations précédentes , et, si l'on désigne par x le 

côté CD cherché, les t r ianglesAOB, COD, 
f'1"'- l3:t- donnent immédiatement 

OF II \ 
/ \ 

\ \y 
i><'B 

C OE 

^ " - 7 
2 C II 

d'où 
y^ IV — c-

III. — Mesure de la circonférence. 

131. D'après le principe posé ; 3 ; , on peut regarder la cir
conférence comme un polygone régulier d'un nombre infini de 
côtés infiniment petits; car tous ses éléments, considérés 
comme égaux, sont à égale, distance du centre et également 
inclinés les uns sur les autres. On peut donc appliquer sur-le-
champ à la circonférence tous les théorèmes relatifs aux poly
gones réguliers, lorsque ces théorèmes ne dépendent pas de 
la grandeur et du nombre des côtés des polygones considérés. 

132. Si l'on voulait préciser davantage, de manière à donner 
à la conclusion une apparence plus rigoureuse, on emploierait 
ia considération des limites. 

Nous savons déjà ce que c'est qu 'une limite. Il est évident 
que lorsqu'une quantité variable a une limite, elle n'en a 

6, 
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qu'une seule ; car elle ne peut tendre à la fois vers deux quan
tités finies différentes. 

Lorsque deux quantités variables s'approchent de leurs li
mites, en restant toujours égales entre elles, leurs limites elles-
mêmes sont égales ; sans quoi, elles pourraient tendre à la fois 
vers deux limites différentes. 

La somme ou la différence de deux quantités variables a 
pour limite la somme ou la différence des limites de ces quan
tités. Soient les deux quantités variables .r e t j -dont les limites 
sont représentées par A et B. On a 

(À — x) -+- (.B —y) = (A + 15) — (x-\-y). 

x convergeant vers A et y vers B, le premier membre de 
l'égalité s'approche constamment de zéro : il en est donc de 
mêmedu second, c'est-à-dire que la l i m i t e d e x - t - y est A -f- B. 

On prouverait de même que la différence x—y a pour l i
mite A — B. 

Le produit de deux quantités variables a pour limite le pro
duit des limites de ces quantités. 

Désignons par a la différence décroissante qui existe entre x 
et sa limite A, par 3 la différence décroissante e n t r e r et sa 
limite B. On aura 

\=x-hz, B = j - + | 5 , 
d'où 

\ B = xy -{- o r - j - &x-r- a S, 

Les quantités y. et 8 s'approchant constamment de zéro, il en 
est de même des trois derniers termes du second membre et 
de leur somme. Le produit variable xy s'approche donc con
stamment du produit AB qui en est alors la limite. 

Le quotient de deux quantités variables a pour limite le 
quotient des limites de ces quantités, pourvu que la limite du 
diviseur ne soit pas zéro. 

Désignons par q le quotient variable des quantités x et y. 
On aura 

x 
-— = </, d'où x=y.q, 
r 

li en résulte, d'après ce qui précède, 
,. ,. ,. ,, . .. lim.r 
lini x = li in r X li m <i, doit limo — 

1 ' lim y 
Ces principes presque évidents étant posés, il est facile de 

démontrer que la circonférence est la limite commune des pé
rimètres des polygones réguliers inscrits et circonscrits, lors
qu'on double indéfiniment le nombre de leurs côtés. 

Je désigne par p et par V les périmètres de deux pohgones 



GÉOMÉTRIE. 8 5 

réguliers semblables, l'un inscrit, l 'autre circonscrit (Jig. 134)-
l\ous avons vu (123) que les périmètres de ces polygones 
s'approchaient constamment de celui de la circonférence, tout 
en le comprenant loujours entre eux, à mesure que le nombre 
ii de leurs côtés doublait indéfiniment. 11 suffit donc de prou
ver que la différence P — p a pour limite zéro. 

rrr, (102', 

On a 

On en déduit 

c'est-à-dire 

Cl) OF ,. . P OF 
= 7TF.' d 'où _ = — , 

OE p OE 

V — p OF — OK 
P — OF 

P FF 
OF 

P 
Or -̂ r-p; représente un quotient variable toujours plus grand 

que le rapport de la circonférence au ravon OF, mais qui s'en 

approche constamment : en d autres termes, - — a une limite 

finie ; EF est plus petit que ÀF : il converge donc vers zéro, 
puisque AF converge vers! zéro (123). Le produit qui repré
sente P—/> a donc lui-même pour limite zéro. 

133. Les explications dans lesquelles nous venons d'entier 
nous permettent d'énoncer cette proposition 126, : 

Deux circonférences quelconques sont proportionnelles à 
leurs rayons ou à leurs diamètres. 

En désignant par W et H' les rayons des deux circonférences 
données, par 1) ei D' leurs diamètres, on aura donc 

cire R _\{ _ 1) 
c i r c l r ~~ K 7 ^ D7' 

On peut écrire celle relation fondamentale comme il suit: 

cire R cire R' 

n Ï> 

On en conclut que le rapport d'une circonférence à son dia
mètre est un nombre constant. 

(le rapport constant, qui est la longueur de la rireouic-
rcnce qui a pour diamètre l 'imite, est toujours représenté 
p a r 77. 

On posera donc d'une manière générale 

cire li 
•-> H " "" " r 
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d'où 

t, „ f'Ù'C K 
cire R = ?.7rR et R = 

2 77 

Connaissant le nombre abstrait T., on n'aura donc, pour 
trouver la longueur d'une circonférence, qu'à mesurer son 
rayon. La première formule donne la circonférence en fonc
tion de son rayon, la seconde donne le ra\on en fonction de 
la circonférence correspondante. 

Si l'on veut calculer la longueur I d'un arc de n degrés dans 
la circonférence de rayon R, on remarquera que l'arc de r esl 
égal à 

3.7TR 

~Ï6o" 
On aura donc 

?.-Rn _ 77Ji_/î 
3(k> 180 

Cette formule, qui sert à calculer l'une des trois quanti
tés /, R, n, lorsque les deux autres sont, données, est d'un 
usage continuel dans les applications. 

134. Deux arcs semblables sont proportionnels à leurs 
rayons. 

On entend par arcs semblables des arcs qui comprennent le 
même nombre de degrés dans des circonférences de rayons 
différents. 

Soient / et /' les longueurs des deux arcs semblables, R el R 
les rayons correspondants, M le nombre de degrés de chacun 
d'eux ; on aura [ 133; 

. 77 \{n 77 R ' n 
I 77 7 ' 7 7 ^ ; 5 

i OO 1 fclO 

d'où 

L — IL 
/' ~~ IV ' 

Il est bon de remarquer que lorsqu'un angle est donné, la. 
longueur de l'arc qui lui sert de mesure change, avec le ravon 

choisi . mais que le rapport j - demeure invariable pour le 

môme angle. Aussi emploic-l-on souvent ce rapport pour dé
signer l'angle considère. L'angle est, alors mesuré par l'an 
qu'il intercepte sur la circonférence de rayon 1. son sommet 
étant suppose' au centre de cette circonférence. Oans ce cas, 

l ' ang l r droit es! r^pré ' -e i i le par • . 1 n ang!" étant m e s u r é ainsi 
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par le nombre abstrait A, son nombre de degrés sera évidem-
180A . . , . 1 o 

ment , puisque r. correspond a un angle de ioo°. 

135. Calcul de K. Il s'agit surtout ici de démontrer la possibi
lité de calculer n. La solution complète et pratique de celte 
question appartient aux mathématiques supérieures. 

cire R 
Nous avons ?r = — - — . Par conséquent, pour trouver T., on 

peut : i" se donner le rayon d'une circonférence et chercher à 
calculer sa longueur; 20 se donner au contraire la longueur 
d'une certaine circonférence et chercher à calculer son rayon. 
C'est la première méthode que nous suivrons. 

Nous allons chercher la longueur de la circonférence dont 
le rayon est pris pour unité. En prenant la moitié de celte 
longueur, nous aurons le nombre TT. 

J'inscris dans la circonférence proposée les polygones régu
liers de 4, 8, 16, 3a,. . . , côtés, et je calcule leurs périmètres. 
.le désigne par c, c,, c,, c3 , . . . , les côtés de ces polygones; par 
d, </,, cl,, d;,..., les diamètres des cercles inscrits dans ces 
polygones; et je fais usage des formules trouvées (130) : 

r, = v / K ( a R — d), d=\j^—C. 

Le rayon R étant supposé égal à 1, ces formules devien
dront : 

d = y 4 — €'2 '> Cl ~ v'2 — d. 

Le côte du carré inscrit étant égal à 11 \ji (127), on devra 

remplacer c par \J?.. On aura successivement : 

d:, = v;4 — cl ' ce=. sjz — d,, 

d, = v;4 — c. ' • 

Supposons qu'on s'arrête au polygone régulier dont le côte 
est représenté par c„ c'est-à-dire au polygone de ?.56 côtés. 
Désignons par p le périmètre de ce polygone : il aura pour 
expression y; = 256c,; ; la longueur de la circonférence consi
dérée est supérieure à p. 

Cherchons le périmètre P du polygone régulier circonscrit 



88 
de 256 cotés. 

GÉO.MLITJE. 

>.ous aurons ' 126'; : 

P i . . . „ 
- = j d ou P = 

•ip 

cl 

La longueur de la circonférence est inférieure à P. 
La circonférence tombant entre P et p, toutes les décimales 

communes aux expressions de ces deux périmètres appartien
dront nécessairement à l'expression de la circonférence. On 
obtiendra donc ainsi la longueur de la circonférence, et l'on 
pourra juger en même temps du degré d'approximation atteint. 
En divisant par 2 le nombre trouvé, on aura, en divisant aussi 
par 2 l 'erreur commise, la valeur de T.. 

On peut réduire le calcul à la recherche des diamètres 
d, d,, d.,..., dt:, et du dernier côté c„. En effet, si l'on rem
place dans la formule d, = v'4— c'z, > '1 P a r sa valeur y'2 — d, 
il viendra 

(/, = y' 2 4 - « • 

(Iliaque diamètre peut donc être calculé au moyen du précé
dent. 11 suffira donc d'exprimer en décimales, jusqu'à l'ordre 
indiqué, les valeurs suivantes : 

\ ' " ' / ; 

</„ = y ' 2 -

,)()<•, 

2J7 

</„• ' 

En alloiH jusqu'à la huitième décimale, on trouve : 

cl = 1 ,4142:35:^, 0 . - 0 , 0 2 4 5 4 3 0 2 

</, = 1,84775905, 

</. = i ,9(1107055, 
(/, — 1 ,990369.45, /> =1 6,28001. 

,'/, = 1 ,99759091 , 

'l* = l >999397^ï -
r/,; = 1 ,999849 {o, P — (>, 28349 

On remarque que, d'après les théories d'appco\ii)iauon 
exposées en Vrithméiiquo, on eo peut pa*. complcr MU- plus 
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de cinq décimales exactes en calculant les \a leurs de^> et de P. 
La longueur de la circonférence qui a pour rayon l'unité sera, 
d'après les valeurs trouvées, 6,3.83 à un demi-millimètre près. 
La valeur de 7r sera donc 3, i4<5 à un quart de millimètre 
près. En comparant cette valeur aux expressions connues, on 
voit que le chiffre des dix-millièmes est lui-même exact. 

Archimede est le premier géomètre qui ait indiqué deux 
, . . , . . . „ 10 „ 10 _ , . 
limites de - : ces limites sont 3 — et 3 —. On emploie sou-

7° 71 

23. 
vent la première — q u i ne surpasse pas 77 de 2 millièmes. 

Métius a donné pour valeur approchée de - l'expression 
355 

fractionnaire — ^ , facile à retenir. Pour la former, on écrit 
116 

deux fois de suite les trois premiers nombres impairs ; on ob
tient ainsi 113355 : les trois premiers chiffres forment le déno
minateur, les trois derniers forment le numérateur. 

355 
L'expression fractionnaire —^ est exacte jusqu'au chiffre 

des millionièmes. 
Lambert a prouvé que T. était un nombre incommensurable. 

En voici une valeur approchée jusqu'à la i4e décimale : 

3, 14159265358971). 

aies 

Do ( 7 = \/r-. » on déduit 

Les dernières formules indiquées conduisent à une expre 
•iion remarquable de *r. 

il, = V o 4 - V'2 ; <"/: = V 2 + V 2 •+- V' '2 . *-l(-' 

</t-: = V?. + Va V 2 + V a -r V''2 -+-

\c. nombre des radicaux superposés étant égal à k— 1. Ou aura 
.dors 

esl-à-dirc 

/ . / . / 
— V 2 — V 2 "+- V' 2 + S 2 4 - \ ;2 • 

—- 1 101-!e nombre des radicaux superposés étant k. L'indice /. 
respond à un nombre déco te s représenté par a f i ' . On a uni 
«loue 

file:///aleurs
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on, on prenant la moitié, 

7T = l im ?.' y 2 — y 2 -i- V 2 -h y 2 +- \ 2 -\- \>2. •+.... % 

le nombre des radicaux superposés étant l>. 

QUESTIONS PROPOSÉES. 

CHAPITRE I. — i" Si. par les sommets d'un triangle, on trace des 
parallèles aux côtés opposés, on forme un triangle quadruple du premier : 
les côtés parallèles sont doubles l'un de l'autre. 

•/' Faire usage du théorème précédent pour démontrer que les trois 
hauteurs d'un triangle se rencontrent en un mémo point. 

3° Tonte droite qui passe par le point de rencontre des diagonales 
d'un parallélogramme, est divisée en ce point en deux parties égales; la 
droite considérée divise le parallélogramme en deux quadrilatères égaux, 
(-'.'est à cause de ces propriétés que le point de rencontre des diagonales 
d'un parallélogramme est appelé centre de ce parallélogramme. 

4" Les diagonales de deux parallélogrammes inscrits l'un dans l'autre 
ont le même point de rencontre. 

5" On peut inscrire dans un rectangle des parallélogrammes dont les 
côtés soient parallèles aux diagonales du rectangle. Se senirde cette 
propriété pour résoudre le problème suivant : 

On donne une table de billard: dans quelle direction faut-il lancer la 
bille pour qu'elle revienne au point de départ, après avoir successive
ment frappé les quatre côtés du billard. On admet que, la bande étant 
parfaitement élastique, la bilie se relève toujours de manière que l'angle 
de réflexion soit égal à l'angle d'i/icir/e/ice. 

6° Les bissectrices des angles d'un quadrilatère forment un autre qua
drilatère, dont les angles opposés sont supplémentaires. 

7° Les bissectrices des angles formés en prolongeant les côtés d'un 
«luadrilatère se coupent sous un angle égal à la demi-somme de deux 
angles opposés du quadrilatère. 

CHAPITRE IL — i" Trouver le lieu des milieux des cordes d'une cir
conférence, qui sont égales à une droite donnée. 

•i" Lieu des centres des circonférences qui. décrites avec un môme 
rayon, coupent une circonférence donnée sous un angle donné. —On en
tend par angle de deux courbes l'angle de leurs tangentes au point d'in
tersection. 

3° Décrire une circonférence qui passe par un point donné et touche 
une circonférence donnée en un point donné. 

.\" Décrire une circonférence tangente à une droite donnée et qui 
touche une circonférence donnée en un point donné. 

j " Lorsqu'on mène deux sécantes quelconques par le point de contact 
lie deux circonférences tangentes, les cordes qu'elles déterminent sont 
parallèles. 

6" Si duo point '(ue|< onque ùo la np nnloreneo circonscrilr à un 
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ii'iangle. on abaisse des perpendiculaires sur ses cotés, les pieds de ces 
perpendiculaires sont en ligne droite. 

7" Construire un triangle connaissant un côté, l'un des angles adja
cents, et la somme ou la différence des deux autres côtés. 

8" Démontrer que le diamètre du cercle inscrit dans un triangle rec
tangle est égal à l'excès de la somme des deux côtés de l'angle droit sur 
l'hypoténuse. 

9" Lorsque deux circonférences se coupent, la corde commune pro
longée est le lieu des points de rencontre des tangentes égales menées 
à ces deux circonférences. 

io° Décrire une circonférence qui intercepte sur deux parallèles des 
cordes de longueur donnée. 

ir" Si l'on mène une sécante par l'un des points communs à doux cir
conférences qui se coupent, les tangentes menées par les autres points 
d'intersection de la sécante avec les doux circonférences, font un angle 
constant. 

12° Par un point A extérieur a une circonférence 0 , on mène une sé
cante ACD dont la partie extérieure AC est égale au rayon; si l'on mené 
le diamètre AOB, l'angle COA est le tiers de l'angle DOB. 

i3° Soit une circonférence. Si, du point A milieu d'un arc BAC. on 
mène deux cordes quelconques AD et AK qui coupent la corde. BC aux 
points F et G, les quatre points I). F, G. E, appartiennent à une même 
circonférence. 

CHAPITRE III. — i° Inscrire un carré dans un demi-cercle ou dans 
un triangle. 

s." Les trois médianes d'un triangle concourent en un même point qui 
divise chacune de ces lignes dans le rapport de a à 1 à partir du sommet 
correspondant. 

3" Si, par un point pris dans l'intérieur d'un cercle, on mène deux 
cordes perpendiculaires entre elles, les deux arcs non contigus qu'elles 
déterminent valent en somme une demi-circonférence ; la somme des 
carrés des quatre segments des deux cordes est égale au carré du dia
mètre ; si l'on fait varier la position des cordes, toujours perpendicu
laires entre elles et passant toujours par le même point, la somme de 
leurs carrés demeure constante : trouver l'expression de cette somme. 

4" Calculer les hauteurs, les médianes et les bissectrices d'un triangle, 
dont on connaît les trois côtés. 

5" Dans tout trapèze, la somme des carrés des diagonales est égale a 
la somme des carrés de? côtés non parallèles, augmentée du double pro
duit des bases parallèles. 

(>" Inscrire dans un triangle donné un triangle équilatéral. dont un côté 
soit dirigé parallèlement à une droite donnée. 

70 Construire un polygone de périmètre donné et semblable à un po
lygone donné. 

8° Tracer deux cercles tangents l'un à l'autre et touchant une droite 
donnée en deux points donnés, connaissant la somme ou la différence de 
leurs rayons. 

9" Trouver le lieu du sommet de l'angle droit d'un triangle rectangle, 
dont les deux autres sommets glissent sur deux axes rectangulaires donnés. 

CHAPIÏIIE IV. —• 1" Calculer à moins rie o'i.oor la rireonférenco qui 
a pour rayon !a diiiycnalc d'un carré '!<'!>! !<' 'ô le est égal '!". ' .J. ') . 
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a0 Calculer à moins d'une seconde le nombre de degrés de lare égal 
à son rayon. 

3° Si l'on fait rouler un cercle à l'intérieur d'un cercle fixe de rayon 
double, de manière qu'ils soient toujours tangents, un point quelconque 
de la circonférence du cercle mobile décrit un diamètre du cercle fixe. 

4° Démontrer que T. est compris entre 3 et 4, par ' a considération 
des périmètres de l'hexagone régulier inscrit et du carré circonscrit. 

5° Étant donnés le ravon et l'apothème d'un polygone régulier inscrit, 
calculer le rayon et l'apothème du polygone régulier isopérimèlre qui a 
deux fois plus de côtés que le polvgone donné. — C'est sur ce théorème 
qu'est basée la seconde méthode pour calculer - . 

(i° Si la distance des centres de deux cercles qui se coupent a angle 
droit est égale au double de l'un des rayons, la corde commune est à la 
fois lo côté do l'hexagone régulier inscrit dans l'un dos cercles et lo côté 
du triangle équilatéral inscrit dans l'autre. 

7° Si deux circonférences sont tangentes intérieurement à une troi
sième circonférence, et si la somme de leurs rayons est égale a celui de 
cette troisième circonférence, l'arc compris entre les points de contact 
sur la grande circonférence est égal à la somme des arcs compris sur les 
circonférences intérieures, entre leur premier point de rencontre et les 
mêmes points de contact. 

8° Deux diagonales d'un pentagone régulier, qui n'aboutissent pas au 
même sommet, se coupent en moyenne et extrême raison. 

9° Étant donnés les périmètres de deux polygones réguliers inscrit et 
circonscrit semblables, calculer les périmètres des deux polygones régu
liers inscrit et circonscrit d'un nombre do côtés double. 
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LIVRE DEUXIÈME. 
LES SURFACES. 

CHAPITRE PREMIER. 
MESURE DES AIRES. 

13(5. L'aire d 'une figure est la mesure de son étendue super
ficielle. 

Deux figures équivalentes ont la même aire sans avoir la 
même forme. 

On prend pour base d'un triangle le côté qu'on veut, la hau
teur du triangle est la perpendiculaire abaissée du sommet op
posé sur la base. 

La base d'un parallélogramme est un côté quelconque de ce 
parallélogramme; sa hauteur est la distance qui existe entre la 
base et le côté opposé qui lui est parallèle. 

Dans un trapèze, les bases sont les deux côtés parallèles; la 
hauteur est la distance des deux bases. 

Dans le rectangle, mais seulement dans le rectangle, on 
donne aussi à la base et à la hauteur le nom de dimensions du 
rectangle. 

L'unité de surface est le carré construit sur l'unité de lon
gueur, c'est-à-dire le mètre carré. Chercher l'aire d'une figure, 
c'est donc chercher combien elle renferme de mètres carrés et 
de parties du mètre carré. 

Nous commencerons par chercher l 'expression de l'aire du 
rectangle, et nous en déduirons ensuite facilement, par des 
considérations d'équivalence, la mesure de la surface des au
tres figures planes. 

137. La mesure du rectangle est représentée par le produit 
des mesures de ses deux dimensions. 

L'aire d'un rectangle dépend évidemment de sa base et 
de sa hauteur. Cherchons quelle influence la variation de 
la hauteur, par exemple, peut avoir sur la variation de la 
surface. 
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Soient deux rectangles de même base, je dis qu'ils seront 
entre eux comme leurs liauteurs \fig. 135 ). 

,,.T s- Deux rectangles de même base et de 
, ,,, même hauteur sont égaux, puisqu'ils 
A — J M peuvent coïncider. Ceci posé, soient deux 
IÎ iK rectangles ayant une même base BC et 
Kr~ ;f des hauteurs différentes 1ÎA et BE. On 
p L _ _ lc peut toujours les supposer placés l'un 

dans l 'autre, comme l'indique la figure. 
Admettons l'existence d'une commune mesure entre les deux 
hauteurs BA et BE. Si cette commune mesure est contenue 
cinq fois dans BA et deux fois dans BE, on pourra poser 

B_A_5 
B E ~ a ' 

Par tous les points de division G, I, L, menons des parallèles 
à la base BC. Nous partagerons le rectangle ABCI) en cinq rec
tangles partiels, et le rectangle BCFE en deux rectangles par
tiels : tous ces rectangles partiels seront égaux entre eux 
comme ayant même base et même hauteur. On pourra pren
dre l'un de ces rectangles partiels comme commune mesure 
entre les deux rectangles proposés. On aura alors 

ABCI) _ 5 
BCFE ~ 7>.' 

Ce rapport des deux rectangles est donc égal à celui de leurs 
hauteurs. Et comme on peut prendre, au contraire, pour base du 
premier rectangle le côté BA et pour base du second le côté BE, 
de sorte qu'ils ont alors BC pour hauleur commune, on peut 
dire aussi que deux rectangles de même hauteur sont entre eux 
comme leurs bases. 

Il en résulte immédiatement, d'après la théorie des gran
deurs proportionnelles [Alg- élém., 58;, que deux rectangles 
quelconques sont entre eux comme les produits de leurs deux 
dimensions. 

Prenons alors deux rectangles quelconques, dont nous dési
gnerons les aires par B et /•; soient B et H la base et la hauteur 
du premier rectangle, b et h la base et la hauteur du second 
rectangle. Nous aurons 

R _ B x l I _ B H 

7~T>ûi~ 7;X7T 
Si /• représente l 'unité de surface, c'est-à-dire le mètre carré, 
// et h représenteront l 'unité de longueur, c'est-à-dire le mè
tre. L'égalité précédente deviendra 

K B il 
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Mais ^ p rapport de l!. à son unité, est la mesure de la surface 

, , - » II 
du premier rectangle; de même —^ et -^-représentent les me
sures des deux dimensions de ce rectangle. Ainsi le même 
nombre abstrait correspond à la mesure du rectangle proposé, 
exprimée en mètres carrés, et au produit des mesures de la 
hauteur et de la base du rectangle, exprimées en mètres. 

C'est ce qu'on énonce d'une manière rapide, mais inexacte, 
en disant : un rectangle a pour mesure le produit de sa base par 
sa hauteur. Cette abréviation n'a pas d'ailleurs d'inconvénient, 
lorsqu'on a bien saisi les explications précédentes. 

Si la commune mesure supposée entre les hauteurs BA etBE 
n'existait pas, on se reporterait aux indications déjà données à 
ce sujet (63). 

On voit que l'aire d'un carré est représentée par la seconde 
puissance du nombre qui mesure son côté. C'est de là que vieni 
le nom de carré, donné en arithmétique à la seconde puissance 
d'un nombre. 

138. L'aire d'un parallélogramme a pour mesure le produit 
de sa base par sa hauteur [.fig- i36). 

y 3fi Soit le parallélogramme ABCU. Par les 
extrémités de la base AB, je mène à AB et. 

| 7 ï—7 à sa parallèle CT) les perpendiculaires AF et 
j / I / BE. Je forme ainsi un rectangle ABEF qui a 
V. 1/ même base AB et même hauteur AF que le 

parallélogramme proposé..le dis que ce rec
tangle est équivalent au parallélogramme donné. 

En effet, ces deux figures ont une partie commune ABE1) et 
ne diffèrent que par les triangles ADF, BCE; si l'on démontre; 
que ces triangles sont égaux, on aura prouvé l 'équivalence des 
deux figures. Or les triangles rectangles \DF , BCE, sont égaux, 
parce (pie leurs hypoténuses AD et BC sont égales comme pa
rallèles comprises entre parallèles, et que leurs côtés AF et BI{ 
sont égaux pour la même raison. 

Mais le rectangle a pour mesure le produit de sa base par sa 
hauteur (137); telle sera donc aussi la mesure du parallélo
gramme. 

Soient deux parallélogrammes P, 1''; désignons leurs bases 
par B, !i', leurs hauteurs par l i , 11''. On aura 

l ' . - l î x H, l>' = B ' x l F . 
Il en résulte 

I' il H 
P "~ rrTir" 
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Par conséquent, Jeux parallélogrammes quelconques sont enlie 
eux comme les produits respectifs de leurs bases par leurs hau
teurs; deux parallélogrammes de même base sont entre eux 
comme leurs hauteurs; deux parallélogrammes de même hau
teur sont entre eux comme leurs bases. 

139. L'aire d'un triangle a pour mesure la moitié du produit 
de sa base par sa hauteur [fig. 137 ). 

„_ Soit le' triangle ABC, Par le point A, je 
"' ' mène AD, parallèle à BC; par le point C, je 

mène Cl) parallèle à AB. Je forme ainsi le 
parallélogramme ABCD. Le triangle ABC 
est évidemment la moitié de ce parallélo-

*" G gramme, qui a même base et môme bail
leur que lui, puisque les deux triangles ABC et ACD sont égaux 
comme ayant leurs trois côtés égaux chacun à chacun. 

Le parallélogramme ayant pour mesure le produit de sa base 
BC par sa hauteur AE (138), le triangle aura pour mesure la 
moitié de ce produit. 

Soient T et T' deux triangles quelconques; désignons leurs 
bases par B et B', leurs hauteurs par H et H'. On aura 

11 en résulte 

B X H .,,, _ B' x H' 

T B X II 
T' B' X H' 

Par conséquent, deux triangles quelconques sont entre eux 
comme les produits respectifs de leurs bases par leurs hauteurs; 
le rapport de deux triangles de même base est égal à celui de 
leurs hauteurs ; le rapport de deux triangles de même hauteur 
est égal à celui de leurs bases. 

On peut exprimer la surface d'un triangle équilatéral en 
l'onction de son côté. Désignons ce côté par a. La hauteur 

du triangle sera évidemment égale à 4 / ce l
T - — ou a 

a2 \J"A 

ou à ; par 

suite, sa surface aura pour expression -—• — -
4 

Désignons par a, b, c, les trois côtés d'un triangle quel
conque ABC, le côté a correspondant au sommet \ , le côté b 
au sommet B, le côté c au sommet C. En joignant le centre 0 
du cercle inscrit dans le triangle [fig. i23j à ses trois sommets, 
on décomposera ce triangle en trois triangles partiels dont les 
bases seront les côtés a, b, c, et dont la hauteur commune sera 
le rayon ?'du cercle inscrit. On pourra donc exprimer l'aire du 
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triangle ABC nar la >otnme 

ai '>>• (•/• , a - i - b -+-
+ — ou 

On désigne ordinairement par ip le périmètre d'un triangle. 
En représentant par S la surface du triangle, on aura donc 

la formule générale 
S = />/'. 

Nous avons vu i 110; que le produit de deux, côtés a et b d'un 
triangle était égal à la hauteur h correspondante au troisième 
côté c, multipliée par le diamètre a il du cercle circonscrit au 
triangle. On a donc 

ab = h .215. 

Multiplions par c les doux membres de cette égalité, il vien
dra 

abc = lu: . a H. 

Mais hc représente le double a S de la surface du triangle. 
On aura donc abc = \ S II, d'où la formule générale 

abc 

l iO. L'aire d'un trapèze a pour mesure le produit de. ht 
demi-somme de ses bases par sa hauteur [Jig- i38). 

Je partage le trapèze donné en deux triangles par la diago -
\ B X E F 

nale BC. Le triangle ACB aura pour mesure (î.3d) : — • > l e 
2 

F is- >^- CD x EF 
triangle BCD aura pour mesure 

r^ E ii ' ' a 

Le trapèze ABCî), qui est la somme de ces 
deux triangles, aura donc pour mesure la 
somme de ces deux mesures , c'est-à-dire, 
en mettant la hauteur commune EF en f'ac-

. i, 

B 

AB + CD ^ 
leur : — X E l . 

2 
Si par le point G, milieu de AC, on mené Giï parallèle aux 

ileux bases, le point II sera aussi le milieu de Bl) (87,. La simi
litude des triangles ABC, GLC, prouve que Ci. cU la moitié 
de AB; de même, la similitude des triangles CDB, LHB, prouve 
que LU est la moitié de CD. GIS, somme des deux segments 
CL et LIT, représente donc la demi-somme dos bases du tra
pèze. On peut donc dire encore que l'aire o'-;n ir-upèze a pour 
mesure le produit de. sa hauteur par la droit,- (lui joint les 
radieux de ses rôles non nurcdlèlis. 

IT. 

file:///BXEF
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J'i-i. Mesure de la surface d'un polrgone (jueiconque. 
Pour évaluer l'aire d'un polygone quelconque, on peut le 

décomposer en triangles, soit en menant toutes les diago
nales qui aboutissent à un même sommet, soit en choisissant 
un point dans son intérieur ei en le joignant à tous ses som
mets. On calcule alors l'aire de chaque triangle formé, on l'ait 
la somme des résultats obtenus, et on a la mesure demandée. 

Lorsque le polygone est tracé sur le terrain, on suit ordi
nairement une autre méthode [Jig. i3q). 

On mène la plus grande diagonale AF du polygone propose. 
et l'on abaisse, des sommets extérieurs sur cette diagonale, 

Fig. i3g les perpendiculaires B\~, CI', PO-
c „ ER, HO, GQ. Ces perpendiculaires 

y^. ~~~~̂ f: partagent la figure en triangles et 
'; \ trapèzes rectangles. En mesurant les 

A\\"""ro ?"" "\Q" s.'/'* différents segments déterminés sui 
\ : \y-y AF et les perpendiculaires abaissées 

H « sur cette droite, on a tous les élé
ments nécessaires pour calculer les aires des différentes parties 
du polygone et, par suite, l'aire de ce polygone lui-même. 

Lorsque le polygone proposé est tracé sur le papier, on peut 
le transformer en un triangle équivalent dont on cherche en
suite la surface [fig. i\o"\. 

Soit le pentagone ABCDE. .le mené la diagonale PB. Par le 
sommet C, compris entre les sommets I) et B, je mène une 

r . , parallèle à PB, et je prolonge celte parallèle 
Fig. 140. ! v 

CL jusqu'à la rencontre du côté AB prolonge. 
j . En joignant PL , je remplace le sommet C 

// \ \ par le sommet L situé sur AB, c'est-à-dire 
F ' / : V ' c je remplace le pentagone ABCPE parle qua

drilatère ALPE. En effet, ces deux figui '('S 

IL J. '—\ ont une partie commune ABPE; elles ne 
" ' " " diffèrent que par les deux triangles PCB, 

PLB. Ces deux triangles sont équivalents, comme ayant même 
base PB et leurs sommets Cet L situés sur une même parallèle 
à cette base commune, de sorte qu'ils ont même hauteur. Par-
conséquent, la construction indiquée a bien transformé le po
lygone proposé en un polygone équivalent, mais ayant un côté 
de moins. En opérant, de même sur le quadrilatère ALPE, on le 

j:ir, , / , , transformera en un triangle équivalent LPK. 
qui pourra alors être mesuré à la place du 

_...--;:;'." polygone ABCPE. 
E<^' / ' / 1 La construction resterait identique, lors 

/ ^ S . / même que le polygone considéré ne serait 
vr~' I pas convexe. Seulement, dans le cas de la 

( B j, ( , ̂  o f ) 0 j j t j e r i l | u pe i liago/ie donne 
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ABCDE el le quadrilatère \BCF, en retraiuliunt successivement 
de la figure totale ABCE les triangles équivalents EDC, EFC. 

142. Construire un carré équivalent à un polygone donné. 
Construire un carré équivalent à une figure donnée, c'est 

opérer la quadrature de cette figure. 
Supposons d'abord qu'on veuille construire un carré équi

valent à un triangle donné. Désignons par \ le côté de ce carré, 
par B la base et par II la hauteur du triangle proposé. Il faudra 
qu'on ait 

x^=M = I î . l i . 
2 ?. 

Le côté du carré cherché s'obtiendra donc en cherchant la 
moyenne proportionnelle a la moitié de la hase du triangle et 
à sa hauteur. 

Si l'on veut opérer la quadrature d'un parallélogramme ou 
d'un trapèze et, en général, d'une figure dont la surface soit 
mesurée par le produit de deux lignes données, il faudra cher
cher la moyenne proportionnelle à ces deux lignes : celte 
moyenne sera le côté du carré équivalent. 

S'il s'agit d'un polygone quelconque, on le transformera, 
d'abord en un triangle équivalent; puis on fera la quadrature 
de ce triangle. 

143. L'aire d'un: polygone régulier est égale à la moitié du 
produit de son périmètre par son apothème [jig. i42)-

Soit Û le contre du polygone régulier ABCDEF, joignons-le 
à tous les sommets du polygone: nous le partagerons ainsi en 

F-„. , ,„ autant de triangles qu'il a de côtés, et tous 
ces inangles seront égaux entre eux. Consi
dérons en particulier le triangle AOB; si 
\B est sa base, l 'apothème OG du polygone 
sera sa hauteur, et la mesure de la surface 
. . . . . , AB X OG 

du triangle sera égale a 5>i le po
lygone proposé a n côtés, il faudra multiplier 

la mesure précédente par n pour avoir l'aire du polygone : cette 
. «AB X O G P x « 

aire aura donc pour expression ou •> en uest-

gnant par P le périmètre du polygone et par a son apothème. 

144. L'aire d'un cercle est égale éi lu moitié du produit de 
sa circonférence pur son rayon. 

Si l'on considère la circonférence comme le périmètre d'un 
polygone régulier d'un nombre infini de côtés infiniment pe 
tits (131), on pcui appliquer immédiatement à la mesure du 
cercle la formule précédente (143). 
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On peut aussi remarquer que la circonférence étant la limite 
des périmètres dos polygones réguliers qui \ sont inscrits, en 
supposant qu'on double indéfiniment le nombre de leurs 
côtés (132), le cercle est en même temps la limite des aires 
de ces pohgones . De plus, le rayon de la circonférence est la 
limite des apothèmes de ces mêmes polygones (125), puisque 
la longueur de leur côté tend vers zéro. Soient S, 1\ a, l'aire, 
le périmètre et l 'apothème de l'un quelconque des polygones 
considérés : on aura constamment entre ces variables la rela
tion 

Donc elle aura aussi lieu entre les limites des deux membres 
de l'égalité posée (132). On aura, par conséquent, en désignant 
par R le rayon du cercle, 

. „ cire R X R 
cercle II = 

Nous avons t rouvé(133) 

cire R = :>. T. Il : 

il viendra, en substituant, 

cercle II = -11-. 

Pour calculer l'aire d'un cercle, il faut multiplier le carre 
Je son rayon par le nombre constant r.. 

l i o . L'aire d'un secteur est égale à la moitié du produit de 
l'arc qui lui sert de base par le rayon du cercle dont le secteur 

fait partie [Jig. 143)-
Un secteur est la portion de cercle com

prise entre doux rayons; l'arc qui corres
pond aux extrémités de ces ravons est la 
base du secteur. 

En suivant une marche identique à celle 
indiquée pour les angles au centre (03), on 

prouve que, deux secteurs quelconques sont entre eux comme 
les arcs qui leur servent de bases. 

On peut donc écrire, en considérant le secteur AOB et le 
cercle AO tout entier, 

Fi f ï. i/ ,3. 

secteur VOB rc AU 

31 en résulte 

secteur AOB — 

cercle, AO cire AO 

arc A B X cercle U> are A l i x \ 0 
cire VO "'" ~ "~: 
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Si l'on veut introduire le nombre de degrés n fle J 'aie-AB,. 
• MI >e rappellera la lornmle 

an AB — —•-— i 133 . 
100 

Il viendra alors 

7. Wtl 
secteur AOB = 

'160 

en remplaçant AO par R. 
, , , ,- , , . . 7T l v , 

t.elle expression est lacile a reiemr : ^-r- représente le 
obo 

,tiifi<) (l'un degré, celui qui a pour base l'arc de i", -TF—" r e ' 

présentera donc le secteur de n°. 
Nous sa\ons déjà ce que c'est qu'un segment (65). Cher

chons l'aire du segment AFB [fig. 14^)- " e s t ' a différence du 
secteur rorrespondani AOB et du triangle isocèle AOB. 

Si l'arc \ B correspond au coté d'un polygone régulier et si 
l'on sail calculer le côté et l 'apothème de ee polygone, on aura 
immédiatement 

i r v i > arc AB X \ 0 
sect ; AOB = , 

1 r . A O B = AB><OH 
2 

far suite, on pourra écrire 

l T , „ arcAB. AO - - A B OH 
serment ArB ~ • 

o 

S'il n'en est pas ainsi, on posera 

1 r. AOB = ? 
s, y. 

B(j étant la perpendiculaire abaissée de l'evlrétinle B sur AO 
H eu résultera 

iVO \ 0 -"at-c \ B — I«;; 
segment ArB = • • 

La trigonométrie permel dans tous les cas de calculer la 
perpendiculaire BG, quand on connaît le nombre de degrés n 
de l'arc AB. 

Lorsqu'on aiua à calculer des formules ou il cnlicra un nom
bre n de degiés, minutes et secondes, le mieuv sera de con
vertir les minutes et les seconde- en paitics décimales de de 
ffré .voir \' tnlh-, io'a 
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Remarque relative au Chapitre III du Livre premier. 

146. Nous avons démontrédans le chapitre III du livre Ier un 
grandnombre de relations numériques entre les diverses parties 
d'un triangle, rapportées à une même unité. Dans ces relations 
il entre le produit de deux lignes ou le carré d'une ligne (103) : 
ces relations reposent presque toutes sur la première démon
trée, savoir : le carré du nombre qui représente l'hypoténuse 
d'un triangle rectangle est égal à la somme des carrés des 
nombres qui représentent les deux côtés de F angle droit. Nous 
savons que l'aire d'un carré est représentée par le carré du 
nombre qui exprime son coté ;137). On pourrait donc énon
cer le théorème qu'on vient de rappeler, en disant : Le carré 
construit sur l'hypoténuse d'un triangle rectangle est équiva
lent à la somme des carrés construits sur les côtés de l'angle 
droit. Et aucune démonstration spéciale n'est réellement né 
cessaire pour exprimer ainsi ce théorème, et pour passer du 
point de Mie algébrique ou métrique au point de vue géomé
trique ou matériel. La même remarque s'applique à toutes les 
propositions déduites du théorème du carré de l 'hypoténuse. 

Cependant, pour donner un exemple du genre de démons
tration directe, employé par Euclide, nous établirons de nou
veau ce théorème fondamental en comparant entre elles les 
aires formées. 

Soit le triangle rectangle ABC dont l 'hypoténuse est AC 
[fis- ' 44 ' : Jc construis des carrés sur ses trois côtés. Je re-

,-• , - marque avant tout que l'angle B du 
triangle étant droit, le côté BDdu carré 
construit sur AB est le prolongement 

" 'x
x du côté BC, et le côté BG du carre 

- ,-, construit sur BC le prolongement 
s.. ' x du côté AB. J'abaisse du sommet de 

v .'•'_"_;-• -._ l'angle droit sur l 'hypoténuse la per-
{% r' pendiculaire BK et je la prolonge j u s 

qu'en I. Je mené les droites BL e tEC. 
! ; Le triangle BAL a la même base AL 
: que le rectangle ALIR, il a la même 

' hauteur puisque son sommet B appar
tient au prolongement de IK : le triangle BAL est donc la 
moitié du rectangle ALIK (139). On prouverait de même 
que le triangle E \ C est la moitié du carré ABDE : il a la 
même base AE es. son sommet C appartient au prolongement 
de DB. Les deux triangles B \ L , EAC, sont d'ailleurs égaux 
< onnne ayant un angle égal compris entre deux côtés égaux 
'•hacmi a c h a c u n ' \ L ~ - \C, comme côtés d'un même carre; 
VI! — AL p'.r.ii l.i mène' lai-Min; l'angle BAL, composé d'un 
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angle droit, et de l'angle BAC, est égal à l'angle EAC composé 
aussi d'un angle droit et de l'angle BAC. L'égalité des deux trian
gles BAL, EAC, entraîne l'équivalence du rectangle AL1K et du 
carré ABDE. On démontrerait de môme que le rectangle CIIIK 
est équivalent au carré CBGF, en menant les droites BH et AF. 
Le carré ALI1C, somme des deux rectangles ALJK, CHIK, est 
donc bien équivalent à la somme des carrés ABDE, CBGF. 

Les deux rectangles AL1K et CHIK ont même hauteur, leur 
rapport est donc égal à celui de leurs bases 137) : en rempla
çant les rectangles par les carrés qui leur sont équivalents, on 
aura donc 

A B - _ A K 
BC- ~ CK ' 

Ainsi, les carrés des côtés de l'angle droit d'un triangle rectangle 
sont proportionnels aux projections [de ces côtés sur l'hypo
ténuse. 

Le rectangle AL1K et le carré ALHC ont même hauteur, 
leur rapport est donc égal à celui de leurs bases: en remplaçant 
le rectangle ALIK par le carré qui lui est équivalent, on aura 

AB_2 AK 
AC2 ~ AC' 

C'est-à-dire que le carré de l'un des côtés de l'angle droit et 
le carré de l'hypoténuse sont proportionnels à la projection 
du côté considéré sur Vhypoténuse et àl'hypoténuse elle-même. 

Le lecteur pourra interpréter de la même manière, comme 
simple exercice, les théorèmes qui s'appuient sur celui que 
nous venons de développer, notamment ceux qui sont relatifs 
au carre du cote opposé dans un triangle à un angle aign ou à 
un angle obtus. 

CHAPITRE IL 
liVPPOKTS DES AIRES SEMBLABLES. 

! 'i7. Les aires de deux triangles semblables sont pioportioii-
••elles aux carrés de leurs côtés homologues [Jig. i^5). 

Soient les deux triangles sem-
Fii:. I.'H- niables ABC, A ' B ' C s o i e n t C D e t 

C D ' les hauteurs de ces trian-
; gles. On aura (139) 
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d'où 
ABC AB X CD AB CD 

Ï T X -
ViVC A ' B ' x C D ' A'B' CM)' 

Les deux triangles rectangles ACD, A'C'D', sont semblables 
puisque l'angle A est égal a l'angle A' ' 9 5 ; . On pourra donc 
écrire 

Cl) _ VC _ AB 
TJW ~~ AÏ7 — A' B' 

d'après la similitude des triangles proposes. En remplaçant le 
CD . , AB . . . . 

rapport 777,77 par ^011 *Jgid TT^R7 ' ' ' v l e l l dra 

ABC AB AB AB; 

r r n r X V'B'C A'B' A 'B ' A'B : 

Si les triangles considérés n'étaient pas semblables, mais si 
l'angle A était toujours égal à l'angle A', on remplacerait le rap-

<:D . AC ., . , . 

port -—- par son égal 777775 et il viendrait 

VBC A B x A C A 'B 'C A ' B ' X A ' C 

d'où ce llieorème : /es aires de deux triangles qui oui un 
ungle égal, sout proportionnelles aux produits respectifs des 
côtés qui comprennent cet angle. 

148. Les aires de deux polygones semblables sont propor
tionnelles aux carrés de leurs côtés homologues \Jlg. 14^>;• 

... .,, Décomposons les deux po-
lygones proposes en un même 

i;_ A nombre de triangles semblables 
" " \ et semblablement disposés, en 

''r—Â, E menant les diagonales qui cor-
':, •'',--•"''.' ' . ' . respondent aux sommets homo-

r^ '5- c~ 'a loguesC et c. Ces triangles étant 
semblables, on aura (14-7) 

B C A _ B A _ A C E _ AEJ ECD _ ED^ 
beu ba- ace ae7 eed ed-

La similitude des polygones donne d'ailleurs 

BA AJK J ^ B V _ VE' _ ED 
bu ae ed ' bu- ac' ~~ ed 

On eu déduira 
BCA ACE ECD 
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En appliquant alors un théorème connu, on aura 

BCA -+- \CE + ECU _ BCA _ BA= C1SAEI) _ B V 
bca —(- ace -+- ecd bca ba- coaed bd1 

Si l'on désigne par S et s les surfaces des deux polygones, 
par A et a deux de leurs côtés homologues, on aura 

S A* -
- = 1 Q OU 
s d-

A /S 

Par conséquent, lorsqu'on veut amplifier ou réduire un poly
gone dans un rapport donné, l'échelle à employer pour les 
cùlés homologues est égale à la racine carrée du rapport des 
surfaces des deux polygones, c'est-à-dire à la racine carrée du 
rapport donné. 

149. Le rapport des aires de deux polygones réguliers sem
blables est égal à celui des carrés de leurs rayons ou de leurs 
apothèmes. 

Désignons par S et s les aires des deux polygones, par P et p 
leurs périmètres, par R et /• leurs rayons, par A et « leurs apo
thèmes. On aura , 

S = Cl S=f- ; U 3 j , 
1 9. ' 

d'où 
S P .A P \ 

• X -
s p. a p a 

Nous savons d'ailleurs '126) qu'on a 

P _ V̂ _ K 
/> a r 

P Y 
Si l'on r e m p l a c e - p a r le rapport égal—? il viendra 

p ' ' a 

S _ A A _ A = _ R j 
s a a ci' r" 

150. Deux- cercles sont proportionnels aux carrés de leurs 
rayons. 

Soient deux cercles quelconques dont les ra\nns sont R et R' 
<>n aura M'I-'I' 

cercle R — - H% cercle R — -. Il" . 
d'où 

cercle R __ R; 

cercle R' " R' 
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Les ânes île deux secteurs semblables sont proportionnelles 
aux carrés de leurs rayons. 

On entend par secteurs semblables ceux qui ont pour bases 
des arcs semblables, c'est-à-dire d'un même nombre de de
grés. 

Désignons les aires de ces secteurs par S et S', par R e(, R' 
leurs rayons, par n le nombre de degrés de leurs bases. Nous 
aurons (145) 

c TTIV-,, C , TTR'2« ,, , S IV 

3fao 3bo S IV2 

Les aires île deux segments semblables sont proportionnelles 
aux carrés de leurs rayons. 

On entend par segments semblables ceux qui correspondent 
à des secteurs semblables. Désignons par S et T les aires du 
secteur et du triangle dont le premier segment est la difl'e
rence, par S' et T' les aires du secteur et du triangle dont le 
second segment est la difl'erence. Les deux secteurs cl les deux: 
triangles étant semblables, on aura, en appelant II et R' les 
rayons des cercles dont font partie les deux segments. 

S_ _ R2 ï _ R; 
s 7 " ïr1' f7~- p -

d'où 

En général, les aires de deux surfaces quelconques sem
blables sont proportionnelles aux carrés de deux lignes ho
mologues tracées d'une manière quelconque dans les deux 
surfaces. 

Problèmes relatifs aux aires semblables. 

l o i . Construire un polygone semblable à un polygone donné 
.... ,_ et tel, que les aires des deux polygones 

soient dans un rapport donné [fig. 14 ;)• 
K' ' Supposons d'abord que le polygone 
'̂) donné soit un carré. Il faudra cons-

„—*•-.. iruire un carré qui soit au carré donné 
; \ \ comme deux lignes données M et !N 

,. i > ; , , sont entre elles. Soit. A le coté du carre 
••^1 '-4 — ' donné, \ le côté du carré clierebé. 

Ou de\rn déterminer \ de manière Ï' 
•;:ilis(';iii c .1 Ï;; r . i i i d i i s o h 

V _ M 

V """ \ 
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Sur une droite indéfinie, prenons BC = M, CD — N. Sur BI> 
comme diamètre, décrivons une demi-circonférence et menons 
a El) la perpendiculaire CE. Joignons le point E aux extrémités 
15 et 1), et prolongeons, s'il est nécessaire, les droites EB et ED. 
Portons sur El) une longueur EG égale au côté A et, par le 
point G, menons GF parallèle à 1!D. Le triangle rectangle FEG 
donnera 

Trrr = rrrr l i b • • EG2 HG 

Nous aurons d'ailleurs, a cause des parallèles BD et FG (98), 

FH _ B C 
FÎG — CD" 

11 en résulte 
EF2 BC EF2 M 

ÈTP^CD o u -£-=r 
EF est donc le côté du carré cherché. 

Si les deux carrés devaient être proportionnels à des nombres 
donnés, on remplacerait ces nombres par des lignes ayant entre 
elles le même rapport, et l'on opérerait comme nous venons 
de le dire. 

Supposons maintenant un polygone quelconque P. Je re
présente par a l'un de ses côtés, et je désigne par x le côté 
homologue du polygone X. On devra avoir, d'après l'énoncé, 

X __M 

Mais les deux polygones devant être semblables, on aura 
aussi 

X _ £ ^ 
P ~ «= ' " 

il en résulte 
^=__M 
7? ~ N" 

La question se trouve donc ramenée à trouver le côté d'un 
carré qui soil à un carré donné comme deux lignes données 
sont entre elles, problème que nous venons de résoudre. 
Quand on aura trouvé le côté x homologue de a, il restera à 
construire sur ce côte un polvgone semblable au pohnone P 
(121). 

La recherche d'une échelle de réduction (122; revient a ce 
qui précède. Supposons que l'aire du plan doive être la mil
lionième partie de l'aire du terrain. On aura — = -. 

a 1000000 
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d'où - ^ Chaque ligne du plan doit donc être la mil-
a rooo 

liènie partie de la ligne qui lui correspond sur le terrain: en 
d'autres termes, i " doit j être représenté paro M , oo i . Telle 
sera l'échelle à adopter. 

152. Deux figures semblables étant données, construire une 
ligure semblable égale à leur somme ou à leur différence. 

Soient A et B les deux polygones donnés, \ le polygone, 
cherché; soient « et b deux côtés homologues des polygones 
\ et B, x le coté homologue du polygone \ . 

On aura 
A a2 X x" . , , n, 

On déduit de la première égalité 

AdbB _ (f±Jf_ 
A — «• 

Si l'on compare alors ce dernier résultat à la relation — — —;•> 

on voit que \ étant suppose égal à A ± B , il faut qu'on ail 
x-=a-±b~. La question sera donc ramenée à trouver l'un 
des côtés d'un triangle rectangle, quand on connaît les deux 
autres. Lorsqu'on aura trouvé x , on construira sur ce côté, ho
mologue du côté a ou du côté b, un polygone semblable au 
polygone A ou au polygone B. 

153. Construire un polygone semblable à un polygone 
donné et équivalent à un autre polygone donné. 

11 s'agit ici de transformer un polygone 1' donné en un poly
gone équivalent Q, semblable à un autre polygone donné \ . 
Désignons par a. un côté quelconque du polygone A, par x le 
côte homologue du polygone cherché O. On devra avoir 

-^ = — • Les deux polygones î' et O de\ant être équivalents. 
O x-
celte relation revient a 

A __ a-

Remplaçons les polygones A et P par les canes éqimaienK 
M et \ ! ; il viendra 

AI _ a'-

d ou 
M (• 

\ ~~ X 
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f.e côté x est donc une quatrième proportionnelle aux trois 
lignes M, \ , a. Il restera à construire sur le cote x un poix 
gone semblable au polygone A. 

l o i . Trouver Jeux longueurs proportionnelles à deux po
lygones donnés quelconques. 

On peut toujours remplacer les polygones considérés par le< 
carrés équivalents. Désignons les côtés de ces carrés par a et a , 
représentons les longueurs cherchées par x et y. On doit avoit 

— = - • On peut choisir arbitrairement l'une des longueurs, 
a- x 
y par exemple, et la prendre égale à a'. Il \ tendra alors 
n- a' ., , a- . . . , u' a 
— = —, d ou x = —, ce qui équivaut a — = - • x sera donc 
fO x a a x 
une troisième proportionnelle aux côtés u' et a. 

QUESTIONS PROPOSÉES. 

CIIAPITEUE 1. — !" Transformer un triangle rectangle en un triangle 
isocèle équivalent, les deux triangles dînant avoir un angle commun. 

i" Inscrire dans un cercle un trapèze de hauteur et de surface données, 
3" Par un point donné dans le plan d'un angle, mener une sécante 

telle, que l'aire du triangle obtenu ait une valeur donnée. 
-i° Par im sommet d'un quadrilatère, mener une droite qui divise sa 

surface en deux parties équivalentes. 
5° Calculer la surface d'un trapèze en fonction de ses côtés. 
6° Chercher l'aire d'un dodécagone régulier en fonction de son rayon. 
7° Diviser un cercle en moyenne et extrême raison par une circonfé

rence concentrique. 
8° Partager une longueur donnée en trois parties telles, que l'aire du 

triangle correspondant soit un maximum. 

CHAPITRE II. — i" Construire un triangle équilatéral équivalent à la 
somme ou à la différence de deux polygones donnés. 

2° Par un point donné, mener une droite qui divise la surface d'un tra
pèze en parties proportionnelles a deux lignes données. 

3° Chercher le rapport des aires de deux hexagones réguliers, l'un 
inscrit et l'autre circonscrit au même cercle. 

-i° Mener une parallèle à la base d'un triangle, de manière que l'aire 
du trapèze formé soit moyenne proportionnelle entre les aires des deux 
triangles dont il est la différence. 

5° Diviser un trapèze en un nombre quelconque de parties équiva 
lentes par des parallèles à ses bases. 



C.EOMETIUE. 

GÉOMÉTRIE DANS L'ESPACE. 

LIVRE TROISIÈME. 
LES PLANS. 

CHAPITRE PREMIER. 
PUOPRIliTÉS DES FLYISS. 

Fiff- i-i^-

I. — Notions préliminaires. 

155. Nous savons déjà que le plan est une surface telle, 
qu 'une ligne droite y est contenue tout entière dès qu'elle y a 
deux points. 

Lorsqu'un plan n'est astreint qu'à passer par une droite don
née, sa position dans l'espace n'est pas déterminée. On peut, 

en effet, lui faire occuper une infi
nité de positions dans l'espace en le 
faisant tourner autourdc celte droite 
comme axe [fi g. Î4Ê>). Mais on con
çoit que sa position sera fixée d'une 
manière précise . s'il doit passer, 
en outre, par un point donné hors de 

la droite AB. Nous le démontrerons d'ailleurs directement. 
Lorsqu'une droite el un plan se coupent, leur intersection 

est un point, sans quoi la droite coïnciderait avec le plan. Dans 
ce cas, la droite traverse le plan; elle est partie au-dessus, par
tie au-dessous. Le point d'intersection de la droite el du plan 
s'appelle le pied de la droite dans le plan. 

156. Par trois points donnés non en ligne droite, on peut 
toujours faire, passer un plan, mais on n'en, peut faire passer 

F i s : . ", 1<>. qu'un, seul [fig. ifo). 
Soient A, B, C, les trois points donnés ; 

menons les droites AB et AC. On pourra 
toujours, d'après ce qui précède, faire pas-

; - " ' / ser un pian que je désignerai par G, par la 
^ > / ^ ./ droite \B el le point C. Je dis que tout 

ii r autre plan 11 satisfaisant aux mêmes con
ditions coïncidera avec le plan G. En effet, 

je prends dans le plan G un point quelconque G, et je mène 
par ce point une droite gh coupanl les deux droites AB, AC. 

G, 

/ 
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(,c'S deux diuiltn étain aussi par hypolhese dans le plan II, la 
droite gh \ aura deux points et y sera cimienuo tout entière; 
de sorte que tout point G de l'un des deux plans appartient à 
l'autre. Ues deux plans coïncident donc dans toute leur étendue. 

Deux droites qui se coupent étant déterminées par trois 
points non en ligne droite, deux droites qui se coupent déter
minent aussi un plan. 

De m ê m e , comme nous l'avons déjà dit , une droite et un 
point hors de cette droite déterminent un plan. 

Deux droites parallèles déterminent un plan; car deux droi
tes parallèles étant dans un même plan par définition, tout plan 
passant par l'une d'elles et un point de l'autre contient cette 
autre tout entière. 

On voit qu'on peut regarder un plan comme engendré par 
le mouvement d'une droite qui, passant par un même point 
de l'espace, s'appuie constamment sur une droite donnée. En 
effet, la droite mobile sera toujours dans le plan déterminé par 
la droite et le point donnés. 

De même, une droite glissant parallèlement à elle-même en 
s'appuyant sur une droite donnée engendre un plan. En effet, 
la droite mobile sera toujours dans le plan déterminé par l 'une 
quelconque de ses positions et la droite donnée. 

Un triangle est toujours dans un même plan déterminé par 
ses trois sommets. Il n'en est pas toujours ainsi d'un quadrila
tère, dont les quatre sommets peuvent n'être pas situés dans 
un même plan. Dans ce cas, le quadrilatère considéré est un 
quadrilatère gauche. Même remarque pour un polygone. 

On représente ordinairement un plan par un quadrilatère trace 
dans ce plan; mais comme il s'agit d'une surface illimitée et, par 
conséquent, sans forme déterminée, il faut concevoir le plan 
prolongé au delà du contour du polygone qui sert à le figurer. 

157. L'intersection de deux plans est une ligne droite. En 
effet, si l'on pouvait trouver sur l'intersection des deux plans 
considérés trois points non en ligne droi te , ces deux plans 
coïncideraient (156) et ne se couperaient pas. 

L'intersection de trois plans est un point ; car cette intersec
tion est le pied de l'intersection des deux premiers plans dans 
le troisième plan. 

II. — Des droites et des plans perpendiculaires. 

158. Lorsqu'une droite et un plan se rencontrent , on dit 
qu'ils sont perpendiculaires l'un à l'autre lorsque la droite est. 
perpendiculaire à toutes les droites qu'on peut mener par son 
pied dans le plan. Une droite esi oblique à un plan lorsqu'elle 
ne remplit pas celte condition. 
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Pour qu'une droite soit perpt>n<liciilaire à un phtn, il siijjii 
quelle soit papendicu/aire à deux droites qui pussent pur son 

i.-j.r. ,3o pied dans ce plan '.Ai,'. i5o;. 
;•. Soit la droite AB perpendiculaire a deux 

droites BC et BD qui passent par son pied 
B dans le plan P. Je dis qu'elle sera per
pendiculaire à toute autre droite BE menée 

' \ ~~ par son pied dans ce plan. 
\ \ } j Traçons une droite quelconque qui ren-

' v contre les droites BC, BD, BE, aux points 
C, D, E. Prolongeons AB au-dessous du plan d'une longueur 
BA' = AB. Joignons les points C, D, E, aux points A et A'. 
Les deux triangles AGI), A'CD, sont égaux : ils ont le côté CD 
commun; le côté AC est égal au côté A 'C , car dans le 
plan ACA', les deux obliques AC et A'C s'écartent également 
du pied de la perpendiculaire CB élevée sur AA'; le côté AD 
est égal au côté A'D pour une raison analogue. L'égalité 
des deux triangles ACD, A'CD, entraine celle des deux an
gles ACE, A'CE. Les deux triangles ACE, A'CE, sont alors 
égaux comme ayant un angle égal compris entre deux côtés 
ésraux chacun à chacun. Par suite, AE = A'E. La droite BE 
.ayant alors, dans le plan AEA', deux de ses points à égale dis
tance des extrémités A et A', est perpendiculaire sur AA' ou 
sur AB (23). AB est donc perpendiculaire à une droite quel
conque BE du plan P, c'est-à-dire perpendiculaire à ce plan. 

La figure précédente donne un exemple de deux droites AB 
et CD qui, sans être parallèles, ne peuvent jamais se rencontrer. 
Mais alors les deux droites AB et CD ne sont pas situées dans 
un même plan, puisque CD est dans un plan que AB ne fait que 
traverser au point B. Lorsque deux droites ne sont pas situées 
dans un même plan, leur angle est l'angle formé par la pre
mière droite avec une parallèle menée à la seconde droite par 
un point quelconque de la première (175). 

159. Par une droite \B [fig. i 5 i ; , on peut faire passer une 
infinité de pians, et par le point B, on peut élever dans chacun 

Fi-v. i5i. de ces plans une perpendiculaire à la droite 
A AB. Ainsi, dans l'espace, on peut élever en 

j un même point d'une droite une infinité de 
/7\J . y? perpendiculaires : je dis que toutes ces 

/TI '^!~r~~~-~'/ droites seront dans un seul et même plan. 
Par les deux perpendiculaires BC , BD, 

élevées à AB au point B, dans les plans ABC, ABD, je fais 
passer un plan P. Par AB. je fais passer un pian quelconque VBE 
qui coupera le. plan P suivant BE. AB étant perpendiculaire au 
plan P (158;, sera perpendiculaire à BE, BE est donc la per-
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pendieuiaire élevée a A3? au point B, dans le plan ARE. Le lien 
des perpendiculaires considérée* cxi doue le pian ï' élevé per
pendiculairement à AB au point B. 

Ce théorème conduit à un nouveau mode de génération du 
plan. On peu! le regarder comme engendre par le mouvement 
d'une droite qui reste c o u r a m m e n t perpendiculaire à ime 
droite donnée en un point donné'. 

160. Par un point donné, on p^nt toujours mener un plan 
perpendiculaire à une droite, mais on n'en peut mener qu'un 
seul. 

Si le point donné était sur la droite donnée, en B par exem
ple, sur AB [Jig. 151 , ou mènerait a AB dans Ses deux plans 
ABC, ABI), les deux perpendiculaires 15C, BJ), ci l'on ferait 
passer un plan I* par les deux droites obtenues. Ce plan serait 
perpendiculaire à AB au point B, et il n'y on a qu'en qui puisse 
remplir cette condition (159). 

Supposons le point donné 0 situé hors de la droite AB 
[fi g. i52J. Le point 0 et la droite AB déterminent un plan (150,. 

Dans ce plan, j'abaisse OC perpendiculaire sur 
H 1P". I j2 . 

AB. J'élève au point C, dans le plan ABD, la 
A j perpendiculaire Cl) à AB, et je fais passer un 

. ! - , plan P par les deux droites CO et Ci). Ce plan 
/ J>, - 7 sera perpendiculaire à AB au point C et passeia 

<- ' pa r le point 0 ; et il n'y en a qu'un qui puisse 
remplir ces deux conditions, puisqu'on ne 

B peut abaisser du point O sur AB que ia per
pendiculaire OC. 

161. Parmi point donné, on peut toujours mener une per
pendiculaire à un plan, mais on n'eu peut mener qu'une 
seule. 

Supposons le point O donné dans le plan P [fig. i53^. .le 
„. .n mène par ce point une droite AS] dans le 

p lan! ' ; par le même point, je lais passer un 
i pi u| plan O perpendiculaire à AB : ce plan coupe 

A Î~~irfi7 ' e plan P suivant une droite Cl) ( 137). Au point 
/ c T/o i / O, dans le plan Q, je trace OH perpendiculaire 

à Cl) : c'est la perpendiculaire demandée. 
En effet, OU est déjà perpendiculaire à CD ; A55 étant per

pendiculaire au plan Q est perpendiculaire à 013, OU est donc 
perpendiculaire à AB : 011 étant perpendiculaire à deux droites 
qui passent par son pied dans le plan P, est perpendiculaire à 
ce plan. 

Toute autre droite que OU, passant par le point 0 , est obli
que au plan P ; car si la droite.considérée est dans le plan Q, 

II. 8 
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elle est oblique a CD, cl si celte droite, est hors du plan i), elle 
est oblique à AB(159). 

Supposons le point 0 donné hors du plan P [Jig. i54) . -le 
mène dans le plan P une droite AB; par le point 0 , je fais 

passer un plan Q perpendiculaire à AB : 
ce plan coupe le plan P suivant une droite 
CI). Dans le plan Q, je trace OH perpen
diculaire sur CI) : c'est la perpendiculaire 
demandée. 

En effet, OH est déjà perpendiculaire à 
Cl). Menons dans le plan P la droite quel
conque HA. Prolongeons OH au-dessous 

du plan d'une longueur HO' = OH ; joignons les points B et V 
aux points 0 et 0 ' . Les deux triangles ABO, ABO', sont égaux 
comme ayant un angle égal compris entre deux côtés égaux 
chacun à chacun. La droite AB étant perpendiculaire au 
plan Q, l'angle ABO est droit, ainsi que l'angle ABO'; le 
côté AB est commun ; le côté BO est égal au côté BO', car dans 
le plan OBO' les deux obliques BO, BO', s'écartent également 
du pied de la perpendiculaire BH élevée sur 0 0 ' . L'égalité des 
deux triangles ABO, ABO' entraîne l'égalité des droites AO et 
AO'. La droite AH ayant, deux de ses points à égale distance 
des extrémités 0 et 0 ' , dans le plan OAO', est perpendiculaire 
sur 0 0 ' ou sur 011. 011, à son tour, est perpendiculaire à HA, 
c'est-à-dire à une droite quelconque du plan P ; par consé
quent , OH est bien perpendiculaire au plan P. 

Toute autre droite, telle que OA, menée du point 0 au plan 
P, est oblique à ce plan ; car le triangle OHA étant rectangle 
en 11, l'angle A est aigu. 

162. Si d'un point pris hors d'un plan, on lui mène une per
pendiculaire et plusieurs obliques : la perpendiculaire est plus 

courte que toute oblique ; deux obliques qui 
s'écartent également dit pied de la perpen
diculaire sont égales ; de deux obliques iné
galement distantes du pied de la perpendi
culaire, celle qui s'écarte le plus est la plus 
grande [fig. i55) . 

Soient le point A et le plan P, la perpen
diculaire AB et les obliques AC, AD, AE. 

Dans le plan ABC, la perpendiculaire est 
plus courte que l 'oblique quelconque AC. 

Supposons BC = BD. Les deux triangles rectangles ABC, 
ABD, seront égaux comme ayant un angle égal compris entre 
deux côtés égaux chacun à chacun. Par suite, les deux oblique^ 
AC, AD, sont égales. 

Fig. i55, 
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supposons BE 3> BC. On pourra prendre BD = BC ; on aura 
alors Al) = AC. Mais, dans le plan ABE, on a AE > \T) l<2\). 
On aura donc aussi AE ~^> AC. 

Les réciproques de ces propositions sont évidentes. En par
ticulier, lorsqu'une droite représente la plus courte distance 
d'un point à un plan, elle est perpendiculaire à ce plan. 

Le lieu des pieds des obliques qui, passant par le point À, 
sont égales à AC, est la circonférence décrite du point B comme 
centre avec BC pour rayon. 11 en résulte que si, du point A, 
avec une longueur convenable, on marque sur le plan P trois 
points C, 1), F , également éloignés du point A, le centre B de 
la circonférence déterminée par les trois points C, 1), F, sera le 
pied de la perpendiculaire abaissée du point A sur- le plan P. 

163. Le lieu géométrique de tous les points de l'espace à 
égale distance des extrémités d'une droite donnée, est le 

plan mené perpendiculairement à cette 
droite par son milieu [fi g. i56) . 

Soient la d r o i t e A B et le plan P, perpen
diculaire à AB au point O, milieu de AB. 
Soit C un point quelconque du plan P : 
dans le plan ACB, les deux obliques C\ ci. 

•/ CB seront égales comme s'écartant égale-
B ment du pied de la perpendiculaire OC. Tout 

point du plan est donc à égale distance des extrémités de 
la droite. Soit D un point quelconque extérieur au plan P : 
dans le plan ADB, les distances DA et DB seront inégales, 
parce que le point 1) est hors de la perpendiculaire OC élevée 
sur le milieu de AB. Tout point extérieur au plan est donc iné
galement distant des extrémités de la droile. Le plan P est donc 
bien le lieu géométrique indique. 

Trois points non en ligne droite suffisant pour détermina 
un plan (158), dès qu'un plan, .aura trois de ses points non en 
ligne droile à égale distance des extrémités d'une droite 
donnée, il sera perpendiculaire sur le milieu de cette droite. 

16V. Soient la droite \B perpendiculaire au plan P et la 
droile CI) quelconque dans le plan P ; si l'on abaisse BE perpen

diculaire sur CD et si l'on joint AE, AE 
Fis- l57- sera perpendiculaire sur Ci) [fig. r5f. 

,1 e prends EC = El). .1 c joins les points C 
et I) aux points B et A. Les droites BC 
et BD seront égales comme s'écartant éga
lement du pied de la perpendiculaire BE 
dans le plan P. Dès lors les droites AC 
et AD seront égales comme obliques 
s'écartant également du pied de la per-
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pendirulaire AB. Le triangle CAO étant isocèle, la droite AE 
«Ini joint son sommet V au milieu de la base Cl) sera perpen
diculaire sur cette base. 

La proposition qu'on vient de démontrer est connue sous le 
nom de Théorème des trois perpendiculaires. 

III. — Des droites et des plans parallèles. 
1G5. Lorsque deux droites sont parallèles, tout plan per

pendiculaire à 'une est perpendiculaire à l'autre (Jig. i58) . 
Soient les deux droites parallèles AB, CD, 

F'S- ,5S- el le plan 1' perpendiculaire à \K. Les deux: 

droites AB et CD détermineront 'un plan qui 
coupera le plan P suivant BD. AB étant per
pendiculaire à HD, il en sera de même de sa 
parallèle CD. Au point D, dans le plan 1\ 
menons DE perpendiculaire à BD. Si l'on 
joint AD, la droite AD sera perpendiculaire 
à DE d'après le théorème des trois perpen

diculaires (16i ) . DE étant perpendiculaire à deux droites du 
plan ABCDsera perpendiculaire à ce plan et, par suite, à CD. 
CD, à son tour, étant perpendiculaire à deux droites qui passent 
par son pied dans le plan P , sera perpendiculaire au plan P. 

ICC. La réciproque du théorème précédent est vraie. Deux 
droites perpendiculaires à un même plan sont parallèles 

[fiS- '58). 
Si les droites AB et CD sont perpendiculaires au plan P, elles 

sont parallèles. En effet, si l'on menait par le point I) une 
parallèle à AB, elle serait perpendiculaire au plan P (163): 
cette parallèle se confond donc avec CD (ICI) . 

Il résulte de là que deux droites parallèles à une troisième 
dans l'espace sont parallèles entre elles. Car le plan perpendi
culaire à la troisième droite le sera aux deux premières, qui 
dès lors seront parallèles. 

167. Une droite el un plan sont parallèles, lorsqu'ils ne se 
rencontrent pas, quelque loin qu'on les prolonge. 

Toute droite parallèle à une droite d'un plan est parallèle à 
ce plan [Jig. i5g) . 

Soit la droite AB parallèle à la droite CD 
du plan P. Les deux parallèles AB et CD 
détermineront un plan O dont l'intersection 
avec le plan P sera la droite CD. La droite 
AB étant dans le plan Q, ne pourrait ren
contrer le plan P qu'en coupant Cl) : la 
droite AB et le plan P sont donc parallèles. 

Il suit de là qu'une droite et un plan sont parallèles, lors
qu'ils sont perpendiculaires à une même droite. Si le plan P 

y 
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et la droite AH sont perpendiculaires à la droite AC [fig- 1%), 
le plan BAC coupera le plan P suivant une droite CD perpen
diculaire à \C , et par suite parallèle à AB. 

1(58. Si la droite ÀB est parallèle au plan P, tout plan ABCD 
conduit par AB coupe le plan P suivant une parallèle CD à 
AB (//£.'i5<)). 

En effet, les deux droites AB et CI) sont dans un même 
plan, et AB ne peut pas rencontrer CD, droite du pian P (167). 

il en résulte que toute parallèle menée par un point C du 
plan P à la droite AB, elle-même parallèle au plan P, est tout 
entière dans le plan P [fig. i5g) . 

En effet, la droite AB et le point C suffisent pour détermi
ner le plan ABCD, dont l'intersection CD avec le plan P est 
parallèle à AB. 

Si par deux droites parallèles on mène deux plans qui se 
coupent, leur intersection sera parallèle aux deux droites 

données [fig. 160). Car, quel que soit le 
F is- ,(i0- plan mené par AB, le plan conduit par CD 

v. viendra le couper suivant une droite EF 
parallèle à CD, et par conséquent à AB, 
puisque CD est parallèle à AB. 

169. Les portions de droites parallèles, 
comprises entre une dioite et un plan pa
rallèles, sont égales. 

Soient (fig. i5g) les parallèles AC et BD 
comprises entre la droite AB et le plan P qui sont parallèles. 
Le pian ABCD coupera le plan P suivant la droite CD parallèle 
à AB (168). La figure ABCD sera donc un parallélogramme, et 
l'on en conclura AC = BD. 

Les droites AC et BD pourraient être perpendiculaires au 
plan P : elles mesureraient alors les distances de deux points 
quelconques de la parallèle AB au plan P. On voit donc qu'une 
droite et un plan parallèles sont partout également distants. 

170. Deux plans sont parallèles, lorsqu'ils ne se rencontrent 
pas quelque loin qu'on les prolonge. 

Deux plans perpendiculaires à une même droite sont évi
demment parallèles 1160). 

Le lieu géométrique de toutes les parallèles menées par 
un point donné A un plan donné, est le plan mené pa

rallèlement par le point donné au plan 
F iS- 161. donné [fig. 161). 

A c Soient le point A et le plan P. Menons 
1 AC, droite quelconque parallèle au plan P. 

/ 1 F? Du point A, abaissons AB perpendiculaire 
^ y, ! sur le plan P. Le plan CAB coupera le plan P 

— suivant la droite BD parallèle à A C ( 1 6 8 : . 
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\ B étant perpendiculaire à BD, le sera aussi à sa parallèle AC. 
Ainsi, toutes les parallèles menées par le point A au plan P sont 
perpendiculaires à la droite AB au point A. Ces parallèles déter
minent donc leplan perpendiculaire à AB au point A (159), c'est-
à-dire un plan passant par le point A parallèlement au plan P. 

Deux droites qui se coupent suffisent pour déterminer un 
plan (156). Par conséquent, un plan est parallèle ù un autre, 
lorsqu'il contient deux droites qui se coupent, respectivement 
parallèles à deux droites du premier plan (167). 

171. Les intersections de deux plans parallèles par 

troisième 
162 .. 

plan sont para Hèle 

Fig. 

/ 
/r y 

{h 
Soient les deux plans P et Q, coupes 

par le plan H suixant les droites A et B. 
Ces droites sont dans un même plan ei 
ne peuvent se rencontrer, puisque les 
plans V et Q ne peuvent avoir aucun 
point commun : elles sont donc paral
lèles. 

\~rî. Si deux plans sont parallèles, toute perpendiculaire à 
l'un est perpendiculaire à l'autre [fig- i63). 

Soient les deux plans parallèles P et Q, et 
soit AB perpendiculaire au plan P. Je trace par 
le point A, pied de AB dans le plan P, une 
droite quelconque AC. Le plan <CAB coupera 
ie plan Q suivant une droite BI), et les droites 
\C elBÎJ seront parallèles (171). AB étant per
pendiculaire à AC, le sera aussi à BD. AB est 

donc perpendiculaire à une droite quelconque du plan Q, c'est-
à-dire perpendiculaire, au plan Q. 

11 résulte du théorème qu'on vient de démontrer que, par 
un point donné, on ne peut mener qu'un seul plan parallèle à 
>( 11 plan donné (160). 

Uemènie , deux plans parallèles à un troisième sont parallèles 
entre eux. En effet, si l'on mène au troisième plan une droite 
perpendiculaire, les deux autres plans seront perpendiculaires 
a la même droite, et dès lors parallèles entre eux (170). 

173. Les portions de droites parallèles comprises entre deux 
plans parallèles sont égales (Jig. Ï 64)-

Soient les parallèles AB et CD comprises 
entre les plans parallèles P et Q. Ces paral
lèles détermineront un plan ABDC qui cou
pera les plans P et Q suivant les parallèles 
AC et BI) '171). La figure \BPC étant un 
parallélogramme, on en < onclut 

A B = C D , 

Fis;. 164. 

. / * ! — 
1 

1 / 
/ B 

/ 

-77 
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Les droites AB et CD pourraient être perpendiculaires au 
plan P : elles mesureraient alors les distances de deux points 
quelconques du plan Q au plan P. Deux plans parallèles sont 
donc partout également distants. 

\lk. Deux droites quelconques sont coupées en parties pro
portionnelles par trois plans parallèles [fig- i65) . 

Fie, ,65. Soient les deux droites quelconques AB, 
CD, situées ou non dans le même plan (158), 
coupées par les trois plans parallèles P, Q, R. 
Je joins BC. J'ai ainsi le plan ABC qui coupe 
les deux plans P et Q suivant les droites pa
rallèles AC e tLM, et le plan BCD qui coupe 
les plans Q et B suivant les droites paral
lèles MN el BD (171). J'aurai donc 

BL BM BM DN , BL _ DN 
L A - M Î T ' M C - M T d 0 U L A - N T 

il viendra aussi, en composant les termes de ces rapports, 

BA _ DC BA _ DÇ_ 
1ÏL — M ° U L A — NC"' 

On peut remarquer que les droites BA et BC partant du 
même point et étant coupées par les deux plans parallèles P 

BL BM 
et <), on a immédiatement -=-7- = —-r-

LA M G 
175. Deux angles qui, dans l'espace, ont leurs côtés paral

lèles et dirigés dans le même sens, sont égaux et leurs plans 
sont parallèles {fig. i66ï. 

Soient les deux angles CAB, FDE. Je 
F l G ' l(iG- prends sur les côtés parallèles AC et DF des 

z ~^~i longueurs égales AC et DF, et sur les côtés 
y 'V^Cy/j / parallèles AB et DE, des longueurs égales 
' | 1 AB et DE. J'achève les triangles ACB et DFE, 

/ i—Z-P-~R~/ P u ' s ' 'e m ^ n e ' e s droites AD, CF, BE. Les 
r / A \ . ] / / côtés AC et DF étant égaux et parallèles, la 

figure ACFD est un parallélogramme, et les 
droites AD el CF sont égales et parallèles. Les côtés AB et DE 
étant égaux el parallèles, la figure ABED est un parallélogramme, 
et les droites AD et BE sont égales et parallèles. Les deux droites 
CF et BE, égales et parallèles à la droite AD, sont donc égales 
el parallèles entre elles (166) : la figure CBEF est un parallé
logramme, cl l'on a CB = FE. Les deux triangles ACB, DFE, 
étant égaux comme ayant leur trois côtés égaux chacun à cha 
cun, l'angle CAB est égal à l'angle FDE. 

\-f^ [dans P et Q de <-es deux angles sont parallèles, car 



les deux droite 
et BA (171):. 

C-FOUEl RIE. 

Fli et ES) sont paraliel aux deux droites CA 

IV. — Des angles dièdres. 

170. On appelle angle dièdre la ligure-formée par deux plans 
qui se coupent, [Jig: 167). L'intersection BE de ces plans P 

et Q est V arête de l'angle dièdre ; les plans P et 
"• Q sont ses faces. Fi: 

i 

On désigne un angle dièdre par son arête 

' i 

S/ 

. i « n . 

on 
dit i'angle dièdre BE. Lorsque plusieurs angles 
dièdres ont la même arête , on les désigne au 
moyeu de quatre lettres, deux pour l'arête et une 
pour chaque face; on a soin d'énoncer au milieu 
les deux lettres qui marquent alors l'arête : on dit 
l'angle dièdre A BEE. 

Pour avoir une idée exacts' de la grandeur d'un angle dièdre, 
il faut supposer que le plan Q était d'abord confondu avec le 
plan P, puis qu'il s'en est écarté en tournant autour de l'arête 
EE comme ave, de manière à prendre sa position actuelle. 
L'amplitude de ce mouvement de rotation correspond à 
la grandeur de l'angle dièdre. 

Deux angles dièdres sont adjacents \fig- ' ' ' 8 ; , lorsqu'ils 
ont la même arête, une face commune et les deux autres faces 

situées de part et d'autre de la 
face commune. 

Deux plans qui se coupent 
forment deux angles dièdres ad
jacents (Jig. 169). Si ces deux 
angles dièdres ' PABM, PABX 
sont égaux, le plan P est per
pendiculaire sur le plan MX, et 
les angles dièdres formés sont 

Dans tout autre cas, le plan P est 
oblique au plan JMJN. 

177. Soit un angle dièdre HE [Jig. 1(17 ). Élevons à l'arête BE, 
dans chaque face, au point B les perpendiculaires BA et BC, 
au point E les perpendiculaires El) et EF. Les angles ABC, 
JtEE, seront égaux comme ayant leurs côtés parallèles et diri
gés dans le même sens (175). L'angle constant ainsi formé 
par deux perpendiculaires élevées dans chaque face en un 
même point île l'ai été d'un angle dièdre, s'appelle l'angle 
recliligne de l'angle dièdre considéré. 

On appelle souvent l'angle rectiligne d'un angle dièdre 
l'angle plan correspondant à l'angle dièdre donné. 

Lorsque deux angles.dièdres sont égaux, c'est-à-dire peuvent 
coïncider, leurs angles ix'cli/tgnes sont é'wdeiïnnent égaux. 

TJ^ 
des angles dièdres droits. 

file:///fig-
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Réciproquement, lorsque les angles rectilignes de deux 
angles dièdres sont égaux, ces angles dièdres sont égaux 

r- ( fît?. I rO^ . 
riîT- 170. \J &* i >' 

Soient les dièdres AB, EF, dont les 
angles reeiilignes CBD, GFH, sont 
supposés égaux. Portons le second 
dièdre sur le premier, de manière que 
l'angle GFH coïncide avec son égal 

"- " u CBD : l'arête FE perpendiculaire au 
point i au plan GFH, prendra alors la direction de l'arête BA 
perpendiculaire au point B au plan CBD. Les deux plans ABC, 
EFG, aurontdonc deux droites communes et coïncideront ;loC ; 
il en sera de même des plans ABD, EFH. Les deux angles 
dièdres AB et EF coïncidant, seront égaux. 

Lorsque l'angle rectihgne d'un angle dièdre est droit, cet 
angle dièdre est droit (176). 

Soit le dièdre PEFM [fig. 171) dont l'angle rectiligne ABC 
est droit. Je prolonge la face MEF, de manière à former un 

second angle dièdre PEFN. Les deux angles 
dièdres PEFM, P E F \ , sont adjacents et 
déterminés par deux plans qui se coupent. 
L'angle rectiligne du second dièdre s'ob
tiendra en prolongeant CB suivant BD. L'an
gle rectiligne ABC étant droit, son supplé-

'(• ' ment ABD sera aussi droit. Les angles 
rectilignes ABC, ABD, étant égaux, il en sera de même des 
angles dièdres correspondants PEFM, PEFA, qui seront alors 
droits. 

A 
t\r- =7 

178. Le rapport de deux angles dièdres quelconques est égal 
au rapport de leurs angles rectilignes [fig. 172). 

J 'admets que le rapport des deux 
angles rectilignes ABC, A' B' C , est 
, , . 5 . , , 
é g a l a - , c est-a-cure que ces deux 

angles rectilignes ont une commune 
mesure contenue 5 fois dans ABC et 
3 fois dans A ' B ' C . Si par chaque 
rayon de division et par chaque arête 
correspondante on fait passer des 
plans, on partagera l'angle ABDC 

en cinq angles dièdres partiels et l'angle A ' B ' D ' C en trois 
angles dièdres partiels. Ces angles dièdres partiels seront 
tous égaux entre eux , parce qu'ils correspondront à des 
angles rectilignes égaux (177), et l'un d'eux sera une 
commune mesure des angles dièdres ABDC, A ' B ' D ' C Le 
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rapport des deux angles dièdres sera donc égal a , > comme 

celui de leurs angles rectilignes. Si les deux angles rectilignes 
n'avaient pas de commune mesure , on suivrait la marche déjà 
indiquée (63). 

179. Lorsqu'on fait correspondre l'unité d'angle dièdre à 
l'unité d'angle rectiligne, le même nombre abstrait représente 
la mesure de l'angle dièdre et celle de son angle recliligne. 

L'angle droit étant l 'unité d'angle recliligne, on prendra 
pour unité d'angle dièdre, l'angle dièdre droit (177). Si l'on 
suppose dans la figure précédente, l'angle V B ' C droit, on 
aura donc 

ABDC _ A B C 
, 1 ) . ( L . ,<1 

Le rapport de VBDC a un dièdre droit est la mesure de l'angle 
dièdre ABDC, le rapport de ABC à un droit est la mesure de 
l'angle recliligne ABC (Ci•)• : les deux mesures sont done bien 
exprimées par le même nombre abstrait. 

En avant toujours présentes les explications qui précèdent, 
on pourra employer sans inconvénient la locution plus rapide, 
mais inexacte : tout angle dièdre a pour mesure son angle 
recliligne. 

Lorsqu'on dira qu 'un angle dièdre est un angle de 27°3o', 
cela voudra dire que son nnyle recliligne est un angle de 
- • • 3 o ' ( 6 . ' 0 . 

180. On dit que deux angles dièdres sont opposés par l'arête, 
lorsque les laces de l'un sont les prolongements des faces de 
l'autre. 

Lorsque deux plans se rencontrent, les angles dièdres adja
cents formés sont supplémentaires, les angles dièdres opposés 

Y\„ ,-;; par l'arête sont égaux [fig. 173). 
Je mène, par un point O de leur in-

\ terseclion AB , dans chacun des plans 
A donnés, les perpendiculaires CD et EF à 

ov ~'"/— celte intersection. Les angles rectilignes 
\ c n~/ ' n .,,, EOC, EOl), étant supplémentaires, il en 

sera de même des angles dièdres adjacents 
PAlïO , PABQ'. Les angles rectilignes 
EOC, FOD, étant égaux comme opposés 

par le sommet, il en sera de même des angles dièdres opposés 
pai l'arèle l'ARQ, Q'ABP . 

181. Les îéciproquos des deux propositions précédentes 
sont vraies , 1i ; nous démontrerons seulement la première. 

/ 
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Si deux angles dièdres PABQ, PABQ', qui sont dans la po
sition d'adjacents (176), sont supplémentaires, leurs faces non 
communes forment un seul et même plan (fig. 173). 

La somme des angles dièdres proposés étant égale à deux 
droits, la somme de leurs angles rectilignes EOC, EOD, sera 
aussi égale à deux droits : OD sera donc le prolongement de 
OC. Par suite, les deux faces Q et Q' ayant deux droites com
munes AB et CD, se confondront (156). 

On démontrerait facilement, en s'appuyant sur les théo
rèmes de la Géométrie plane qui concernent les propriétés 
correspondantes des lignes droites, que : si un plan rencontre 
deux plans parallèles, les angles dièdres alternes-internes, 
alternes-externes ou correspondants, sont égaux ; les angles 
dièdres, intérieurs ou extérieurs d'un même coté, sont supplé
mentaires. Les réciproques de ces propositions sont vraies, 
pourvu que les arêtes des angles dièdres considérés soient 
parallèles. De même, deux angles dièdres dont les arêtes sont 
parallèles, sont égaux ou supplémentaires, lorsque leurs faces 
sont parallèles ou perpendiculaires chacune à chacune. 

V. — Des plans perpendiculaires. 

182. Si la droite A3 est perpendiculaire au plan Q, tout plan 
P passant par AB est perpendiculaire au plan Q [fig. 174 ) -

Menons dans le plan Q, à l 'intersection CD 
des p lansPe tQ, la perpendiculaire BE. L'angle 
rectiligne de l'angle dièdre formé par les plans 
P et Q sera l'angle ABE, et cet angle est droit 
puisque la droite AB est perpendiculaire au 
plan Q. Le plan P est donc perpendiculaire au 
plan Q (176). 

183. Lorsque deux plans sont perpendiculaires l'un à l'autre, 
toute droite menée dans l'un d'eux perpendiculairement à 
leur intersection commune, est perpendiculaire à l'autre plan 

Les deux plans P et Q étant perpendiculaires, je mène dans 
le plan P la perpendiculaire AB à l'intersection CD des deux 
plans. Je trace, dans le plan Q, BE perpendiculaire à CD. 
L'angle ABE, étant l'angle rectiligne de l'angle dièdre formé 
par les plans P et Q, sera droit; et la droite AB, perpendicu
laire aux deux droites CD et BE qui passent par son pied dans 
le plan Q, sera perpendiculaire à ce plan. 

11 résulte du théorème qu'on vient de démontrer que 47. 
d'un point quelconque du plan P perpendiculaire au plan Q, 
on abaisse une perpendiculaire sur le plan Q. elle sera tow 
entière dans le plan P [fig- 1 — .4 .̂ 

En effet, la perpendiculaire abaissée du point A sur le plan Q 
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se confondra avec la perpendiculaire AB abaissée du point A 
sur l 'intersection CD (161; . 

Le plan P perpendiculaire au plan Q, peut donc être r e 
gardé comme le lieu des perpendiculaires élevées au plan Q 
par les différents points de l'intersection CD. 

On appelle projection d'un point sur un pian le pied de la 
perpendiculaire abaissée du point sur le plan. La projection 
d'une ligne quelconque sur un plan est l 'ensemble des p ro
jections de tous ses points sur ce plan, il résulte de ce qui 
précède que 'lorsqu'une droite est oblique à un plan, sa projec
tion sur ce plan est une droite. 

Soient la droite AB et le plan Q (Jig. i^5). Je projette le 
point A en a. Les deux droites AB et A« détermineront un 

FiK. I 75. plan P perpendiculaire au plan Q (182). 
Toutes les perpendiculaires abaissées des 
différents points de AB sur le plan Q seront 
contenues dans le plan P, et leurs pieds se 
trouveront distribués sur l 'intersection ab des 
deux plans. 

On voit en môme temps que, par une droite donnée, on ne 
peul mener qu'un plan perpendiculaire à un plan donné, 
pourvu que la droite et le plan donnés ne soient pas perpen
diculaires entre eux, 

181. Lorsque deux plans qui se coupent sont perpendiculaires 
à un troisième plan, leur intersection l'est aussi [fig. 176). 

Soient les deux plans P et Q, qui se cou
pent suivant AB et sont perpendiculaires au 
plan R. Si par le point A on mène une 
perpendiculaire au plan R, elle sera à la fois 
tout entière dans le plan P et tout entière 
dans le plan Q ( 183) : elle se confondra donc 
avec leur intersection AB. 

185. Lorsque deux droites ne sont pas situées dans un même 
plan, on peut toujours leur mener une perpendiculaire com
mune, cette perpendiculaire représente leur plus courte dis
lance (Jig. 177). 

Soient les deux droites AB et CD non situées dans un même 
plan. Par un point de CD, je mène EF parallèle à AB : le plan 

Fi,r j - - , des droites CD et, EF sera parallèle à la 
droite VB(167). Une droite et un plan 
parallèles étant partout également dis
tants (169), la plus courte distance des 
droites AB et CD est nécessairement égale 
à la distance d'un point quelconque de 
AB au plan 11 des droites CD et EF. Pour 

Fip;. 176. 

/ f~ 
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déterminer cette plus courte distance, je mène par AB un planP 
perpendiculaire au plan II et par CI) un 'plan Q perpendiculaire au 
plan II. Ces deux plans se couperont suivant une droite KH qui 
joindra un point de AB à un point de CD et qui, étant perpendi
culaire au plan 11 (18i) , sera à la fois perpendiculaire aux droites 
CD et IIG-ou CD et AU, puisque IIG est parallèle à AB (168) ; 
c'est-à-dire que KH sera à la fois la perpendiculaire commune 
aux deux droites données et leur plus courte distance. 

18f>. Lorsqu'une droite est oblique à un plan, l'angle qu'elle 
forme avec sa projection sur ce plan est le plus petit de tous 
les angles qu'elle forme avec toutes les droites menées par son 
pied dans le plan donné [fig. 178). 

Soient la droite AB et le plan P. D'un point quelconque B 
de la droite AB, j 'abaisse sur le plan P la perpendiculaire B/>. 

A i représentera la projection delà droite AB 
sur le p lanP( 183). Menons dans le plan P 
la droite quelconque AC, prenons AC = \b 
et joignons BC. Les deux triangles AB/>, ABC, 
auront deux côtés égaux ; mais le troisième 
côté 11/» du premier triangle sera plus petit 
que le troisième côté BC du second triangle, 

parce que la perpendiculaire B/* est plus courte que l 'oblique 
BC. L'angle B\b sera donc moindre que l'angle BAC. 

La propriété qu'on vient de démontrer, conduit à mesurer 
l'inclinaison d'une droite sur un plan, par l'angle que forme 
cette droite avec sa projection sur ce plan. 

f^m 

CHAPITRE II. 
DES ANGLES POLYÈDRES ET, EN PART1CU.IER , DES ANGLES 

TRILDRES. 

On appelle angle polyèdre la figure formée par plusieurs 
ui passent par le même point §'\fig- 179) et sont ter

minés à leurs intersections. Le point S est le 
sommet de l'angle polyèdre, les intersections 
successives SA, SB, SC, etc., en soiulesewVcs. 
Les plans qui constituent l'angle pohèdre 
sont les faces de cet angle. On donne aussi le 
nom de faces ou & angles plans de l'angle p o h è 
dre aux angles formés par deux arêtes consé
cutives quelconques. L'angle pohèdre consi
déré a pour faces les angles AS3, BSC, CSD,etc. 

On désigne un angle polyèdre par la lettre 
qui marque son sommet ou bien par cette 
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lettre suivie des lettres qui marquent les arêtes successhes . 
On dira l'angle polyèdre S ou l'angle polyèdre SABCDE. 

Lorsqu'un angle polyèdre n'a que trois faces, ce qui es! le 
plus petit nombre possible, il prend le nom d'angle trièdre. 

Les angles dièdres formés par les faces d'un angle polyèdre 
sont les angles dièdres de cet angle polyèdre. Lorsqu'un angle 
trièdre contient un angle dièdre droit, il est rectangle ; il est 
bi-rectangle ou tri-rectangle, s'il renferme deux ou trois an
gles dièdres droits. Le plafond et les murs d'un appartement 
forment, en se rencontrant, des angles trièdres tri-rectangles. 

On dit qu 'un angle polyèdre est convexe, lorsqu'il est tout 
entier d'un même côté par rapporta chacune de ses faces in-

Fig. 1S0. définimenl prolongées. 11 est concave dans 

le cas contraire [Jig. 180]. 
Tout plan qui rencontre un angle polyèdre 

convexe en coupant toutes les arêtes d'un 
même côté du sommet S [Jig. 179) donne 
évidemment comme intersection un poly
gone convexe ABCDE. 

Si l'on prolonge au delà du sommet les 
arêtes d'un angle polyèdre, on obtient 

179) un autre angle polyèdre SA'B'C'D'E ' dont tous 
l e sé léments sont égaux à ceux du premier angle polyèdre : 
les faces sont égales comme opposées par le sommet , les 
angles dièdres sont égaux comme opposés par l 'arête. Mais 
on voit que la disposition des parties égales n'est pas la même 
dans les deux angles polyèdres, de sorte qu'ils ne sont pas su-
perposables. On a donné à ces angles polyèdres le nom d'angles 
yiolxèdrcssymétriques. Nous reviendrons sur ce cas particulier. 

188. Dans tout angle polyèdre, une face quelconque est plus 
oelite que la somme de toutes les autres. 

En particulier, dans tout angle trièdre, la plus grande face 
est plus petite que la somme des deux autres {Jig. 181 ). 

.le forme, dans la face ASB que je suppose la plus grande, 
un angle AS!) égal à la face ASC, et je prends SI) = SC. l'ai

le point D , je mène une droite ADB qui 
coupe les deux arêtes SA, SB, et je join> 
le point C aux points A et B. Les deux 
triangles ASD , ASC, sont égaux comme 
ayant un angle égal compris entre deux 
côtés égaux chacun à chacun , et l'on en 
conclut AD = AC. Le triangle ACB donne 

AB ou A I ) + D B < A C - t - C B . 
Le segment DB est donc plus petit que CB. Les deux triangle* 
DSB, CSB, ont alors deux côtés égaux, mais le troisième côtéDB 
du premier est plus petit que le troisième côté CB du second. 

Fifî. 181. 
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Par suite, l'angle DSB est plus petit que l'angle (SB, et la face 
ASB est plus petite que la somme des deux faces ASC, CSB. 

Pour étendre le théorème au cas d'un angle polyèdre quel
conque, fou n'a qu'à le décomposer en angles trièdres, en me
nant par l 'une de ses arêtes SA et les arêtes opposées, SC, SD, 
les plans diagonaux ASC, ASD [fig. 179V La démonstration est 
évidente: 

189. Dans tout angle polyèdre convexe, la somme de toute* 
les faces est inférieure à quatre angles droits [Jig. 182 ). 

Je coupe l'angle polyèdre par un plan qui 
rencontre toutes les arêtes au-dessous du 
sommet S, j 'obtiens comme section le poly
gone convexe ABCDE. Je prends un point O 
quelconque dans l 'intérieur de ce polygone, 
et je le joins aux sommets A, B, C, 1), E. J'ai 

N. s au point A un angle trièdre formé par les faces 
^ ~*'c SAB, SAE, BAE. D'après le théorème précé

dent, je pourrai écrire : BAE ou BAO -+- OAE < SAB + SAE 
J'aurai de m ê m e , en considérant les angles trièdres formés 
en B, en C, en I) et en E : 

ABO + OBC < SB A •+- SBC, 
BCO -+- OCP < SCB -h SCD, 

7" 

Si l'on ajoute toutes ces inégalités membre à membre , on trou
vera que la somme des angles à la base des triangles dont le 
sommet est en O, est inférieure à la somme des angles à la 
base des triangles dont le sommet est en S. Comme ces deux 
séries de triangles sont en même nombre, il faut, par compen
sation, que la somme des angles au sommet soit plus grande 
dans les premiers triangles que dans les seconds. Or, la somme 
des angles formés autour du point O est égale à quatre angles 
droits; la somme des angles formés autour du point S, c'est-
à-dire la somme des faces de l'angle polyèdre, est donc infé
rieure à quatre angles droits. 

190. Etant donné un angle dièdre, si l'on abaisse d'un point 
pris dans l'intérieur de cet angle une perpendiculaire sur cha

cune de ses faces, l'angle ainsi formé est 
le supplément de l'angle rectiligne de l'an
gle dièdre considéré [Jig. i83) . 

Soient le point A, la perpendiculaire AB 
abaissée sur la face P , la perpendiculaire AG 
abaissée sur la face Q. Les deux perpendi
culaires AB et AC détermineront un plan 
perpendiculaire aux. deux faces de l'angle 

Fig. i83. 
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dièdre (182) et, par conséquent, à son arête (18i ) . L'angle BDC 
sera donc l'angle rectiligne du dièdre (P, Q). Le quadrilatère 
ACDB étant inscriptible à cause des angles droits en B et en C, 
l'angle BAC est bien le supplément de l'angle BDC. 

Le point A pourrait être situé sur l'arête de l'angle dièdre ; 
dans ce cas, les perpendiculaires seraient élevées sur les faces. 
L'angle ainsi construit serait égal au précédent; car ces deux 
angles auraient leurs côtés parallèles et dirigés en sens.con
traires. 

Le lemme que nous venons d'établir va nous conduire à une 
propriété importante des angles trièdres. 

Etant donné un angle trièdre, si d'un point pris dans l'inté
rieur de cet angle on abaisse des perpendiculaires sur ses trois 

faces, ces perpendiculaires formeront un 
F l S ' l b : l ' angle trièdre dont les faces seront les sup-

I pléments des angles dièdres du trièdre 
I , proposé; réciproquement, les faces du 

. ! /f premier trièdre seront les suppléments des 
! angles dièdres du second trièdre [fig. 184). 

/ i i Les deux droites S'A' et S 'C étant per-
v>/ | f pendiculaires sur les deux faces ESC, ASB, 

de l'angle dièdre dont l'arête est SB, l'an
gle A'S 'C sera le supplément de l'angle rectiligne du dièdre SB 
ou de ce dièdre lui-même. De même, fa face B 'S 'C sera ie sup
plément du dièdre SA, et la face A'S'B' sera le supplément du 
dièdre SC. 

Réciproquement, les droites S'A' et S'C étant perpendicu
laires aux faces BSC, ASB, leur plan A 'S 'C est perpendiculaire à 
la fois à ces deux faces, et par suite à l'arête SB. On prouverait 
de même que l'arête SA est perpendiculaire à la face B 'S 'C, et 
l'arête SC à la face A'S'B'. L'angle trièdre SABC présente donc, 
par rapport à l'angle trièdre S 'A 'B 'C , une disposition analogue 
à celle du second angle trièdre par rapport au premier. Leurs 
propriétés mutuelles sont donc nécessairement réciproques, 
c'est-à-dire que les faces du premier trièdre sont les supplé
ments des dièdres du second trièdre. 

Les deux angles trièdres considérés ont reçu le nom A'an
gles trièdres supplémentaires. La considération des angles triè
dres supplémentaires a une grande importance. 

Le point S' pourrait être confondu avec ie point S ; dans ce 
cas, les perpendiculaires seraient élevées sur les faces : la con
clusion resterait la même. 

Si l'on désigne par a, b, c, les faces d'un tr ièdre, par A, B, C, 
ses angles dièdres, les faces du trièdre supplémentaire auront 
pour expressions 

î8on — A, i 8 o ° - B , i8o° — C , 
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-•[ les angles dièdres do ce même uied 

1 2 9 

1 Ho" — .'/, 1 8 0 0 - i<S<v< — 

191. >.oi!s allons parcourir le- différents '-a-, dY^eiC' des an
gles trièdres. 

i° Deux angles trièdres sont égaux lorsqu'ils oui au anglediè
dre égal compris entre dcx faces égaies charnue à chacune et 

seinblablement disposées \ f'g. i85':. 
Supposons l'angle dièdre SA égal' FiiT- iS>. 

a i angle dièdre îs sa ;ao 
/ ' , \ ''•'•. égale à la face A 'S 'B ' . la face ASC 

1 \ ' > égale à la lace V'S'C. Je transporte 
•' ; èi: v / p.- le trièdre S ' V B ' C >i\v !e iriedre 

,|L ' <'•' SABC, de manière que ia [ace A'S'B' 
coïncide avec son égale ASB. Le dièdre S'V étant égal au 
dièdre SA, la face V S ' C tombera sur ia l'ace ASC, et comme 
elles sontégaios, l'arête SC prendra ia rlirer-tun; de i Arè leS 'C : 
les deux angles trièdres ayant les mêmes: arêtes, coïncideront. 

a° Deux angles trièdres sont égaux lorsqu'ils ont une face 
égaie comprise entre deux angles dièdres égaux chacun à cha
cun et seinblablement disposés (jig, iti~>). 

Supposons la face ASï? égaie a la lace VS 'B ' , le dièdre SA 
égal au dièdre S' A', le dièdre SB égal au dièdre S' \Y. Je trans
porte le trièdre S' A'B'C sur le trièdre S\BC, de manière que 
la face A'S'B' coïncide avec son égale ASB. Le dièdre S'A' étant 
égal au dièdre SA, la face A '5 'C tombeia sur ia face ASC; le 
dièdre S'B' étant égal au dièdre SB, la face B 'S 'C tombera sur 
la lace BSC. L'arête S 'C tombant à ia fois dans les deux fa
ces ASC, BSC, se confondra avec leur intersection SC, et les 
deux angles trièdres ayant les mêmes arêtes, coïncideront. 

3° Deux angles trièdres sont égaux lojstjit'iis ont leurs trois 
faces égaies chacune à (diacune et senddaidemenl disposées 
":/?ff. 18G'). 

.le prends sur tes arêtes 
du premier trièdre des 
longueurs SA = SB = SC. 
Je prends aussi sur les 
arêtes du second trièdre 
des longueurs S'A', S'B', 
S ' C , ('gales entre elles 

*' et à SA. Je forme ensuite 
loslrianglesAIiC,A'B'C. 
Les six triangles iso

cèles déterminés ASB, A'S'B' , ASC, A 'S 'C , ESC, B V C , seront 
égaux deux à deux comme ayant un angle égal compris entre 
deux côtés égaux : on en conclura l'égalité des eûtes AB et A' B', 

II. 

Fi ; ; 1 Si ;. 
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AT et AT.', UC et IV C , c'est-à-dire l'égalité des triangé's .Uni. 
A'B'd ' . Abaissons du point S la perpendiculaire S< ! sur le nia.:: 
ABC ; !es trois ohirpïcs SA, Sis. SC. éiem é p i e s , le point i > sera 
ie centre du cercle cireunsorli au triangle AIT. Si i'on abaisse 
de même S'O' perpendiculaire sur le plan v'IJ'C.', le puinl 0 ' 
sera le centre eu cercle cireons-vil au triangle 1 'BT' ; I(i2 ;. 
Si l'on t r a n s p o r t alors ie triangle A T T ' sur son égal AIT, le 
point 0 ' tombeia au point 0 el ;a druUe O'S' piom'ra la direc
tion OS. Jlais les deux Iriattgies roe'.aivVs S VA, S ' A T ' a e i 
éeaux comme ayant 'l'hypoténuse ég.di/ e; un cùié de ï'angio 
droit 0 \ = O'A'. U en ré-mite <i'S' = OS cl le sommet S' se. 
confond avec le sommel S. Les jeux angles triedres ayant k s 
mêmes arêtes, coïncideront. 

4" Deux angles triedres saut égaux lorsqu'ils ont leurs trois 
an gtes dièdres égaux chacun à eh a cun cl semblahienien: disposés. 

Je désigne par S et S' les triedres nioposés, par T et T' leurs 
triedres supplémentaires. Les triedres S et S' ayant leurs diè
dres égaux et somblabîemont disposés les triedres T et T au
ront leurs faces égales el semniablemeni disposées : les tr ie
dres T et T' seront donc égaux, d'après ce qu'on vient de 
démontrer. Les triedres T el T" étant égaux, leurs angles diè
dres seront égaux, c'est-à-dire que les faces des triedres S e: S 
seront égales et semblablemem disposées ,19(5) : on rentre 
donc dans le cas précédent. 

Dans deux triedres égaux, on voit que les faces égales soin 
toujours opposées à des dk-dres égaux, et réciproquement. 

Deux angles polyèdres qui ont toutes leurs faces égales cha-
cune à chacune, ainsi que tous leurs angles dièdres égaux cha
cun à chacun, et disposés dans le même ordre, soûl écidemrueni 
égaux. 

192. Il est utile de remarquer que ia superposition des an
gles triedres considérés ne peut avoir lieu qu'autant oue les 
parties égales des deux triedres sont disposées dans ie même 
ordre, comme nous l'avons expressément supposé. 

Si les parties égales des deux angles triedres ne sont pas 
dismisées dans le même ordre, le second angle triedre sera 

en effet égal a l'angle trièdre symétrique du 
premier '187':. 

Nous sommes ainsi ramené à la considéra
tion des angles tried.es symétriques {fg. 187e 

Soient les deux triedres symétriques SAIT, 

Fi; ; , i ? ; . 

;' C' / /A' 
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i!eu\ angles iricdics ->\ métriques est possible dans un ca-, , 
lorsque l'ongle trièdre proposé al isocèle, e'est-à dire luf.-fpi'il 
a deux tucc< égales. 

Supposons i/ig. 187] !a fa'-e ASC. égale a la l'ace BSC. Ce 
dièdre SC étant égal au dièdi'e SC, on pourra l'aire coïncide! 
ces deux dièdres eu taisant tomber SC' sur SC. La face IVSC 
tombe alors sur la l'ace ASC ei coïncide avec elle, puisqu'on a 
\SC = l'SC = B'SC''. Me ruèine, la face V S C tombe sur la 
face DSC ci. coïncide avec elle. Dans ce cas particulier. !o-
deux trièdres symétriques coïncident donc. 

On voit par là que le dièdre SB' égal au dièdre SB coïnci
dant, avec le dièdre S4., le dièdre SA c i égal au dièdre SB. On 
a donc ce théorème : 

l'huis tout angle trièdre isocèle, aux faces égales sont opposés 
n'es dièdres égaux. 

La réciproque de. ce théorème est vraie. Si le trièdre SAI'C 
ifîg. 187) a deux, dièdres égaux, le dièdre S V égal au dièdre» 
SB, on fera coïncide]- la face A'SB' avec la face ASB, l'arête SB' 
tombant sur l 'arête SA el l'arête SA' sur l'arête SB. Le dièdre 
SB', égal au dièdre SB, sera égal au dièdre SV, et la l'ace B'SC 
tombera sur la face ASC. De même, la face A'SC tombera sur la 
face BSC, et. les deux trièdres coïncideront.. La face B ' S C 
égaie à la l'ace BSC, sera donc égale à la l'ace ASC. 

Par conséquent, lorsqu'un ongle trièdre a deux ongles 
dièdres égaux, ù ces angles dièdres sont opposées des laces 
égales, et l'angle trièdre est isocèle. 

On voit que, si les trois faces d'un angle trièdre sont égales, 
il en est de môme de ses trois angles dièdres, et réciproque
ment. 

194. Dans tout angle trièdre, à un pins grand amile dièdr,-
est opposée une plus grande face. 

Soit l'angle trièdre S VBC \f<g- 1S9). Supposons le dièdre 
SC plus grand que le dièdre SB, je dis que la face A SB sera 

plus grande que la face ASC. En effet, me
nons par l'arête SC un plan CS1) qui fasse 
avec le plan BSC un angle T)SCB égal au 
dièdre SB. Dans le trièdre SBCD ainsi formé, 
la face DSC sera égale à la (ace BSD (193*. 
L'angle trièdre S A Cl) donne d'ailleurs 

ASC < AS1)-f-DSC 1 8 8 . 

Si l'on remplace DSC par son égale BSD. il viendra 

ASC < ASB. 

La réciproque -de cette proposition est évidente. 
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lf)o. Loisipie deux angles tnèdres ont deux faces égales 

•huante, à cieicune comprenant un angle dièdre inégal, au 
l-'ig. i i W . /'/,'.',« grand angle dièdre est opposée une 

>ius "iitiide iace ; ["" iace [J:g. itjo :. 
Soient les deux angles tnèdres SÀK*i, 

/ !.'\\ SBEl), placés de manière à a\oir une face 
/ j \ ESC commune, les deux aulres faces égales 

/ V j-J^-jA ÀSti el CSD lumbai'il dans les deux irièdrcs 
''^.{é^-—-'N de part el d autre de la l'ace corn nui ne . 

i: Si le dièdre \SCP> est plus grand que le 
dièdre. DSLB , p' dis que la iace \SB sera plus grande 
que la l'ace USD. Menons par l'aréie SC un pian 'ESK (jin 
paiiago le dièdre total VSCD en deux parties égales : le plan 
CSE tombera forcément dans l'Intérieur du dièdre \SCB et 
coupera la face \ST> suivant la droite SE. Les deux angles 
irièdrcs SACE, SCEL), seront <''gau\ connue avant i\\\ dièdre 
égal compris entre deux laces (''gales chacune à chacune ( 191}, 
cl la lace \SL sera par suite ('gale à la face ESI). Mais le trièdre 
SUBI) donne 

l i S D < U S E + ESD. 

Si l'on remplace ESI) par son ('gale ASE, il wendra 

BSD < ASB. 

La lêcipitxjn,: de celu: proposition est, évidente. 
On remarquera l'analogie de piusieurs des théorèmes precé 

(lents a\ec ceux démontres sur les triangles dans la géométrie 

19o. ihiiis tout angle inèdie, la somme des trois angles 
dièdres est comprise entre deux et sic dièdres droits; chaque 
angle dièdre, augmenté de deux dièdres droits est plus grand 
nue lu somme des deux autres unifies dièdres. 

(Jesignons nar a c, les laces i',v. trièd Mire supplémentaire, 
du trièdre proposé. Les angles dièdres de ce dernier trièdre 
auront [leur expressions : 

a.'1 — a, • > . ' ' — h. •.•••' — < • , 1 9 0 ; ; 

icui somme sera donc égale a 

(W — [ri g- i> -f- c , 

Or ia somme n-^-h-\-t: des laces d'un triedie quelconque 
est plus grande que zéro el inférieure à 4 droits [ f81)) ; la 
-lïtrnue des trois dièdres d'un Uièdre quelconque sera donc 
phw petite ,|i|e t) droits el pins grand'' que :>. droits. 

ïîé-a.uiiins p.n \ , j : , e !<•:, uiglos dièdres du !riedr<' rtueu 
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là m-' SMÎ < ~l liiiij [it'bte (ji;c ia connue des ueux 
-<!. i'Sî ! . ! '/M w-.iii lii ne aussi 

A B < Ào-f- Ht-'. 

i; c.- (iiiii dune être- si lu;-.' entre le-. poiiOs B ci <;•'. comme 
c' entre l o niants 4 et o. Les uoiiils *. et td étant 

,n> es (îiiicronti par rapport aux arêtes 
^ \ et S!;, les de;r; cordes '•"• *-'l ^' ' ' ' se couperont en un j>oint 
O s.Hié dan:- r in ienour de ki circonférence. 

Klc'i ces an \-,i';n\ ! ' une perpendiculaire < Sj! au pian ASB, ei 
da:o; le i-dan G.)\ï ronsirnisens ie t;';• neic rectangle 1)0M dont 
; le. e e e e n i s e !)";! e-l oeak ' ;'i JMd ,e ii^;i(;il.s le p o i n t S a l i po in t 
il ainsi déterminé, je dis que ie tri; dre SABM a pour faces les 
i roi'- faces donnée--. Un effet, ÎPS deux triangles SDC, SDrïï, 
son! r;.-r*nni4ïf-:s en I> ;;,;, daiao-; le éiemente des trois por-
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i _ i ' < ' *>! K e ' n e i l 1 un j o in t _\!E, 
s i - >i l o n l é'gaii--:. : 

I ' \ ,i _ i *• *l p u i s q u ' o n a 
i i ' i i -, u e s et le cù té 

s : i [ I ^ , -. . i t s i . a i e a la l'ace 

QUESTIONS PROPOSÉES. 

( i i i i t ( i L une droite qui m ren-
n s i i ie l 'an. 

-> [ i ,ui rencontre deux autres 
t - t > i PI ! ! 1 

! \ i - i ' u [ e emetit éloignés (le trois 
[ U 1 ! 

, -, <j i L J l •• t parallèles à une même 
i 1 

) I) i - . D I S i i < ! i i L I i un même plan par deux 
li i*. l ît i lt-U» 1 u RMII* que les projections de 
I i i l e n i i ( i ln t parallèles. 

i - >. [ L j i IL U I nu [l in, l'intersection de ce 
11 i n 1 u 1 i ! 11 i ni i et i ne la droite sur le mémo 

I n i e [ t- il i -. 
l i ! - t e l e t d n - u di ux plans qui se coupent. 

1 i i 1 i u e i\ ; - L . n tut distants de leur intersec-
t 11 1 1 1 1 p , t" 1 , MtlLlI. 

Cii.U'iiv.E 11. — i° Toute section faite dans un angle triedre rectangle 
par un plan poipenuieuiairc à l'une ae ses arêtes, est un triangle rec
tangle. 

•Ï' !-M i t.n coupa un angle triedre tri-rectangle par un plan quelconque, 
le point ue rencontre des hauteurs du triangle déterminé est la projection 
du sommet de l'angle triedre sur le pian du triangle. 

'S'\ Couper un angle polyèdre a quatre faces par un plan, de manière 
que lu seciion soit on parallélogramme. 
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LHRE QUATRIÈME. 
.LES SIKFAŒS ET LES \0LIAFES DES COUPS. 

CHAPITRE PKEMIEM. 

I.IiS t-'KiS'.IKS KT LUS CUJ^iDKtS 

iiJS. I n corps termine i!e toutes puits par des [dans est un 
polyèdre. Les angles poh èdres et, les angles dièdres formés par 
ces plans en se' coupant sont ies angles polyèdres et les angles 
dièdres du polyèdre. Les polygones limités par les intersec
tions de ces plans sont les faces du pohèdre , cl ces intersec
tions en senties arêtes. Les sommets (Y un polyèdre sontlessom-
nielsdeses angles poh ; dres, et ses diagonales sont les droites 
qui joignent de;;v sommets non situés sur une même lace. 

i n polyèdre est régulier lorsque ses angles polyèdres sont 
égaux, et ses laces des pehgones réguliers égaux. Il n'existe 
que cinq poh èdres réguliers. 

VAX effet, si ies laces soûl des triangles équilatéraux égaux, 
ou i.e peu; assemble; autour d'un même point, pour former 
un angle polyèdre, que trois ou quatre ou cinq de ces triangles. 

2 
L'angle du triangle équsiatéraï étant ('gai à - d'angle droit, six 

de ces triangles assembles autour d'un même point donneraient 

'-i\ angles élans dont ia sounne serait égale à - X <> ou à 4 angles 

droits: il n'\ aurait plus d'angle pohèd re , les six triangles se 
trouveraient :hA eloppes dans un même plan. 

Or; forme donc trois polyèdres réguliers a\ec des triangles 
eq ni latéraux : le tétraèdre régulier, compris sous quatre trian
gles équilatéraux; l'octaèdre régulier, compris sous huit trian-
eîes équilatéraux: Xicosaèdre régulier, compris sous vingt 
triangles equliateraux. 

Autour d'un mèiise point, on lie peut pas assembler plus de 
'rois carrés égaux. A.1, ce des carrés, ou ne pourra donc former 
qu'un seul polyèdre • oui sera Yfre.raèdre regulici ou cube . 
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Enfin, on ne peut non j)lus assembler plus de trois penta
gones réguliers autour d'un même point, puisque l'angle d'un 

6 
pentagone régulier est égal a - d'angle droit. Avec des penta
gones réguliers, on ne pourra donc former qu'un seul polyè
dre, qui sera le dodécaèdre régulier, compris sous douze pen
tagones réguliers. 

Au delà, aucun pohedre régulier n'est plus possible, puis

que l'angle d'un hexagone régulier est égal à % d'angle droit, et 
que trois angles d'hexagone régulier donnent une somme égale 
;'i quatre angles droits ["). 

Un pohedre est convexe lorsqu'il est tout entier d'un môme 
• ôté de chacune de ses laces indéfiniment prolongées; il est 
concave dans le cas contraire. Ln polyèdre convexe ne peut 
être rencontré par une droite en plus de deux points, el tout 
plan le coupe suivant un polygone coin exe. 

199. Parmi les polyèdres, on distingue les prismes et les py
ramides. Nous considérerons d'abord les prismes. 

Un prisme est un polyèdre compris sous deux plans poh-
gones égaux et parallèles, réunis entre eux par une série de 
parallélogrammes. Les deux plans pohgones forment les bases 
du prisme; la distance qui ies sépare est la hauteur du prisme. 
Les parallélogrammes sont les faces latérales du prisme, leurs 
intersections successives en sont les arêtes latérales, el leur 
ensemble constitue la surface latérale du prisme. 

Pour construire un prisme, on prend un polygone quelcon
que FGîîlK. Par ses différents sommets, on mène d'un même 

côté les droites FA, GB, lîC, II), KE, égales et 
parallèles entre elles. Les extrémités de ces 
parallèles déterminent le polygone ABCDE, 
et je dis que le polyèdre ABCDEFGlïIK est un 
prisme (ftg. it)r>). En effet, les faces ABFG, 
BCGB, etc., sont des parallélogrammes, puis
qu'elles ont deux côtés opposés égaux et pa
rallèles. Par suite, les deux polygones ABCDE, 
FGHIE, ont leurs côtés égaux et parallèles; 
ils sont, donc égaux et parallèles, el la figure 
obtenue est un prisme. 
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Lu prisme prend le nom de sa na^e , c'esi-a-dire un il 
osi triangulaire, nuadruiigulaire, penlagoncd, oie., suivant 
nue sa jxisc est un triangle, un quadrilatère. un penta
gone, etc. 
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I. - Théorèmes généraux: sur les prismes. 

:200. Les sec! ions jmirs dans an rnsnie par des plans ijari/I-
rdes nui rançon:rert tontes I,-s faces latérales, sont des •:•(>!>-

goiies égaux [ftg. 7i)j). 
'''i!- !•-'• Soi! !e p r i s m e Vil. so ien t les d e u x s e c t i o n s 

!.____: paralSèies 'L 'MNOP. O R S T l . Le s cô t e s de ' ' e s 
: \ h s e c t i o n s s e r o n t pa ra l l è l es c o m m e i n t e r j e c t i o n s 

. -̂  y/l de doux idans p a r a l l è l e s par un t r o i s i è m e . 
' - _ '[ -y j , l c e s i ù i é s serins! égaux c o i n m e p e r l i o n s de 

' R[ I* pa ra l lè les c o m p r i s e s e n t r e p a r a l l è l e s . 
-.-./ ;•; Les deux p o k i m m s obtenus seiont donc 

: ~î' " ; ' '^aiix. car lie auront leurs côtés égaux et leurs 
'*" \ / , , - ' ' .eiyles e-aux. conmie Cormes par des droites 

T* par.ilièii s et diiigoos cane le même sens. 
Lors,me le section est déterminée par un 

pian perpi mm idese ,am arèi, s iaiei.ucs ,Pt .aUme, file prend 
je e.ee.jj ne .e ••lier -droiti d e un-m/ic. 
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201. Deux prisme;, sont égaux lorsqu'ils ont un angle dièdre 
égal, cornons entri' une base et une face égales chacune à cha-

],-;„._ I Q g cune et semblablement disposées 

" ;JS- l96'.-
Supposons les deux prismes ÀH, 

.Vïl ' . Soient le dièdre AB égal au 
•dièdre VIV. la base AiîCDE égale à 
la base A 'BT/D 'E ' , la face ABGF 
égale a la lace A 'B 'G 'F ' . Portons 
les doux prismes l'un sur l'autre, 
de manière que les bases égales 

coïncident. Le dièdre A'F;-' étant égai au dièdre AB, la face 
A ' B ' G T ' tombera dans le plan de la lace ABGF. D'après l'éga
lité de ers deux fares, i'aagle AEG est éga! à l'angle A'B'G' : 
l'arête Y>'G' prendra donc la direction de l'arête BG, cl le som
met G' coïncidera avec le sommet G, puisqu'on a E'G' = BG. 

Un;} mis la coïncidence des deux bases inférieures établie, 
ainsi que celle de deux arêtes latérales BG, B'G', il résulte de 
ia régie indiquée peur la construction d'un prisme (iOOp, que 
tous les autres sou:mets des deux bases supérieures des pris
mes considérés devront aussi coïncider. Ces deux prisnies eux-
mêmes se confondront donc ei seront égaux. 

L'égalité des deux bases inférieures exige in — 3 condi
tions ;-Vu' ; comme AB est alors égal à A'B', l'égalité des deux 
laces latérales n'exige plus que deux conditions, puisque ces 
faces sont des pa: a H -ogrammos ; enfin l'égalité des deux 
angles (Heures compte pour une condition. L'égalité de deux 
prismes AH, A'H', exige donc in conditions, en désignant par n 
le nombre des celés de l'une des bases. 

Deux prismes droits sont égaux lorsqu'ils ont des bases et 
des hauteurs égales, En effet, toutes les conditions d'égalité 
indiquées, dans iVV.om-é du théorème ni écédent sont remplies : 
tous les angles dièdres formés par les faces latérales avec les 
bases sont droits , toutes les laces latérales homologues des 
deux prismes sont des rectangles égaux comme ayant même 
base et même hauteur. 

U.Q-2, Dans tout vartdléllpipède, les faces opposées sont égtues 
et Mirn/'lè'es ;" M); 

Coii-lderons les deux laces opposées 
MME, BCGF. Les deux côtes \ E , BF, 
sont égaux et parallèles, connue côtés 
opposés d'un même parallélogramme 
ABFE ; les deux côtés Al), BC, sont 
:umsi égaux ci parallèles connue côtés 
opposes d ' -e mémo parallélogramme 
\\îr\\: >,;••< doux aisgb-- 1>\E, bBF, sont 
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par suuc égaux connue avant leurs eûtes parallèles et diriges 
dans le, même sens,el les plans de eesanglessoni parallèles(175' . 
Les deux parallélogrammes ÀDIIE. BCGF, avant nu angle 
('gai compris entre deux côtés égaux chacun à chacun, son! 
égaux ; i8 ; , et leurs plans sont parallèles. 

Celle propriété est importante : elle permet de prendre pour 
luises d'un parallélipipède deux faces opposées quelconques. 
puisque ces faces remplissent les conditions imposées aux hases 
d'un prisme, et que les autres faee's formant alors la surlace 
latérale du polyèdre, réunissent toujours ses deux bases en 
restant des parallélogrammes ; 199). 

Joule section faite dans lia parallélipipède par an plan qui 
rencontre deux faces opposées est an parallélogramme. Eu 
effet, si l'on considère la section IKL^i, on voit que dans ce 
quadrilatère les côtés opposés sont parallèles comme inter
sections de deux plans parallèles par un troisième. 

203. Dans tout parallélipipède. les diagonales se divisent mu
tuellement en parties égaies. 

Je considère le parallélipipède A<ï, et les deux diagonales 
Bl! el 1)F [fig. 19S). Les arêtes latérales BF, IHl étant égales et 

parallèles, la ligure BD.IJ.F est un pa
rallélogramme dont les diagonales BU 
et TSF sont inégales el se coupent 
mutuellement en pari les égales au 
point 0 ( i ' î ; . Considérons les deux 
diagonales I)F i l AG. Les arêtes Al) 

i , v \-; : ' fdddf •• j et FG, étant égales et parallèles, la 
r" ~~i figure AîWiF est un parallélogramme 

dont les diagonales JVF et AG se cou
pent mutuellement eu parties égales : ie point O étant déjà le 
milieu de DF est aussi le milieu de Au ;ou prouverait de même 
qu'il est le milieu de ia quatrième diagonale CE eu parallélé
pipède. 

Si le parallélipipède devient rectangle, les parallélogrammes 
que nous venons de considérer se transforment en rectangles, 
et leurs diagonales deviennent égales. Les quatre diagonales 
d'un parallélipipède rectangle sont donc égales. 

Le point 0 est appelé le centre au paraliétipieède \ G , paire 
que toute droite limitée à la surface du parallélipipède ci 
passant par ce point y est partagée en deux parties égales : 
c'est ce que les deux triangles AOK, COL. prouvent immédia
tement. 

20 i . Dans fou! pairdiélipipède . la somme a'es carrés dif 

'S-

uaire diaao a es 1 v//•;'' 
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Lv> p a r a l l é l o g r a m m e s A O I E , l îDHF, p e r m e t t e n t de. poser 
., 108 • 

Afi- -r- CEJ = 2 AE + •?. KO, 

Bll- + DF J = a.I îP-f- 7.B1V-. 

Si l'on ajoute ers deu\ égalités mombri1 à membre, et si l'on 
remarouo eue BF = AE, il viendra 

\r ,- + r,!i"- + CE= + D F 2 = 4 VE : 

Mais le parallélogramme ABCP donne 

AC--t- BD 

A<!'J-4- Rl) ! = 2 A B - - f - ? U K 

En substituant, on aura donc 

AG^-s- !ÏII- -H- eE2 + DF= = 4AÏ->-r4 \B>- \Si 

Si le parailéiipipède esl rectangle, ses diagonales sont égale* 
(203) et le premier niembre se réduit à 4-A<<-'. En divisant, par4 , 
on obtient donc 

A(? = AE1 + ABÎ —A!)2 . 

Ainsi, dans tout parailéiipipède rectangle, le carré d'une dia
gonale esl é«id à la somme des carrés des trois arêtes qui 
o n J 

parient d'un même sommet. Cette relation es! facile à démon
trer directement. 

Si le parailélipinède rectangle devient un cube , toutes les 
arêtes sont, égales, et l'on a AG2 = 3 AE2 ou Uî = AE v'3. Ainsi 
le carré de la diagonale d'un cube est égal an triple carré de 
son arête. La diagonale d'un cube est le eùie du triangle cqui -
latéral inscrit dans un cercle ayant pour ravon l'arête du cube. 

II. — Surface et volume du prisme. 

205. La surface latérale d'un prisme droit a pour mesure le 
produit du périmètre de sa base par sa hauteur : fig. 109 '.. 

En effet, cette surface latérale est la 
" s ' l'}"' somme des rectangles ABFE, BCGF, etc.; 

H '' ces rectangles ont pour bailleur commune 
la hauteur du prisme, et leurs bases sont les 
cotés AB, BC, etc., de la hase du prisme. La 
somme de tous ces rectangles aura donc 
pour expression (AB -+- IW. -+- . . . ) . AE ou 
S'. 15, en désignant par ï* le périmètre de l'a 
base du prisme et par \ï sa hauteur. 
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S'il s'agit d'un prisme oblique //'o'. •>oo,. sa siirfiirela'én.de 
serti égale au produit du périmètre de sa. section droite par 

l'une de ses arêtes latérales. Eii effet, les côtés 
de la section droite LaIXOP sont les hauteurs 
des différents parallélogrammes uni constituent 

, »n la surface latérale du prisme, et ces parailélo-
. ~~/l «Tarâmes ont des bases égales puisuue toutes 

'' n ' / U • • I l 

j / - j~J- i e s arêtes latérales d'eu prisme sont égales, 
; ~"~""';Cr/N -La somme de tous ces peu 

•• '<'•( j donc pour expression X^I 
' ' ou » . A, en dé .•siçmant par p ie périmètre ue la 

section droit;' du prisme et par À son arête 

me'oarammes aura 

-206. Nous ramènerons la mesure du v d i r n e d'un pris: 
mieioonmie a celle du volume d'un paraliéiipipèdc. et la nmsi 
du volume d'un parai'èlipipède queicomiuo a celle du volu: 
d'un parallélipipède rectangle-

î'our obtenir l 'expression du vol inné d'un parailélipipc 
rectangle, nous chercherons quelle influence la variation 
la hauteur ou la variation de la base a sur cède du volume. 

207. Deux paiol ip\i <•• 
ont des volumes p "> (ilui'or 

Soient les d e r . tui 1 h , ' p ^ ' 
les bases ABC.D, A \ ^ - >m* 1 

' a 

lé a pinèdes clés p i-> m ' 1 ] 1 1 
ainsi, danslepara ' l - 1 1 ' v<.< a ' 
partiels, et dans 1° n 'U > u ' t 
tangles partiels ; r 1 ht i ' ^ 
entre eux corn m > 
hauteur (201), d- s Î • • 1 ui 1 - • 
m une mesure em j i d „ 1 1 1 £ i ' 

car. A* " , 
iiei aussi 

. d ( 
t h l i i 

par. i » 
eodes seront don< 
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Si Ses (î:'ii\ hauteurs Al-'. IX, cubent inconiriieiisarables, on 
.•niploieiail ie raisonnement connu ^ 00 , 

208, Deux pandlélipipèiles rei •lang'es <p'di oui même huHlevr 
ont des volumes jironortionneh t'i ieers Luxes. 

Soient I' : t P' les deux p n-aUélinijH'.'des (mas'dm'os. Désignons 
par (i ioi.w hauteur commune , par i> cl e les dimensions de la 
base î) du earallélipipéde i \ par // eî t1' les dimensions de la 
hase W du paralhdipipède P'. Piv-nons II:I iroi.-dèaie parailéli-
pipède rectangle P'' don! les dimensions (199; soient ci, / / , c. 

Comparons les paraliéiinipèdos Y et P". On peut prendre 
pour base d'un parailéiininode Pane queicouqua de ses faces 
.[21)2): si Pou prend pour bases des paraîléllpipodes consi
dérés les faces qui, dans ces paralh'iipipèdes, oui pour dimen
sions a e i c , on pourra dire que ces deux paralîélipipèdes oui 
nièsne base et qu'ils sont proportionnels à leurs hauteurs l> et 
//. On aura donc ' "207) : 

P _ /> 

W'-V 
Comparons Ses paraUelipipèdes P" e! V. cl prenons poui 

bases de ces parailélipmcdes les laces qui on! pour dimen
sions a et //, Ces deu\" paraliéiipipédrs ayant alors même 
base, seront proportionnels a leurs hauteurs e e! .'.•', On aura 
donc 

S " ' _ a 

Multiplions membre à membre les deu \ égalités obtenues, 
Il \ iendra 

• On énonce encore !e théorème qu'on vient de démontrer, 
eu disant que deux parcddlclipipiJ.es rectangles qui oui une 
dimension commune, sont proportionnels aux proue,/.y de 
leurs deux autres dimensions. 

20) T ! Ul illl I t t l i t ) , l H I 

s n 't p o 't ns 1 s 1 /Î 1 a 
> 1 1 t i ' 1 i , ^ l 1 ' ) 

ie us b , , ( r ( 1 *, , -, 1 i ï 
i 1 11 ' rp-, ) i 1] 1 j lj d Ol j p II O M l 
1 m - ( t i < ) ) tu i 1 > 1 - - ' li 1 
' ' s i 1 1 ^ , i 1* 

' ) 1111 l l l ' 

P BB B i; 
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Mesurer un volume, c'est chercher MIII iappurl a l imi te de 
volume. On prend toujours pour imite de volume le culu-
construit sur l 'unité de longueur. Si P' devient le mètre cube, 
Tî' deviendra le mètre carré et ] ! ' le mètre. On aura, par con
séquent : 

_P_ _̂ î_ H_ 

p 
- ^ représente la mesure du volume du parallelipipedc rec-

lans e P , -77- représente la mesure du rectangle qui 1m sert de 

H 
base (137) et ^ j représente la mesure de sa hauteur. On voit 

donc que le même nombre abstrait représente la mesure du 
volume du parallelipipedc et le produit des mesures de sa base 
el de sa hauteur. C'est ce qu'on exprime plus rapidement, en 
employant la locution inexacte : Tout parallelipipedc rectangle 
a pour mesure le produit de sa base par sa hauteur. 

Si l'on avait désigne par a, b, c l'es dimensions du paraUéli
pipède P et par a'. b', c' celles du paraUélipipède P', on aurai! 
pu écrire 

P a.b.c a b c 
P 7 ^ a1 .b' .e,=Z~d"V7' 

P' devenant le mètre cube, on aurait eu. 

c'est-à-dire 
P _ a b c 

7>nr — y j i -T j f f» -

On aurait donc nu énoncer ies résultats précédents en disant : 
Deux paraHêlipipèdes rectangles quelconques sont proportion
nels aux produits de leurs trois dimensions ; Tout paraUélipi
pède rectangle a pour mesure le produit de ses trois dimensions. 
ï lais cette l'orme n'est applicable qu'aux paralléiipipedes rec
tangles, tandis que celle que nous avons adoptée est appli
cable, comme nous allons le voir, à tous ies prismes. 

Le volume d'un cube est, d'après ce que nous venons de (lire, 
égala la troisième puissance de son arête. On comprend main
tenant la synonymie des mots cube et troisième puissance em
ployés en arithmétique. 

210. Pour passer au volume d'un paral/élipipède droit el 
ensuite à celui d'un pai-auéiiptpède oblique, nous nous cuvrc.ie-
rons sur le théorème suivant. 

Tout prisme obliaue tst équivalent au prisme droit qui a 
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pour base la section droite du prisme oblique et pour hauteur 
l'une de ses arêtes latérales [fig. 101.). 

Soit le prisme oblique ÀR qui a pour bases les polygones 
ABCUE, FGHKL. Menons, par les extrémités de l'arête AF, les 

sections droites AB 'CD 'E ' , F G ' I l ' R ' L ' . Dans 
le cas de la figure, ces sections sont inférieures 
aux bases correspondantes, de sorte qu'il faut 
prolonger les arêtes latérales du prisme jus
qu'à la rencontre de la section menée par le 
sommet A. Le volume compris entre les deux 
sections parallèles A B ' C ' D ' E ' , F G ' H ' R ' L ' , 
forme évidemment le prisme droit AR' ; et ce 
prisme a pour base la section droite du prisme 
oblique et, pour hauteur, son arête latérale AF. 

Le prisme oblique AR et le prisme droit AR' 
ont une partie commune : cette partie com
mune est le volume compris entre la base infé
rieure ABCDE du prisme oblique et la base 

supérieure FG' H' K' L' du prisme droit. Pour prouver l'équiva
lence des deux prismes, il suffit donc de prouver l'égalité du 
polyèdre inférieur A B ' C D'E'BCDE et du polyèdre supérieur 
FG' IF R' L' G1IKL. Portons le premier polyèdre sur le second, 
de manière que les sections égales (200) AB 'C 'D 'E ' ,FG 'H 'R 'L ' , 
coïncident. Les arêtes B 'B et G'G, alors perpendiculaires au 
même plan, se confondront en direction. Ces arêtes sont d'ail
leurs égales, car les arêtes du prisme oblique étant égales à 
celles du prisme droit à cause de l'arête commune AF, on a 

BG B'G' , d'où BI G G 

Le sommet B coïncidera donc avec le sommet G. De même, 
les autres sommets C et H, D et R, etc. , se confondront, et 
les deux polyèdres coïncidant, seront égaux. 

211. Un parallélipipède quelconque a pour mesure de son 
volume le produit de sa base par sa hauteur. 

Considérons d'abord un parallélipipède droit [fig. ao3). 
Soit ABCD la base de ce parallélipipède, soit AE sa hauteur. 

Nous pourrons regarder ABFE comme la 
Fi;;. 20?). b a s e de ee parallélipipède (202), dont les 

G 1. F arêtes latérales seront alors parallèles à AD. 
Menons par l'arête AE, perpendiculaire a Al), 
la section droite AELFl Celte section, qui, 
en général, est un parallélogramme (202'i, 
sera ici un rectangle, puisque AE est per-

A pendiculaire au plan ABCD. Le parallélipi
pède considéré est donc équivalent au pâ

li , lu 

A 
ci 

// 
E ! 
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rallélipipède rectangle qui a pour base le rectangle AKLE et 
pour hauteur l 'arête AD (210). Mais ce parallelipipede a pour 
mesure le produit de sa base par sa hauteur (209), c'est-à-dire 

AE X AK X AD ; 

telle sera donc aussi la mesure du parallelipipede droit pro
posé. AE représente sa hauteur, AK X AD est la mesure du 
parallélogramme ABCD qui lui sert de base. Tout parallelipi
pede droit a donc aussi pour mesure de son volume le produit 
de sa base par sa hauteur. 

Supposons maintenant un parallelipipede oblique tout à fait 
quelconque [fig- 204). Soient ABCD la base de ce parallelipi

pede et AE son arête latérale. On 
prendra la face AEIID pour base de ce 
parallelipipede, et ses arêtes latérales 
seront alors dirigées suivant EF. Me
nons par le point E la section droite 
EKLM. Cette section sera un parallélo
gramme, EK étant perpendiculaire à 
l'arête AB sans l'être au plan ABCD. Le 
parallelipipede considéré sera donc 

équivalent au parallelipipede droit dont la base est EKLM et 
dont la hauteur est AB (210). Mais ce parallelipipede, d'après 
ce qu'on vient de dire, a pour mesure le produit de sa base 
par sa hauteur ; ce qui revient à 

AB X LK x EO, 

EO étant la perpendiculaire abaissée du point E, sur LK dans 
le plan EKLM. EO est la hauteur même du parallelipipede pro
posé, car le plan EKLM étant perpendiculaire à AB est perpen
diculaire au plan ABCD (182), et la droite EO, menée dans le 
plan EKLM perpendiculairement à l'intersection commune LK, 
est perpendiculaire au plan ABCD (183); ainsi EO représente 
la distance des deux bases du parallelipipede oblique ou sa 
hauteur. AB X LK est la mesure du parallélogramme ABCD. 
Tout parallelipipede oblique a, par conséquent, pour mesure 
le produit de sa base par sa hauteur (*). 

212. Le plan mené par deux arêtes opposées d'un paral
lelipipede le divise en deux prismes triangulaires équiva
lents. 

( * ) C e théorème a été démontré, pour la première , j i s , ;ic celte 
t>e>r M A Araiot. Voir ses excellentes torons nuw.'fllei d? Gi:onn'tri:\ 
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Soit le parallélipipède AG [fig. ao5). Je mène un plan par 
les arêtes opposées AE, CG. Ces arêtes étant égales et paral

lèles, la figure AEGC sera un parallé-
' s ' " ' logramme. Les deux triangles ABC, 

EFG, ont leurs côtés égaux et paral
lèles, et il en est de même des trian
gles ACD, EGH. Les deux polyèdres 
ABCEFG, ACDEGH, seront donc des 
prismes triangulaires (199), et ces 
prismes auront des bases égales comme 
moitiés d'un même parallélogramme, 

et leur hauteur commune sera celle du parallélipipède AG. Il 
faut prouver l'équivalence des deux prismes : elle est évi
dente si le parallélipipède proposé est droit, puisque deux 
prismes droits qui ont des bases égales et des hauteurs égales 
sont égaux (201). 

Si le parallélipipède AG est oblique, je mène sa section 
droite KLMO. Cette section droite est partagée parle plan dia
gonal AEGC en deux triangles égaux KML, IOIO, qui sont les 
sections droites des deux prismes triangulaires. Le prisme 
triangulaire ABCEFG est équivalent au prisme droit qui a 
pour base KML et pour hauteur AE (210) ; le prisme triangu
laire ACDEGH est équivalent au prisme droit qui a pour base 
KMO et pour hauteur AE. Puisqu'on a R>,!L = KAIO, les deux 
prismes droits sont égaux; les prismes triangulaires obliques 
qui leur sont respectivement équivalents seront donc équiva
lents entre eux, de sorte que chacun d'eux sera la moitié du 
parallélipipède AG. 

213. Le volume d'un prisme quelconque a pour mesure le 
produit de sa base par sa hauteur. 

Soit d'abord [fig. ?.o5 ) le prisme triangulaire ABCEFG. Par 
l'arête AE, je mène un plan parallèle au planBCGF; par l'arête 
CG, un plan parallèle au plan ABFE ; je prolonge les deux hases 
du prisme, et j'achève ainsi le parallélipipède AG, double du 

prisme ABCEFG (212). Ce parallélipipède a 
pour mesure sa base ABC1) ou 2ABC, mul
tipliée par sa hauteur HR. Le prisme trian
gulaire ABCEFG aura donc pour mesure la 
moitié de ce produit, c'est-à-dire le produit 
de sa base A1SC par sa hauteur 13il. 

Soit maintenant un prisme polygonal 
quelconque AI [fig- 206). Je le décompose 
en prismes triangulaires, en menant des 
plans diagonaux par l'arête AF et les mvtes 

CH et 1)1 qui ne sont pas situées dans un même plan. Ces 
1 0 . 

A i - h 
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prismes triangulaires oui la même hauteur que le prisme poly
gonal, et leurs bases sont les triangles ABC, ACD, A DE, que 
les plans diagonaux déterminent dans sa base ABCDE. Si l'on 
désigne par H la hauteur du prisme proposé, on aura d'après 
ce qui précède : 

pr.ABC = A B C x H , 
p r . A C D = A C D x l l , 
pr. ADE = U)E X H. 

Le volume du prisme Aï aura donc pour expression 

ABC + ACD -+- ADE ) x H = B . H, 

en désignant par B le polygone ABCDE, base du prisme AL 
En désignant par P et P' deux prismes quelconques, par B 

et B' leurs bases, par H et II' leurs hauteurs, on aura P = BIT, 
P ' = B' H'. On voit donc que les volumes de deux prismes 
quelconques sont proportionnels aux produits de leurs bases 
par leurs hauteurs ; que deux prismes qui ont des bases équiva
lentes sont proportionnels à leurs hauteurs ; que deux prismes 
qui ont même hauteur sont proportionnels à leurs bases. 

III. — Surface et volume du cylindre. 

'2 l i . Si le rectangle ACC'A' tourne autour de l'un de ses 
côtés CC comme axe , il engendrera un cylindre droit à base 
circulaire. Les deux côtés CA et C'A' décriront, dans deux 
plans perpendiculaires à l'axe CC (159) , deux cercles qui 
seront les bases du cylindre et dont les centres seront sur 
l'ave. Le dernier côté AV engendrera une surface couibe qui 
sera la surface latérale ou convexe du cylindre droit. La dis
tance CC des deux bases sera la hauteur du cylindre (Jig.zo-,). 

Un point quelconque A" de la droite AA', décrit une circon
férence de cercle dont le centre est sur l'axe et dont le plan 

est perpendiculaire à l'axe ; car si l'on abaisse du 
's' 2 '' point A" la perpendiculaire A" C" sur l'axe CC', 

K'(— n^~ir cette droite conservera la même longueur pen-
rjvj—f~̂ "\ (lanl le mouvement du rectangle générateur du 
!,.-|"f~--! cyl indre, et restera toujours perpendiculaire à 

k':':V^yy?' l'axe. En d'autres termes, tout plan perpendicu-
; i : j luire à l'axe du cylindre y détermine une section 

,•.-1.4— -in égale a sa base. 
fi-— Si l'on suppose la droite AA' astreinte à glis

ser parallèlement à elle-même tandis que son 
extrémité A décrit la circonférence ADB, son extrémité A' 
décrira une circonférence A'D'B' parallèle à la circonférence 
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ADB, et dont le centre sera en C à l'extrémité de la paral
lèle CC = AÀ', menée parle centre C de la circonférence 

ADB à la droite A A' [fi g. 208). En effet, la 
droite CC et une position quelconque 
I)D' de la droite AA' déterminent un pa
rallélogramme DCC'D', dans lequel les 
deux côtés CI), C'])', sont égaux et paral
lèles. Le point A' resteia donc toujours à 
la même distance du point C dans le plan 
mené par le point C parallèlement au 
plan ADB. Le corps limité par les deux 

cercles ADB, V D'B', et par la surface courbe engendrée par AA' 
sera un cylindre oblique, à base circulaire. Toutes les sections 
parallèles aux bases de ce cylindre seront évidemment des 
cercles égaux à ces bases. 

A un point de vue plus général, on appelle surface cylin
drique toute surface engendrée par une droite astreinte à glisser 
parallèlement a elle-même, en s'appuyant sur une courbe quel
conque, qui est la directrice de la surface, tandis que la droite 
mobile en est la génératrice. Le volume compris entre une 
pareille surface et deux plans sécants parallèles est un cylin
dre: les deux plans sécants en déterminent les bases, et leur 
distance est la hauteur An cylindre. On suppose, dans ce cas, 
que la directrice est une courbe fermée. 

Fis:. >og. 

215. La surface convexe d'an cylindre droit à base circulaire 
a pour mesure le produit de la circonférence de base du cy
lindre par sa hauteur. 

La surface totale d'un prisme ou d'un cylindre est égale 
à sa surface latérale augmentée'de la somme de ses deux 
bases. 

Inscrivons dans le cylindre proposé [fig. 20g) un prisme 
droit, en inscrivant dans sa base OA un polygone régulier 

ABCDEF, et en élevant par les sommets de 
ce polygone des perpendiculaires à la base 
inférieure du cylindre, jusqu'à la rencontre 
de sa base supérieure. 

A mesure qu'on doublera indéfiniment le 
nombre des côtés du polygone régulier in
scrit, son périmètre s'approchera autant 
qu'on voudra de la circonférence OA, qui 
sera sa limite (132). La hauteur des prismes 
droits formés restera toujours égale à celle 
du cylindre. 11 est évident que la surface to

tale du cylindre est plus grande que la surface totale du prisme, 
car la surface composée des deux segments AGB, A'G'B', et de 
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la portion de surface cylindrique comprise entre les deux géné
ratrices AA', BB', surpasse le rectangle correspondant ABB'A'. 
De plus, la surface totale du cylindre est la limite des surfaces 
totales des prismes inscrits, puisque les bases de ces prismes 
ont pour limites les bases du cylindre ( I i i ) . On peut donc dire, 
en laissant de côté les bases des prismes et celles du cylindre, 
que la surface latérale des prismes droits successivement con
struits a pour limite la surface latérale du cylindre. 

La surface latérale d'un prisme droit a toujours pour expres
sion sa hauteur multipliée par le périmètre de sa base (205). 
Nous avons démontré (132) que toute relation existant constam
ment (Mitre deux quantités \ariables, existe aussi entre leurs 
limites. On pourra donc dire que la surface latérale du cylindre 
droit, limite des surfaces latérales des prismes droits qui y sont 
inscrits , est égale à la hauteur du cylindre, qui est la même 
que celle des prismes, multipliée par la circonférence de sa 
base, limite des périmètres des bases des prismes inscrits. 

Si l'on désigne par II la hauteur du cylindre, et par R.le rayon 
de sa base, l'expression de sa surface convexe sera 

277 R H . 

L'expression de sa surlace totale sera 

a 77 R H + 2 77 R 2 OU ? 77 R [ H -+- H ): . 

En nous reportant à la mesure de la surface latérale d'un 
prisme oblique quelconque, et en étendant le raisonnement 
précédent au cas d'un cylindre oblique à base fermée quel
conque, nous verrons que la surface latérale d'un pareil 
cylindre a pour mesure le produit du périmètre de sa section 
droite par sa génératrice. 

216. Le volume d'un cylindre quelconque a pour mesure le 
produit de sa base par sa hauteur. 

D'après ce qu'on vient de voir, le volume de ce cylindre sera 
la limite des volumes des prismes droits ou obliques qu'on y 
inscrira, en doublant indéfiniment le nombre de leurs faces. 
Chacun de ces prismes aura pour mesure de son volume le 
produit de sa base par sa hauteur, qui sera aussi celle du cy
lindre (213). Le volume du cylindre aura donc pour expres
sion le produit de sa hauteur par la surface de sa base, limite 
des bases des prismes inscrits. 

S'il s'agit d'un cylindre circulaire ayant R pour rayon de sa 
base et H pour hauteur, son volume sera égal à 7tR2H. 

Deux cylindres quelconques sont proportionnels aux pro
duits de leurs bases par leurs hauteurs. Deux cylindres qui 
ont même base, sont proportionnels à leurs hauteurs. Deux 

file:///ariables
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cylindres ijui ont même bailleur, sont proportionnels à leurs 
bases. 

217. Deux cylindres circulaires droits sont semblables lors
qu'ils sont engendrés par des rectangles semblables. Leurs 
surfaces convexes sont proportionnelles aux carrés des rayons 
de leurs bases ou de leurs hauteurs; leurs volumes sont propor
tionnels aux cubes des mêmes éléments. 

Désignons par S et S' les surfaces latérales des cylindres 
donnés, par Y et V leurs volumes, par R et H' les rayons de 

•ui's bases, par II et U' leurs hauteurs. 
Les rectangles générateurs étant semblables, on aura 

leur; 

On a il'nilli'uiv 

d ' o ù 

On a aussi 

d'où 

R__ l[ 
ir ~ u 

S = 2 7 r R H , S = : 2 7 t I l ' H , 

il _ 3^L — !*.. IL _ ii: 
S' ~ R'H' ~ H' X H ' - R' : 

V = - l l l l , V ^ ; r l { 11, 

v iv u ir u R 

on déduit 

Y ~ 11' II ' R' H' R' 

iî - 3L 

S' ~ R'2 ' 

S 2^R-S' ~ 2 7rR'2 

En appliquant un ihéorème connu de calcul, on en conclura 

S -f- 2 -K R2 R2 

S' -+- 2 v R" R'2 

Les surfaces totales de deux cylindres circulaires droits sem
blables sont donc aussi proportionnelles aux carrés des rayons 
de leurs bases, 
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CHAPITRE II 
LES PYRAMIDES ET LES CONES. 

218. On l'orme une pyramide, en coupant un angle polyèdre 
par un plan qui rencontre toutes ses arêtes d'un même côté 
du sommet. Une pyramide est donc un polyèdre dont l 'une des 
laces est un polygone quelconque, et dont les autres faces sont 
des triangles ayant pour bases les différents côtés de ce poly
gone et pour sommets un même point de l'espace. Ce point est 
le sommet de la pyramide, la face polygonale en est la base, 
les faces triangulaires sont ses faces latérales, et leur ensemble 
constitue sa surface latérale ou convexe. La hauteur de la 
pyramide est la distance de son sommet à sa base. Ses arêtes 
latérales joignent son sommet aux différents sommets de sa 
base. 

Une pyramide est triangulaire, quadran gui aire, pentago-
nale, etc. , suivant que sa base est un triangle, un quadrila
tère, un pentagone, etc. On donne aussi le nom de tétraèdre à 
toute pyramide triangulaire. 

Les tétraèdres jouent , dans la géométrie de l'espace, le 
même rôle que les triangles dans la géométrie plane. De même 
qu'on peut fixer la position d'un point dans un plan, en le 
joignant à deux points donnés , c'est-à-dire en formant un 
triangle dont il est l'un des .sommets; de même, on peut fixer 
la position d'un point dans l'espace en le joignant à trois points 
donnés, c'est-à-dire en formant un tétraèdre dont il est l'un 
des sommets. 

11 est important de remarquer que, dans une pyramide 
Fij, 210 triangulaire [fig. 210), on peut prendre pour 

s base telle face que l'on veut, puisque toutes 

é
les faces du polvèdre sont alors des triangles. 
Le sommet de la pyramide est le sommet op
posé à la face qu'on choisit pour base. 

Une pyramide est régulière, lorsqu'elle a 
c pour base un polygone régulier et pour hau

teur la droite qui joint son sommet au centre 
L> de sa base. 

I. — Théorèmes généraux sur les pyramides. 

219. fout plan parallèle à la base d'une pyramide divise sa 
hauteur et ses arêtes latérales en parties proportionnelles ; la 
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section obtenue est un polygone semblable à la base de la 
pj ram ide ( Jig. a i r ; . 

Si nous nous reportons à la remarque qui 
termine le n° 174, nous pourrons écrire immé
diatement, le plan abcde étant parallèle au 
plan ABCDE, et toutes les droites SH, SA, 
SB, etc., partant d'un même point : 

Fiç.. 

SU 
S/; " 

SA SB 
~~ SA ~ S6 

SC SD 
~~ Se ~ Sd ' 

SE 
"SS 

Si l'on compare les deux polygones ABCDE, 
abcde, on voit qu'ils ont leurs côtés respec
tivement parallèles comme intersections de 
deux plans parallèles par un troisième. Les 

angles des deux polygones sont donc égaux, puisqu'ils ont leurs 
côtés parallèles et dirigés dans le même sens. Le parallélisme 
de ces mêmes côtés permet d'ailleurs de poser 

AB 
«A ' 

SB 

sV 
BC SB „ , AB BC 
7— = -rr ' U OU — r = - j — • 
oc &o ab bc 

On prouverait de la même manière qu'on a 

BC 
Te 

CD 
cd 

DE 
~de~' 

EA 
ea 

Les deux polygones ABCDE, abcde, ayant leurs angles égaux 
et leurs côtés proportionnels, sont semblables. 

La similitude de ces deux polygones donne 

Jn 

ù 

a, d après ce 

ABCDE 
abcde 

qui précède, 

AB _ SA 
ab S« 

AB2 SA2 

ab2 ~ ~ï(? 

AB2 

" ab' ' 

SH 
~~ SA' 

SH2 

— SA2 

On aura donc aussi 

ABCDE SU3 

abc SA2 

On en conclut que, dans toute pyramide, les sections paral
lèles à la base sont proportionnelles aux carrés de leurs dis
tances au, sommet. 
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Fin;. 312. 

220. Lorsque deux pyramides ont des hauteurs égales, lessec-
tions menées dans ces pyramides parallèlement aux bases et à la 

même distance îles sommets, sont pro
portionnelles aux bases (Jig. 21?.). 

Soient les deux pyramides SABCD, 
S' A' B ' C Je suppose les deux bail
leurs SU, S'H' , égales; je prends 
SA = S ' / / ' et, par les points A et A', 
je mène les sections ahcd et a'b'c' 
parallèles aux hases ABC!) et A' B' C . 
Nous aurons, d'après la dernière 
remarque (219), 

ABCS) _ Sll ; V l i ' C S ' i l : 

abcd ~ SA7 ' r? / / 7 T ~ S'A':' ' 

il en résulte, puisqu'on a SH = S'11' et SA = S' A' 

V B ' C ABCD 
abcd •[>', 

Si les bases des deux pyramides sont équivalentes, l'es sér
iions léseront aussi. 

FiR 

221. Deux pyramides sont égales, lorsqu'elles ont un angle 
lièdre égal compris entre une base et une faee égides ehacune 

à chacune et semblablemenl dis
posées (Jig- 213). 

Soient l'angle dièdre VB égal 
a l'angle dièdre V B ' , la base 
ABC Inégale à la base A'B'C'D' , 
la face ASB égale à la lace A'S 'B' . 
Je porte la pyramide S'A'B'C'D' 
sur la pyramide SvBCD, de ma
nière que les deux bases égales 

coïncident. L'angle dièdre A'B' étant égal à l'angle dièdre AB, 
et les parties égales étant disposées de la même manière dans 
les deux pyramides, la face A'S 'B ' tombera dans le plan de 
la face ASB. L'angle S 'A 'B ' étant égal à l'angle SAB, l'arête 
A'S' prendra la direction de l'arête AS, et le point S' tombera 
\u point S puisqu'on a A'S ' = AS. Les deux pyramides ayant, 
mêmes sommets, coïncideront et seront égales. 

Si l'on désigne par n le nombre des côtés de l 'une des bases 
fies deux pyramides, l'égalité des bases de ces pyramides exi-
ge r a2 M — 3 conditions (4-0). L'égalité des angles dièdres AB 
e t V B' compte pour une condition. Enfin, l'égalité des trian
gles SAB, S' A' B', n'exige plus que deux conditions, puisqu'on 
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a AB = A'B ' d'après l'égalité des bases. Ainsi l'égalité des 
deux pyramides exige en tout 2 n conditions. 

II. — Surface et volume de la pyramide. 

222. La surface latérale d'une pyramide régulière a pour 
mesure la moitié du produit du périmètre de la base par l'apo-

Fig. 214. thème de la pyramide ( Jig. 2i4)« 
On appelle apothème d 'une pyramide régu

lière la perpendiculaire abaissée du sommet de 
la pyramide sur un côté quelconque de sa base. 

La pyramide SABCDE étant supposée régu
lière, toutes ses arêtes latérales sont égales 
comme obliques s'écartant également du pied 
de la perpendiculaire SO, hauteur de la pyra

mide; car le point 0 étant le centre du polygone régulier 
ABCDE, toutes les distances OA, OB, etc. , sont les rayons d'un 
même cercle. Les faces latérales de la pyramide sont donc des 
triangles isocèles égaux, et les hauteurs de ces triangles iso
cèles, hauteurs qui sont les apothèmes de la pyramide, sont 

égales. On pourra poser ASE = - • AE.SH, SH étant l 'apothème 

qui correspond au côté AE. Si la base a n côtés, la surface laté
rale de la pyramide se composera dere triangles égaux au triangle 

ASE, c'est-à-dire qu'elle aura pour e x p r e s s i o n - • «AE.SH. 

Mais n. AE représente le périmètre P de la base de la pyramide ; 

sa surface convexe sera, par suite, représentée par - P . S H . 

223. Pour arriver à l 'expression du volume d'une pyramide 
quelconque, nous nous appuierons sur le théorème suivant : 

Deux pyramides triangulaires qui ont des bases équivalentes 
et des hauteurs égales, sont équivalentes {Jig. a i 5 ). 

Je place les bases équivalentes ABC et A'B'C' des deux 
pyramides SABC, S 'A 'B 'C, sur un même plan : leur hauteur-

commune est alors égale à 
la droite AT. 

Supposons que les pyra
mides proposées ne soient 
pas équivalentes et que 
SABC soit la plus grande. 
On pourra toujours repré-
senter leur différencequelle 
qu'elle soit, par le volume 
d'un prisme ayant pour base 
ABC et pour hauteur Ax. 

Fig. 215. 
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Le volume de ce prisme aura pour expression ABC X Ax (213), 
et l'on pourra déterminer le facteur Ax de manière à satisfaire 
à la condition indiquée. 

Divisons AT en parties égales, moindres que Ax, et soit Ay 
l'unc de ces parties. Par tous les points de division obtenus, 
menons des plans parallèles au plan commun des deux bases. 
Nous déterminerons dans les pyramides des sections deux à 
deux équivalentes, puisque les bases de ces pyramides sont 
équivalentes (220 ). 

Sur la base ABC et sur chacune des sections de la pyra
mide S ABC, construisons des prismes extérieurs à la pyramide. 
Pour construire le premier de ces prismes, je mènerai par les 
poinis B et C, jusqu'au pian de la section DEF, des parallèles 
BN et CO à l'arête SA. Toutes les faces latérales du polyèdre 
ABCDNO seront des parallélogrammes ( BN parallèle à SA est 
dans le plan SAB et coupe le plan DEF en un point N apparte
nant à l'intersection DE des plans SAB et DEF, etc.), et les 
deux bases ABC, DNO, seront des triangles égaux et parallèles. 
Le polyèdre ABCDNO sera donc bien un prisme extérieur à la 
pyramide SABC : on construira les autres prismes de la même 
manière. 

Sous les sections de la pyramide S'A' B'C, nous construirons 
des prismes intérieurs h. cette pyramide; le nombre des pris
mes extérieurs à la pyramide SABC surpassera donc d'une 
unité le nombre des prismes intérieurs à la pyramide S'A'B'C. 
Pour construire le premier prisme intérieur, nous mènerons 
par les poinis E' et F', jusqu'à la rencontre de la base ABC, 
des parallèles à l'arête S'A'. Nous construirons les autres 
prismes de la même manière. 

Si l'on compare maintenant les deux séries de prismes, on 
voit que le second prisme extérieur est équivalent au premier 
prisme intérieur, puisque leurs bases DEF, D'E'F', sont 
équivalentes, et qu'ils ont la même hauteur. De même, le 
troisième prisme extérieur est équivalent au second prisme 
intérieur, et ainsi de suite jusqu'au dernier prisme extérieur. 
La différence des deux séries de prismes est donc représentée 
par le premier prisme extérieur, dont le volume a pour ex
pression ABCxAr. Or la somme des prismes extérieurs 
surpasse la pyramide SABC, tandis que la pyramide S'A'B'C 
surpasse la somme des prismes intérieurs. Il faudrait donc que 
la différence des deux pyramides SABC et S'A'B'C fût plus 
petite que la différence des deux sommes de prismes, puisque 
ces sommes comprennent entre elles les deux pyramides. On 
devrait donc avoir 

ABC X A»- > ABC X Ax ou Ay > Ax : 
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ce qui est absurde d'après les hypothèses faites. Il est donc 
absurde aussi de supposer que les deux pyramides SABC, 
S 'A 'B 'C , qui ont des hauteurs égales et des bases équiva
lentes, ne sont pas équivalentes. 

22 i . Toute pyramide triangulaire est égale au tiers du 
prisme de. même hase et de même hauteur [fig. 216). 

Soit la pyramide triangulaire EABC. Par les sommets A et C, 
je mène les droites AD et CF égales et parallèles à l'arête BE, 

et je trace le triangle DEF. Je construis ainsi 
un prisme (199) ABCDEF, qui a même base 
ABC que la pyramide proposée et même hau
teur, puisque le sommet E de la pyra
mide appartient à la base supérieure du 
prisme. 

Si j 'enlève du prisme la pyramide donnée 
EABC, il reste une pyramide quadrangulaire 
EACFD. Si je fais passer un plan par les 
arêtes EC, ED, de cette pyramide, je la dé
compose en deux pyramides triangulaires 

EADC, ECDF; ces deux pyramides ont le 
même sommet E, et leurs bases ADC, CDF, moitiés du paral
lélogramme ACFD, sont situées dans un même plan : ces 
deux pyramides sont donc équivalentes (223). Mais la pyra
mide ECDF peut être considérée comme ayant son sommet 
en C et pour la base DEF (218) : on voit alors que cette pyra
mide a même base et même hauteur que le prisme, c'est-à-
dire qu'elle est équivalente à la pyramide EABC. Le prisme 
ABCDEF se trouve donc composé de trois pyramides équiva
lentes entre elles et à la pyramide EABC : cette pyramide est 
donc le tiers du prisme. 

Mais un prisme a pour mesure de son volume le produit de 
sa base par sa hauteur (213) ; toute pyramide triangulaire aura 
donc pour mesure de son volume le tiers du produit de sa base 
par sa hauteur. 

223. Lne pyramide quelconque a pour mesure de son vo-
T'ig. 217. lume le tiers du produit de sa base par sa hau

teur [Jig. 11-). 
Soit la pyramide polygonale SABCDE. Je la 

partage en pyramides triangulaires, en faisant 
passer des plans par l'arête SA et les arêtes op
posées SC, SD. Ces pyramides triangulaires au
ront pour hauteur commune la hauteur SO de la 
pyramide proposée, et leurs bases ABC, ACD, 

ADE, composeront la base polygonale ABCDE. Nous au-

-v-7c 
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ABC X SU 
rons (224) pyr. SABC = 

pyr. SACD = 

pyr. SADE = 

3 
ACDXSO 

3 ' 
A D E x S O 

3 

ABC -h ACD -+- ADE ) . SO ABCDE. SO 

Par suite, 

pyr. SABCDE: 

Ainsi, en désignant par B la base de la pvramide et par H sa 
- BH 

hauteur, son volume aura pour expression —— • 
On conclut delà qu'une pyramide quelconque est le tiers du 

prisme de même base et de même hauteur. 
L'expression trouvée prouve aussi immédiatement que : 

deux pyramides sont proportionnelles aux produits de leurs 
bases par leurs hauteurs ; deux pyramides qui ont même hau
teur sont proportionnelles à leurs bases ; deux pyramides qui 
ont même base sont proportionnelles à leurs hauteurs. 

226. Pour mesurer le volume d'un polyèdre quelconque, il 
faut le partager en pyramides ayant pour bases les différentes 
faces du polyèdre et, pour sommet commun, un point pris dans 
l 'intérieur du polyèdre. En calculant les volumes de ces pyrami
des et en en faisant la somme, on aura le volume du polyèdre. 

S'il existe dans l 'intérieur du polyèdre considéré, un point 
qui soit à égale distance de toutes ses faces, on choisira ce 
point comme sommet commun des pyramides, de sorte qu'elles 
auront toutes pour hauteur la distance de ce point à l 'une des 
faces du polyèdre. En faisant la somme des volumes partiels, 
on pourra mettre en facteur commun cette hauteur commune. 
Le volume du polyèdre sera alors égal au tiers du produit de 
la somme de toutes ses faces, c'est-à-dire au tiers du produit de 
sa surface totale par cette même hauteur. 

III. — Surface et volume du cône. 

Si le triangle rectangle SAC [fig. 218) tourne autour de 
l'un des côtés de l'angle droit SC comme axe, 
il engendrera un cône droit à base circulaire. 
Le côté CA décrira, dans un plan perpendicu
laire à l'axe SC (159), un cercle qui sera la base 
du cône et dont le centre sera sur l'axe. L'hy
poténuse SA engendrera une surface courbe 
qui sera la surface latérale ci: cenves:?Cu 
cône droit. L'axe SC représentera ïo hauteur 
du cône, et le r;oinî S en «e-n le sommai. 
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Ln point quelconque A' de la droite SA décrit une circonfé
rence de cercle dont le centre est sur l'axe et dont le plan est 
perpendiculaire à l'axe; car si l'on abaisse du point A' la per
pendiculaire A 'C sur l'axe SC, cette droite conservera la même 
longueur pendant le mouvement du triaiigle qui engendre le 
cône, et restera toujours perpendiculaire à l'axe. En d'autres 
termes, tout plan perpendiculaire à l'axe du cône le coupe 
suivant un cercle. 

Si l'on suppose une droite SA astreinte à passer toujours par 
le même point S de l'espace, tandis que son extrémité A dé

crit la circonférence AI)B, on aura un cône 
oblique à base circulaire [fig. 21g), si la 
droite SC est oblique au plan de la circonfé
rence ADB, dont le centre est C. Le cercle 
AÏ)B est la base du cône, S en est le sommet ; 
la perpendiculaire SO, abaissée du sommet 
sur la base, en est la hauteur. 

B Les sections faites dans un cône obli
que par des plans parallèles à la base 
sont des sections circulaires. En effet, tout 

plan passant par SC coupera la base et la section suivant des 
droites parallèles CA, C'A', la surface du cône suivant SA. Les 

C V 
triangles SCA, SC'A' étant semblables, le rapport • ~ sera 

égal au rapport constant —,•> et comme CA est constant, C'A' 

sera aussi constant. La section sera donc une circonférence 
dont le centre sera sur SC, axe du cône oblique. 

A un point de vue plus général, on appelle surface conique 
toute surface engendrée par une droite astreinte à passer con
stamment par le même point de l'espace en s'appuvant sur une 
courbe quelconque qui est la directrice de la surface, tandis 
que la droite mobile en est la génératrice. Le point par lequel 
passe constamment la génératrice est le sommet ou le centre 
de la surface conique : il la divise en deux nappes. Lorsqu'on 
coupe une pareille surface par un plan qui rencontre toutes les 
génératrices d'une même nappe, I volume compris entre le 
centre de la surface, la surface elle-même et le plan sécant, 
s'appelle un cône. Le plan sécant en détermine la base, et la 
hauteur du cône est la perpendiculaire abaissée du centre ou 
du sommet sur la base. On suppose, dans ce cas, que la direc
trice est une courbe fermée. 

228. La surface convexe d'un cône droit à base circulaire 
n pour mesure la moitié du Drodu.ii fi" lu c:i<:vn/-'-ri-;irp de buse 
du cône par son côté. 

On appelle calé ou génératrice c'un côse droit a base 
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circulaire, l 'hypoténuse du triangle rectangle générateur. 
La surface totale d 'une pyramide ou d'un cône se compose 

de sa surface latérale augmentée de la surlace de sa base. 
Inscrivons dans le cône proposé une pyramide régulière, en 

inscrivant dans sa base OA (_/?#-. 220} un polygone régulier et 
en joignant les sommets de ce polygone au 
sommet du cône. 

A mesure qu'on doublera indéfiniment. 
le nombre des côtés du polygone régulier 
inscrit, son périmètre s'approchera autant 
qu'on voudra de la circonférence OA, qui 
sera sa limite ; 132). La hauteur des pyramides 
régulières correspondantes restera toujours 
égale à la hauteur du cône. La surface to 
tale du cône est évidemment plus grande que 
la surface totale d'une pyramide régulière 

inscrite, et elle en est la limite puisque la base du cône est la 
limite des aires des polygones réguliers inscrits successive
ment obtenus. On peut donc dire aussi que la surface latérale 
du cône est la limite de la surface latérale des pyramides ré
gulières successivement construites. 

La surface latérale d'une pyramide régulière a toujours pour 
expression la moitié du produit du périmètre de la base de la 
pyramide par son apothème (222). La limite d'un produit étant 
égale au produit des limites de ses facteurs (132!, on pourra 
dire que la surface convexe du cône, limite des surfaces laté
rales des pyramides régulières qui y sont inscrites, est égale à 
la moitié du produit de la circonférence de base du cône, li
mite des périmètres des bases des pyramides régulières, parle 
côté du cône, limite des apothèmes des pyramides. 

Le côté du cône est la limite des apothèmes des pyramides, 
parce que l 'apothème Qg de la base de la pyramide régulière 
inscrite a pour limite le rayon OG de la base du cône. 

Si l'on désigne par il le rayon de la base du cône et par C son 
côté, l'expression de la surface latérale du cône circulaire droit 
sera 

- 3 7 î R . C OU 77 H C . 

Sa surface totale sera représentée par 

7Tne-(-77ii2 ou , 7 l i r e H;. 

229. Le volume d'un cône quelconque a pour mesure le tien 
du produit de sa base par sa hauteur. 

D'après ce qu'on vient de voir, le volume de ce cône sera la 
limite des volumes des pyramides régulières ou non, qu'on v 
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inscrira en doublant indéfiniment le nombre de leurs faces. 
Chacune de ces pyramides aura pour mesure de son volume 
le tiers du produit de sa base par sa bailleur, qui soir, aussi 
celle du cône (228 \ Le volume du cône aura donc peur ex
pression le tiers du produit, de sa bailleur par la surface de sa. 
base, limite des bases des pyramides inscrites. 

S'il s'agit d'un cône circulaire droit ayant. Ii pour rayon de 

sa base et 11 pour hauteur, sou \o lume sera égal à - - i M l . 

Tout cône est le tiers du cylindre de même hase et de même 
hauteur. Deux cônes quelconques sont proportionnels aux 
produits <le leurs hases par leurs hauteurs. Deux cènes qui ont 
même hase, sont proportionnels à leurs hauteurs ; deux cônes 
qui ont même hauteur, sont proportionnels à leurs hases. 

230. Deux, cônes circulaires droits soM semblables, lorsqu'ils 
sont engendrés par des triangles rectangles semblables. Leurs 
surfaces convexes ou totales sont proportionnelles aux carrés 
des rayons de leurs hases ou aux cariés de leurs hauteurs; leurs 
volumes sont proportionnels aux cubes des mêmes éléments 
(même démonstration qu'au n° 217 . 

IV. — Développement d'un cylindre ou d'un cône circulaire droit. 

231. On peut trouver l'expression de la surface latérale d'un 
cylindre ou d'un cône circulaire droit d'une autre manière qu'il 
est bon de connaître. 

Soit le cylindre \ B . Considérons sur sa surface des généra
trices ah, cd, ef, gh, etc., assez rapprochées pour qu'on 

puisse regarder comme 
*'"• "•'• planes les portions de 

/^~~~^NB I, surface qu'elles com
prennent [fig. 22i ) . On 
pourra faire tourner le 
plan abdc autour de cd, 
de manière a l'amener 
dans le prolongement du 
plan cdfe. On pourra faire 
tourner les deux plans 

réunis autour de ef, de manière à les amener ensemble dans le 
prolongement du plan eflig; el ainsi de suite, (in concoil donc 
qu'on pourra étendre ou développer toute la surface latérale du 
cylindre sur un même plan sans déchirure ni duplleature. On 
obtiendra comme développement un rectangle, car les é lé
ments uc, ce, eg, etc. , de la circonférence OA se placeront en 
ligne droite, el les génératrices du cyiindre, perpendiciilai)•es t'i 

II. I I 

<Vh 

I.U-I-

file:///olume


cet clc/uciits, seront perpendiculaires a 'a droite obtenue, lie 
socle qu'en fendant le e\lindre Ai) suhant. la génératrice ÀB, 
et en étendant sa surface sur ici pian, ce tic -an-face deviendra 
un rectangle AÎÎ.DC, dont la base \C représentera la rircoiifé-
renco OA rectifiée, et dent la hauteur'Ai) sera celle du cy
lindre. 

Soit le : ône S \ . 1 
Se,', Se-, S e , S '.!, e!e. se/, sapproeeee 

."•e nés génératrice 
•r ciu'on puisse r< 

l'i tarder comme planes les perlions de sur-
la ce qu'elles comprennent :Jig. rvv.v. On 
peurra faire tourner le plan «Se autour 

,,. ' de Sô, de manière à l 'amener dans ic pro-
•'\ longeaient du plan bSc. On pourra faire 

s / ' \ tourner les deux plans réunis autour de 
'" • Se, de manière a les amener ensemble 

..•' \ ,/ flans le prolongement du pian cS(/ ; ei 
/s^,-_>v /' ainsi fie suite. On conçoit donc qu'on 

/}•••! \ ,- pourra étendre ou desetopper toute la 
B.:.;;,.,-. é ;-,-'' surlace latérale du cône sur un même 
at'r2 """' plan, sans déchirure ni dunlirature. On 

iibtieiidia comme développement un .ser-
rc?</- circulaire, car Ions les points do la circonférence ()A res
teront, dans le développement, à égale distance du sommet S: 
c'est-à-dire que cette circonférence se développant suivant un 
arc de cercle tel que VC, la surface du cône se développera 
suivant le secteur ASC qui a pour mesure la moitié du produit 
de l'arc qui lui sert de base par son rayon (l-'t-o). 

Toute section déterminée sur la surface conique par un plan 
parallèle à sa base se développera évidemment de la même 
manière suivant un arc de cercle ayant pour centre le point S 
et pour rayon la portion do génératrice interceptée entre le 
sommet du cène et le plan sécant : cet arc sera d'ailleurs limité 
aux rayons qui limitent le secteur ASC. 

Jl est facile de calculer le nombre de degrés de l'arc AC qui 
représente le développement de la circonférence 0 \ . En dé-

, , , n AC 
->i2iiant ce nombre de degrés par n, on a u r a - ^ — = ^r-

"Mais ou a AC = e.-.OA. 11 viendra donc « = 36o. -r— • Si 0 V est 
SA 

égal à la moitié de SA, on a n = i8<>°, et le développement de 
!a surface conique correspond à une demi-circonférence. Quand 
ie diamètre AH de la base du cène est ainsi égal a son côte SA, 
! ' triangle S\B devient équiiatéral, o! le f une est un cône cqui-

< îuand le cô;u' est ^ouilalôrai. il est facile d'exprimer sa sur-
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'2'il'l. Si l'on coupe 'me. | Ï>" i":i : I I Le! O oar un niais qui remontre 
toutes ses races latérales, le corps compris cuire ia hase ne la 
pvriimide et le plan sécant s'appelle pyramide lionquée ou 
tronc de pyramide. 

Supposons une pyramide régulière coupée par en pi;;;! pa
rallèle à sa base, et cherchons l 'expression de la surface du 
tronc de pyramide obtenu 'Jig. •>.:•>.3 . 

ABCDE et abc.de. st. roui les deux bases du 
iroiv, s-"!, hauteur sera leur distance, 

La section abede, semblable à la base 
S.BCIIE 219), sera comme elle un polygone 
régulier. Les laces latérales de ia pyramide 
régulière S\BCDE étant des triangles iso
cèles égaux, les laces latérales du tronc de 
pyramide régulier seront des trapèzes iso
cèles égaux (V7). La hauteur de tous ces 
trapèzes sera égaie à la partie II « de l 'apo
thème SH d e l à pyramide régulière *22'2', 

interceptée par les deux bases du tronc. 

T c i r J /• ' ^ + a e -i / 

La face A L en aura pour mesure de sa surinée • i l / ; ; 
si la base du tronc a n côtés, sa surface latérale sera égale à 

r • n i » • u - » . • •• ' " • A»E + ii-ae ,i , n fois celle du trapèze \tea, c osi-a-mre a MA ; 

mais«.-AE et n.ae représentent les périmètres P et;? des deux 
P-i- P 

bases du tronc, et l'expression cherchée deviendra — •{! / ; . 
Par conséquent, la surface latérale d'un tronc de pyramide 

régulier est égale à la demi-somme des périmètres des deux-
bases, multiijhée par la droite qui /oint les milieux de deux 
côtés homologues des deux bases. On pourrait appeler celle 
droite F apothème du tronc de pyramide; régulier. 

2:~S3. Cherchons maintenant le volume d'un tronc de pyra
mide quelconque, à bases parallèles, cl considérons d'abord un 
tronc de pyramide triangulaire. 

I n tronc de pyramide à bases parallèles éqv.ieaid à la somme 
de trois pyramides ayant pour hauteur commune la hauteur 

r i . 

abc.de


l ( > 4 <'. 1.0 M F. I T. 11' . 

du Iront- et, pour bases respectives, la base inférieure du 
tronc, su luise supérieure, la moyenne proportionnelle entre 

ses deux bases , /iir. ii[^.. 
J l ; : ' ' J | Soit le irone (le pyramide Iriangulairo 

a bases parallèles ABCDEF. Je fais pas
ser tiM plan par les troi* sommets V, F, ('.. 
Je détache ainsi du tronc la pyramide 
triangulaire FABC, qui a pour base la base-
inférieure du tronc et pour hauteur-la haït
ien:-du tronc, puisque son sommet F ap
partient à sa base supérieure. 

jl reste la pyramide quadrangulaire 
EACFD.Je la décompose en deux pyramides triangulaires, en 
menant le plan DEC La pyramide EDCF, qui a pour sommet 
le point F et pour base DCF, peut être regardée comme ayant 
pour base DEF, c'est-à-dire la base supérieure du tronc, et 
pour hauteur la hauteur du tronc, puisque son sommet C ap
partient alors à la base inférieure du tronc. 

La seconde pyramide triangulaire EDAC a pour sommet le 
point E et pour base D VC Menons la parallèle EG à DA : EG 
sera dans le plan I H B et coupeia \1> au point G. La pyramide 
EDAC sera équivalente à la pyramide G1)\C. O s deux pyra
mides auront en effet la même base DAC ; elles auront aussi la 
môme hauteur, car EG étant parallèle à I) V, sera parallèle à la 
base DAC [167, 22:}). Mais la pyramide GDAG peut être regar
dée comme ayant pour sommet le point 1) el [tour base UiC: 
elle a donc pour hauteur la hauteur du tronc, et il reste à 
prouver que le triangle AGE est la moyenne proportionnelle 
des deux bases du tronc. 

Menons GK parallèle à BC ou à EF : les deux triangles 
AGH, DEF, seront égaux comme ayant un côté égal adjacent à 
deux angles égairx chacun à chacun : les angles sont égaux 
par suite du parallélisme de leurs côtés et, dans le parallélo
gramme ADEG, on a 

A G = DE. 

Geci posé, comparons les triangles ABC et AGC Ils ont 
même sommet C, et leurs bases AB, AG, sont en ligne droite : 
ils ont donc même hauteur et sont proportionnels à leurs bases. 
On peut donc écrire 

VBC _ AB 
AGC ~ AG"' 

Comparons de même les triangles AGC et AGH. Ils ont 
même sommet G, et leurs bases AG, Ait, sont en ligne droite : 
ils ont donc même liai,leur et -on; proportionnels à leur* bases. 
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Ou peut donc écrire 
VG<: 

"ulïï 
Mais la parallèle <ill a 15(1 periiie! do poser 

\B _ YK 
"ÂG ^~ AÏI ' 

On aura, par suile, en remplaçant \ G H par son égal DEF, 

\GC ITËF" 

Etendons le théorème au cas d'un tronc de pyramide a liases 
parallèles (juelcom|ue [Jig- ?.25). 

Soit le tronc polygonal Gll iKLMM', obtenu en coupaiil la 
pyramide Ï'GHIK par un plan parallèle à sa base. Je construis, 

dans le plan de la base G111K, 
"' "" ' un triangle YBC qui lui soii 

équivalent ( l i l j ; cl, sur la 
base \\\C,j'élèveunepyramide 
triangulaire S\ïîC ayant même 
hauteur ijuc la pyrasuicle poly
gonale. Les deux pyramides 
SVBG, TGlilK, seront équiva
lentes, puisqu'elles auront la 
même mesure ,'2*2o). Si l'on 
prolonge alors le plan de la 
section L>IM\ ce plan viendra 
déterminer dans la pyramide 
S \BC une section DEF équiva

lente à la section EMM' [-220': ; de sorte que les deux pyra-
midos TL'M.M' et SDEE seront aussi équivalentes. Le tronc 
polygonal GHIKLMNP, différence des deux pyramides TGlilK 
etTEMNP, sera donc équivalent au tronc de pyramide- triangu
laire VBCDET, différence des deux pyramides SABC et SDEF. 
Et comme le tronc de pyramide triangulaire est équivalent à 
la somme de trois pyramides qui ont pour hauteur commune 
la hauteur du tronc et pour bases respectives sa base supé
rieure, sa base inférieure, la moyenne proportionnelle de ses 
deux bases, il en sera de même du tronc de pyramide poly
gonal. 

Désignons par B la base inférieure d'un tronc de pyramide à 
bases parallèles quelconque, par /; sa base supérieure, par h 
sa hauteur; son volume Y sera ('gai à la somme 

77 B h ~i- -.T />/.* + - y B /' h. 
._•> 3 o 
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On aura donc la l ' " rmuh 

On peut lu; donner une autre l'urine et exiler l'extraction de la 
racine carrée. 

Les deux L;iS( s B et i, étant semblable:-, désignons par A et a 
deu\ cotes hontolnmies de ces hases. On aura ( j 'B-8' 

— i d 'où é = li c(-

Si l'on remplace /> par celte xaleur. la formule devient 

h i u , « ""' , , / i . » " ! \ 
V I ' 

\• = -^ | B + B . - - + - 4 / IL] 

d'où, eu simpiilianl et on ordonnant. 

23 V. Lorsqu on coupe un cène circulaire droit par un plan 
parallèle u sa hase, le corps compris entre la base du cône et 
la section obtenue est un Ironc de cône i-ivcuhdre droit à 
hases parallèles. 

Les cercles OA et IL Jîg. e.ati) son! les bases du tronc, 01 
en est la hauteur, \C est son apothème ou son côté. On voit 

... , (lue ie tronc de cène considéré peut être 
regardé comme engendré par le trapèze rec-

] taiigle A01C, tournant autour du côté 01 
/ . , ' perpendiculaire; au \ deux bases. OA et IC 

L, : engendrent les deux bases du tronc, AC en-
C'Sj-(•/-"T^ " rendre sa surface latérale ou convexe. 
„ a * Si l'on inscrit une pyramide régulière dans 

ry''" ~r~Tr-^-'-_.. ' e cène SOA (228;, on inscrira en même 
i v ^ T j r - ^ » > " ' '" l '-- l ï!l)S u n tronc de pyramide régulier dans 

G " le tronc de cône AOIL. Et de même que la 
.-•uri'aee totale du cène est la limite de la 

surface totale de la pyramide inscrite, la surface totale du 
tronc de cène sera la limite de la surface totale du tronc de 
pyramide inscrit, puisque les ùru-v ba^es de ce dernier corps 
ont pour limites respectives et simultanées les deux bases 
du tronc de cène. Il en résulte que la surface latérale du 
ironc de cône est la limite de la surface latérale du tronc 
de pyramide inscrit, a mesure qu'on double indéfiniment 
te nombre de se? faces; et comme cette surface est égale à la 
demi-somine des périmètres des bases du tronc de pyramide 
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multipliée par son apothème \'2'M], ta surface du /roue de cône 
aura pour expression la demi-somme tics circonférences île ses 
bases, limites des périmètres des bases du tronc de pyramide, 
tnultivliéc par l'atioth'cme ou le côté du tronc tic cône, limite de 
l'apothème du tronc'de pyramide [ ii'.y'. 

Soient K et / les rayons des bases du tronc de cône circu
laire droit propose et L son côté : sa surlace latérale sera égale à 

'.> r; i t - j — 2 77 !' ( • . . . , , 

. JL u u a 7r,i! + ; • ) . ] , . 

O t l e surface est susceptible d'autres expressions impor
tantes à connaître. 

Soit, ( fi g. •>.?.7 ) le trapèze rectangle \(tICfjiii engendre le t rône 
de cène; menons par le point E, milieu de \C, une parallèle aux 
deux bases du trapèze : cette parallèle EG sera (''gale à la demi-
somme (\(^ deux bases OK, IC [ 1 10 ). Par suite, la circonfé
rence de la section menée dans le truite de cène à égale 
distance des deux bases est la moyenne arithmétique des cir
conférences de ces deux bases, On aura donc 

c i r c E G - 7 7 ;[{ + /•), 

et l'on pourra dire que la surface latérale du tronc de cône 
est égale ii son côté multiplié par la circonférence de la sec

tion menée à égale distance des deux 
''"'"• ;!:!'' bases. 
^ I N , . Ceci posé, con.-iderons toujours le tra-

r ' peza générateur AOJC [fig- 227 !, et éle-
i;,é_ ;"_"!•'"..',;' \oiis au point E, milieu de AC, la per-

""" 'jf'" pencliculaire EM au côté AC; abaissons du 
X~~ i: point C la perpendiculaire CK sur AO. 

~"i Ces deux triangles formés EMG et ACK 
seront semblables, comme ayant leurs 

eùlés perpendiculaires chacun à chacun. On aura donc 

Et; Cfi A, .t cire Et; __ Ck 

T:\ï =:1 Te ' " uli ëuVËu — "ÂÏÏ' 
On en d>'dui! : cire EG X AC = cire- EM X' CIv. Le premier 
membre de cette égalité représentant la surface du tronc de 
cène, ii en <•?! de même du second membre . On peut donc 
d ire encore que lasiirfo.ee latérale d'un, tronc de cône est égale 
à sa hauteur, multipliée par la circonférence qui a pour rayon 
la perpendiculaire élevée sur le milieu du côté, /usqu'à la ren
contre de i'axe. 

Touîes ces mesures eoimenneni aussi à la surface convexe 
d'un cène circulaire droit, car un cène est un tronc de cène 
dont la basé supérieure se réduit à son centre. 

file:///oiis
lasiirfo.ee


I 6 8 ni'.OMK'iT.IE. 

233. I oui tronc de cône à bases parallèles est équivalent à 
trois cônes ayant pour hauteur commune la h.auleur du tronc, 
et pour hases respectives la base inférieure du. tronc, sa base 
supérieure, la moyenne proportionnelle de ses deux bases. 

D'après ne qui précède, le volume, du tronc de cône proposé 
sera la limite des troncs de p\ramide, réguliers ou non, qu'on 
y inscrira en doublant indéfiniment le nombre de leurs faces. 
Eu désignant par I: la hauteur du tronc de cône, par B' et />' 
les bases d'un tronc de pyramide inscrit, le volume V de ce 
Iront' de pyramide aura pour expression (23:]) 

N' = 4 : '« ' - t - / / -^v' , B 7 ï 7 ) -

Désignons par V ie volume du tronc de cône, par B sa base 
inférieure, par b sa base supérieure. V aura pour limite \ ; /( 
restera constant ; !>' et h' auront pour limites respectives B et b, 
de sorte que ie produit B7/ aura pour limite le produit Bb. 
La somme B' -y b' -+-v'B'è' aura donc pour limite la somme 
l ) T - l i + ( l ! J 132', et l'on pourra poser 

V ~ 3 ' 
•{li-y b-y JBb) 

Désignons par R et par /• les rajons des bases du tronc de 
cône- proposé ; on aura 

B = - R : , /> = - / - , y'R/' = v' '-R---r '--- - R>. 

Il \ iendra par suite 

V = ~ Mf'+r' + R/''. 

I n tronc de cône à bases parallèles est équivalent à la somme 
d'un cylindre et d'un cône ayant même hauteur que le tronc, 
et oour rarons de leurs bases respectives la demi-somme et 
la demi-différence des rayons des bases du tronc. 

On peut, en effet, comme il est facile de le vérifier, rempla
cer la parenthèse W- -+- r- -y \\ r par la somme 

( >n trOU\ e alors 

[!±/V^/«z!'V 
2 

R 

ce qui justifie l 'énoncé. 
Quand la différence des rayons R et ; est très-petite, ou 

peut négliger le second terme de l'expression, ei regarder le 
cône tronqué comme équivalent a un eviindre de mémo Iian-



cr.OMËïiuE. 169 

leur, qui a pour base la section faite dans le tronc de cône à 
éaaie distance1 de ses deux bases. (Test la formule ainsi sim-
';.,,, .. / K -t-#-\2 . 

puliee: Y = T. \ I ./;, qu on empioie constamment pour 

le cubage des arbres non équarris. 
La formule nonsimplifiéeaété employéepour lejaugeagedes 

tonneaux. On considère alors le tonneau [Jig- 228) comme formé 
de deux troncs de cône identiques opposés par 

t ' î* f 'JL2.^ 

" leur grande base;. Si r représente le rayon du 
A/ÇFEî^ fond du tonneau, il le rayon de la grande base 

ou de la bonde, h la longueur du tonneau, on 
aura pour la somme des volumes des deux 
troncs de cône : \ = ^ ( II- H- /•' + Ilr )• Cette 

formule donne un résultat trop faible, puis
qu'on néglige tout le -\olunie engendré par le segment AMIS 
compris entre la génératrice rectiligne AB et la génératrice 
curviligne A MB. Y plus forte raison, la formule simplifiée 

v /R + 'V / , • „ < 
V = - I ) ./; doit-elle être rejetee. 

En Angleterre, on emploie la formule suivante proposée par 
Oughtred, et qui consiste à remplacer dans l'expression des 
deux troncs de cône. II/' par R : cette formule est donc 

Y = llL ( -2 IV- -+- iA • 

lia France, on fait usage d'une formule due à Dez, qui assi
mile le tonneau à un cylindre ayant pour hauteur la longueur 
du tonneau, et pour rayon de sa base l'excès du rayon de la 

bonde sur les 3 de la différence qui existe entre le rayon de 

la bonde et celui du fond : cette formule est donc 

3 ' ' R - /•' 
=,(H. 8 

.//. 

Elle donne un résultat moindre que celui fourni par la for
mule d'Oughtred. 

236. Le volume d'un tronc de prisme triangulaire est équi
valent à trois pyramides ayant pour base commune la base 
inférieure du tronc, et pour sommets respectifs, les sommets 
'le sa base supérieure [Jig. 22.») . 

Lorsqu'on coupe un prisme par un plan qui rencontre 
imites les faces latérales, le corps compris entre la base infé
rieure du prisme el le plan sécant s'appelle prisme tionqué 
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nu tronc de prisme. La section (jiii a détermine le Ironc de 
prisme, représente sa base supérieure. 

Fi«. •):>(). Soli le tronc de prisme triangulaire 
AïïCOEF. Je mène un plan par les trois 
sommets \ , C, E, (H je détache, du troue 
la pyramide triangulaire EMiC, qui a 
pour base ABC et pour sommet le 
point E. 

E\CF!>. Je la partage en deux pyramides 
triangulaires, en menant le plan DEC. La 

pyramide E VI >C, quia pour somme; le point E et pour hase AilC, 
est équivalente à la pyramide B\1)C qui a la même hase et la 
inème hauteur, puisque son sommet, Jï est, situé sur la paral
lèle menée à !> \ ou au plan \I)C. par le sommet E. Mais la py
ramide HA DE peut, être regardée comme ayant son sommet etr 
H, et sa hase est alors ABC. 

La pyramide EDCF, qui a pour sommet le point E el pour 
base CED, peut être regardée comme ayant son sommet en H 
et pour hase ECE. Elle est équivalente a la pyramide \13CF, 
qui a pour sommet le point \ et pour base BCF. En effet, les 
deux Stases ECE, KCF, sont des triangles équivalents, puisque 
leurs sommets E et B sont sur un même parallèle à leur base 
commune CF. Les hauteurs des deux pyramides considérées 
sont égales, car les deux sommets 1) et À sont situés sur une 
parallèle à CF et, par conséquent, au plan commun des deux 
bases. Les deux pyramides EiiCF, \1H'F, sont donc bien équi
valentes (22;}'.. Mais la pyramide ABCF peut être regardée 
comme ayant, son sommet eu F, et sa base est alors VHC. 

Le prisme triangulaire tronqué est doue bien équivalent à la 
somme de trois pyramides avant pour base commune \BC et 
pour sommets respectifs les jaunis E, i). F. 

Si l'un désigne par B la base du ironc de prisme, jiar //, //', //", 
les hauteurs dos soram Hs E, 0 , F, au-dessus du plan de la 
base inférieure, le volume \ du tronc du prisme, sera égal a 
!3/j H/C \\:'ir 

- — - i ry—: r,— • O n a u r a < i o u e 
i 0 O 

Si le ironc de prisme est droit., ses hauteurs h, h', h", se i-ou-
fondem a\ec ses arêtes latérales a, a', a", et l'on a 

V = - - H ( " ± ^ - ) -

C e l l e i o r m u i e r-.~(. a p p l i c a b l e a \\\i i r o n c d e j i n - u n e o b l i q u e . 

file:///13CF
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pourvu (ju'o!) remplace la base B par la section droite S du 
tronc de prisme. En effet, cette section droite divise le tronc 
de prisme oblique en deux troncs de prisme droits dont, elle 
est la base commune. Soient e et e, les volumes de ces deux 
troncs ; soient a, a', a", les arêtes du premier, a-, «',, a'\, les 
arêtes du second. Un aura 

Ajoutons ces deux expressions et désignons narA = « + «,, 
\ ' = «' + rt'j, À" = a" H- «", les arêtes latérales du tronc de 
prisme oblique dont le \o lume est V ; nous aurons' 

\ = S ( — - 4 r — - i • 
3 

Ainsi, d'une manière générale, le volume u un tronc de 
prisme triangulaire est égal au produit de sa section droite par 
lu moyenne arithmétique de ses trois arêtes latérales. 

Les expressions des volumes calculés jusqu'ici reviennent 
toutes au produit d'une aire par une longueur, c'est-à-dire à 
un produit de trois facteurs puisque l'évaluation d'une aire 
en comprend deux. Et ce produit de trois facteurs correspond 
à la mesure d'un parallélipipèc'e rectangle, équivalent au vo
lume proposé (2091. 

237. Tout pandlêlipipede tronqué a pour mesure le produit 
de sa section droite par la moyenne arithmétique de deux de 

ses arêtes latérales opposées ou non con
sécutives [fig- e.3o). 

Je suppose, pour plus de simplicité, 
que la base ABC!) soit la section droite 
du parallélipipède tronqué proposé. La 
section EFGli , base supérieure du tronc, 
sera un parallélogramme ;202 j . Soient K 
et 0 les centres des deux bases, la ligne 
Olvsera évidemment parallèle aux arêtes 

latérales du t ronc; en eifet, dans le trapèze AEGC, par exem
ple, elle joint les milieux des côtés non parallèles. 

Ceci posé, ie plan diagonal AEGC partage le volume consi
déré en deux tronesde prisme triangulaires ABCEFG, ADCEiKl, 
Le volume du premier (23C) sera égal à 

le volume é,v, second a 

Fig. 23o. 
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Si l'on ajoute ces deux expressions et si l'on reniari[iie que les 
deux triangles ABC, ADC, sont égaux, on aura, en appelant Y 
le volume cherché, 

Mais le trapèze AEGC donne •>. \ E -+ C(i; = |OJv; de même, 
le trapèze BFJiD donne BF + DH = 2OK. Par suite, 

V = ABC . 2 Oh. = 2 ABC . Ok = ABC!) . OK. 

, „ , , AE + CG BF + DH „ 
U!v étant égale a ou a > I wioncc est bien 

e 2 2 
justifié. 

•238. Les amas de pierres établis de distance en distance le 
long des routes, les fossés ou cuvettes destinées à rendre plus 
rapide l 'écoulement des eaux de manière à maintenir la chaus
sée en bon état, les tombereaux, etc., ont la Corme de prismes 
qubdrangulaires tronqués aux deux extrémités. Deux des (aces 
latérales sont des rectangles inégaux, les deux autres laces sont 
des trapèzes isocèles égaux. Les deux troncatures ou les deux 
bases sont alors deux trapèzes isocèles égaux. Lorsqu'il s'agit 
d'un amas de pierres, le tronc repose sur le sol par sa plus 
grande face rectangulaire. 

On obtiendrait le volume dont nous nous occupons en cou
pant un prisme quadrangulaire droit ayant pour bases des tra
pèzes isocèles, par deux plans menés chacun par la grande 
base de ces trapèzes et également inclinés, l'un au-dessous de 
la base supérieure, l'autre au-dessus de la base inférieure du 
prisme. 

Soit à calculer le volume de l'amas ABCD V'B'C'D' [Jig. i3i). 
"Nous décomposerons ce volume en deux prismes triangu

laires t ronqués, en menant le plan diago-
t'ig. u3i. n a l CDA'B'. Si MNRL est la section droite 

du tronc de prisme quadrangulaire, AL\L 
sera la section droite du tronc de prisme 
triangulaire AD A' BCB', et NLk sera la 
section droite du tronc de prisme trian
gulaire DA'D'CB'C. Je désigne par a et !> 
les dimensions du rectangle ABCD, pa r« ' 
et b' celles du rectangle A'B'C'D' . Je re

présente par /.' la distance de ces deux faces du tronc, c'est-
à-dire la hauteur Lïf du triangle MTsL ou du triangle \ L h ; 
en effet, la section droite ÀÏMJv est perpendiculaire aux plans 
des deux laces latérales considérées 183 . Je remarque enfin 
que \ 1 \ esl égale à fie! que KL es] égale à />'. 
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Ceci posé, le volume du tronc de prisme triangulaire 
Al>VI5CB',est égala (230; 

bh 

De m ê m e , le volume du tronc de prisme triangulaire 
DA'lt 'CB'C es! égal à 

~T \ '~3~ ) • 

En désignant le volume cherché par \ , on aura donc 

bit, ' - ' ' ' / ' • , 
\ = -pr- 2 a -+- a ) H — ; 2 a -+- a >, 

o (i 

Si // devenait nulle, on aurait 

„- bh , 
\ = — 2 a -H a . 

h 

Cette formule représente le volume d'un prisme triangulaire 
tronqué à ses deux extrémités, a\ant pour faces latérales un 
rectangle et deux trapèzes isocèles égaux, et pour bases ou 
troncatures deux triangles isocèles égaux. Certains toits, les 
piles de boulets dans les parcs d'artillerie, etc. , ont cette 
forme. 

Si les rectangles ABCI), A'B'C'D', étaient semblables, les 
arêtes A A', BB', CC, 1)1)', prolongées, iraient aboutir au même 
point, et l'on pourrait regarder le volume ABC!) VB'C'IV 
comme un tronc de pyramide à bases parallèles. On aurait, 
dans ce cas (233 • 

\ = v ( ab -+- a' b' + \jaba' b' ) • 

Il est facile de prouver l'identité de cette formule et de la 
' - i i i ,. . a <i' 

précédente, en tenant compte de la condition j = j 1 -

En effet, la formule 

,- bli , , b'h. , 
\ = — • :'. d — a -~ —— ( P. a -t- .'/ ; 

peut s'écrire 
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Mais 1;\ condi t ion T = y- donne a'b = ab'. Il viendra donc 

Ii , ab -t- n' b' + nb' ) . 

!1 reste a. prouver que ab' = \juba'b', ce qui est évident, puis 
qu'on peut, remplacer sous le radical a'b par ab'. 

CHAPITRE IV. 
DES POLYEDRES SYMETRIQUES. 

239. Deux points V et À' (fig. a3e ) sont symétriques par 
rapport à un point ou centre de symétrie 0 , lorsque le point O 
est le milieu de la droite AA'. 

Deux points A et A' {fig. a33 ) sont symétriques par rapport 
à une droite ou axe de symétrie xy, lorsque la droite xy es! 
perpendiculaire sur le milieu de la droite AA'. 

Deux points A et A' [fig. iZ.\) sont symétriques par rapport 

i:i.";. 2 3 3 . _ . „ , 
Fi;;. 2 J . . 

Ei ; ; . 232 . 

0 

a un plan P, lorsque le plan P, appelé plan de symétrie, est per
pendiculaire sur le milieu de la droite \ V. 

Deux ligures sont (jilossvmélnques par rapport à un centre, a 
un axe ou à un plan, lorsque tous leurs points sont deux à deux 
symétriques par rapport à ce centre, à cet axe ou à ce plan. 
Les points symétriques des deux ligures sont des points ho
mologues. Il est évident que deux droites ou deux plans sy
métriques par rapport à un centre sont parallèles. 

On peut toujours faire coïncider deux yguies symétriques 
par rapport à un axe. En effet, si l'on se reporte à la fig. a33,el. 
si l'on i'ail tourner A'a autour de xy, de manière que Va reste 
toujours perpendiculaire a l'axe, le point A' viendra coïncider 
avec le point \ après avoir décrit un angle de i8o°. Si deux 
ligures sont symétriques par rapport à un axe, il suffira donc, 
pour passer de la seconde à la première, de laire tourner la 
seconde de i8o° autour de l'axe, mouvement qui n'altérera en 
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rien ia disposition relali\e des différentes parties de Sa ligure. 
Ou peut ramener la symétrie par rapport à un centre à fa 

symétrie par rapport à un plan. 
Soient, en effet ijig. e35), deux poinis A et À' symétriques 

par rapporta un c o u r e (.). Je mène par !e point 0 en plan P et 
une perpendiculaire 015 à ce plan, ,1e eois-

! l ; ; ' L!'>1' struis le point A" symétrique du point V 
^ ^ ^ 1 V par rapport à l'axe OB, et je dis que le* 

points A et A" sont symétriques par rap
port au plan 1*. 

VA" rencontre OB au point L, A" A 
rencontre le plan P au point a. Le point 0 
étant le milieu de V A" et le point () étant 
le milieu de V \, A" A sera parallèle a OIÎ, 

c'est-à-dire perpendiculaire au plan P (K.o). De plus, i)a étant 
perpendiculaire à i!!i est parallèle à V \" , et le point O étant 
ie milieu de À'A, le point a est le milieu de A" A. Les-points A 
et V son! donc bien symétriques par rapport au nia!! P. 

\iiisi, deux figures P et P ' é t an t symétriques par rapport à 
\r,\ centre, on peu! Sonner d'une inimité de manières (puisque 
le plan mené par le point 0 est quelconque; une. ligure ] " ' qui 
soit à la fois symétrique de ? ' par rapport à cm axe et symé
trique de P par rapport à un plan. Les Usures P' et P" (Haut 
alors égales d'après ce qui précède, nu lieu de comparer entre 
elles les figures P ci P', on pourra cemparer filtre elles les fi
gures P et V . 

On peut donc se borner a étudier les propriétés des ligures 
symétriques par rapporta un plan. 

c 
. /" 

2'iO. Lorsque trois points A, I>, L, sont en ligne droite, leurs 
symétriques V, H', Si', par rapport à un plan P sont aussi en 

ligne droite fi g. 23b J. 
Fig. 23(0 Les perpendiculaires AA', !>!!', LC, 

^-*? au pian P, étant parallèles, sont dans 
I un même plan, et les trois points a, b, c, 

y r \ ; sont en ligne droite. Si l'on fait lour-
'"""i \ ner le trapèze VCca autour de ne 
• 'J ' qui est un axe de symétrie peur les 

points considérés), lorsque l'angle dé
crit sera do-, enu égal à 180", les points 

V,]>', ('.', coïncideront avec les points A, B, C; et comme ces 
trois points sont supposés en ligne droit»-, les points V, H', G, 
avant ou après le mouvement, sont aussi en ligne droite. 

Deux points sut lisant pour déterminer une droite, pour que 
ileux tirâtes s lien! svmétri-jues, il suffit que deux points de 

file:///iiisi
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Fiff. 2 3 T . 

La démonstration précédente prouve en même temps que 
la distance de deux points est égale à la distance de leurs sr-
niétriques. 

2 i l . Lorsque quatre points, \ , B, E, .1), sont dans un même 
plan, leurs symétriipies V , H', (]', D', par rapport à un plan V 

sont aussi dans un même plan 

!/'£'• 2 07 )• 
.le mène la droite DEF qui ren

contre les droites BE et \C aux 
points E et F. Les trois points 
1), E, F, étant en limite droite, 
leurs symétriques D' , E', F ' , se
ront en ligne droite (2i0). Mais 

le point E étant sur BC, le point E' sera sur B'E', et, le point F 
('tant sur \C, le point F ' sera sur A T / . La droite D'E'F'ayani 
deux de ses points dans le plan A'B'E' sera tout entière dans ce 
plan, c'est-à-dire que les quatre points A', B', ! / , 1)', seront 
dans un même plan. 

Trois points non en ligne droite suffisant pour déterminer 
un plan, pour que deux plans soient symétriques, il suffit que 
trois points de l'un, non situés en ligne droite, aient leurs sy
métriques sur l'autre. 

Pour quedeux polygones ou deux polyèdres soient symétri
ques, il suffit que tous leurs sommets soient deux à deux sy
métriques. 

Deux triangles symétriques sont égaux comme ayant leurs 
trois côtés égaux, puisque la distance de deux points est égale 
à celle de leurs symétriques (2i0 ••. 

Il en résulte que l'angle formé par deux droites est égala 
l'angle formé par leurs symétriques, puisqu'on peut toujours 
prendre des longueurs égales sur les côtés des deux angles, de 
manière à construire deux triangles symétriques. 

En point situé dans le plan de symétrie est à lui-même son 
propre symétrique, de même pour une droite située dans le 
plan de symétrie. Donc, deux droites ou deux plans symé
triques rencontrent le plan de symétrie au même point ou 
suivant la même droite. De plus, les deux droites ou les deux 
plans sont également inclinés sur le plan de symétrie. En 
effet, le plan des deux droites est perpendiculaire au plan de 
symétrie, et l 'intersection des deux plans, projection com
mune de ces droites, étant symétrique à el le-même, forme 
des angles égaux avec les deux droites symétriques.Do même, 
tout pian perpendiculaire à l'intersection commune d ! s d , u\ 
plans symétriques avec le plan de symétrie, coupe ces deux 
plans suivant deux droites symétriques et ie plan de symétrie 
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suivant la projection de ces droites. Les angles rectilignes des 
angles dièdres formés de part et, d'autre du plan de symétrie 
sont donc égaux. 

2V2. Lorsque deux polyèdres sont symétriques, leurs faces 
homologues sont égales et également inclinées, leurs angles 
polyèdres homologues sont symétriques. 

Les deux polyèdres ayant leurs sommets symétriques, ont 
leurs faces homologues composées d'un même nombre de 
triangles symétriques, c'est-à-dire égaux ( 2 i i ) : leurs faces 
homologues sont donc égales. 

Si l'on considère trois arêtes symétriques dans les deux po
lyèdres, elles formeront des angles trièdres dont les angles 
plans seront égaux deux à deux comme formés par des droites 
symétriques (2V1 ). Les angles trièdres auront donc leurs an
gles dièdres homologues égaux (i91, 3°); et il en résulte que les 
faces homologues des deux polyèdres auront des inclinaisons 
égales dans les deux polyèdres. 

Les angles polyèdres des deux polyèdres auront donc à la fois 
tous leurs angles dièdres égaux chacun à chacun, et toutes leurs 

faces ou tous leurs angles plans égaux 
chacun à chacun. Mais si, considérant 
[fig. a38) les angles polyèdres B et B', on 
fait coïncider la face ÀBE avec son égale 
A'B'E ' , oii reconnaîtra qu'il est impos
sible de faire coïncider les autres parties 
égales des deux angles polyèdres, parce 
que leur disposition n'est pas la même : ces 
angles polyèdres sont clone symétriques. 

Deux polyèdres symétriques ont donc 
toutes leurs parties égaies, sans pouvoir 
coïncider. 

Deux polyèdres P et P' sont égaux, lorsqu'ils ont pour sy
métrique, par rapport à deux plans de symétrie différents, un 
même polyèdre P". En effet, ies deux polyèdres P et P" ont 
toutes leurs parties égales et leurs angles polyèdres symétri
ques ; il en est de même des polyèdres P' et P". Les deux po
lyèdres P et P' ont donc toutes leurs parties égales et leurs 
angles polyèdres égaux : ils sont donc égaux. On conclut de là 
qu'«repolyèdre n'a qu'un seul symétrique. 

Si l'on décompose un polyèdre P en pyramides triangulaires 
ayant pour sommet commun un des sommets d u p o h è d r e , a 
chacune de ces pyramides correspondra, dans le polyèdre sy
métrique P", une pyramide triangulaire symétrique. On voit 
donc que deux polyèdres symétriques sont décomposabies en 
un même nombre de tétraèdres symélr/nues. 
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11 faut distinguer la symétrie de position et la symétrie de 
forme ; la dernière existe toujours, lorsque les deux polyèdres 
considérés sont symétriques; la première n'existe que lors
qu'ils sont placés, par rapport au plan de symétrie, comme 
nous l'avons supposé jusqu'ici. 

l-ig. 23n 

243. Deux polyèdres symétriques sont équivalents. Deux po
lyèdres symétriques pouvant toujours se dé
composer en un même nombre de tétraèdres 
symétriques (2i2), il suffira d'établir que deux 
tétraèdres symétriques sont équivalents. 

Soit le tétraèdre SABC [fig. 23g). Je construis 
son symétrique en prenant pour plan de symé
trie la base ABC. Le point S' étant le symétri
que du point S, les deux tétraèdres seront équi
valents comme avant même base et des hauteurs 
égales SO = S'0't 2 2 3 \ 

CHAPITRE Y, 

DES POLYÈDRES SEMBLABLES. 

244. Deux polyèdres sont semblables, lorsque leurs faces 
semblables chacune à chacune forment des angles polyèdres 
égaux. 

Les parties qui se correspondent dans deux polyèdres sem
blables sont appelées homologues. Les sommets de deux angles 
polyèdres égaux sont des points homologues, les arêtes ou les 
diagonales qui joignent des sommets homologues, sont des 
arêtes ou des diagonales homologues, les faces semblables sont 
des faces homologues. 

Les arêtes homologues de deux polyèdres semblables sont 
évidemment proportionnelles. Car les faces semblables des 
deux polyèdres ont le même rapport de similitude (92), puis
qu 'une même arête appartient toujours, sur chacun des po
lyèdres, à deux faces adjacentes. Par suite, le rapport de deux 
arêtes homologues quelconques est constant. 

24a. En coupant une pyramide par un plan parallèle à sa 
base, on détermine une pyramide partielle semblable à la py
ramide p>roposée. 
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Soit i^'g'. 240) ia jiyi'ainide SABCDE dans laquelle un plan 
parallèle à la base a déterminé une section FGHIK. Je dis <\\v 

la pyramide SFGHik est semblable a la py
ramide donnée. Les deux bases sont sem
blables (219), les (aces latérales sont sem
blables à cause des parallèles AB et FG, 15 C 
et Gïï, etc. 

L'angle polyèdre S est commun. Démun
irons l'égalité de deux angles triédres ho
mologues quelconques A et F. La face M E 

D est égale à la faeeGFK, par suite de la simili
tude des bases des deux pyramides; les faces 
S\B,SFG, SAE,SFK,sont égales deux à deux 
par suite de la similitude des faces latérales 

des deux pyramides. Les deux angles triédres A et F ayanileurs 
laces égales chacune à chacune et semblablemerit disposées, 
seront égaux (191,3"). Par suite, les deux pyramides considérées 
auront leurs faces semblables chacune à chacune, leurs angles 
polyèdres homologues égaux : elles seront donc semblables. 

246. Deux pyramides i ri angulaire s sont semblables, lors
qu'elles ont un angle dièdre égal compris entre deux faces 

semblables chacune à chacune 
et semblablement disposées 

Soient les pyramides SABC, 
S'A'B'C', dans lesquelles les 
faces S\C, ABC, sont sembla
bles aux faces S'A'C', À 'B 'C , 
et le dièdre AC égal au diè
dre A' C . 

Je prends SIS = S'A', ei par 
le point D je mène la section 
J)EF, parallèle à la base ABC. 

La pyramide SDEF sera semblable à b pyramide SABC (2ia). 
La face SDE, semblable à la face SAC, sera donc aussi sem
blable à la face S'A' C ; mais le côté SD ayant été pris égal au 
côté S'A', cette similitude se changera en égalité. On aura par 
suite DE = A'C', et les deux faces DE F, A ' B ' C , toutes deux 
semblables à la face ABC, seront égales entre elles. Le 
dièdre DE, égal au dièdre AC, sera égal au dièdre A ' C . Les 
deux pyramides SDEF, S 'A'B'C, ayant un angle dièdre égal 
compris entre deux faces égales chacune à chacune et sembia-

•blement disposées, seront égales (221 ; ; mais la pyiamide SDEF 
est semblable à la pyramide SABC : il en sera donc de même 
de la pyramide S'A'B'C'. 

1 2 . 

Fig. •;.',!. 
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il est utile de remarquer que lorsque deux p\raniides sont 
semblables, on peut toujours les placer l'une dans l'autre 
comme les pyramides SDEF et SABC : les plans des bases des 
deux pyramides sont alors parallèles. 

247. Deux polyèdres semblables sont décomposables en un 
même nombre de tétraèdres semblables et seird)iid)lemenl dis
posés [jîg. :'4?.N. 

Soient les deux polyèdres semblables P et P ' . Je divise les 
ces deux polyèdres en triangles sem

blables : je décompose ainsi 
leurs surfaces en un mémo 
nombre de triangles sembla
bles et semblablenieni dis
posés. 

Je prends un point 0 dans 
l 'intérieur du polyèdre P, et je 
le joins à tous ses sommets : je 
partage ainsi le polyèdre en 
pyramides ayant pour sommet 
commun le point 0 , et pour 

bases les triangles qui composent sa surface. 
Je détermine dans le polyèdre i;' le point ()' homologue du 

point 0 , en menant par A'B' un plan qui l'orme avec la face 
A'B'f . 'D'E' un angle dièdre égal à celui formé par le plan OAB 
avec la face ABCDE ; puis, dans ce plan, je construis le triangle 
O'A'B' semblable au triangle OAB. 

En joignant le point 0 ' aux différents sommets du polyèdre 
P', je le décomposerai en autant de pyramides triangulaires que 
le polyèdre P, et ces pyramides seront semblablement placées 
dans les deux polyèdres : il faut prouver qu'elles sont sem
blables. 

Considérons d'abord les tétraèdres OABE, O'A'B'E' , OEBI), 
O'E'B'IV, OB!)C, O 'B 'D 'C, dont les bases appartiennent 
respectivement à deux faces homologues ABCDE, A B'C'D'E' , 
des deux polyèdres. Ees tétraèdres 0 \BE, 0 ' VB 'E ' , sont sem
blables, d'après la construction même qu'on a effectuée, parce 
qu'ils ont le dièdre AB égal au dièdre A' B', compris entre deux 
faces semblables et semblablenieni disposées (240 ' . Le triangle 
OEB sera, par suite, semblable au triangle O 'E 'B ' . e t l'angle 
dièdre OEB!) supplément du dièdre O E B \ , sera égal au dièdre 
O'E'B'IV supplément du dièdre O'E'B'A', parce (pie l'égalité 
des premiers tétraèdres entraîne celle des dièdres OEBA, 
O'E 'B 'A' . Les deux tétraèdres suivants OEBD, O'E'B'IV, se
ront donc encore semblables comme ayant un dièdre égal 
compris entre deux faces semblables et semblablenieni dispo-



Mies. Un prouserail de même lu similitude des L'Ur.èdres 
OBDC, O'B'D'C. Et le même mode de démonstration subsis
tera, tant (jue les bases des tétraèdres successifs feront partie 
d'une même face dans les deux pohèdres . 

Considérons maintenant les deux tétraèdres ODCF, O'iS'C'F', 
dont les bases 'appartiennent à deux nouvelles faces homo
logues des deux pohèdres , Ci)FC, C' .D'F'C. Les deux triangles 
ODC, O ' D ' C , sont semblables comme faces homologues de 
tétraèdres semblables; les deux triangles 13CF, D 'C 'F ' sont 
semblables, comme triangles homologues de polygones sem
blables. Les deux polyèdres étant semblables ont leurs angles 
pohèdres homologues et, par suite, leurs angles dièdres ho
mologues égaux. Le dièdre BCDF est donc égal au dièdre 
B 'C 'D'F ' . Les dièdres ODCB, O'D'C'B' , sont d'ailleurs égaux 
comme dièdres homologues de tétraèdres semblables. Par con
séquent, l'angle dièdre ODCF, différence des angles dièdres 
BCDF et ODCB, sera égal a l'angle dièdre O 'D 'C F', différence 
des angles dièdres B ' C ' D ' F ' et O 'D 'C 'B ' . Les tétraèdres 
ODCF, 0 ' D ' C ' F ' , seront donc encore semblables comme ayant 
un angle dièdre égal compris entre deux faces semblables et 
semblablement disposées. Dès lors on peut conclure que les 
deux polyèdres P et V sont composés d'un même nombre de 
tétraèdres semblables et semblablement placés. 

Si le point 0 coïncidait avec le sommet A du polyèdre I', le 
point 0 ' coïnciderait avec le sommet A' du polyèdre V ; les 
arêtes latérales homologues des tétraèdres homologues des 
deux polyèdres, deviendraient alors les diagonales homologues 
de ces polyèdres. Les arêtes latérales homologues de deux té
traèdres semblables étant proportionnelles aux côtés de leurs 
bases, les diagonales homologues de deux polyèdres semblables 
sont proportionnelles à leurs arêtes homologues. 

2^8. Réciproquement, deux polyèdres composés d'un même 
nombre de tétraèdres semblables et semblablement disposés 

sont semblables [Jig. 243). 
Je dis d'abord que si deux 

tétraèdres OABE, OEBD, ont 
o- dans le polyèdre P leurs bases 
\ \BE, EBD, dans un même 

pian, les tétraèdres homolo
gues 0 ' A ' B ' E ; , O'E'B'D'' , au-

"•\ /''' ronl aussi dans le polyèdre P ' 
\'yA' leurs bases A'B'E' , ' ' E 'B 'D ' 

iV dans un même plan. Car les 
dièdres OEBA, OEBI), étant 

supplémentaires, les dièdres égaux O'E'B A', O 'E 'B 'D' , se-

l-'i<î. 

% 
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ront aussi supplémentaires; et comme ils sont dans la position 
d'adjacents, leurs laces extérieures A'B'E' , E 'B 'D ' seront dans 
un même plan (181). Il résulte immédiatement de cette condi
tion, que les laces correspondantes des deux polyèdres sont 
composées d'un même nombre de triangles semblables e t s e m -
blahlement placés, c'est-à-dire qu'elles sont semblables (100). 

De plus, l'angle dièdre BCDF sera égal à l'angle dièdre 
B 'C 'D 'F ' ; car le premier est la somme des angles dièdres 
OlïCB, ODCF, égaux aux angles dièdres O'D'C'B', O 'D 'C 'F ' , 
:;v.ï composent ' le second, comme angles dièdres homologues 
de tétraèdres semblables. Les (aces homologues des deux po
lyèdres seront donc également inclinées. 

Les deux polyèdres considérés ayant leurs faces homologues 
s-mbiables et également inclinées, auront leurs angles po
lyèdres homologues égaux comme ayant toutes leurs parties 
('•gales, dièdres et. angles plans ( 191 ) ; ces deux polyèdres seront 
donc semblables (2VV:. 

2 i9 . Si l'on.joint un point 0 quelconque au x sommets à'un po
li èdre V, et si l'on prend sur les rayons veeteursO\, OB, OC, etc., 
des longueurs Oa, Oh, Oc, etc., telles qu'on ail 

Qa 
OA. 

Ob_ 
OB 

Oc 
OC OD 

le polyèdre, p, qui aura pour sommets les points a, b, c, etc., 
sera semblable au polyèdre. P [fig. a44i-

.le considère la face ABCDE du polyèdre donné et le point a. 
Si je menais par le point a un plan parallèle au plan ABCDE, 

ce plan couperait en parties proportion-
±l1'1' î : | 1 ' nelles les arêtes latérales de la pyramide 

GABCDE (219), et passerait par consé
quent par les sommets a, b, e, d, e. Ces 
sominetsforment donc, dansle polyèdre/?, 
une face abede semblable à la face ABCDE. 
Les faces correspondantes des deux po
lyèdres P et p sont donc semblables. 

.le remarque ensuite que les arêtes ho
mologues des deux polyèdres étant, d'a
près ce qu'on vient de dire, parallèles et 
dirigées dans le même sens, les angles 
polyèdres homologues des deux polyè
dres auront leurs faces égales et leurs an-

égaux chacun a chacun (181) ; la disposition des 
parties égales étant d'ailleurs la même dans les deux polyè
dres, ces angles polyèdres seront donc égaux. Les polyè
dres P et /; seront, par suite, semblables 

die 
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Le point O sera un centre de similitude directe. 
Si le point 0 était un centre de similitude inverse, c'est-à-dire 

si les longueurs Oa, Ob, Oc, etc., avaient été portées sur les 
prolongements des rayons vecteurs OA, OB, OC, etc., cm 
aurait obtenu un polyèdre p' dont les faces auraient été sem
blables aux faces correspondantes du polyèdre P, mais dont 
les angles polyèdres auraient été symétriques des angles po
lyèdres du polyèdre P. 

250. Les volumes de deux pyramides semblables sont propor
tionnels aux cubes de leurs hauteurs ou de leurs arêtes homo

logues {fig. ?45)-
l g ' 2 | > On peut toujours placer les deux pyra-

s mides proposées comme l'indique la figure, 
/j\ les plans des deux bases sont alors paral-

rf/A-VV lèles (246). 
/)>} \°y\ Le volume de la pvramide SABCD sera 

/ / i V \ c • i < ABCDXSO , * , , . 
l^~T T"\"l e § a ^ ' volume delà pyramide 

\ / 1(> V 7 
" babcd sera égal a (22o). On aura 

donc 

SABCD _ ABCD X SO _ ABCD SO 
S abcd abcdyc&o abcd So 

Le plan abcd étant parallèle au plan ABCD, on a (219) 

Par suite 

251. Les volumes de deux polyèdres semblables sont propor
tionnels aux cubes de leurs arêtes homologues, et, en général, 
aux cubes de deux lignes homologues quelconques des deux 
polyèdres. 

Je décompose les deux polyèdres considérés P et p en 
un même nombre de tétraèdres semblables (247). Soient 
T, T', T", etc., les tétraèdres qui forment le polyèdre P ; soient 
t, t', t", etc., les tétraèdres homologues du polyèdre p. Dési
gnons par A et a deux arêtes homologues quelconques des 
deux polyèdres, et rappelons-nous que les arêtes homologues 
de deux polyèdres semblables sont proportionnelles (244). On 

ABCD _ 
abcd 

SABCD SO 
S abcd So 

SO2 

s-»1' 

SA: 

•• s « : 
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pourra poser (250 ; 

I _ \ T' _ A5 T" _ A= 
t <c i' a- l" a' 

Un théorème connu d'arithmétique permet alors de déduire de 
ht suite de rapports égaux 

I _ T' _ T" _ __ A' 
7 ~~~ 7' ~ t" ~ " ' ~ a3 ' 

l 'égalité 
T - r T' -;- I " -t- • . • ___ -V 
/ -+- /' -M7'+ . . . ~~ 7?' 

c'est-a-dire 

/' ~ « . 

On prouverait, en suivant une marche analogue, que les 
surfaces de deux polyèdres semblables sont proportionnelles 
aux carrés de leurs arêtes homologues. 

De l'égalité 
P _ _V 

P "3 

on déduit 

a-y y 
Par conséquent, lorsqu'on veut amplifier ou réduire un po
lyèdre dans un rapport donné, Y échelle à employer pour les 
arêtes homologues est égale à la racine cubique du rapport des 
volumes des deux polyèdres, c'est-à-dire à la racine cubique 
du rapport donne'1. 

Applications. 

252. Calculer le volume d'un tétraèdre régulier en fonction 
de son arête. 

Je désigne par c l'arête du tétraèdre régulier proposé. Sa 
base sera un triangle équilatéral dont le côté sera c (198) et la 

surface, par conséquent, égale à — ~ (139). 
4 

Le tétraèdre étant régulier, sa hauteur passe par le centre 
de sa base : cette hauteur forme donc, avec le rayon du cercle 
circonscrit à la base, un triangle rectangle ayant pour hypoté
nuse l'une des arêtes latérales du tétraèdre. Mais le côté du 
triangle de base étant c, le rayon du cercle qui lui est circon
scrit est - = ( 1 2 8 ) . La hauteur du tétraèdre aura donc pour 

v/3 
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expression \ / c5 — — ou —--• bon volume, égal a sa buse 
V 3 ^3 b 

multipliée par le tiers de sa hauteur, sera donc représenté par 

c-\f3 c'y'2 c3v'a 
—j— X —-_= — — • 

4 3 V ' 3 I 2 

Si l'on désigne le volume d'un tétraèdre régulier par Y, on aura 
réciproquement 

V 7 ^ 
V V 2 

c 
V' ; 

253. Proposons-nous de retrouver les expressions de la sur
face et du volume du tronc de cône, en le considérant comme 

la différence de deux cônes. 
'''"' 2"' Je désignerai par R et /• les rayons des deux 

s bases du tronc, par h sa hauteur, par L son côté. 
/ \ Soit S la surface cherchée : elle sera la difi'c-

B kr.ii'X rence des surfaces des deux cônes SAO, SBI. 
I ; \ On aura donc 

*t--'---'t---y S = î rR.SA —TT/- .SB = Î : ( R . S A — /'.SB). 

Les triangles rectangles qui engendrent les 
deux cônes étant semblables, on a 

SA _ R 
SB ~ /• ' 

d'où 
SA B SB r 

SA—SB R — r SA —SB R—/• 

Mais SA — SB représente le côté L du tronc de cône. Il viendra 
donc 

RL „„ vL 
SA = et sB = R —;• R — r 

Par suite, 

S = R - r ' 
c'est-à-dire 

S = î r ( R + r )L (23i) . 

Soit Y le volume cherché : il sera la différence des volume.' 
des deux cônes SAO, SBI. On aura donc 

Y = ^ R ' . S O - i 7 r r 2 . S I = ^ ( R J . S O - ; - 2 . S Ï ) . 
o 5 S 

La similitude des triangles SAO, SBI, donne 



S a " GÉOMÉTRIE. 

Mais SO —SI représente la hauteur // du tronc de cône. Il 
viendra donc 

SO = et SI = • 
II — /- R—/• 

Par suite, 

V _ T T A ( R 3 —rM 

3(R—/•) 

L'expression du quotient 4- est i.4ls. élém., 381 R-'+R/'+r2 . 
K — /• ° 

On pourra donc écrire V = ^ - ( R ' + ^ + fic)' comme au 

n°23o. 

254. Couper une pyramide en deux parties proportion
nelles à deux lignes données m et n, par un plan parallèle 
à sa base. 

Soient \ le volume de la pyramide donnée et v le volume de 
la pyramide semblable déterminée par le plan sécant (245). On 
devra avoir, d'après l 'énoncé, 

v m 
Y in -t- n 

Désignons par A l 'une des arêtes latérales de la pyramide 
proposée et par x l 'arête homologue de la petite pyramide ; 
x étant connue, le problème sera résolu, puisqu'on saura par 
quel point mener le plan parallèle demandé. D'après une re 
marque précédente (251), on devra avoir 

x s/ v . , ,. . s / 

"Y ~ V Y ' c'esl-a-dirc x = A y l 

CHAPITRE VI. 

LA SPHÈRE. 

255. On appelle sphère le volume engendré par un demi-
cercle ACB tournant autour de son diamètre AB. Pendant que 
le demi-cercle engendre la sphère, la'demi-circonférence cor
respondante engendre la surface sphérique. 

Dans ce momenien t , les points de la demi-circonférence 
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>slent toujours à la même distance de son centre O. On peut 
,,.ir o,_ donc dire que la surface sphérique est le lieu 

de tous les points de l'espace à égale distance 
d'un point intérieur nommé centre de la sphère. 
Cette distance constante, qui est le rayon du 
cercle ACB, estle rayon de la sphère [fig- 247 )• 

Les droites qui passent par le centre de la 
sphère et sont limitées à sa surface, sont des 
diamètres de la sphère. Tous les diamètres sont 
égaux, puisqu'ils valent deux rayons. 

I.— Théorèmes généraux sur la sphère. 

256. Toute section faite par un plan dans une sphère, est un 
cercle (Jig.,48). 

Le théorème est évident lorsque le plan donné passe par le 
centre de la sphère ; en effet, tous les points de la surface sphé

rique qui sont situés dans le plan sécant, 
sont à égale distance du centre de la sphère 
qui est dans ce même plan. 

Si le plan sécant ne passe pas par le centre 
de la sphère, soient trois points A, B, C, de 
la courbe d'intersection de ce plan avec la 
surface sphérique. J'abaisse du centre O de 
la sphère la perpendiculaire 01 sur le plan 
sécant, et je joins le pied 1 de cette per

pendiculaire aux trois points A, B, C. Les rayons OA, OB, OC, 
de la sphère, étant des obliques égales, s'écarteront égale
ment du pied de la perpendiculaire et l'on aura IA = IB = ïC. La 
courbe ABC est donc une circonférence de cercle dont le 
centre est en 1. Le rayon IC de cette circonférence est évi
demment plus petit que le rayon OC de la sphère. 

Les plans qui passent par le centre de la sphère déterminent 
des cercles qui ont même centre, et par conséquent même 
rayon que la sphère : on les appelle grands cercles de la sphère. 

Les plans qui ne passent pas par le centre de la sphère, dé -
terminent des petits cercles de la sphère. 

On appelle pôles d'un cercle de la sphère les extrémités d-i 
diamètre de la sphère perpendiculaire au plan de ce cercle. Les 

Vis '-̂ 40- points P et P' sont les pôles du cercle ABC. 
p Deux cercles dont les plans sont parallèles, 

ont les mêmes pôles. 
Tout diamètre de la sphère peut être pris 

pour axe de révolution de la surface sphérique 

{fis- 24g)-
Soit la sphère engendrée par le demi-cercle 

PAP tournant autour d»1 son diamètre PP' . 
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Prenons un diamètre quelconque AB de la sphère. Un plan pas
sant par ce diamètre coupera la surface sphérique suhant. une 
circonférence ACB qui aura même centre et même rayon que 
la sphère proposée et qui dès lors, en tournant autour du dia
mètre AB, engendrera la surface sphérique qui termine celle 
sphère. 

Par deux points donnés sur la surface sphérique, on peu! 
toujours faire passer une circonférence île grand cercle. Car on 
n'a qu'à mener un plan par les deux points donnés et le centre 
delà sphère. Il n'y aura qu 'une solution si les deux points ne 
sont pas situés aux extrémités d'un même diamètre; il y en 
aura une infinité dans le cas contraire, parce que les deux 
points considérés seront en ligne droite'avec le centre de la 
sphère. 

Tout grand cercle divise la sphère et sa surface en deux par
ties égales. En effet, si l'on retourne la partie supérieure pour 

•Pin-, 2 5 o . ' a feire coïncider avec la partie inférieure 
s-'—--^ \fig- 2 5 ° ; , le cercle ABC coïncidera avec 1 ni— 

/ \ même, et la coïncidence des deux volumes 
f'- _V_. _ x i R

 o u des deux surfaces sera parfaite, puisque 
\~-— --•? tous les points de ces deux surfaces sont 

• ^ y' également éloignés du centre 0 de la 
sphère 

Deux grands cercles se coupent mutuellement en deux 
parties égales. En effet, les plans de ces cercles passant par le 
centre de la sphère, se coupent suivant une droite qui est à la 
fois un diamètre de la sphère et un diamètre des deux cercles 
considérés. 

257. Deux petits cercles également éloignés du centre de la 
sphère sont égaux ; de deux petits cercles inégalement éloi-

j - j„ .;,;,, gnés du centre de la sphère, le plus éloigné 
est le plus petit [Jig. ?,5i ). 

Je fais passer un plan par le centre de la 
sphère et les centres des deux petits cercles 
proposés. Ce plan coupera la sphère sui
vant le grand cercle ABDC, et les deux pe -
tiiscercles suivant leurs diamètres ABet CD. 
Les perpendiculaires OF et OG abaissées du 

centre de la sphère sur les plans des deux petits cercles étant 
dans le plan ABDC, on voit immédiatement ' (Si) que si les 
distances OF et OG sont égales, les deux diamètres AB et CD 
seront aussi égaux ; et que si la distance OF est plus grande que 
la distance. OG, le diamètre AB sera plus petit que le diamètre 
CD : ce qui est d'accord avec l 'énoncé. 

Les réciproques de ces deux propositions sont évidentes. 

file:///fig-
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"258. Tous les points de la circonférence d'un cercle de lu 
l i s ; . 2J->. sphère sont ù égale distance de chacun des 

pôles de ce cercle [fig. 252). 
En effet les pôles i ' et !" étant les extré

mités du diamètre perpendiculaire au plan 
du cercle considéré, el ce diamètre passant 
par le centre I de ce cercle , les obliques 
PA, PB, PC, menées de l'un des pôles aux 
différents points de la circonférence, s'écar

tent également du pied de la perpendiculaire PI, et sont égales. 
Cette propriété des pôles d'un cercle est importante. Elle 

permet de tracer des circonférences sur la surface sphérique, 
de la même manière qu'on les trace sur un plan.. On se sert à 
cet effet d'un compas à branches courbes, appelé compas sphé
rique. On donne au compas une ouverture égale à la distance du 
pôle à l'un des points de la circonférence qu'on veut décrire, 
on place l'une des pointes du compas au pôle choisi, et l 'autre 
pointe trace la circonférence demandée. En effet, si l'on mène 
par l 'une des positions de la pointe mobile un plan perpendicu
laire au diamètre de la sphère qui passe par la pointe fixe, on 
aura un cercle dont la distance polaire sera représentée par 
l 'ouverture donnée au compas sphérique : la circonférence de 
ce cercle se confondra donc avec la courbe tracée. 

La distance polaire d'un cercle de la sphère, est la distance 
qui sépare son pôle et l'un des points de sa circonférence (*). 
Des deux pôles d'un petit cercle, on ne considère en général 
que celui qui est le plus rapproché de son plan, c'est-à-dire qui 
est situé sur le même hémisphère. 

Pour pouvoir tracer sur la surface sphérique des arcs de 
grand cercle, i! faut savoir quelle distance, polaire correspond 

Fio. -̂  à un grand cercle. Si P est le pôle du 
"' ''''* grand cercle ABC [fig. e.53), l'angle POC 

sera droit. Le plan POC détermine d'ail
leurs un grand cercle PCP' dans lequel l'an
gle POC est un angle au centre ; l'arc PC 
sera donc égal au quart de la circonférence 
d'un grand cercle. Par conséquent, la dis-

P' lance polaire d'un grand cercle est la corde 
qui sous-tend le quart de sa circonférence. 

On voit immédiatement que les plans de deux grands cercles 
sont perpendiculaires Fan ù l'autre, lorsipie le pôle de l'un de 
ces cercles se trouve sur la circonférence de l'autre. En effet, 
le plan APB contient alors la perpendiculaire OP au plan ACB. 

(*) On peut compter celte distance, :-"i( en ii:;ne limite, soit sur la surface 
sphérique r?(57\ 
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Pour tracer des arcs de grand cercle, nous venons de dire 
qu'il fallait connaître la corde du quart d'une circonférence de 
grand cercle ; cette condition revient à déterminer le rayon de 
cette circonférence, c'est-à-dire celui de la sphère. 

259. Trouver, par une construction plane, le rayon d'une 
sphère donnée [fig. ?.54). 

.le marque deux points quelconques M et N 
sur la surface sphérique. De chacun d'eux 
comme pôle, avec une distance polaire plus 
grande que la moitié de l'arc de grand cercle 
qui joint les points M et \ , je décris deux arcs 
qui se coupent en un point A également dis
tant des points M et N. Je détermine de la 

môme manière deux points B et C également éloignés des 
points M et X. Le plan qui passera par les trois points A, B, C, 
sera perpendiculaire sur le milieu de la corde MX et sera le 
lieu géométrique de tous les points de l'espace à égale distance 
des points M et N 163) : il passera donc par le centre 0 de 
la sphère, et la coupera suivant un grand cercle dont la circon
férence contiendra les trois points A, B, C. 

Si l'on mesure alors les distances AB, AC, BO, et si l'on con
struit sur un plan un triangle dont les côtés soient ces trois 
distances, la circonférence circonscrite a ce triangle sera 
identique à celle d'un grand cercle de la sphère, et son rayon 
sera celui de la sphère. 

260. Le rayon de la sphère une fois déterminé, on peut 
résoudre tous les problèmes suhants. 

Faire passer une circonférence de grand cercle par deux 
points donnés sur la surface sphérique [Jig. 255). 

Des points A et B comme pôles, je dé
cris deux arcs de grand cercle (238). Ces arcs 
se rencontreront en un point P qui sera le 
pôle de la circonférence de grand cercle de
mandée. En effet, les angles POA, POB, étant 

"v^^ ^y droits, la droite OP menée du centre de la 
sphère au point P sera perpendiculaire au 

plan AOB. Le point P sera donc le pôle de la circonférence 
déterminée par ce plan (256). 

Si les points A et B étaient aux extrémités d'un même dia
mètre, les arcs de grand cercle décrits des points A et B comme 
pôles formeraient une seule et même circonférence dont tous 
les points pourraient être pris successivement pour pôles de. 
la circonférence demandée : le problème aurait donc, comme 
nous l'avons déjà remarqué (256;, une infinité de solutions. 

Fii; 
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perpendiculaire à un grand cercle donné [fig. 256). 
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•e sp/iérique un grand cercle 

Fi<; . v..i(i. 

U 

diculaires 
circonférence de 1' 

Du point donné A comme pôle, je trace 
un arc de grand cercle qui vient couper au 
point P le grand cercle donné OIÎ. Du point 
P comme pôle, je décris un arc de grand 
cercle AB, qui passe nécessairement par le 
point A et est. perpendiculaire au grand cer
cle OB ; car deux grands cercles sont perpen-

l 'autre, lorsque le pôle de l'un est sur la 
. . . . j 'autre (258). 

Diviser en deux parties égales un arc de grand cercle 

[fig- ^l'I
le détermine sur la surface sphérique deux points C et D 

également éloignés des extrémités A et B de l'arc de grand 
cercle donné (259). Je fais passer un grand 
cercle pa r les deux points C et 1). Le plan de 
ce grand cercle sera le lieu géométrique de 
tous les points de l'espace à égale distance des 
points A et B; le point I où il coupera l'arc 
AB, sera donc le milieu de cet arc. 

f.'est la même construction qu'il faudrait 
employer pour tracer un arc de grand cercle perpendiculaire 
sur le milieu d'un autre arc de grand cercle. 

Le grand cercle CD divise aussi en deux parties égales tous 
les arcs de petits cercles qui passent par les points A et B, 
parce que tons ces arcs ont pour corde commune la droite \ B 
que le plan du grand cercle CD partage perpendiculairement en 
deux parties égales. 

Faire passer un petit cercle par trois points donnés sur la 
surface de la sphère [fig. 3.58). 

Soient donnés les trois points A, B, C; je 
mène le grand cercle DE perpendiculaire sur 
le milieu de l'arc AB, et le grand cercle FG per
pendiculaire sur le milieu de l'arcBC. Ces deux 
arcs de grands cercles se couperont en un 
point P qu i , appartenant à l'intersection des 
deux grands cercles perpendiculaires aux cordes 
AB etBC, c'est-à-dire au plan ABC, sera l 'extré

mité du diamètre perpendiculaire à ce plan ou le pôle du petit 
cercle ABC. Il ne restera donc plus qu'à décrire un petit cercle, 
du point P comme pôle, avec la distance polaire PA. 

On voit que le problème revient à trouver le pôle du petit 
cercle ABC. 

261. Un plan est tangent h la sphère lorsqu'il n'a avec elle 
qu'un point commun appelé point de contact. 

Fig 25S. 
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Tout plan perpendiculaire à l'extrémité d'un rayon est tan
gent à la sphère; réciproquement, tout plan tangent à la sphère 

est perpendiculaire à l'extrémité du 
rayon mené au point de contact, 

[J'S- 259)-
Soit le plan MX perpendiculaire à 

j y \ " l 'extrémité du rayon OA. Je joins un 
0 j point B quelconque de ce plan au 

/ ' centre de la sphère : Oï>, oblique par 
^"~— rapport à la perpendiculaire OA, sur

passera OA, et le point B sera extérieur à la sphère. Le plan 
MX n'aura donc que le point A commun avec la sphère, et lui 
sera tangent en ce point. 

Réciproquement, supposons que le plan MX louche la sphère 
au point A. Tout autre point B du plan étant extérieur à la 
sphère, on aura OB)>-OA. Le rayon OA, plus courte distance 
du centre de la sphère au plan MX, sera perpendiculaire à ce 
plan au point A (102). 

Par un point de la surface de la sphère, on peut donc tou
jours lui mener un plan tangent, mais un seul ; car, par un 
point d'une droite, on peut toujours lui mener un plan perpen
diculaire, mais un seul (160). 

On dit que deux sphères sont tangentes, lorsqu'elles ont en 
un point commun un plan tangent commun. Le point commun 
est le point de contact des deux sphères. 

Lorsque deux sphères sont tangentes, leur point de contact 
est situé sur la ligne des centres. En 

'h ' effet, les rayons OA, O'A, menés au 
point de contact A [Jig. 2601 , sont 
perpendiculaires au plan tangent com
mun MX, en un même point : ces deux 
layons se confondent donc avec la 
ligne des centres 0 0 ' . 

*232. Deux sphères peuvent avoir, 
comme deux cercles (00), cinq posi

tions différentes, l 'une par rapport à l'autre : elles peuvent 
êlreextérieures. tangentes extérieurement, sécantes, tangentes 
intérieurement, intérieures. 

Si on coupe les deux sphères considérées, par un plan qui 
contienne leur ligne des centres, ces deux sphères pourront 
être regardées comme engendrées.par le mouvement des deux 
sections obtenues, autour de la ligne des centres, et les cir
conférences génératrices occuperont l 'une par rapport à l'autre 
la même position que les deux sphères correspondantes, dette 
remarque rend évidents les énoncés suivants : 



GÉOMÉTRIE. l t ) 3 

Lorsque deux sphères sont extérieures, la distance des cen très 
est plus grande que la somme des rayons. 

Lorsque deux sphères sont tangentes extérieurement, ta 
distance des centres est égale à la somme des rayons. 

Lorsque deux sphères sont sécantes, la distance des centres 
est plus petite que la somme des rayons et plus grande que 
leur différence. 

Lorsque deux sphères sont tangentes intérieurement, la dis
tance des centres est égale à la différence des rayons. 

Lorsque deux sphères sont intérieures, la distance des centres 
est plus petite que la différence des rayons. 

Lorsque deux sphères se coupent, le plan conduit par leurs 
centres À. et B 'fin. 261) détermine deux grands cercles dont 

la corde commune CD est coupée per
pendiculairement en son milieu 1 par la 
ligne AB. Si les deux grands cercles tour
nent autour de AB pour engendrer les 
deux sphères, le point commun C en
gendrera l 'intersection des deux surlaces 
sphériques. CI étant perpendiculaire à 

l'axe AB au point ï, engendrera un plan perpendiculaire à AB 
au point I (159), et le point C décrira dans ce plan une cir
conférence de cercle dont le point I sera le centre. Par suite 
ï intersection de deux surfaces sphériques est une circonfé
rence, dont le plan est perpendiculaire à la ligne des centres et 
dont le centre est sur cette li^ne. 

Les réciproques des cinq théorèmes précédemment énoncés 
sont évidentes. 

2G3. Par quatre points non situés dans un même plan, on 
peut toujours faire passer une sphère, mais on n'en peut faire 
passer qu'une. 

Soient les quatre points A, B, C, D (fig. 262), non situés 
dans un même plan. Soit E le centre de la circonférence déter

minée par les trois points A, D, C; 
soit F le centre de la circonférence 
déterminée par les trois points 
A, B, C. La perpendiculaire EG éle
vée par le point E au plan ADC 
aura tous ses points à égale distance 
des points A,D,C(1G2); la perpen
diculaire FH élevée par le point F 

au plan ABC aura tous ses points à égale distance des points 
A, B, C. Les deux perpendiculaires EG, FH, se couperont n é 
cessairement en un point O.En effet, abaissons de chacun des 
points E et F des perpendiculaires sur l'intersection AC des 

II. i3 

t ir;. 2f>i. 
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deux plans ADC, ABC. Ces perpendiculaires viendront passer 
toutes les deux par le point Iv milieu de AC (53). Elles déter
mineront donc un plan perpendiculaire à AC et, par suite, aux 
plans ADC et ABC. Les perpendiculaires EG et FH seront dès 
lors dans le plan ERF (183), el elles se couperont ; car si elles 
étaient parallèles, les deux perpendiculaires KE, KF, seraient 
en ligne droite, et les deux plans ADC, ABC, se confondant 
comme menés par les mêmes droites sécantes AC, EF, les 
quatre points donnés seraient dans un même plan. 

Le point 0 de rencontre des perpendiculaires EG et F i l , 
étant à la fois à égale distance des quatre points A, B, C, D, la 
sphère décrite du point 0 comme centre, avec OA pour rayon, 
passera par les quatre points donnés. 

Le point 0 de rencontre des deux droites EG, FH, étant 
unique, il n'y a aussi qu 'une sphère qui puisse passer par les 
quatre points considérés. 

Deux sphères qui ont quatre points communs coïncident 
dans toute leur é tendue , si ces quatre points ne sont pas 
dans un même plan ; car elles ont alors môme centre et même 
ravon. 

26 i . L'angle de deux arcs de grand cercle est l'angle dièdre 
formé par leurs plans ; les arcs de grand cercle sont les côtés 
de l 'angle, leur point d'intersection est son sommet. 

L'angle de deux arcs de grand cercle a pour mesure l'arc 
de grand cercle décrit de son sommet comme pôle et compris 
entre ses côtés [fig. ?.63). 

Soit l'angle formé par les deux arcs PAP', PBP'. Du point 
P, sommet de cet angle , je décris l'arc de grand cercle AB. 

Fig. 263. Chacun des arcs PA, PB, étant égal au quart 
de la circonférence d'un grand cercle, les 
angles au centre POA, POB, seront droits, 
et l'angle AOB sera l'angle rectiligne de 
l'angle dièdre APP' B. L'arc AB mesurant 
l'angle au centre AOB, mesure aussi l'angle 
dièdre APP'B. 

Si l'on prend sur la circonférence dont 
fait partie l'arc AB, un arc kp égal au quart d'une circonfé
rence de grand cercle et un arc Bjo,, égal à l'arc kp, l'arc ppt, 
sera nécessairement égal à l'arc AB. Mais le point p est le 
pôle de l'arc PA, le point jh est le pôle de l'arc PB. On peut 
donc dire encore que l'angle APB a pour mesure l'arc de 
grand cercle qui joint les pôles de ses côtés. 

Les angles adjacents ABP, PBC, sont évidemment supplé
mentaires; les angles opposés par le sommet APB, CPD, sont 
évidemment égaux. 
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11 y a une infinité de grands cercles faisant avec un grand 
cercle donné un angle donné. Si l'on suppose que le grand 
cercle donné soit PAP', et que l'angle donné soit mesuré par 
l'arc AJB, le lieu des pôles de tous les grands cercles répondant 
à la question sera la circonférence de petit cercle décrite du 
point p comme pôle avec la distance polaire pp,, égale à AB. 

II. — Du triangle sphérique. 

263. On appelle polygone sphérique la portion de la sur
face sphérique comprise entre plusieurs arcs de grand cercle. 

Ces arcs, limités à leurs points d'intersection, sont les côtés 
du polygone, les angles qu'ils forment et les sommets de ces 
angles sont les angles et les sommets du polygone. 

Le nombre des côtés se réduisant à trois, on a un triangle 
sphérique. 

Un polygone sphérique est convexe, lorsqu'il est situé d'un 
même côté par rapport à chacune des circonférences de grand 
cercle formées par ses côtés prolongés; il est concave dans le 
cas contraire. 

Un polygone sphérique convexe ne peut être rencontré en 
plus de deux points par un arc de grand cercle. 

Les côtés d'un polygone sphérique convexe sont nécessai
rement moindres qu'une demi-circonférence de grand cercle 

[fis- 264)-
Si le côté AB, par exemple, était plus grand qu 'une demi-

circonférence, la circonférence dont fait partie le côté AE 
Fig. 26.I. couperait le côté AB en un second point 1 
A situé entre A et B, de manière que AI re -

/ ' ! ~"X présentât une demi-circonférence ( 250'). 
1' / > Le polygone proposé ne serait donc plus 
\ 1 \ situé d'un môme côté par rapport aux cir-

conférencesforméesparses côtés prolongés. 
2G6. En, joignant les sommets d'un po

lygone sphérique ABCD au centre 0 de la 
sphère [fig- 265), on forme un angle polyèdre OABCD dont 
les angles plans AOB, BOC, etc., sont mesurés par les côtés 

Fig. 2G5. AB, BC, etc., du polygone, et dont les angles 

A B dièdres OA, OB, etc., sont précisément les an-
yf , î \ gles A, B, etc., du polygone. 

! t>t^y~yy^c\ A chaque propriété des angles trièdres ou 
\ C , / ,A°. , ) polyèdres, correspond donc une propriété ana-
V(~7'—'' ^ J logue des triangles ou polygones sphériques; 

B^- -£ et pour énoncer cette propriété, il suffit de 
remplacer le mot angle plan par le mot côté et 

le mot angle dièdre par le mot angle. 
Si l'on prolonge les arêtes de l'angle polyèdre OABCD ai, 
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delà du sommet 0 , on forme un angle polyèdre symétrique 
OA'B'C/D' (187), qui détermine sur la surface de la sphère un 
polygone A'B'C'D' . Les deux polygones ABU), A'B'C'D', 
dont toutes les parties sont égales, mais disposées dans un 
ordre inverse, sont appelés polygones sphériques symétriques. 

267. Dans tout triangle spliérique , chaque côté est plus 
petit que la somme des deux autres ; la somnie des trois côtés 

Fig. -<P6. est inférieure à une circonférence de grand 
cercle {fig. 266). 

Au triangle sphérique ABC correspond un 
angle trièdre OABC dont le sommet est au cen-

~ \ \( : tre de la sphère. Ses angles plans sont mesurés 
\ \ ; par les côtés du triangle, ses angles dièdres sont 

'̂ J ceux du triangle. 
L'angle plan AOB étant plus petit que la 

somme des angles plans BOC, AOC (188), l'arc AB sera plus 
petit que la somme des arcs BC et AC. De même, la somme 
des trois angles plans AOB, BOC, AOC, étant moindre que 
quatre angles droits (189), la somme des trois arcs AB, BC, AC, 
sera inoindre qu 'une circonférence de grand cercle. 

Le théorème qu 'on vient de démontrer est vrai pour un po
lygone sphérique convexe quelconque. 

£n s'appuyant sur ce théorème, on prouve que la ligne la 
plus courte entre deux points A et B de la surface sphérique 
est un arc de grand cercle [fig. 267 ). 

En effet, toute autre ligne ADCEB, menée 
entre ces deux points, surpasse l'arc de grand 
cercle AB qui les joint. Nous supposerons 
d'abord cet arc plus petit qu 'une demi-cir
conférence. 

•Te prends un point C sur la ligne ADCEB, 
et je le joins par des arcs de grand cercle aux 
points A et B. On a alors, dans le triangle 
sphérique ABC, 

AB < AC + BC. 
Prenons de même sur la ligne ADCEB un 

point D situé entre A et C, un point E situé entre B et C; 
joignons le point D aux points A et C par des arcs de grand 
cercle ; joignons le point E aux points B et C par des arcs de 
grand cercle. Les nouveaux triangles sphériques formés don
neront 

AC < \ D + DC et BC < CE -+- EB. 

11 en résultera 

AC -f- BC < AD -4- DC -4- CE -+- EB, 
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et, ci fortiori, 
AB<AD + DC + CE + EB. 

En coiiiinuant de la même manière, on formera une série de 
lignes polygonales de plus en plus grandes et qui auront pour 
limite la courbe ADCEB. Cette courbe surpasse donc l'arc de 
grand cercle AB. 

Si l'arc AB était égal à une demi-circonférence, c'est-à-dire 
si les points A et B étaient diamétralement opposés, il y 
aurait une intinité de plus courts chemins : ces plus courts 
chemins seraient toutes les demi-circonférences qu'on peut 
mener par les extrémités d'un même diamètre de la sphère 
1.256). 

268. Soit un angle trièdre OABC ayant son sommet au cen-
ire de la sphère [fig- 268). Elevons respectivement à cha

cune de ses faces AOB, AOC, BOC, par le 
sommet 0 , les perpendiculaires Oc, 0/), 
0« . Ces perpendiculaires formeront l'angle 
trièdre Qabc, supplémentaire de l'angle 
trièdre proposé (190). Les triangles spheri-
ques ABC, abc, déterminés parles deux an
gles trièdres OABC, Oabc, sont aussi appe

lés triangles sphériques supplémentaires. Puisque leurs côtés 
mesurent les laces des deux angles trièdres et que leurs angles 
sont les angles dièdres de ces mômes trièdres, ces triangles 
jouissent en effet de la propriété suivante : Les côtés de chacun 
d'eux sont les suppléments des angles de l'autre. Les éléments 
d'un triangle sphérique étant donnés, les éléments du triangle 
sphérique supplémentaire sont donc immédiatement connus. 

Les deux triangles ABC, abc, jouissent encore d'une autre 
propriété remarquable : les sommets de chacun d'eux sont les 
pôles des côtés de l'autre. En effet, la droite On étant perpen
diculaire au plan BOC, le point « est le pôle de l'arc BC. 11 en 
est de même des sommets /; et c relativement aux côtés AC et 
AB. Réciproquement, la distance polaire bk étant égale à la 
corde qui sous-tend le quart de la circonférence d'un grand 
cercle, puisque le point b est le pôle de l'arc AC, et la dis
tance polaire ck étant égale à la précédente, puisque le pointe-
est le pôle de l'arc AB, le point A est le pôle de l'arc bc. 11 en 
est de même des sommets B et C par rapport aux côtés ac et ab. 
On peut, d'après cette propriété, décrire l'un des triangles au 
moyen de l'autre ; et on leura donné, pour la rappeler, le nom 
de triangles polaires. 

2C9. La remarque générale du n° 266 et le mode de raison
nement indiqué aux nos 267 et 268, suffisent pour qu'il soit 
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permis d'énoncer sans démonstration les-aulres théorèmes r e 
latifs aux triangles sphériques, en renvoyant seulement aux 
propriétés analogues des angles trièdres. 

Deux triangles sphériques sont égaux, lorsqu'ils ont un 
angle égal compris entre deux côtés égaux chacun à chacun et 
semblablement disposés (191, i°). 

Deux triangles sphériques sont égaux, lorsqu'ils ont un côté 
égal adjacent à deux angles égaux chacun à chacun et sembla
blement disposés ( 191, a"). 

Deux triangles sphériques sont égaux, lorsqu'ils ont leurs 
trois côtés égaux chacun à chacun et semblablement disposés 
(191, 3"). 

Deux triangles sphériques sont égaux, lorsqu'ils ont leurs 
trois angles égaux chacun à chacun et semblablement dispo
sés (191, 4°). 

Il est bien entendu que les triangles sphériques comparés 
sont tracés sur des sphères de rayons égaux. 

On peut appeler triangles sphériques semblables deux trian
gles sphériques ayant leurs angles égaux et leurs côtés p ro
portionnels. Lorsqu'un angle trièdre OABC a son sommet au 
centre de deux sphères concentriques, il détermine sur ces 
sphères deux triangles semblables ABC, A ' B ' C {fig. 26g). En 

1,i„ ,tC effet, ces triangles sont équiangles; de plus, 
les arcs semblables AB, A' B', sont proportion-

.__," nels aux rayons OA, OA', et il en est de même 
y "' des arcs AC, A ' C , BC, B ' C On aura donc 

1 \ "~^ < r \_ ; B , AB _ AC _ BC 
> ^ V A7]*7 — F t ï 7 ~ B7?/" ' 

Dans tout triangle spherique isocèle, aux 
\, côtés égaux sont opposés des angles égaux 

(193). 
Lorsqu'un triangle spherique a deux angles égaux, à ces an

gles égaux sont opposés des côtés égaux, et le triangle est 
isocèle (193). Il résulte de là que si un triangle spherique est 
équilaléral, il est en même temps équiangle, et récipro
quement . 

Dans tout triangle spherique, à un plus grand angle est op
posé un plus grand côté, à un plus grand côté est opposé un 
plus grand, angle ( 194). 

Lorsque deux triangles sphériques ont deux côtés égaux 
chacun à chacun comprenant un angle inégal, au plus grand 
angle est opposé un plus grand côté (195). La réciproque de 
cette proposition est évidente. 

Dans tout triangle spherique, la somme des trois angles est 
comprise entre deux el six angles droits; chaque angle, aug-
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mente de deux droits, est plus grand que lu somme des deux 
(iiilres angles ( 190 ). 

Lorsqu'un triangle spherique contient un angle droit, il est 
rectangle: son hypoténuse est le cùté opposé à l'angle droit. Un 
triangle spherique qui contient deux ou trois angles droits, est 
appelé bi-reclangle ou tri-rectangle (187). Trois grands cercles 
perpendiculaires deux à deux divisent évidemment la surface 
spherique en huit triangles tri-rectangles égaux entre eux. Ainsi, 
le triangle tri-rectangle est le huitième de la surface spherique. 

III. — Mesure de la surface spherique. 

270. On appelle ligne brisée régulière une ligne brisée 
plane et convexe, dont les côtés forment des angles égaux et 
sont égaux. 

Lne ligne brisée régulière jouit de toutes les propriétés d'un 
polygone régulier : elle est inscriptible et circonscriptible au 
cercle, elle a un centre, un rayon, un apothème. Seulement, 
l'angle au centre d'une ligne brisée régulière n'est pas, en gé
néral, une partie aliquote de quatre angles droits. On appelle 
diamètre d'une, ligne brisée régulière toute droite passant par 
son centre. 

Pour inscrire une ligne brisée régulière dans un arc de 
cercle, il suffit de diviser cet arc en parties égales et de joindre 
les points de division par des cordes. 

271. La surface engendrée par une ligne brisée régulière en 
tournant autour d'un diamètre qui ne la traverse pas, a pour 

mesure le produit de la circonférence 
'"' ~' ' inscrite dans la ligne brisée par la 

projection de cette ligne sur l'axe 

[fi 12: 270 
Soient 0 le centre et 01 l 'apothème 

delà ligne brisée régulière ABCD tour
nant autour du diamètre xy. La sur-

\ i ; ; ! ! ! ! i face engendrée par cette ligne sera la 
'*. i; ! ! ! somme des surfaces engendrées par les 

X4L___A;/ côtés AB, BC, Cl). 
Le côté AB engendrera la surface 

convexe d'un cône ayant AE pour hauteur et BE pour rayon 
de sa base. L'expression de celte surface est égale à la hauteur 
\ E multipliée par la circonférence, ayant pour ra\on la per
pendiculaire élevée sur le milieu du côté jusqu'à la rencontre 
de l'axe (23V) : cette perpendiculaire est précisément l'apo
thème 01 de la ligne brisée régulière. On pourra donc écrire 

surf AB = AE .c i r c01 . 
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De même, le coté BC engendrera la surface convexe d'un 
tronc de cône ayant EF pour hauteur, BE et CF pour rayons 
de ses bases. L'expression de cette surface est égale à la hau
teur EF multipliée par !a circonférence qui a pour rayon la 
perpendiculaire élevée sur le milieu du côté BC jusqu'à la ren
contre de l'axe ("23'i-), perpendiculaire qui est encore l 'apo
thème OI. On pourra donc écrire 

surf I$C = EF. eircOI. 

Eniin le côté G!) parallèle a l'axe engendrera la surlace 
convexe d'un cylindre ayant F G pour hauteur, CF et DG pour 
rayons de ses bases. L'expression de cette surface est égale à 
Sa hauteur FG multipliée par la circonférence de base du cy
lindre, qui est évidemment égale à la circonférence inscrite 
dans la ligne brisée. On écrira donc encore 

surf C I ) = F G . circOl. 

Si l'on ajoute les égalités précédentes membre à membre, 
on aura, en mettant cire OI en facteur commun, 

surf \ B < ; T ) = ; A E - | - E F 4 - F G ) . c i rcOl , 

c'est-à-dire 
surf ABCD = AG. circOl. 

Cherchons, comme exercices, les surfaces engendrées par un 
demi-polygone régulier d'un nombre pair de côtés et par un 
demi-polygone régulier d'un nombre impair de côtés. 

Si l'on désigne par R le rayon du polygone et par r son 
apothème, on aura dans le premier cas 

S = •>R.277f=47rBc 

Dans le second cas [fig. 271), le diamètre xy de la ligne 
brisée régulière passe par le sommet A et coupe le côté CD en 

Fi,7_ î r i_ son milieu, c'est-à-dire que AO est le 
rayon du polygone et OI son apo-

]L^_^ thème (128). La surface engendrée par 
/ ^~~"^> les deux côtés AB et BC aura pour 

/ j expression (Il -f- /•). i.r.r. Le demi-côté 
J"\'"~ "~o i~ T Cl engendrera un cercle de rayon CI. 

On aura donc pour la surface cherchée 

S = ( IH- r ) .27 r / -H- i rCP . 

Mais le triangle rectangle OCI donne CL = R2 — ;•-. En sub
stituant dans l'égalité précédente et en simplifiant, il viendra 

S _-- ?. -R r -!- T. r -+- - lî!. 
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c'est-à-dire 

S = 7r(K + r)K 

Les deux expressions qu'on vient de calculer conduiraient 
immédiatement à l'expression de la surface sphérique, si l'on 
supposait les polygones considérés remplacés par les cir
conférences limites : on devrait , dans cette hypothèse, faire 

272. On entend par zone la portion de la surface sphérique 
comprise entre deux plans parallèles. Les cercles déterminés 
par ces deux plans sont les bases de la zone, et la distance de 
ces deux plans est la hauteur de la zone. Si l'un des plans de
vient tangent à la sphère ou si l'un des cercles considérés est 
nul, la zone n'a qu 'une base : on lui donne alors souvent le 
nom de calotte sphérique. 

( ne .zone a pour mesure le produit de sa hauteur par la 
circonférence d'un grand cercle (fig. 272). 

Fif„_ 2„a_ Soit le demi-cercle KABL. P e n 
dant que. sa circonférence tournant 

y^-—-^ autour du diamètre xy engendrera 
kf 1\j \ la surface sphérique, un arc AB de 
,j \ \ cette circonférence engendrera une 

J se uJo ï~y zone qui aura CD pour hauteur, AC 
et BI) pour rayons de ses bases. 

Inscrivons dans l'arc AB une ligne brisée régulière telle que 
AFB. La surface engendrée par cette ligne brisée en tournant 
autour de xy sera évidemment moindre que la surface de la 
zone considérée qui l 'enveloppe de toutes parts. A mesure 
qu'on doublera le nombre de côtés de la ligne brisée inscrite, 
la surface qu'elle engendre deviendra plus grande [parce que 
l'apothème Oï augmentera (271)] tout en restant inférieure à 
celle de la zone. Par suite, la différence de ces deux surfaces 
diminuera de plus en plus, et la zone sera la limite des sur
faces engendrées par les lignes brisées régulières, puisque 
l'arc AB est la limite de ces lignes brisées. Or, quel que soit le 
nombre de ses côtés, la ligne brisée régulière engendre une 
surface ayant pour expression CD.cire 01 (271) . CD ne varie 
pas, et à la limite, 01 devenant OK (125), cire 01 devient 
cire OK. On aura donc 

zone A B = C D . 2 T : 0 K . 

Désignons par H la hauteur de la zone et par R le rayon? 
de la sphère : l'expression générale de l'aire d'une zone 
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sera 

zone = 2 7TK.11. 

Dans une même sphère, les zones de même hauteur sont 
équivalentes, deux zones quelconques sont proportionnelles à 
leurs hauteurs. 

Lorsqu'une zone n'a qu'une base, sa surface est celle du 
cercle qui a pour rayon la corde de l'arc générateur de la 
zone [fg. a73). 

En effet, on a 

A B 2 = Ai).A<: = 2 i m . 

Par suite, on peut poser 

zone AB = 2 7tRH = T : . A Ï P . 

273. La surface sphérique a pour expression le produit de 
son diamètre par la circonférence d'un grand cercle, c'est-ù-

j?j 0_3 dire qu'elle est égale à quatre grands 
cercles [fig- 273). 

Soit la sphère engendrée par le 
demi-cercle ABD. La demi-circonfé
rence ABD étant la somme des arcs 

~ A c Ô i< ¥ VB et BD, la surface sphérique sera 
la somme des zones engendrées par 

ces arcs. On aura (272; 

zone /VB = AC.27I-0A, 

zoneBD = CD.2îrOA. 

En additionnant ces égalités membre à membre, il vient 

surf. sph. 0 \ = ( A C + Q ) ) . 2 T : 0 A , 

c'est-à-dire 

surf. sph.OA = AD.2 7rOA. 

Désignons par H le rayon de la sphère. L'expression géné
rale de l'aire de la surface sphérique deviendra, en la représen
tant par S, 

S = 2R.27rR = 47rR=. 

Si l'on appelle D le diamètre de la surface sphérique, on 
aura aussi 

S — T ) . 7 T D = T T D - . 

Ou \ oit que les surfaces de deux sphères quelconques sont 

2
7tK.11
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proportionnelles aux cariés de leurs rayons ou de leurs dia
mètres. 

274. La partie de la surface sphérique comprise entre deux 
demi-circonférences de grand cercle terminées au même dia
mètre, s'appelle fuseau. L'angle des deux demi-circonférences 
est l'angle du fuseau. Deux fuseaux situés sur des sphères 
égales sont évidemment égaux lorsque leurs angles sont 
égaux. 

Le rapport d'un fuseau A la surface sphérique est égcd au 
rapport de son angle à quatre angles droits [fi g. 274)-

Soit le fuseau APP'B compris entre les deux demi-circon
férences PAP', PBP'. Du point P comme 
pôle, je décris la circonférence de grand 
cercle ABC : l'arc AB mesure l'angle du fu
seau. Je suppose qu'il y ait une commune 

c mesure entre cet arc et la circonférence 
entière dont il fait partie, qu'on ait par 

AB 2 . 
exemple——r-rrrr = —^ Je divise alors la 

circABL i5 
circonférence ABC en i5 parties égales, et AB contiendra a de 
ces parties. Par le diamètre PP ' e t chacun despoints de division 
obtenus, je fais passer des plans qui décomposeront la surface 
sphérique en i5 fuseaux tous égaux entre eux comme ayant 
même angle, et le fuseau APP'B contiendra 2 de ces fuseaux. 
Son rapport à la surface sphérique entière sera donc aussi 

égal à -£;• Ainsi, le rapport du fuseau considéré à la surface 

sphérique est égal au rapport de l'arc qui mesure son angle à 
la circonférence dont il fait partie, c'est-à-dire au rapport de 
cet angle à quatre angles droits. 

Si l'arc AB et la circonférence ABC n'avaient pas de commune 
mesure, on emploierait le mode de démonstration déjà souvent 
indiqué (63). 

Soit R le rayon de la sphère et P le rapport de l'angle du fu
seau à l'angle droit : le rapport de cet angle à quatre angles 

P 
droits sera -.-• On aura donc, d'après ce qu'on vient de voir, en 

désignant le fuseau APP'B par fusP 

- — - = - , d'où fusP = wR2 .P. 
4 w lt* 4 

L'aire d'un fuseau est donc égale au produit d'un grand 
cercle par le rapport de l'angle du fuseau à un angle droit. 
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275. Pour passer de l'aire du fuseau à l'aire du triangle sphé
rique, nous nous appuierons sur la proposition suivante : 

Fig. 270 Veux triangles sphériques symétriques (266) 
sont équivalents (fig. 275). 

Soient les deux triangles sphériques symé
triques ABC, A ' B ' C . Soit P le pôle du cercle 
circonscrit au triangle ABC. Prolongeons PO 
jusqu'à la surface sphérique, et soit P' la se 
conde extrémité du diamètre obtenu. Joignons 
le point P aux trois sommets du triangle ABC, 
le point P' aux trois sommets du triangle 
A ' B ' C , par des arcs de grand cercle. Les arcs 
PA, PB, PC, étant égaux (258), les trois angles 
trièdrcs OAPB, 0APC, OBPC^ seront isocèles. 

Il en sera donc de même des angles trièdres symétriques 
O A ' P ' B ' . O A ' P ' C , O B ' P ' C , qui pourront dès lors coïncider 
deux à deux avec les précédents (193). Par suite, les triangles 
\ P B , A 'P 'B ' , APC, A 'P 'C ' , BPC,* B ' P ' C , étant égaux deux à 
deux, le triangle ABC, qui est la réunion des trois triangles 
4PB, APC, BPC, sera équivalent au triangle A'B'C/ qui est 
la réunion des trois triangles A 'P 'B ' , A ' P ' C , B ' P ' C . 

Remarquons que les triangles A 'P 'B ' , A ' P ' C , B ' P ' C , sont 
alors isocèles, et que le point P' est aussi le pôle du petit 
cercle circonscrit au triangle A ' B ' C . 

De môme que deux angles trièdres symétriques peuvent 
coïncider lorsqu'ils sont isocèles, deux triangles sphériques 
symétriques isocèles sont superposables. 

Nous avons supposé que le pôle P tombait à l 'intérieur du 
triangle ABC; s'il était situé à l 'extérieur ou sur le plus grand 
côté du triangle, la démonstration serait encore la môme : seu
lement, lorsque le pôle est à l 'extérieur, le triangle représente 
une différence au lieu de représenter une somme. 

276. Le rapport de l'aire d'un triangle sphérique à la sur
face sphérique est égal au rapport de son excès sphérique à huit 

Fig. 276. angles droits [fig. 276). 
On appelle excès sphérique d'un triangle 

sphérique le rapport de la somme des an
gles du triangle, diminuée de deux angles 
droits, à un angle droit. 

Soit le triangle sphérique ABC. Ce triangle 
se trouve sur l 'hémisphère limité par la cir

conférence à laquelle appartient le côté AB. J'achève également 
les circonférences auxquelles appartiennent les deux autres 
côtés AC et BC. Le triangle ABC, augmenté du triangle BCA'. 
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l'orme évidemment le fuseau limité par les deux demi-circon
férences ACA', ABA' c'est-à-dire le fuseau dont l'angle est l'an
gle A du triangle, proposé. De même, le triangle ABC, augmenté 
du triangle ACB', forme le fuseau dont l'angle est l'angle B du 
triangle donné. Cherchons enfin à quoi revient la somme des 
deux triangles ABC, CA'B'. On peut remplacer le triangle 
CA'B' par le triangle symétrique équivalent (275) C'AB. On 
voit alors que le triangle ABC, augmenté du triangle CA'B' 
ou C'AB, équivaut au fuseau limité par les deux demi-circon
férences CAC, CBC, c'est-à-dire au fuseau dont l'angle est égal 
à l'angle C du triangle ABC. On peut donc poser les égalités sui
vantes : 

ABC + BCA' = fuseau A, 
ABC + ACB' = fuseau B, 
ABC -+- CA' B' = fuseau C. 

Si l'on ajoute ces trois égalités membre à membre, on trouve 

2 ABC + - surf. sph. = fus A + fus B + fus C, 
2 ' 

d'où 

ABC = *- (fus A -+- fus B + fus C) — - surf. sph. 

Divisons les deux membres de cette dernière égalité par la 
surface de la sphère ; il viendra 

ABC _ j_ /fus A -+- fus B + fus C\ _ i_ 
surf. sph. 2 ' surf. sph. / 4 

Mais le rapport d'un fuseau à la surface de la sphère est égal 
au rapport de son angle à quatre angles droits (274). On aura 
donc 

ABC _ _ i /A + B + C\ _ \_ 
surf."sph. ~ a V 4 J 4 ' 

d'où 
ABC __ A -+- B + C — i 

surf. sph. 8 

Si l'on représente le triangle tri-rectangle par T, on pourra 
remplacer surf. sph. p a r 8 ï (209), et on pourra écrire 

ABC _ A + B 4- C — 2 
t — i 

De sorte qu'en prenant l'angle droit pour unité d'angle et le 
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triangle tri-rectangle pour unité d'aire, un triangle spherique 
a pour mesure son excès spherique. T étant le huitième de la 

T. R2 

surface spherique, on a T = (273) et, par suite, 

A B C = (A + B + C — 2 ) — • 
' 2 

Soit maintenant un polygone spherique convexe quelconque 
ABCDE [fig. 257). On décomposera ce polygone en triangles, 

en joignant le sommet A aux autres som
mets non adjacents par des arcs de grand 
cercle, et l'on obtiendra autant de trian
gles que le polygone a de côtés moins 
deux. En ajoutant les aires de ces trian
gles, on aura l'aire du polygone, et en 
remarquant que la somme des angles de 
tous ces triangles forme la somme des 

angles du polygone, on verra que le rapport de l'aire de ce 
polygone à la surface spherique est égal au rapport de la 
somme de ses angles, diminuée d'autant de fois deux droits 
que le polygone contient de côtés moins deux, à huit angles 
droits. 

Désignons par S la somme des angles du polygone, par « le 
nombre de ses côtés, on aura 

ABCDE S — 2 ( « — 2 ) 
surf. sph. 8 

Si l'on remplace surf. sph. par 8T , il vient 

ABCDE _ S — 2 (« — 2 ) 

Le rapport écrit dans le second membre s'appelle l'excès 
spherique du polygone. Lorsqu'on prend l'angle droit pour 
unité d'angle et le triangle tri-rectangle pour unité d'aire, un 
polygone spherique a donc pour mesure son excès spherique. 
On peut écrire 

ABCDE = (S H-4 — 2.11). — • 
2 

IV. — Mesure du volume de la sphère. 

277. Le volume engendré par la révolution d'un triangle 
autour d'une droite située dans son plan et passant par l'un de 
ses sommets sans traverser sa surface, est égal au produit de la 
surface engendrée par le côté du triangle opposé au sommet 
situé sur l'axe, multipliée par le tiers de la hauteur correspon
dante. 
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Fifr. 27?. 

Nous supposerons d'abord que l'un des côtés AB du triangle 
se confond avec l'axe ijig. 278). Du sommet opposé C, j'abaisse 

sur l'axe xy la perpendiculaire CD. 
Suivant que la perpendiculaire CD 
tombera à l'intérieur ou à l'extérieur 
du triangle ABC, le volume engendré 
par ce triangle sera la somme ou la 
différence des cônes droits engen
drés parles triangles rectangles ACD, 
BCD. On a (229) 

cône ACD = ^77 Cl)2 AD, 

aura dans les deux ca? 

cône BCD = -wCD :.BD. 

En désignant par vol ABC le vo
lume engendré par la rotation du 
triangle ABC autour de l'axe xy, on 

volABC = ^ C D ! . A B . 

Le produit CD.AB exprime le double de la surface du triangle 
ABC. Si l'on abaisse AP perpendiculaire sur BC, le produit 
AP.BC exprimera aussi le double de celte surface. On pourra 
donc, dans l'expression précédente, remplacer CD.AB par 
AP.BC. Il viendra alors 

vol ABC = 3 77CD. AP.BC. 

Mais la surface convexe du cône engendré par le triangle rec
tangle BCD, c'est-à-dire la surface engendrée par le côté BC, a 
précisément pour expression 77.CD.BC (228). On pourra donc 
écrire 

4P 
vol ABC = surf B C - ^ - -

Supposons maintenant qu'aucun des côtés du triangle ne 
coïncide avec l'axe (Jîg. 279). Je prolonge le côté BC jusqu'à sa 

rencontre avec l'axe au point E. 
Le triangle ABC étant la différence 
des triangles ACE, ABE, le volume 
qu'il engendrera sera la différence 
des volumes engendrés par ces 
triangles. 

77.CD.BC
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Mais 

vol ACE = su r fEC-^ - , 

vol ABE = surf E B ~ , 

surfEC — surfEB représente évidemment la surface con
vexe du tronc de cône engendré par le trapèze CDFB, c'est-
à-dire la surface engendrée par le côté BC. On aura donc 
encore 

vol ABC = surf I5C-4£-
a 

La démonstration précédente admet que le coté BC prolongé 
vient couper l'axe. Il faut donc, en dernier lieu, examiner le 

Fia'. 280. cas où ce côté est parallèle à l'axe 
r. P B (Ar- 2 S o • 

Desextrémitésdu côté BC, j'abaissesur 
l'axe xy les perpendiculaires CD et BF. 

—- Le volume engendré par le triangle ABC 
sera la somme ou la différence des vo

lumes engendrés par les triangics APC, APB, suivant que la 
perpendiculaire AP abaissée du sommet A sur le côté BC tom
bera en dedans ou en dehors du triangle proposé. La même 
démonstration s'appliquera aux deux cas. Le triangle rectangle 
ADC et le rectangle ADCP ayant même base et même hauteur, 
le cône engendré par la rotation du triangle sera le tiers du 
cylindre engendré par le rectangle [229:. 11 en résulte évi
demment que le volume engendré par le triangle APC sera les 
deux tiers du cylindre engendré par le rectangle ADCP. On 
prouverait de même que le volume engendré par le triangle APB 
sera les deux tiers du cylindre engendré par le rectangle AFBP. 
Le volume engendré par le triangle ABC sera donc finalement 
les deux tiers du cylindre engendré par le rectangle DCBF, 
somme ou différence des rectangles ADCP, AFBP. On aura 
donc 

VO1ABC = |TTAP=.BC. 

Mais la surface latérale du cylindre engendré par le rectangle 
DCBF, c'est-à-dire la surface engendrée par le côté BC, a pré
cisément pour expression 27r.AP.BC. On pourra donc écrire 
comme précédemment 

vol ABC = surf B C - ^ - -

La formule trouvée n'est donc soumise à aucune res
triction. 

27r.AP.BC
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Considérons comme cas particulier celui ou le triangle pro
posé étant isocèle, son sommet est sur l'axe (//». ?.Hr. Dans 

ce cas, la surface engendrée par la base 
,-!" ' BC est celle du tronc de cène engendré 

par le trapèze DCBF, les points I) et F 
étant les projections des points C et B 

\ , / ! sur l'axe xy. Cette surface sera donc 
^f ^—j égale à la hauteur 1)F du tronc de cône 

multipliée par la circonférence qui a 
pour rayon la perpendiculaire élevée sur le milieu du côté BC 
jusqu'à la rencontre de l'axe (234 ), el cette perpendiculaire est 
précisément la hauteur AP du triangle isocèle. On aurad onc 

surfBC=DF.? .7rAP 
et 

volABC = -77APM)F. 

Le volume engendré par un triangle isocèle tout liant autour 
d'un axe situé dans son plan et passant par son sommet sans 
traverser sa surface, a donc pour expression les deux tiers du 
cercle qui a pour rayon la hauteur du triangle isocèle, mul
tipliés par la projection de la hase de ce triangle sur l'axe. 

278. La surlace comprise entre une ligue brisée régulière 
et les rayons qui correspondent à ses extrémités, s'appelle 
secteur polygonal régulier. 

Le volume engendré par un secteur polygonal régulier tour
nant autour d'un de ses diamètres, extérieur à sa surface, est 

y. égal au produit de la surface que dé
crit la ligne brisée qui sert de base 

%—!—? au secteur, par le tiers de son apo-
B / . \ • /; thème [fig- 282). 

î  W\;/ : Soit le secteur polygonal régulier 
.•' " ' - ^ A / ; OABCDO. Je le décomposerai en 

x * " '• * triangles en joignant son centre 0 
aux différents sommets A, B, C, T), de la ligne brisée régu
lière ABCD. On aura alors (277), 01 étant l 'apothème de la 
ligne brisée : 

vol AOB = surfAB 

vol BOC = surf BC 

volCOD = surfCD 

01 
3 

01 
T' 
01 

Si l'on ajoute ces égalités membre à membre, on trouvera 

01 
vol OABCDO =r,'surf AB-f- suiïBC + surl'CI)': 

i l . '•ï 
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c'est-à-dire 

vol (>\Hi;i)0 = s u ] ï A i i C l ) . ^ - . 

Si AE est la projection de la ligne brisée régulière sur l'axe 
on a : :271 } 

surf AB<:i) = \E.a7rOI. 

vol OABCDO = ^ - O I = . AE. 

Nous aurions pu arriver- immédiatement à celle formule, en 
remarquant que les triangles AOB, BOC, COD, sonl iso
cèles (277). 

Si l'on considère le volume engendré par un demi-polygone 
régulier tournant autour (iu diamètre qui le divise en deux 
parties égales, et si l'on appelle II el r son rayon et son apo
thème, il faudra remplacer AE par 2 K ou par R + /-, suivant 
que le nombre des côtés du polygone sera pair ou impair. En 
désignant le volume cherché par Y et en remplaçant 01 par r, 
on aura donc, dans le premier cas, 

Y = | , B , : 

et, clans le second. 

Y = ^ r = ( R 

Les deux, expressions qu'on vient de calculer conduiraient 
immédiatemenl à l 'expression du volume de la sphère, si l'on 
supposait les polygones remplacés par leurs circonférences 
limites : il faudrait alors faire / • = l\. 

279. Le demi-cercle 5.5 \ B \ engendrant la sphère en tour
nant autour de son diamètre M A {fig- 283), le secteur circu-

„„ laire AOB engendrera une partie du 
volume de la sphère, appelée secteur 
sphérique. Les cercles engendrés par 
les perpendiculaires AC et BT), abais-

x
x / \ sées des points A et B sur l'axe xy, 

-z "vI C' x ° x - !>:N M seront les bases de la zone engendrée 
y' 'y par l'arc AB : cette zone sera la base 

v---. _-.---' du secteur sphérique. 
Le volume d'un secteur sphérique 

est égal au produit de la zone qui lui sert de base par le tiers 
du rayon de lu sphère. 

J'inscris dans l'arc AB une ligne brisée régulière, telle que 
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AFGB. Le volume engendré par le secteur polygonal régulier 
OAFGBO en tournant autour de l'ave . r j . est moindre que le 
volume rlu secteur sphérique engendré par le secteur AOB, 
volume qui l 'emoloppe de toutes parts. A mesure qu'on double 
le nombre de côtés de la ligne brisée régulière inscrite, le vo
lume engendré par le secteur polygonal correspondant aug
mente, parce que l 'apothème 01 augmente (278). Par suite, la 
différence des deux volumes diminue de plus en pius, et elle 
tend vers zéro puisque l'arc AB est la limite du contor.r de la 
ligne brisée régulière. Le secteur sphérique est donc la limite 
des volumes engendrés par les secteurs polygonaux réguliers 
obtenus, lorsqu'on double indéfiniment le nombre des côtés 
de la ligne brisée inscrite. Mais le volume engendré par le 
secteur polygonal régulier aura constamment pour mesure le 
produit de la surface décrite par la ligne brisée régulière, par 
le tiers de son apothème (278). L'arc AB étant la limite de la 
ligne brisée régulière (123), la zone engendrée par cet arc sera 
la limite de la surface engendrée par la ligne brisée, et le 
rayon OA sera la limite de l 'apothème 0 1 . On aura donc (132) 

0 \ 
sect. sph. AOB = zone AB . — • 

Si l'on désigne par R le rayon de la sphère et par II la hauteur 
de la zone qui sert de base au secteur sphérique, c'est-à-dire 
la projection Cl), on aura (272) 

zone AB = ?.n-R'H, 
et, par suile, 

sect. sph. AOB = ~^'ci'Jlï. 

On peut donc dire qu'«« secteur sphérique a pour mesure les 
deux tiers d'un grand cercle de la sphère, multipliés par la 
hauteur de la zone qui sert de hase au secteur sphérique con
sidéré. 

280. Le. volume d'une sphère est égal au produit de sa sur
face par le tiers du rayon [fig. 284). 

Soit la sphère engendrée par le 
demi-cercle ABC tournant autour de 

/ - 'C ~~"~\ son diamètre AC. Le demi-cercle 
\ \ étant la somme des secteurs AOB, 

—X—ÏT~^ £-j BOC, la sphère sera la somme des 
secteurs sphériques engendrés par ces 

secteurs circulaires. On a (279) 

sect. sph. AOB= zone AB . 

sect. sph. BOC = zone BC , 

OA 
•3 ' 

OA 
3 
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11 (Mi résulte 

sphère OA — (zone \ B -h zone BC j . -^-, 

d'où 

sphère OA = surf. sph. OA . — -̂ • 

Si l'on désigne par R le rayon de la sphère, parT) son diamètre, 
par V son volume, il viendra (273) : 

, . D i , 

b b 

On voit, immédiatement que les volumes de deux sphères quel
conques sont proportionnels aux cubes de leurs rayons ou de 
leurs diamètres. 

281. Un onglet sphérique est la partie du volume de la 
sphère comprise entre d e u \ demi grands cereles terminés au 
même diamètre. L'angle de ces deux demi grands cereles est 
l'angle de l'onglet, et le fuseau qui le termine lui sert de base. 
Il est évident que , sur deux sphères égales, des onglets qui 
ont des angles égaux sont égaux. 

On prouverait, en suivant la même marche qu'au n° 274,que 
le rapport d'un onglet à la sphère est égal au rapport de sou 
angle à quatre angles droits. 

Il en résulte que le volume d'un onglet est égal au produit 
du fuseau qui lui sert de base par le tiers du rayon de la sphère. 
En appelant A le rapport de l'angle de l'onglet ou du fuseau à 
un angle droit, on aura 

77 R" 
fuseau A = •KYV .A et, par suite, onglet A = - ^ - .A. 

282. Le volume déterminé en joignant le centre de la sphère 
aux sommets d'un polygone sphérique convexe est une pyra
mide polygonale sphérique. Si le polygone est un triangle, on 
a une pyramide triangulaire sphérique. Trois grands cercles 
perpendiculaires deux à deux décomposent la sphère en huit 
pyramides sphériques tri-rectangles qui sont égales entre elles 
(269). Ainsi la pyramide tri-rectangle est le huitième du vo
lume de la sphère. 

En suivant la marche développée au n°27o, on prouvera que 
deux pyramides triangulaires sphériques symétriques sont équi
valentes. 11 suffira de remplacer chaque triangle sphérique pai 
la pyramide sphérique correspondante. 
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En se reportant au n° 27G et en remplaçant à la fois les trian
gles sphériques et les fuseaux par les pyramides sphériques 
et les onglets correspondants, on démontrera facilement que 
le volume d'une pyramide sphérique triangulaire est égal au 
produit du triangle qui lui sert de base par le tiers du rayon de 
la sphère. 

Si ABC désigne la base de la pyramide considérée , on 
aura (276) 

ABC = (À + B -t- C — 2 ) — • 
2 

Par suite, le volume V de la pyramide considérée sera 

r. W 

V = ( A + B + C — 2) - ± . . 

Le volume de la pyramide tri-rectangle est égal à 

c'est-à- dire a 
T.W 

Un voit donc q u e , lorsqu'on prend la pyramide tri-rectangle 
pour unité de volume et l'angle droit pour unité d'angle, le 
volume de la pyramide triangulaire proposée est exprimé par 
le nombre A -+- B -+- C — 2. 

Il résulte immédiatement de ce qui précède que le volume 
d'une pyramide polygonale spkérique est égal au produit 
du polygone sphérique qui lui sert de base par le tiers du rayon 
de la sphère. 

Si ABCDE désigne la base de la pyramide considérée, ou 
aura (270) 

ABCDE = (S -+- 4 — 27i) ^ • 

Par suite, le volume V de la pyramide considérée sera 

v = (s+4-2«)^r 
Si l'on prend la pyramide trirectangle pour unité de volume, le 
volume de la pyramide polygonale proposée est donc exprimé 
par le nombre S -+- 4 — 2 «• 

Dans des sphères égales, deu.v p\ nautiles sp/iétiqnes quel
conques sont proportionnelles à leurs bases-
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283. Le volume engendré par un segment circulaire tour
nant autour d'un diamètre qui lui est extérieur, est égal à la 

sixième partie du cylindre qui a pour 
rayon, de sa base la corde du segment et 
pour hauteur la projection de cette 
corde sur Taxe {Jig. a85 ). 

Û Le segment A»?B est la différence du 
secteur circulaire AOB et du triangle 

isocèle AOB. La partie du volume de la sphère qu'il engen
drera en tournant autour du diamètre xy, sera donc égale à 
la différence des volumes du secteur sphérique AOB et du 
triangle tournant AOB. On aura (279,277'! 

sect. sph. AOB = | xOA ! .J)F, 

\ol A ( ) B = ^ T T O I ! . J ) F , 
o 

01 étant, la hauteur du triangle isocèle AOB. 11 viendra alors 

2 
vol. serment Aw?B = ^ T. (OA2 

Le triangle rectangle \ 0 I donnant 

0A ; — 01 ^ A P = 

• O P \ D F . 

ÀBj* 

T 
nous pourrons écrii 

vol. segment A;?>B = T. ?r.\B-
D 

I)F 

c e q u i \ é r i l i e l 'énoncé. 

284. La portion du volume de la sphère comprise entre deux 
plans parallèles s'appelle segment sphérique : le segment a 
pour bases les cercles déterminés par les plans parallèles et 
pour hauteur la distance de ces plans. Si l'un des plans paral
lèles'devient tangent à la sphère, le cercle correspondant se 
réduit à un point, et le segment sphérique n'a plus qu 'une base. 

Le volume d'un segment sphérique 
est égal à une sphère ayant pour dia
mètre la hauteur du segment, plus 
la demi-somme de deux cylindres 
enant pour hauteur commune la hau
teur du segment et pour bases respec
tives les bases du segment. [Jig. ?.86). 

La figure mixtiligne D A H Ï B F , en tournant autour du dia
m è t r e x y , engendre le segment sphér ique . Ce segment est 

i-'iii. 2S6. 

V. 

v / / ' l X 
/ h \ 
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donc la somme du \o lume engendré par le segment circulaiie 
\ w B et du tronc de cône engendré par le trapèze DABF. On 
a (-283,235) 

vol. segm. AmB = ^ T, Ali2. DF, 

vol DABF = ^ wDF (BF2 -+- AD3 + BF.AD . 

11 en résulte 

vol. s î çm. snh. = -.r.M i AB2 -f- 2BF2 + aAD2 + a B F . A l ) . 
° h 

Je mène AE parallèle à l'axe ou perpendiculaire à BF. Le 
triangle rectangle ABE donne alors 

AB2 = AE2 + BE' = DF2 + (BF — AD)2, 

c'est-à-dire 

A B ' = DF2 + BF2 + AD2 — a BF. AD. 

On peut ainsi éliminer AB, qui ne doit pas entrer dans 
l'expression du segment. En substituant et en simplifiant, il 
vient 

vol. segm. sph. = g ^DF (DF2 + 3BF2 -h 3 AD2) ; 

ce qu'on peut écrire 

vol. segm. sph. = ^ TTDF3 -t- - i -BF 2 . DF -f- TT AD'.DF;, 
O 2 ' 

de manière à justifier l 'énoncé. 
Si le segment sphérique n'a qu 'une base , c'est-à-dire si AD 

devient nul, on trouve 

vol. segm. sph. = i w D F 5 -+- - T T B F 2 . D F . 
D 2 

On peut, dansée cas, exprimer le volume du segment en fonc
tion du rayon de la sphère et de sa hauteur DF. Désignons 

par h cette hauteur et par R le rayon 
de la sphère. On aura [jig. 287 ) 

vol. segm. s p h . = -., nh3 -\— TTBF2. /;. 0 6 2 

.T ir -F é y Mais BF2 = / i , (a, R— h). On pourra 
donc écrire 

vol. senni. snh. = -^ rr h' -+- - \{/r -If, 
1 6 2 

ce qui revient à 
1 . 

vol. sejrm. snh. = i : l t / i : — - ^ - h ' , 
1 3 

file:///olume
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OU 

vol. segm. sph. =--KH" (31» —-/* ] • 

On trouverait directement cette formule utile à retenir, en 
considérant le segment spherique à une base comme la diffé
rence du secteur spherique engendré par le secteur circulaire 
OBD et du cône engendré par le triangle rectangle BOF. 

285. La surface d'une sphère et les surfaces totales du 
cylindre droit et du cône équilatéral circonscrits à cette 

sphère sont proportionnelles aux 
nombres 4 , 6 et 9 ; les volumes 
de ces trois corps sont propor
tionnels aux mêmes nombres 

Soient le cercle OA, le carré et 
le triangle équilatéral circonscrits 
BCDE et SFG. Pendant que le cer
cle tournant autour de l'axe S \ 

G engendrera la sphère, le carré en
gendrera le cylindre circonscrit 
et le triangle équilatéral engen

drera le cône équilatéral circonscrit à la sphère. 
Si l'on désigne par R le rayon OA, on aura 

surf. sph. = 4^R !-

La base du cylindre circonscrit étant égale à un grand cercle 
de la sphère et sa hauteur étant Te diamètre de la sphère, sa 
surface totale sera 

277R.2R-+- 271 ÏV. 
On aura donc 

surf. tôt. cyl. =677II2 . 

Le côté du cône circonscrit, qui est celui du triangle équi
latéral circonscrit au cercle OA, est égal à 2 l l v ' 3 ; le rayon de 
sa base, moitié du côté du triangle équilatéral circonscrit, est 
égal à U v̂ 3 (128). On aura donc pour la surface totale du cône 
équilatéral circonscrit 

-Rdï.y.RJlî+lTzW. 

On pourra donc écrire 

surf, loi. cône = 9~K2-

Le Lhéotéiiie esl •hm; u lilié quant aux surfaces. 

Le \olunir de la splu-ie < si c»nl ;'i ~ -- IV, < elui du cWind" 
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a ir.IV. La hauteur du cône, qui est celle du triangle équilaté-
ral circonscrit au cercle OA, est égale à 3 R ( 128); par suite, 
son volume aura pour expression 3rrR\ Les volumes des trois 

4 
corps seront donc proportionnels aux nombres rri 2 et 3, c'est-
à-dire aux nombres 4, 6 et 9. 

Si l'on remarque que 6 est la moyenne proportionnelle entre 
4 et 9, on pourra énoncer les propositions suivantes : La surface 
totale du cylindre droit circonscrit à la sphère est la moyenne 
proportionnelle de la surface sphérique et de la surface totale 
du cône équilatéral circonscrit ; le volume du cylindre droit 
circonscrit à la sphère est la moyenne proportionnelle des vo
lumes de la sphère et du cône équilatéral circonscrit. 

286. Le théorème qu'on vient d'établir n'est qu 'un cas par
ticulier d'un théorème plus général. 

Les volumes de deux polyèdres circonscrits à la même sphère 
ou à des sphères égales sont proportionnels à leurs surfaces. 

En effet, si l'on décompose les polyèdres donnés en pyra
mides en prenant pour sommets des pyramides appartenant à 
l'un et à l'autre polyèdre les centres des deux sphères, chaque 
polyèdre aura pour mesure de son volume sa surface mult i
pliée par le tiers du rayon de la sphère (226, 261). Si l'on dé
signe par V et v les volumes des deux polyèdres, par S et s 
leurs surfaces, par R le rayon de la sphère, on aura donc 

et par suite 

. R R 
\ = S • —, <<=$. — ; 

o 5 

v _ s 
v s 

Applications. 

287. Inscrire dans une sphère un cône dont la surface con-
.exe soit équivalente à celle de la calotte sphérique terminée 

au même cercle [fis. 280). 
"' ' Je désigne par x la hauteur Ab du cône ci 

,_-£~^. par R le rayon de la sphère. La hauteur \1> 
, j de la calotte sphérique aura pour exprès-

' ! sion 2R — x. L'énoncé du problème exige 
«° 

,^ " 1. fin on ait 

r r . A B . S C - - 2 r r R ' ?. R - X ;. 

rr.AB.SC--
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Mais 
A B - = r . r ( 2 U 

En substituant, il viendra 

2 II X- i 2 II -

GEOMETRIE. 

et SB- iKx. 

' X i 4R2(2R — xY, 

d'où en supprimant le (acteur commun a R f a R — x) et en 
écartant la solution x = 2 11 cjui convient en ce sens que le 
cône et la calotte cessent en même temps d'exister, 

jt-3 = 2 R ( 2 R — x). 

Cette équation prouve immédiatement que l ' inconnue x 
est le plus grand segment du diamètre divisé en moyenne 
et extrême (120). Deux zones étant proportionnelles à leurs 
hauteurs, on voit que le plan de la base du cône cherché 
partagera aussi la surface de la sphère en moyenne et ex
trême. 

288. Ln cône équilatéral étant inscrit dans une sphère, 
chercher entre quelles limites peut varier la différence des sec-

r . tions déterminées dans ces deux corps 
r iQ . 200 . . _ -* 

par un plan parallèle à la base du cône 
[J>g- 2 9°)-

Le cône étant équilatéral, sa hauteur 
311 

SH sera égale à — . e t le rayon de sa base, 
2 

moitié du côté du triangle équilatéral in
scrit, dans le cercle qui engendre la 

sphère, sera égal à (128), R désignant le rayon de la 

sphère donnée. 
A une distance S h = x du sommet S, je mène un plan sécant 

parallèle à la base du cône. La section faite dans la sphère aura 
pour expression, 77.M/;2, celle faite dans le cône aura pour ex
pression Ti.ah2. On a d'ailleurs, d'après la figure, 

ah S/; 

Âïï — sïï' 
. 'st-à-dire 

M//- = ^ ( 2 l l 

ah 

et 

R ,_ 
x 

3~K~' 
d'oii ah2 

La différence des deux sections, 
sera donc 

- x '• 2 R — x ' -

que je désignerai par I». 

T. X-
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On aura, par conséquent, 

D = -?.iz.x(n—^-

3R 
Cette différence s'annule pour x = o et pour x = En 

1 2 

effet, dans le premier cas, le plan sécant est tangent à la sphère 
au point S; dans le second, il se confond avec la base du cône. 
Entre ces deux valeurs égales à zéro, D doit nécessairement 
passer par un maximum, c'est-à-dire que le rayon de la section 
faite dans la sphère croissant d'abord plus rapidement que le 
rayon de la section faite dans le cône, D commence par croître 
à partir de zéro, pour diminuer ensuite et revenir à zéro. 

Pour trouver le maximum de I), nous poserons :-^- — y, 

3 y 
d'où x = —— En substituant, il viendra 

:> 

D = 37r.r(K — y). 

Le maximum de 1) ne dépend que de celui du produit 
r ( H — y), et la somme de ces deux facteurs étant égale à la 

R 
constante R, leur produit sera maximum lorsqu'on aura j ' r= — 

3R 
isllg. élêm., 219), c'est-à-dire x = -^— T) est donc maximum, 

lorsque le plan sécant passe par le milieu de la hauteur du 
3 

cône SAB, et cette valeur maximum de D est égale aux - de 
4 

l'aire d'un grand cercle. Lorsque le plan sécant passe par le 
centre de la sphère, D est égale aux ~ de l'aire d'un grand cercle. 

289. Couper une sphère par un plan de manière que le 
segment sphérique déterminé par ce plan et le secteur sphé-

rique ayant pour base la calotte qui termine 
le segment, soient dans un rapport donné 

[fiS- a s 
soient x la hauteur AI du segment, c'est-à-

dire la distance du plan sécant au point A, et R 
le rayon de la sphère. Le volume du secteur 

o, 

aura pour expression ^ nWx, le volume du 

segment sera -» -.*;= (31! — x ) . Si le rapport du secteur au seg-
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ment est représente par -•> on devra avoir 
q 

J _ / ' ,,.„,-, a R P ••-•) d ' o ù 
i , , , „ , q x{'i\\ — x) q 
- r. x- (3R — x) ' K ' 

En chassant les dénominateurs, on arrive à l'équation du se
cond degré 

px- — 3pKx -+- 2</R2 = o, 
cl l'on en déduit 

3pli± \/i)p*R2 — 8/HJH, 
x _ _ 

On peut meure celte valeur sous la forme 

Il ( * 

x = 
V»--ï) 

en la divisant haut et bas par/;. 
IVur que la valeur de x soit réelle, il laul qu'on ait 

o </ -^ . - i • P ^ 8 
o — 8 - ~> o, c est-a-dire - ~> — 

P 1 9 
bi 1 on suppose - = i, il vient 

R ( 3 ± i ï 
x = • — • ' •> 

2 
c'est-à-dire 

x' = 2 II et #" = 11. 

Dans le premier cas, le segment et le secteur se confondent 
avec la sphère; dans le second, avec la moitié de la sphère. 

Si l'on suppose - = 2, c'est-à-dire si le plan sécant divise le 
q 

secteur sphérique en deux parties équivalentes, on a 

2 

l.a première valeur surpasse le diamètre de la sphère et doit 
. . , , R(3—v/5) . . 

être reielee. La seconde valeur ,v = —- esl seule ad 
2 

missible el repiY>ciUe le pins petit serment du rauui divise 
en movenne et e\trènie 1-20 , 
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QUESTIONS PROPOSÉES 

CHAPITRE 1. — i'' Le. volume d'un prisme triangulaire est égal à la 
moitié du produit d'une face latérale quelconque par la distance de cette 
face à l'arête opposée. 

2" Si sur trois droites parallèles et non situées dans un même plan on 
prend des longueurs égales à une droite donnée, le volume du prisme 
triangulaire ainsi formé sera constant, quelles que soient les positions res
pectives des arêtes. 

3" Un bassin a pour fond horizontal un octogone régulier ayant 
10 mètres do côté, la hauteur de l'eau clans ce bassin est o" ,75 . On de
mande à l'unité près le volume d'eau contenu dans le bassin. (3GiMc.! 

4° Trouver les dimensions d'un hectolitre, sachant que c'est un cy
lindre dont la hauteur est égale au diamètre do la base. ( Il = 5<>M,o3o8. ) 

5" Un tuyau cylindrique en bronze a i " de longueur, son diamètre 
intérieur est égal à osl, 3G et son épaisseur à o", 08. La densité du bronze 
est 8,46. On demande le poids du tuyau vide, le poids du tuyau plein 
d'eau à 4°. (877k= ;o7i; 972^,497.} 

CHAPITRE II. — i° Diviser la surface latérale d'un cône droit à base 
circulaire en deux parties équivalentes par un plan parallèle à sa base. 

2" Si l'on fait tourner successivement un triangle rectangle autour do 
chacun des côtés de l'angle droit, les volumes des deux cônes engendrés 
sont en raison inverse de leurs axes. 

3° Le coté a d'un triangle équilatéral étant donné, calculer la surface 
totale et le volume du cône engendré par la rotation de ce triangle au
tour de sa hauteur. Chercher à icM près pour quelle valeur de a la sur
face totale est égale à iMi , pour quelle valeur de a le volume est égal 
à i , l c . (o !1 ,Gi; iM, C4- ) 

CHAPITRE III. — i° Un réservoir a la forme d'un tronc de cône. La 
base inférieure a 5M de rayon, le niveau supérieur de l'eau contenue dans 
ce réservoir occupe une section do S'1 de rayon. La hauteur de l'eau est 
de 4", 25. On laisse tomber dans le réservoir un bloc cubique avant 1".4 
de côté, et. l'on demande à quelle hauteur le niveau de l'eau montera. 

2" Un tombereau a les dimensions suivantes : les deux dimensions du 
fond sont o M ,5 i et o'^SG; les deux dimensions de ia section supérieure 
sont 0,82 et 0,88. La profondeur du tombereau est égale à oM ,75. On 
suppose qu'il est complètement rempli de terre, et l'on demande le poids 
de cette terre en supposant sa densité représentée par 2 ,68. (ii72ks .634. : 

CHAPITRE V. — 1" Chercher si le tétraèdre formé en menant par les 
sommets d'un tétraèdre donné des plans parallèles aux faces opposées es! 
semblable à ce tétraèdre. 

20 Calculer à 1 centimètre près les dimensions d'un parallélipipède 
rectangle sachant qu'elles sont proportionnelles à des nombres donnés et 
connaissant, le volume du parallélipipède. 

3" On donne trois cubes : les côtés respectifs de ces cubes sont 
3", 4M, 5M. On demande le côté d'un quatrième cube équivalent à la 
somme des trois premiers. 

i" La hauteur H et le rayon H de la base d'un cône sont donnés: 
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chercher à quelle distance de la base il fa ni mener un plan parallèle à 
cette base, pour que le volume V du tronc de cône déterminé ait une 
valeur donnée. On appliquera la formule trouvée, en faisant 11 — 10'", 
R = 5M, V = 2oMc. (0,2614.) 

CHAPITRE VI. — 1" Si l'on inscrit dans un demi-cercle un demi-poly
gone régulier d'un nombre pair de côtés et qu'on lui circonscrive un 
demi-polygone semblable, la surface de la sphère engendrée par le demi-
cercle en tournant autour de son diamètre sera la moyenne proportionnelle 
des surfaces engendrées par les polygones. 

•>'' Circonscrire à une sphère un cône droit dont la surface convexe 
soit le double de la base. 

3" Couper une sphère par un plan tel, que la section soit équivalente 
à la différence des deux zones déterminées par le plan sécant. 

4" Inscrire dans une sphère un cône dont la base soit équivalente à 
la moitié de la surface convexe. 

5° Calculer l'aire d'un triangle sphérique ABC. sachant que le ravon 
de la sphère est égal à i'--.i et que les angles A, B. C. sont respective
ment égaux à 78°!5', 62° 45', 72"40'. 1oî!|J,S44o.) 

G" Si l'on joint par une ligne droite les milieux de deux côtés d'un 
triangle, et si on le fait tourner autour du troisième côté, quel sera le 
rapport des volumes engendrés par les deux parties de ce triangle'? (1.) 

-" Si l'on fait successivement tourner un parallélogramme autour de 
deux côtés adjacents, les volumes engendrés seront en raison inverse de 
ces côtés. 

8" Trouver le volume engendré par un demi-hexagone régulier ayant 4" 
de côté, en tournant autour du diamètre du cercle circonscrit. ( 201Mc, 062. ) 

9" Trouver le volume engendré par un hexagone régulier, en tour
nant autour d'un de ses côtés a (*). 

C } Ici se termine la Géométrie élémentaire proprement dire. Quelques pro
positions de géométrie dans l'espace ont été laissées de côté à dessein, pour 
être reportées, en géométrie descriptive, ati lieu même où leur application est 
immédiate. 
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COMPLÉMENT DE GÉOMÉTRIE. 

CHAPITRE PREMIER. 
PRINCIPES GÉNÉRAUX RELATIFS A LA RÉSOLUTION 

DES PROBLÈMES. 

1. La résolution des problèmes est extrêmement importante. C'est aux 
efforts tentés pour résoudre certaines questions, qu'on doit la découverte 
successive des principales branches des Mathématiques. Chaque exemple 
particulier d'espèce différente oblige ou conduit à créer la théorie géné
rale correspondante: et c'est en catalysant avec soin la solution trouvée, 
qu'on parvient à la connaissance de cette théorie. 

2. Pour démontrer une proposition de géométrie, on peut employer 
deux méthodes différentes : X analyse et la synthèse; mais, pour trouver 
la démonstration elle-même, c'est par l'analyse seule qu'on peut procéder. 

Dans la méthode analytique, on prend pour point do départ les relations 
données, l'hypotlièse faite et, on passant par une suite de déductions évi
dentes ou déjà démontrées, on parvient de proche en proche jusqu'à la 
conclusion clierchéc. 

Dans la méthode synthétique, on adopte une marche inverse. On énonce 
directement la règle à laquelle l'analyse conduit, et l'on prouve par une 
série de raisonnements inattaquables, qu'en suivant cette règle les condi
tions de l'énoncé sont bien remplies. 

On voit que la. synthèse n'est en quelque sorle que la vérification de 
fanalyse. L'analyse guide les inventeurs, la synthèse leur prouve l'exac
titude des résultais auxquels ils sont parvenus. 

Pour donner un exemple très-simple des deux modes de démonstration, 
supposons qu'on veuille inscrire un hexagone régulier dans une circon

férence ( fis;, i ) . 
"' Amdyse : Soit AB le côté de l'hexagone régulier 

A.-- -^p inscrit, soit 0 son centre. L'angle AOB sera le sixième 

suite, le triangle AOB est cquiangle et équilatéral. Le côté AB est donc 
égal au rayon OA du cercle circonscrit, d'où la solution connue. 

Synthèse : Je dis que si je prends la corde AB égale au rayon OA, AB 
représentera le côté de l'hexagone régulier inscrit. En effet, le triangle AOB 

sera alors équilatéral et équiangle. L'angle AOB sera donc égal à ïï d'angle 
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droit, c'est-à-dire (lue cet angle sera bien l'angle au centre de l'hexagone 
régulier inscrit. 

En résumé, l'ta/ahse su/qmse le problème résolu et conduit au.r condi
tions nécessaires jiour qu'il le soit; lu synthèse énonce immédiatement la 
solution du problème et prouve ensuite que cette solution satisfait a 
renoncé. 

3. Pour résoudre les problèmes de géométrie, il est impossible d'indi
quer une méthode générale et certaine. La nature des problèmes qu'on 
peut poser est trop variable, pour que la solution puisse à coup sur être 
obtenue en suivant une marche déterminée. Cependant il existe des mé
thodes particulières qui s'appliquent plus directement à certaines classes 
de questions; et si l'on sait discerner à quelle catégorie appartient le 
problème dont on s'occupe, on a déjà fait un grand pas vers la solution, 
puisque la manière dont les recherches doivent être dirigées se trouve 
connue d'avance. 

Nous allons essayer d'indiquer les plus importantes de ces méthodes 
spéciales, en les éclairant par des exemples. On consultera avec fruit sur 
ce sujet les ouvrages suivants : Examen des différentes Méthodes em
ployées pour résoudre les problèmes de Géométrie, par G. Lamé. 18i 8. — 
Des Méthodes en Géométrie, par Paul Serret. iS.iS (*i. 

i. Méthode des substitutions. — Dans cette méthode, on diminue de 
proche en proche la difficulté, en faisant successivement dépendre la 
solution cherchée de celle de problèmes de plus en plus simples. Celte 
méthode est, par sa nature même, extrêmement féconde, et elle se con
fond en quelque sorte avec l'analyse. Seulement, dans l'analyse propre
ment dite, on s'appuie sur des propriétés déjà connues, au lieu de passer 
d'un premier inconnu à un inconnu plus simple. Cette méthode est tout 
à fait comparable à la marche suivie en Algèbre pour la résolution des 
équations. 

i° Etant donnés dieux côtés d'un triangle et la longueur de la bissec
trice de l'angle compris entre ces deux: côtés, construire le triangle 

(fis-2)-
Je suppose le problème résolu, soit ABC le triangle demandé : AB et AC 

sont les deux cotés donnés, AU est lu bissectrice de l'angle A. Si l'on 
\;\a 2 . pouvait trouver l'angle A, ou rentrerait dans 

un cas connu [Géom. Tl'i. 
•le mène par le sommet C une perpendicu

laire CG à AD; le triangle ACG sera nécessai
rement isocèle, et l'on aura 

iSG = AI? -AC. 

Par suite, BG sera déterminée. 
Je mène de même par le point D une per

pendiculaire EF à AD, le triangle AEF sera 
aussi isocèle, et les parallèles ED et GC oer-



mettront de poser 

G 

BE 
ËG 

E01IETRIE. 

BD AB 
= AT, 

•2'2J 

BE 
puisque AD est la bissectrice de l'angle BAC. Le rapport — sera donc dé
terminé à son tour, et l'on pourra, connaissant déjà BG, marquer le point E. 

La question sera ramenée alors à construire le triangle isocèle AEF. ce 
qui sera facile, cette construction dépendant elle-même de celle du tri
angle rectangle AED dans lequel on connaît l'hypoténuse AE et l'un des 
côtés de l'angle droit AD. Le triangle AED étant construit, on connaîtra 
l'angle - A et, par conséquent, l'angle A. 

Remarquons que le côté AC entre pour quelque chose dans la solution, 
puisque BG = AB — AC. C'est là un point à noter : la marche suivie ne 
peut être convenable qu'autant que les différents éléments donnés inclinent 
tour a tour jouer leur rôle dans la solution. 

i" Par trois points donnés, faire passer les côtés d'un triangle équila-
téral, de manière que sa surface soit un maximum [fig. 3). 

FiF -> -le suppose le problème résolu. Soient 
v ' A, B, C, les trois points donnés, soit MNP 

un triangle équilatéral circonscrit au triangle 
ABC. Si l'on décrit sur AB et sur AC deux 
segments capables de Go°, les sommets AI et N 
appartiendront nécessairement aux arcs obte
nus, puisque les angles d'un triangle équila
téral sont égaux à 60". 

11 suffira donc, pour obtenir un triangle équi
latéral quelconque dont les côtés passent res
pectivement par A. B, C, de décrire sur AB 
et sur AC deux segments capables de 6o°, et 

-de mener par le point A commun à ces deux segments une sécante MAN. 
En joignant ensuite MB et XC et en prolongeant ces lignes jusqu'à leur 
point de rencontre P, on obtiendra le triangle équilatéral MNP. 

La surface de ce triangle équilatéral en fonction de son côté MN est 

" , • Pour que cette surface soit un maximum, il faut dont que MN 

soit un maximum. 
La question est ainsi ramenée à mener, par un point commun à deux 

circonférences, une sécante dont la longueur interceptée soit un maxi
mum [fîg- 4). 

Soient les circonférences C et D qui se 
coupent en A, et soit une sécante quelconque 
MAX. Si l'on abaisse des centres C et D 
sur cette sécante les perpendiculaires CP 
et DR, la distance PR sera la moitié de la 
sécante MAN. Menons DL parallèle à MAX. 
Dans le triangle rectangle C.DL, on aura 
toujours DL ou PR < CD. CD représen
tera donc le maximum de PR, 2CD celui 

et ce maximum sera atteint lorsque la sécante MAX deviendra 
à la ligne qui joint les centres des deux circonférences. 

Fi," 

de MAX 
parallèle 

I I . 
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,'i. Méthode par .11 inélrie. -- Cette méthode consiste a donner a une 
partie de la ligure considérée une position symétrique '('•(huit., 230) de 
celle qu'elle occupai! d'abord. Si l'on choisit cum diablement l'axe ou le 
plan de symétrie, les éléments qu'on doit comparer poumint n'être pas 
altérés en grandeur, et leur changement do position pourra rendre la re
lation cherchée, sinon intuitive, du moins plus facile à trouver. 

1" Etant donnés deux points A ri B et une droite XV, trouver sur eelte 
droite un point M tel, que la somme AM -4- MB se.it un mi ni muni (fig. ">}. 

Fi;;. "). Si les deux points A et Bêlaient de côtés dili'é-
rents par rapport à XV, on résoudrait immédia
tement la question en menant la droite AB. 
Cette remarque conduit à déterminer le point 
B', symétrique du point B par rapport à XY 
et à joindre AB'. En effet, la ligne XY étant 
perpendiculaire sur le milieu de BB', tous ses 
points seront à égale distance des points B el. 
B', et il suffira de chercher le point M de X> 
pour lequel A M + M B ' est un minimum. 

11 est facile do vérifier cette construction. Pour un autre point quel
conque M' pris sur XY, on a AM'+M'B = A'M' + M'B'. et le triangle 
AM'B' donne AB' < AM' + M'B . c'est-à-dire A M + M B < AM' + M'B. 

Il est bon de noter que les angles BMY et B'MY étant'égaux, il en sera 
de même des angles AUX et BMY : les chemins cherchés sont donc éga
lement inclinés sur la droite XY. Toutes les l'ois qu'on a à considérer un 
maximum ou un minimum, 011 peut s'attendre qu'une propriété particu
lière y répondra. 

On pourrait sup;>oser les points A et B situés de côtés différents 
par rapport h XY, et demander que la différence BAI — \ M / « ( un tnaxi-

i-'ig. 6. mu m [fig. 6) . 
S'il s'agissait de deux points A et B' situés 

d'un même côté de XY, on prolongerait AB'jus-
qu'an point de rencontre M de cette droite avec 
XY : le point AI serait le point cherché. Pour 
tout autre point M', le triangle AM'B' donnerai! 
en etfet 

B'M — AM' < AB'. 
c'est-à-dire 

B'M' AM' B'M - A M . 

Pour rentrer dans ce cas, on déterminera donc 
le point B' symétrique du point B par rapport a 
XY, et l'on mènera ensuite la ligne B'AM. 

2" Dans un triangle isocèle ABC, la somme des 
distances d'un point quelconque de la base AC 
aux ileu.x côtés est constante {fig. 7). 

Soient, le point 0 et les perpendiculaires OF 
et OG abaissées de ce point sur les deux côtés. 
Les angles en A et en C étant égaux et les iriangles 
AOFet GOCélant rectangles, lesanglesFOA elGOC 

se.it
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seront égaux. 11 en résulte que le point F'. symétrique du point F. se trouvera 
sur le prolongement de OG. On aura d'ailleurs F' G = OF -t- OG — O F + OG. 
De plus, l'angle FAO étant égal à l'angle OAF', AF est nécessairement paral
lèle au côté BC, et la somme OF + OG = F'G n'est autre chose que la hauteur 
qui correspond au sommet A ou au sommet C. La proposition est donc dé
montrée. 

On voit facilement quelle modification doit subir l'énoncé, lorsque le 
point 0 est pris sur le prolongement de la base. 

0. Méthode des figures semblables. — Dans cette méthode, on cherche, 
en se servant des éléments donnés, à construire une figure semblable à la 
figure demandée. En comparant ensuite les éléments connus dans les deux 
ligures, on arrive à la solution, en passant de la figure construite à la 
figure à construire 

EXEMPLES. 

i° Construire un carré, connaissant la différence qui existe entre sa 
diagonale D et son coté C. 

Si je construis un carré quelconque, ayant D' pour diagonale et C 
pour côté, ce carré sera semblable au carré cherché. On pourra donc poser 

i l - R. 

d'où 

C 
D - C „ C ' ( D - C ) 

I V ^ C 6 l C ~ ^ D' - C 

11 restera à former une quatrième proportionnelle aux longueurs 
D' - C, D - C, et C. 

2° On donne les trois hauteurs d'un triangle ABC, construire ce triangle 
*A"'-8). ' 

Je désigne par h, h', h", les trois hauteurs données, par a, a', a", les 
trois côtés correspondants du triangle cherché. D'après l'expression de 

l'aire d'un triangle, on aura^ 
Fig. 8. 

0 

C( 

ah = 

î en déduit 
ah 

W" 
oui revient à 

a'h' 

ah' 
hh 

= a" li

ai i 
^luV 

'JlL 
17 

hh 
Les côtés «, a', a", sont donc proportionnels aux longueurs h', />, -p--

Avec ces dernières longueurs comme côtés, on construira un triangle 
A'BC qui sera semblable au triangle cherché (Géom., 95). Si l'on a 
A'C = h', A'C sera l'homologue du côté a qui correspond à la hauteur //. 
Abaissant alors du sommet B une perpendiculaire sur A'C et, prenant 
sur cette perpendiculaire BD — h, puis menant par le poin! D une paral
lèle AC à A'C. le friande ABC sera le triangle demandé. 
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7. L'emploi des ligures semblables se retrouve encore dans une autre 
méthode connue sous le nom de Méthode par invasion. Dans cette mé
thode, on renverse la question, c'est-à-dire qu'on considère un problème 
auxiliaire dans lequel les données de la question directe deviennent les 
inconnues, et réciproquement. En résolvant ce problème, on obtient une 
figure semblable à la figure cherchée, et toute difficulté se trouve levée. 
Il n'est pas besoin d'ajouter que le problème auxiliaire doit être plus 
simple que le problème direct, et qu'il doit exister entre eux une parfaite 
corrélation. 

EXEMPLES. 

1" Inscrire dans un triangle donné ABC un triangle semblable à un 
autre triangle donné def [fîg, 9). 

On circonscrira au triangle def un triangle semblable au triangle ABC. 
Pour cela, il suffira de mener par les sommets d, e. f des parallèles aux 

côtés du triangle ABC. La ligure 
formée du triangle abc ainsi ob
tenu et du triangle défiera alors 
semblable à la figure que l'on 
cherche ; et le sommet inconnu D 
du triangle DEF, inscrit dans 
le triangle ABC et semblable 
au triangle def. partagera AB 
comme d partage ab. Le point D 
étant déterminé, la question sera 

résolue, puisque les côtés du triangle DEF sont connus de direction. 
2" Inscrire un carré dans un demi-cercle [fig. 10). 
Nous résoudrons d'abord la question inverse : circonscrire un demi-

cercle à un carré. Soit le carré ABCD. Nous prendrons le milieu 0 de sa 
base AB, nous joindrons OC : OC sera le rayon 
cherché. Le cercle décrit avec ce rayon passera 
en effet par les sommets C et D, et le côté AB 
prolongé sera un de ses diamètres. On aura d'ail
leurs 

d'où 

2 

La figure cherchée est semblable à la figure qu'on vient de construire. 
Si B est le rayon du demi-cercle donné et r le côté du carré demandé, 
on devra donc avoir aussi 

V'5 
valeur qu'il sera facile de déduire des éléments connus. L'expression 
trouvée revient à la proportion suivante 

y/3 R 
1 . / • 

I-'iG- 9-

Fig. 10. 
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On mènera donc au point F la tangente FG égale au diamètre EF, et 
l'on joindra OG. Le point d'intersection C de OG avec la circonférence 
sera l'un des sommets du carré ABCD. Il restera à tracer CD parallèle
ment à EF et à abaisser des points C et I). sur ce diamètre, les perpen
diculaires CB et DA. On aura bien 

OG 
OF : 

''est-à-dire 

R y'5 
H 

OC 
OB' 

V'5 
ou — = ÔT 

8. Méthode des relations auxiliaires. — Nous désignons ainsi la mé
thode qui consiste à faire intervenir des surfaces ou des volumes pour 
trouver une relation entre lignes, des lignes ou des volumes pour trouver 
une relation entre surfaces, des lignes ou des surfaces pour trouver une 
relation entre volumes. La géométrie élémentaire présente un grand 
nombre d'applications de cette méthode. 

i" La somme des perpendiculaires abaissées d'un point 0 pris dans 
f intérieur d'un triangle équilatéral ABC, sur ses trois côtés, est con

stante ( fig. i l ) . 
Pjp, M Si l'on joint le point 0 aux trois sommets, la 

somme des triangles formés constituera le triangle 
,- équilatéral. et l'on aura, en désignant par // sa hau

teur et par c son côté, 

-A 
- i 'OP + OQ + OR) = — . 
•i. ' a 

d'où, pour la somme des perpendiculaires, 

OP + OQ + OR = /i. 

Si le point 0 était extérieur au triangle proposé, 
on aurait 

d'où 

! ' O P - O Q + ORÏ = — , 
2 

O P - O Q + O R = : / * . 

Dans ce cas, c'est la différence entre la somme de deux des perpendicu
laires et la troisième qui serait égale à la constante h. 

•2° Soit un polygone régulier de n côtés : la somme des distances iTun 
point pris dans (intérieur du polygone h tousses côtés est égtde à n lois 
son apothème. 

En effet, désignons par c le côté du polygone et par / ; , / / , / / , etc., 
les perpendiculaires abaissées du point intérieur sur les différents cotés. 
La somme des triangles formés en joignant ce point à tous les sommets 
du polygone en représentera l'aire, qui sera exprimée par 

-p-tp -t-. 
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D'autre part, a étant l'apothème, cette aire a aussi pour expression - — 

En égalant les deux valeurs, il restera bien 

p + p'+ p"-h. •• — net. 

Si le point donné 0 était choisi extérieurement, l'aire du polygone serait 
la différence de deux sommes de triangles ayant pour sommet commun le 
point 0 et, pour bases, les premiers les côtés du polygone appartenant à 
sa partie concave vers 0, les seconds les côtés du polygone appartenant 
à sa partie convexe vers O. La différence des deux sommes de perpendi
culaires correspondantes serait encore égale à na. 

Si le polygone proposé n'était pas régulier, mais avait toujours ses 
côtés égaux, on aurait, en désignant son aire par S. 

d'où 
-\P-+-P +l> 

)>•+- p -r7> 

= s, 
a S 

9. Méthode par projection. — Pour appliquer cette méthode, on re
garde la ligure plane qui répond au problème proposé, comme la projection 
d'une certaine figure de l'espace ; et ce rapprochement permet d'arriver 
rapidement à la solution de la question, lorsque la figure de l'espace a 
été convenablement choisie. 

î-ig. 

Etant données deux droites dont le point de concours est inaccessible 
ou inconnu, mener par un point donné c une troisième droite dont la di
rection passe par ce point de concours \fig. la). 

Supposons le problème résolu, et soit 
0 le point commun aux deux premières 
droites «0 et bO et à la troisième droite 
demandée cO. On pourra regarder la 
figure plane Oabr comme la projection 
d'une pyramide triangulaire qui aurait 
pour base le triangle abc et dont le som
met serait projeté en 0 : les arêtes laté
rales de cette pyramide seront alors re
présentées en projection par les lignes 
« 0 , bO, rO. Ceci posé, si l'on coupe 

la pyramide par un plan parallèle à la base, on déterminera un triangle 
semblable au triangle abc. Ce triangle se projettera en véritable grandeur 
sur le plan abc et, pour figurer sa projection, comme la section est faite à 
une hauteur indéterminée, il suffira de mener, dans la partie des droites 
u.O et bO qui est accessible, a'h' parallèle à ab, puis b'c' et a'e paral
lèles à bc et à ac. Ces deux dernières lignes se couperont en un point <••' 
appartenant nécessairement à la projection <0, qui dès lors sera déter
minée de direction. 

10. Nous panyons citer encore la Méthode de réduction a l'absurde et 
la Méthode des limites. 

La première consiste, lorsqu'on '.eut démontrer une certaine égalité, a 
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supposer qu elle n'a pas lieu et à prouver que l'inégalité admise entraîne, 
une absurdité manifeste ou conduit à des conséquences que l'énoncé 
repousse. C'est en suivant cette méthode que nous avons établi 
(Géoiii., 223) que deux pyramides de bases équivalentes et de hauteurs 

• égales, étaient équivalentes. 
La méthode des limites nous a constamment servi en géométrie pour 

étendre aux lignes courbes les théorèmes applicables aux lignes brisées. 
Cette méthode consiste à substituer à des grandeurs fixes A. B, C... ., 
des grandeurs variables a. /;, c avant respectivement A. B, C, . . . . 
pour limites. Si l'on trouve alors que les variables a. b, <•,. . .. sont liées 
dans tous leurs états fie grandeur 'par une relation constante 

/'(«. b. <%...! = o. 

cette relation constante s'appliquera immédiatement aux limites A, B. C,-... 
('."est ainsi que de l'aire d'un polygone régulier constamment égale au 
produit de son périmètre par la moitié de l'apothème, nous avons déduit 

la mesure du cercle éaale à '.>-Rx -• etc. 
•). 

11. Méthode des Lieux géométriques. — Cette méthode est extrême
ment féconde. Pour fixer la position d'un point, il faut deux éléments, deux 
conditions. Si le problème proposé consiste dans la détermination d'un 
point, il faudra faire abstraction de l'une des conditions auxquelles ce 
point doit satisfaire. L'autre condition correspondra à un certain lieu 
géométrique sur lequel devra nécessairement se trouver le point inconnu. 
Si l'on fait ensuite abstraction de la condition mise ainsi en évidence, la 
condition laissée de côté donnera à son tour un autre lieu géométrique 
du point cherché, qui sera à la rencontre des deux lieux obtenus. 

i" Construire un triangle, connaissant Puii de ses côtés, la hauteur 
, orrespondante et le rapport des deux autres côtés [jfig. i3 ). 

Si BC est le côté donné, il s'agit de déter-
'''&• ',5- miner la position du troisième sommet A 

i .( ,. d'après les deux autres conditions de l'énoncé. 
x /"X La hauteur h du sommet A au-dessus du côté 

/ V x BC étant connue, si l'on mène à BC la parallèle 
,, ' \ '"'y LM de manière que la distance des deux paral-

" •'!' '- lèles soit égale à /;, LM sera un premier lieu 
géométrique du sommet A. Le rapport des 

\ ^ _ ^ . , • • ' ' deux côtés AB et AC étant déterminé, le som
met A fera aussi partie du lieu géométrique 

des points dont les distances aux points B et C sont dans un rapport 
constant égal au rapport donné. On construira donc les deux points D 
et D' qui. situés sur BC, appartiennent à ce second lieu géométrique, on 
décrira sur DD' comme diamètre une circonférence i Céom., 91 ), et le 
sommet A sera à l'intersection de cotte circonférence avec la paral
lèle LM- Il y aura deux solutions ou une seule, suiwmt que LM coupera 
mi louchera la circonférence. Le problème sera impossible si LM ne ren 
contre pas la circonférence. 
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2° Construire un triangle dans lequel ou connaît un côté, L'angle op
posé et la somme ou la difj'érence des deux autres côtés ( fi g. 14 ). 

Fis. I:j_ Si BC est le côté donné, l'angle opposé A 
étant connu, le troisième sommet A du triangle 
cherché appartiendra au segment capable de 
l'angle A décrit sur le côté BC. Il faut trouver un 
second Hou géométrique du sommet A. 

Pour cola, je remarque que, le problème étant 
supposé résolu, si l'on porte sur le plus grand 
côté AB ou sur son prolongement une longueur 
AD' ou AD égale au second côté AC, les deux 
triangles CAD'. CAD, seront isocèles. Si l'on donne 
la somme AB -h AC, la longueur BD sera connue ; 

si l'on donne la différence AB — AC, c'est la longueur BD' qui sera déter
minée. 

Dans le premier cas, l'angle D du triangle CAD sera moitié de l'angle 
extérieur A. Dès lors le point D se trouvera à la rencontre de la circon
férence décrite du point B comme centre avec BD pour rayon et du seg
ment capable de l'angle - décrit sur BC. Le point A se trouvera ensuite 

à la rencontre de la droite BD et du- premier segment capable de l'angle A 
décrit sur BC. 

Dans le second cas, l'angle extérieur D' sera é«al à la somme des angles 
"' i 8o° -A , A , 0 • ou a — h qo°. 

2 2 
Le point D' se trouvera donc à la rencontre do la circonférence décrite 
du point B comme centre avec BD' pour rayon et du segment capable de 

l'angle '— + go° décrit sur BC. Le point A se trouvera ensuite à la ren
contre de la droite BD'et du premier segment capable de l'angle, A décrit 
sur BC. 

-1:2. Le problème que nous venons de résoudre nous conduit à une 
remarque importante. Si l'on a besoin d'introduire dans la construction 
d'une figure des lignes auxiliaires, il faut toujours faire en sorte de les 
rattacher aux autres éléments, do manière que l'une de leurs extrémités 
soit connue de position. C'est ainsi que, dans l'exemple précédent, la 
ligne auxiliaire BD ou BD' part du point B. On n'a plus alors qu'à déter
miner, soit un autre point de la ligne auxiliaire considérée, soit sa di
rection. 

Dans tous les cas, on devra compliquer le moins possible la figure destinée 
a représenter la liaison qui existe entre les données et les inconnues de 
la question. 

•13. On fait souvent intervenir l'algèbre dans la résolution d'un pro
blème de géométrie, et la construction du problème correspond à la 
construction de la formule obtenue. Nous en avons déjà donné des 
exemples, nous en ajouterons ici quelques-uns. 

A et C du triangle isocèle CAD', c'est-à-dire à A 

EXEMPLES. 

i" Lirait donne un triangle ABC, mener a la buse BC une perpendi-
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culture DE de manière que tes triangles ABC, DEC. soient dans un rapport 

donné - I fis:. i5). 
q ^ s 

Posons EC = .r, DE=_v, BC = a. Soit A = AH la hauteur correspon
dante à la base a. On devra avoir, d'après l'é-

tdi 

/! 
/» 

Les triangles semblables AHC, DEC. donneront, 
en désignant CH par a1. 

h_ __ r 
a' .v 

Divisons membre à membre les deux relations obtenues, il viendra 

d'où 

aa q 

P 
et x = V7 aa q 

P 

tiq x sera donc moyenne proportionnelle entre les longueurs a et —- • x étant 

déterminée, on la portera sur CB à partir du point C et, par le point E 

obtenu, on élèvera une perpendiculaire ED au côté CB jusqu'à la ren

contre du côté CA. Si l'on a x > a', c'est-à-dire — > té ou - < - i 
P 1 " 

le point de rencontre D sera situé sur le prolongement du côté CA, et le 
triangle DEC ne sera plus contenu dans le triangle ABC. 

Supposons qu'on donne le rapport - — -i. on aura 

lu a" 

V/T' 

Fig. 16. 

x sera dans ce cas la moyenne proportionnelle des longueurs - et a . 

•1" Etant donné un tronc de cône à bases parallèles, le partager en 

deux parties qui soient dans un rapport donné - 1 par un plan parallèle 

aux bases [fig. 16 I. 
Désignons par R et /• les rayons AO et BI des 

bases du tronc de cône, par x le rayon CL de la 
section déterminée par le plan parallèle. Soit S 
le sommet du cône dont fait partie le tronc de 
cône proposé. Les trois cônes SBI, SCL, SAO. 
seront semblables et proportionnels aux cubes 
des rayons de leurs bases i ('.ému.. 230i. On pourra 
donc écrire 

cône SBI cône SCL cône SAO 
7~~ """ ~~~y " B1 
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On en déduit l'égalité suivante : 

cône SCL — cône SB1 cône SAO — cône SCL 
,r! — r' R3 — x' 

Les numérateurs des rapports considérés représentent les deux parties du 
tronc de cône, parties qui doivent être entre elles comme les nombres 
/' et q. On aura donc finalement 

d OU 

On en tire 

,r3 — 7-" 

p (R3 — .r3 ' 

j pW + r/r' 
rJ -T. ' !— p 

R3 — x1 

• = q f ,r3 — r' i. 

* . r= . 3 / / ^ + 

Dans le cas donné, on calculera x, on ne le construira pas. 
Si Ton veut connaître la distance r du plan sécant à la base inférieure, 

les triangles semblables CBE, ABD, donneront. Il étant la hauteur du 
tronc. 

H 
— ! d ou i = H • — 

Si l'on veut partager le tronc de cône en deux parties équivalentes, il 
faut faire p — q. Il vient alors 

v ^ -
3" Circonscrire à une sphère donnée un cône droit de surface totale 

•tonnée (fig. 17 I. 
Nous représenterons par -a' la surface donnée. 

Nous désignerons par x et v le rayon de la base et 
la hauteur du cône circonscrit, par 3 son apothème. 
Pendant que le demi-cercle BCD engendre la sphère 
en tournant autour du diamètre BD, le triangle rec
tangle SAB, en tournant autour du même axe, en
gendre le cône circonscrit. 

On a immédiatement 

e est-a-dire 
.»' ! x - j - 3 ; = a' 

Les trianales semblables SAB, SOC. donnent ensuite 

Il en résulte 

W. par suite. 

V/v!r 
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Remplaçant — par sa valeur en fonction de i, il viendra onlin 

7 — Il , U VJU '1 . 

,)' (y — 2 /•) y — ir 

L'équation correspondante 

iy- — tir •-(- •ira' = o 

fera connaître y et, ensuite, x et z. 
Remarquons que l'apothème du cône circonscrit devient infini en de

venant parallèle, soit au ravon de la base, soit à la hauteur du cône : il 
en est donc de même de la surface totale de ce cône, et cela a lieu quand 
son sommet S se confond avec l'extrémité D du diamètre BD ou s'éloigne 
a l'infini sur ce diamètre prolongé. Entre ces deux valeurs infinies, il y a 
donc pour la surface totale du cône circonscrit une valeur minimum. 

La condition de réalité des racines de l'équation 

ry- — <ry-\- ').rii = o 
nous donne 

ri — Srrr2 > o. 
c'est-à-dire 

<i > 8/-. 

8/- représentant le minimum de ri, 8TT/'- représente le minimum de la 
surface totale du cône. On a alors 

" r 
•ir 

et il en résulte 

'" 3' ">.r \ / 2 

ce qui revient à 

x = r\"t. et z = "iry'j.. 

On voit que lo cône dont il s'agit a une surface totale double de la sur
face spliérique et. par suite aussi, un volume double de celui de ia sphère : 
sa hauteur est d'ailleurs double du diamètre de la sphère. 

Considérons l'expression du volume du cône circonscrit. Celle expres
sion est 

i 

cl devient, en remplaçant .»'* par sa valeur ; 
1 " ' y(y—-2i-i 

i _ „ y-

3 y — -i.r 

Le minimum de ce volume correspond au minimum <V 
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Égalons cette quantité à une variable b. Nous obtiendrons l'équation 

r2 —- by -\- xrb = o. 

La condition de réalité des racines donne 

Ir ~ 8?'6> o: 

c est-a-dire b > 8/'. Le minimum de b étant 8?-, le minimum du volume 

du cône est - - r1. et la hauteur correspondante est r = - = 4''- Le cône 
i ' x 

circonscrit de volume minimum se confond donc avec le cône circonscrit 
de surface totale minimum. 

4° Trouver les diagonales d'un quadrilatère inscriptible, connaissant 
'•es quatre côtés ( fig. 18 ]. 

Soient a, b, e, d, les quatre côtés don
nés, .v et y les diagonales cherchées. Les 
angles opposés du quadrilatère devant être 
supplémentaires, si l'angle B est aigu, l'an
gle D sera obtus, et si l'on mène les hau
teurs CL et AM des triangles ACB et ACD, 
l'angle ADM sera égal à l'angle B. Les tri
angles rectangles CLB, AMD, seront donc 
semblables et donneront 

v b BL 
d= DM' 

Ceci posé,les triangles ACB et ACD permettront d'écrire iGêrmi.. 106.107). 

•x2 -= a' + Ir — a « .BL, x1 = r + cl1 + xc. DM, 

FiR. i H . 

BL 
•b- -

et DM : 
— d-

Ces valeurs, substituées dans la relation ( i j , conduiront à l'équation 

ab {.r- — c2 — (P) — cd la2 4 - b2 — .r2). 
d'où ' 

{ab + cd) .v- = abc2 - j - abd2 - j - a2 cd-\- b2 cd = ac {bc -+- ad) + bd ( ad «f- bc ) . 

On aura donc 

, W , y ac -+- bd ) | ail -+- bc j 

•ib - j - C Ï / 

Pour avoir j , il suffit évidemment de changer dans les caiculs précédents 
d en b et b en c/, ce qui conduit à 

• r = v 
/(ae + bd) (ab + cd) 

ad + bc 

Multiplions et divisons l'une par l'autre les valeurs obtenues: i! viendia 

•r ad -r bc 
• C)- .:-. ac ~r bd et 

<ib •d 

ce qui démontre les deux théorèmes suivants : 
Dans tout ipiadrilatère inscriptible, le produit des diagonales est égal i 

la somme des produits des entés opposés ; le rapport île »r» mêmes diago 
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//aies est représenté par celui qu'on obtient en comparant les sommes des 
produits des cotés qui aboutissent aux extrémités de chacune d'elles {*). 

En se servant des résultats précédents et en posant le périmètre du 
quadrilatère inscriptible égal à 2/;, on trouve facilement pour l'expres
sion de son aire 

S = \'\P ~~ a) [p — b) (p — c) [p — cl). 

14. Nous passons sous silence une dernière méthode, celle qui consiste 
dans la transformation des figures. Cette méthode doit être étudiée dans 
les traités spéciaux. Nous renverrons donc aux remarquables ouvrages 
de MM. Charles Dupin, Poncelet et Chastes. On pourra aussi consulter 
sur ce sujet l'excellent travail de M. Pend Sen-et, déjà cité au commen
cement de ce chapitre. 

CHAPITRE IL 
THEORIE DES TRANSVERSALES ET DES POLAIRES. 

Fifr. 

Transversales dans le triangle. 

15. THÉORÈME FONDAMENTAL. Lorsqu'une droite rencontre les trois côtés 
d'un triangle, prolongés s'il est nécessaire, elle détermine [par les dis
tances des points d'intersection aux extrémités de chaque côté ) six ser
ments tels, que le produit de trois segments sans extrémité commune 
est égal au produit des trois autres ( fig. ig) . 

La transversale coupera deux 
côtés du triangle et le prolonge
ment du troisième, ou bien elle 
coupera les prolongements des trois 
côtés. La démonstration sera la 
même dans les deux cas. 

D'après la figure, le triangle 
ABC étant coupé par la transver
sale DEF, les segments à considé
rer seront DA etDB, EA et EC, FB 
et FC. Menons par le sommet C. la 
parallèle CG au côté opposé AB, 
jusqu'à la rencontre de la trans
versale. Les triangles semblables 
FC.G, FBD, donneront 

C G F C 

DB ~~ FB' 

De même, les triangles semblables ECG. EAD, donneront 

C G _ EC 
DA " EA' 

(*) On pourrait aussi résoudre le problème proposé par la Trigonométrie. 
Ou aurait les trois équations 

x- = fi"-f-Z»" — 2 fl£ COS B, 
x- = c : -t- d" — 1 cd cos D. 

eos D = — eus B. 
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Divisons membre a membre les deux égalités obtenues, il viendra 

1>A EA.FC 
DB " EC.FB 

d'où l'on déduit 
I)A.EC.FB = DB. EA.FC. 

)(i. Réciproquement, si trois points situés en nombre, pair sur les côtes 
d'un triangle, en nombre impair sur les prolongements de ses côtés, i dé
terminent six segments tels, que le produit de trois segments sans extré
mité commune soit égal au produit des trois autres, on peut affirmer que 
les trois points cotisittérés sont en ligne droite { fig. ig: . 

On a, par hypothèse. 
DA.EC.FB = DB. EA.FC. 

Si la droite qui passe par les deox points D et E ne contenait pas le 
point F, elle couperait le côté BC en un point F', et l'un aurait d'après 
le théorème précédent 

DA.EC.FB = DB.EA.F'C. 
Si l'on divise membre à membre les deux égalités posées, il vient 

FB _ FC_ 
F'B ^ FC' 

On en déduit 
FB _ FB — FC BC_ 
F ' B - F'B —F'C " W 

proportion inexacte, à moins que le point F' ne se confonde avec le point F. 
Les trois points D, E, F, sont donc bien en ligne droite (*). 

17. Si l'on joint tin point 0 pris dans le plan d'un triangle h ses tro'is 
sommets A, B, C. les droites obtenues détermineront sur les côtés du 

fl„ 2 0 triangle ou sur leurs prolongements si.) 
segments tels, que le produit de trois seg
ments sans extrémité commune sera égal 
au produit des trois autres ( fig. 20). 

Les trois transversales OA, OB, OC, 
couperont les trois côtés du triangle, ou 
bien elles couperont un seul coté el les 
prolongements des deux autres, .le dis 
qu'on aura dans les deux ras 

DA.EC.FB = DB. EA.FC. 

En effet, le triangle ABF coupé par la 
transversale COD donne 1 loi 

DA.OF.CB= DB.OA.CF. 

De môme. le triangle ACF coupé par la 

( * ) 11 est impossible que la droite qui joint les deux points D et E soil paral
lèle au coté i'>C, car on aurait alors 

— =: ^ , d'où DA. EC = DB. EA , 
DB EC 

.'"esl-à-dire, d'après t'hvpothèse, FB = VT. ce qui est absurde 
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tians\ersale l!OE donne 

E A . O F . B C ^ EC.OA.BF. 

Si l'on diwse membre à membre les deux égalités obtenues, il vient 

DA _ DB.CF 
l A ~ EC.BF ' 

et l'on en déduit 
DA.EC.FB = DB.EA.FC. 

18. Réciproquement, si trois points situés en nombre impair sur les 
entés (Cun triangle, en nombre pair sur Ici prolongements de ses côtés, 
y déterminent six segments tels, que le j>roduit de trois segments sans 
extrémité commune soit égal au produit des trois autres, les droites qui 
joindront respectivement les trois points considérés aux sommets opposés 
du triangle, seront concourantes ifig. 20 i. 

On a, par hypothèse. 

r>A.EC.FB = DB.EA.FC. 

Si la droite qui joint le point F au sommet A ne passe pas par le point 
0 où se croisent les droites BE et CD, menons la droite AO et supposons 
qu'elle rencontre en F' le côté BC. D'après le théorème précédeni, on 
devra avoir 

DA.EC.F'B =• DB.EA.FC. 

membre les deux, égalités posées, il Si l'on divise 
viendra 

alors membre 

F'B 
FB 

1 me 

F'C 
FC 

on en déduit, le double signe correspondant aux deux positions possibles 
du point 0 , 

F'B F'B ± F C _ BC 
FB " FB ± FC ~": BC ' 

proportion inexacte, à moins que le point F' ne se confonde avec le point F. 
Les trois droiles considérées se croiseront donc bien au même point 0 . 

Applications. 

19. Calculer la distance (Cun point donné B à un point inaccessible Y 

\fig- 2 I)-
On marquera un point C sur la partie accessible de la direction BF, 

et l'on mesurera BC ; puis l'on choisira sur le terrain un point A, de 
manière à pouvoir tracer facilement les aligno-

H S 2 I • ments AB, AC. On marquera un point D sur AB, 
et l'on déterminera le point de rencontre E 
des deux directions AC et DF. En considérant 
alors le triangle ABC coupé par la transversale 
DEF. on pourra écrire ( lu i 

DA.EC.FB = DB.EA.FC, 

d'où l'on tire 

F B = FC 
DB.EA 

'ÏÏATEC' 

file:///fig-
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On peut mesurer les quatre segments DA, DB, EA, EC, et calculer l'ex-

pression fractionnaire „ , „,^ — K. On a d ailleurs 

Il viendra donc 

c'est-à-dire 

DA.EC 

FC = FB - BC. 

F B = ( F B - B C ) . K . 

K.BC 
FB = 

K — 1 ( * ) • 

20. Les trois médianes d'un triangle se coupent en un même point 
[fig. 22). 

En effet, les points D, E, F, étant les milieux des côtés du triangle ABC, 
on aura identiquement 

Fig. 22 
DA.EC.FB = DB.EA. FC. 

Par suite (18), les trois médianes sont concou
rantes. On prouverait de même que les trois per
pendiculaires élevées sur les milieux des côtés 
cTuti triangle se croisent au même point. 

Remarque. — Il est bon de noter que le point 
de rencontre des trois médianes est au tiers de 
chacune d'elles a partir de la base. En effet, la 

RI ' 

droite DE, par exemple, est parallèle à BC, égale à — ; et les triangles 

semblables DOE, BOC, donnent 

d'où 

DO DE 

DO: 
DC 

21. Les trois hauteurs d'un triangle se coupent en un même point 

ifS- a3). 
Menons les trois hauteurs AF, BE, CD. Les triangles BAE et CAD seront 

équiangles, ainsi que les triangles ABF et CBD. ACF et BCE. On pourra 
donc écrire 

DA __ AC FB _ AB EC _ BC 
EA ~ AB ' DB " BC ' FC ~ AC' 

Multiplions ces trois égalités membre à membre, 
il viendra 

Fie. 

DA.EC.FB AB.AC.BC 
DB.EA.FC AB.AC.BC 

Par suite. 
DA.EC.FB = DB.EA.FC, 

et les trois hauteurs sont concourantes ('48']. 

(*) On voit facilement que K est plus rçrand que i en se reportant à lY'^alile 
DA. EG.FR = DB.EA.FC, ; car, puisque Fiî est plus grand que FC, il faut qu'on 
ait DB.EA > DA.EC. 
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22. Les bissectrices des angles d'un triangle se coupent en un même 
point [fig. 24). 

En effet, si AF, BE, CD , représentent les 
bissectrices des angles A, B, C, on aura 
(Géom., 89) 

Fis 

DA 
DB 

AC 
" BC' 

EC 
EA 

BC 
^AB' 

FB 
FC 

AB 
AC 

Par suite, 

Si l'on multiplie ces égalités membre à mem
bre, il viendra 

DA.EC.FB _ 
DB.EA.FC~ ' 

DB.EA.FC, DA.EC.FB 

et les trois bissectrices sont concourantes (18 \ 

23. Dans tout hexagone inscrit à une circonférence, les points de con
cours des côtés opposés prolongés deux à deux sont en ligne droite 

"S- 25- Les côtés opposés sont 
R séparés par deux côtés 

consécutifs. Ainsi, les cô-
1 \ tés opposés AB et DE se 

; \ coupent en L, les côtés 
opposés BC et EF se cou-

----=»L peut en M, les côtés op-
. ----"" -- posés CDet FAse coupent 

- - " " ^ • ' en N. Il faut démontrer 
.,• que les trois points L, M, 

/ / v x \ ,, ' N, sont en ligne droite. 
,' / X< '" Les côtés non consécu-
/ / ^ - ' M tifs BC, DE, FA.de l'hexa-
1 / , - ' gone, déterminent par 
/ / , - ' leurs rencontres le trian-

y/' gle PQR. Ce triangle est 
N coupé par les transver

sales ABL, CDN, EFM, qui 
sontprecisement les trois antres côtés de l'hexagone.En appliquant succes
sivement à chaque transversale le théorème fondamental (15), on aura: 

LP.AQ.BR = LQ.AR.BP, 
NQ.CR.DP = NR.CP.DQ, 
MR.EP.FQ = MP.EQ.FR. 

Si l'on multiplie alors ces trois égalités membre à membre, en remar
quant que ( Génm., i l ! ) 

BR.CR = AR.FR, 
FQ.AQ=EQ.DQ, 
DP.EP = CP.BP, 

il viendra 
LP.NQ.MR = LQ.NR.MP. 

If. 16 

DB.EA.FC~
FA.de
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Cette dernière relation prouve (46), en considérant toujours le triangle PQR, 
que les trois points L, M, N, sont en ligne droite. 

Le théorème qu'on vient de démontrer est vrai, lors même que l'hexa
gone inscrit proposé n'est pas convexe. 

Il ne dépend pas de la grandeur des côtés de l'hexagone, c'est-à-dire 
qu'il subsiste encore lorsque quelques-uns de ces côtés sont remplacés 
par des tangentes à la circonférence. 

Par exemple, un triangle étant inscrit dans une circonférence, si Von 
mène par ses sommets des tangentes à la circonférence, les points de 
concours de ces tangentes avec les côtés opposés aux sommets considérés 
seront en ligne droite. 

Enfin, cette propriété remarquable de l'hexagone inscrit à la circonfé
rence n'est qu'un cas particulier du théorème général connu sous le 
nom de théorème de Pascal et qui s'énonce ainsi : 

Dans tout hexagone inscrit à une courbe du second ordre ( * ), 1rs 
points de concours des côtés opposés sont en ligne droite. 

Division harmonique des lignes droites. 

24. Trois nombres forment une proportion harmonique, lorsque le 
rapport de l'excès du premier sur le second à l'excès du second sur le 
troisième, est égal au rapport du premier nombre au troisième. 

La dénomination employée vient de ce que, lorsqu'une corde sonore 
rend l'accord parfait ut, mi, sol, elle est frappée successivement en trois 
points qui correspondent à des longueurs do corde proportionnelles aux 

nombres i , v ' Ô " donnant précisément la proportion 

<-§ , 

25. Lorsqu"on prend sur une droite AB et sur son prolongement (fig. 26), 
deux points C et D tels, que leurs distances aux extrémités de la droite AB 

F i s 6 soient proportionnelles, on peut 
écrire la proportion 

BD AD 
BC ~~ AC 

sous la forme suivante 

AD — AB _ AD 
A B - A C ~ AC' 

Donc, les trois longueurs AD, AB, AC, constituent alors une proportion 
harmonique, et Ton dit que la droite AB est divisée harmoniquement aux 
points C et D, qu'on appelle points conjugués harmoniques par /-apporta 
cette droite. 

(*) On entend par courbe du second ordre toute courbe représentée, en coor
données reclilignes, par une équation du second def;ré à deux variables. (Voir 
la Géométrie analytique, 1.111/ 
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Réciproquement, la proportion ~^ = 777 donne 
BC AI. 

AC_ AD 
BC ~ BD ' 

d'où 
AU - CD AD 
CD — BD BD 

Les points A et B sont donc à leur tour conjugués harmoniques par 
rapport à la droite CD. 

26. La. moitié AI de la droite AB est moyenne proportionnelle entre les 
distances du point I aux points conjugués harmoniques C et D (,fig. 26). 

En eifet, de la proportion ^ = '— , on déduit 

c'est-à-dire 

AC - BC AD - BD 
AC + BC ~ AD + BD ' 

( A H - I C ) - ( B I - I C ) AB 
( AI + 1C ) + ( BI - IC) ~ AB + 2B 

2IC 2 AI 
2AI~ 2lD' 

Celte dernière proportion conduit à la relation 

AP = IC.ID. 

Réciproquement, si un point M pris sur AB satisfait à cette condition, il 
est nécessairement le milieu de la droite AB. En effet, ce point M étant à 
gauche ou à droite du milieu I de la droite AB, on ne pourrait avoir en 
même temps 

kW = MC. MD et AP = IC. ID, 

puisque AM étant < ou > AI, on aurait au contraire à la fois MC > ou 
< IC, MD > ou < ID. 

27. Si Ton joint un même point 0 (fig. 27) aux quatre points harmo
niques A, B, C, D, on forme ce qu'on appelle un faisceau, harmonique. 

Les droites qui correspondent aux points con-
riS- 27- jugués harmoniques, sont dites conjuguées 

harmoniques. Toute droite abcd, parallèle à la 
droite ACBD, est divisée harmoniquement par 
le faisceau q«'on peut regarder comme pro
longé en sens inverse au delà du point 0. 

La géométrie élémentaire fournit un exem
ple de faisceau harmonique. 

Si l'on mène les bissectrices OC et OD des 
deux angles intérieur et extérieur supplé-

16. 



2 4 4 GÉOiMÉTRIE. 

mentaires d'un triangle AOB ( fig. 28), on a [Géom., 89, 90): 

i'ijT. 9.S AC OA AD _ OA 

A, B G ~ Ô B C t BD~OB' 

/ d'où 
/ AC_ AD 

/t{C^ BC ~ BD" 

/ / \ ^ ^ - ^ ^ Les points C et D, pieds des deux 
/ I \ ^ ^ - bissectrices, sont donc conjugués har-

A (: B l1 moniques par rapport au côté AB. Dès 
lors les deux côtés OA et OB du triangle et les deux bissectrices OC et OD 
forment un faisceau harmonique. 

Remarque. — 11 suit de là que, si l'on détermine sur le diamètre CD 
d'une circonférence COD les points conjugués harmoniques A et B, le 
rapport des distances d'un point quelconque 0 de la circonférence aux 
deux points A et B restera constant; car les bissectrices des angles va
riables AOB, BOA', passeront constamment par les points C et D, conju
gués harmoniques relativement à AB. 

' 28. Proposons-nous de diviser harmoniquement une droite AB dans le 
rapport de deux droites données m et n ( fig. 29 ). 

On mènera par le point A une droite quelconque AO = m, et par le point B 
une parallèle à AO,sur laquelle on prendra BE = BF = n. Puis on tracera 

lesdroitesOE et OF, qui couperont AB et son 
F l " - 2 9 ' prolongement aux points demandés C et D. 

n En effet, on aura à cause des parallèles 

A C A O __m_ A D _ A O _ « _ 
BC ~ BE ~ n BD ~ BF ~ « ' 

D ( 1 ' 0 U 

A C _ A D _ ^ 
BC ~~ BD ~ n ' 

Connaissant trois droites d'un faisceau harmonique, on construira la 
quatrième par un procédé analogue [fig. 29). 

Soient OA, OC, OB, les trois droites données. On mènera par un point 
B pris sur la troisième droite OB, une parallèle à la première droite OA. 
Cette parallèle coupera la seconde droite OC au point E. On prendra alors 
surle prolongement de BE une longueur BF = BE : le point F appartiendra 
nécessairement à la quatrième droite du faisceau. En effet, si l'on trace 
par le point B une droite quelconque qui coupe les quatre droites cor :i-
dérées aux points A, C, B, D, le point D sera le conjugué harmonique du 
point C par rapport à la droite AB. Car on aura toujours 

A C _ A O A D A O 
BC~BJp; B D - B F ' 

d'où, à cause de BE = BF, 

AC _ AD 
BC "" BD' 
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Si les droites données étaient OA, OB, OD, on déterminerait OC en 
suivant une marche identique. Au lieu de BE, c'est BF qu'on trouverait 
directement. 

Le choix du point B et la direction de la droite ACBD étant arbitraires, 
la construction indiquée conduit en même temps à cette remarque im
portante : Une sécante quelconque est divisée Iiarmoniquement par un 
faisceau harmonique. 

29. D'après cette remarque, si l'on donne (fig. 29) un angle COD et 
un point A hors de cet angle, si l'on mène par le point A une sécante 
quelconque ACD, le lieu du point B, conjugué harmonique du point A par 
rapport aux points d'intersection C et D de la sécante avec les côtés de 
l'angle, sera la droite OB conjuguée harmonique de la droite OA dans le 
faisceau harmonique OACBD. Ainsi, pendant que la sécante tourne autour 
du point A, le point B décrit la droite OB. Le point A est appelé pôle de 
la droite OB, et la droite OB est la polaire du point A par rapport à 
l'angle COD. 

Si l'on veut trouver la polaire du point A par rapport à l'angle COD 
ifig. 29), il suffira d'après ce qui précède (28) de mener, entre les côtés 
de l'angle, une parallèle EF à la droite OA. Le milieu B de celte paral
lèle appartiendra à la polaire OB. 

Si l'on veut, au contraire, trouver le pôle A, étant donnée la polaire OB, 
la question reviendra à chercher la quatrième droite OA d'un faisceau, 
lorsqu'on connaît les trois autres OD, OB, OC (28). 

30. On donne un angle COD et un point A hors de cet angle. On mène 
par ce point deux sécantes quelconques ACD, ACD', et l'on joint diago-
nalement les points d'intersection C et D'. C et D. Les droites obtenues se 
croisent en M sur la polaire du point A par rapport à Vangle COD{ /7g. 3o). 

Déterminons le point B, conjugué harmonique du point A par rapport à 
la droite CD. Les quatre droites MA, MC, MB, MD, formeront un fais

ceau harmonique (27). Par suite, le point 
' 'û- 3o- B' où MB prolongée coupera la sécante 

0 ACD', sera le conjugué harmonique du 
point A par rapport à la droite C D ' . Les 
deux points B et B détermineront donc 
la polaire du point A par rapport à l'angle 
COD, et comme la droite BMB' passe par 
le point 0 , on obtiendra cette polaire en 
traçant OM. 

v c / Réciproquement, si l'on prend un point M 
quelconque sur la polaire OB, si l'on mène jxir ce point les droites CD' 
et C D arrêtées aux côtés de l'angle COD, les droites CD et CD ' pro
longées viendront se couper au pôle A {fig. 3o). 

En effet, supposons un instant que le point A, conjugué harmonique du 
point B par rapport à CD, ne se trouve pas sur CD' , et menons la droite 
AC. AC prolongée viendra couper OD en un point D, différent de D'. Si 
l'on jointalors CD,, on coupera C D en un point de la polaire OB qui ne 
pourra être que le point M. Par conséquent, les deux droites CD, et CD' 
ayant deux points communs C et M, ne peuvent différer, et la droite C D ' 
prolongée passe nécessairement par le point A. 
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Applications. 

31. Soit un quadrilatère ABCD. Prolongeons (fig. 3i) les côtés opposés 
AB et CD, AD et BC, jusqu'à leurs rencontres aux points E et F. L'en

semble ainsi obtenu porte le 

Fig. 

ainsi 
nom de quadrilatère complet. 
Ce quadrilatère a pour troisième 
diagonale la droite EF. 

On voit qu'un quadrilatère 
complet n'est que le système 
formé par quatre droites indé
finies qui se coupent en six 
points. En joignant les points 
opposés deux à deux, on a les 

^ \ trois diagonales du quadrila-
. - tère. 

Dans un quadrilatère com
plet, chaque diagonale est divi
sée harmoniquement par les 
deux autres. 

En effet, soient G, H, L, les points d'intersection des trois diagonales. 
D'après le théorème précédent (30), le point H est le pôle de la droite 
ACG par rapport à l'angle EAF, de sorte que les points de rencontre H 
et G de la diagonale EF avec les diagonales BD et AC, la divisent harmo
niquement. De même, le point F est le pôle de la droite EL par rapport à 
l'angle AED, de sorte que Lest sur AC le conjugué harmonique du point G, 
etsurBD, le conjugué harmonique du point H. 

32. On peut s'appuyer sur ce qui précède (30) pour mener par un 
point donné une droite qui concoure avec deux droites données, ces 
droites ne se coupant pas dans les limites du dessin ( voir une solution 
très-simple de ce problème, 9). 

Soient (fig. 32) AC et BD les deux droites données, soit M le point 
donné placé entre les deux droites. On tirera par le point M les deux 

droites AD et BC. En joignant 
leurs points d'intersection avec 
les lignes données, on obtiendra 
les droites AB et CD qui, prolon
gées, iront en général se couper 
en un point II. On pourra tou
jours opérer de manière que ce 
point soit compris dans les limites 
de l'épure. Par le point H ainsi 
déterminé, on tracera la sécante 
IIEF aux deux lignes données, et 
l'on joindra en croix les points 

d'intersection obtenus avec les points C et D. Les droites CF et DE se 
croiseront en I. La droite MI sera la polaire du point H par rapport à 
l'angle que forment les droites AC et BD. Dès lors MI ira passer par le 
point de concours 0 de ces droites. 

Supposons maintenant (fig. 32) que les droites données soient AB et 
CD et que le point donné F soit extérieur à ces droites. Par un point 
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quelconque 0, on mènera les droites OAC, OBDF, dont l'une passe par le 
point donné F. On joindra en croix les points d'intersection de ces droites 
avec les lignes données. Les droites ainsi obtenues, AD et BC, se croise
ront en M. On mènera alors la droite FC qui coupera en I la direction 
OM; puis on joindra DI qui coupera AC au point E. La ligne FE sera la 
direction demandée. Car la droite OMI est, par rapport à l'angle COD, 
la polaire du point H où viennent se rencontrer les droites AB, CD, EF. 

On pourra mettre à profit les solutions précédentes, pour tracer par un 
point donné une droite allant concourir avec deux autres droites, visibles 
seulement dans une partie de leur parcours; pour trouver un point 
situé sur le prolongement d'une droite inaccessible, ou encore, pour pro
longer une droite donnée au delà d'un obstacle arrêtant la vue. 

Pôle et polaire dans le cercle. 

33. Si par un point 0 pris dans le plan d'un cercle de diamètre AB, 
on trace une sécante quelconque £F à ce cercle, le lieu du point I con
jugué liarmoniquc du point 0 par rapport à la corde EF, est une droite 
perpendiculaire au diamètre AB qui passe par le point 0 (fîg. 33). 

Déterminons le point H, con
jugué harmonique du point 0 
par rapport au diamètre AB qui 
passe par ce point, et soit I le 
conjugué harmonique du même 
point par rapport à la corde quel
conque EF. Il suffit, pour démon
trer le théorème énoncé, de prou
ver que la droite IH est perpen
diculaire sur AB. 

Ceci posé, puisque les points 0 
et H sont conjugués harmoniques 
par rapport à AB et que les 

--___ L points E et F appartiennent à 
la circonférence, on aura néces
sairement (27, Remarque) : 

EH 
E 0 : 

FH 
FO' 

, t , ,• EH c est-a-dire ^rr = FH 
EO 
FO' 

Suivant que le point 0 sera extérieur ou intérieur à la circonférence, 
la droite HO sera donc la bissectrice de l'angle FHL ou de l'angle EH1% 
extérieur ou intérieur par rapport au triangle EHF. Les droites HO, HF, 
HI, HE, formant par hypothèse un faisceau harmonique, il faut alors que 
la droite IH soit à son tour bissectrice de l'angle intérieur EHF ou de 
l'angle extérieur HIL (27), c'est-à-dire qu'elle soit perpendiculaire sur 110 
ou sur le diamètre OAB. 

On dit que le point 0 est le pôle delà droite IH et que la droite IH est 
la polaire du point 0, par rapport au cercle AB. 

3i. Le point C étant le centre du cercle ou le milieu de AB, on a la 
relation (26) 

AC2= CH.CO. 

On peut déduire de celte relation plusieurs conséquences importante* 
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Par un point 0 extérieur a une circonférence [/'g- 34), menons a 
cette circonférence les tangentes OM et ON. Traçons la corde MNqui 

P 3 , joint les points de contact M et N, et 
qui est perpendiculaire au diamètre OAB. 
Le triangle rectangle OMC donnera 

MC 2 = AC2 = CH.CO. 

Le point H où la corde MN coupe le dia
mètre OAB, est donc le conjugué harmo
nique du point 0 par rapport à AB; en 
d'autres termes, la polaire du point 0 est 

la corde MN qui joint les points de contact des tangentes menées de ce 
/joint à la circonférence. 

On peut conclure de là une nouvelle construction de la tangente menée 
au cercle par un point extérieur. 

La relation AC2 = CH.CO prouve encore que les points O et H sont 
réciproques, c'est-à-dire que la polaire de l'un passe par l'autre ; ce qui 
est d'ailleurs évident (23). 

La même relation montre que, si le point O vient en B sur la circonfé
rence, le point H vient aussi en B. Donc la polaire d'un point pris sur 
la circonférence est la tangente menée en ce point à la circonférence. 

Enfin, si CO devient infiniment petit, CH devient infiniment grand, de 
sorte que si le pôle est au centre de la circonférence, la polaire se trans
porte à l'infini". 

35. Lorsqu'on fait décrire au pôle O une droite XY, toutes les polaires 
correspondantes aux diverses positions du point O se croisent en un 
même point H qui est le pôle de XY ( fig. 35). 

Menons le diamètre ABO perpendiculaire à la droite XY, et déterminons 
sur ce diamètre le point H, conjugué harmonique du point O ou pôle de la 

droite XY. Prenons un point quelconque 
O' sur XY et joignons-le au centre du 
cercle : nous obtiendrons ainsi un diamètre 
A'B'; la perpendiculaire HH', abaissée du 
point H sur ce diamètre, sera la polaire du 
point O'. En effet, les triangles semblables 

CO' CO ,, . 
™ i dou COO', CHH', donneront r„T _ _„ , 

Cri Cri 

CH'.CO' = CH.CO = AC2(34). 
Le point H' sera donc bien le pied de la polaire du point O'. 

36. Réciproquement, si la droite XY tourne autour du point O, son pôle 
appartiendra toujours à la polaire 

Fig. 36. du point O [Jig- 36 ) 
Car, si l'on détermine la polaire 

IH du point O et si l'on abaisse, du 
centre C de la circonférence , une 
perpendiculaire CO' sur la posi
tion quelconque de la droite XY, 
les deux triangles semblables CIH, 
COO', donneront toujours 

CI __ CH 
CO ~ CO' ' 
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CI.CO' = CII.CO = AC2. 

Le point I sera donc le pôle de la droite XY. 

37. COROLLAIRES. — i° Si des différents points d'une droite on trace 
îles couples de tangentes h une circonférence, les cordes de contact 
viennent se croiser au pôle de la droite, considérée. En effet, les cordes 
de contact obtenues sont les polaires des différents points de la 
droite (34, 35). 

2° Si d'un point on mène à un cercle une série de sécantes, les points 
de rencontre des couples de tangentes correspondantes appartiennent h 
la polaire du point considéré. En effet, les sécantes passant par nn même 
point, leurs pôles se trouvent sur la polaire de ce point (34, 36). 

3° En joignant les pôles de deux droites, on obtient la polaire de leur 
point de rencontre. En effet, ces deux droites peuvent être regardées 
comme les positions différentes d'une droite passant constamment par 
leur point de rencontre (36). 

4° D'après ce dernier corollaire, si deux polygones d'un même nombre 
de côtés, tracés dans le plan d'une circonférence, sont tels, que les som
mets de l'un soient les pôles des côtés de Vautre, la propriété réciproque 
aura lieu; c'est-à-dire que les sommets du second polygone [points de 

rencontre de ses côtés ) seront à leur tour les pôles 
des côtés du premier polygone. 

On donne alors aux deux polygones le nom de 
polaires réciproques. 

On voit que, si [fig. 3 j ) un polygone ABCDE 
est circonscrit à un cercle, on obtient son polaire 
réciproque en formant le polygone inscrit qui 
correspond aux points de contact successifs a, b, 
c, d, e. Car chaque sommet A du polygone cir
conscrit est le pôle du côté opposé ea du poly
gone inscrit (34) . 

Application. 

38. Dans tout hexagone circonscrit h une circonférence, les diago
nales qui joignent les sommets opposés ( c'est-à-dire le premier et le qua
trième, le second et le cinquième, le troisième et le sixième), se coupent 
en un même point [fig- 38). 

Soit l'hexagone circonscrit ABCDEF. En joignant les points de contact 
successifs, nous formerons l'hexagone inscrit abedej] polaire réciproque 

du circonscrit (37, 4°). 
Ceci posé, désignons par L, M, N, les points 

de rencontre des côtés opposés de l'hexagone 
inscrit (23). Les sommets A et D étant les pôles 
des côtés ab et de, le point de rencontre L de ces 

j? côtés sera le pôle de la diagonale AD (37, 3°). De 
même, les points de rencontre M et N des côtés 
bc et ef, cilelj'a, seront les pôles des diagonales 
BE et CF. Or les trois points L, 3M, N sont en 
ligne droite (23); donc, les trois diagonales de 
l'hexagone circonscrit se couperont en un même 
point, pôle de la droite LMN(33). 
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Ce théorème, comme celui sur lequel il s'appuie, n'est qu'un cas par
ticulier d'un théorème beaucoup plus général, applicable à toute courbe 
du second ordre et dû à M. Brianchon. Il ne dépend pas de la grandeur 
des côtés de l'hexagone, c'est-à-dire qu'il subsiste encore lorsque, 
quelques-uns des angles de l'hexagone devenant égaux à deux droits, 
deux côtés de cet hexagone se réunissent en une seule tangente à la cir
conférence, dont le point de contact représente encore le sommet qui 
correspondait primitivement au point de rencontre de ces deux côtés. 

Ainsi, l'on peut dire que, dans tout triangle circonscrit à la circonfé
rence, les droites qui joignent cliaque sommet au point de contact du 
côté opposé, se croisent en un même point. 

CHAPITRE III. 
EXERCICES ET QUESTIONS DIVERSES. 

(GÉOMÉTRIE PLANE.) 

Problèmes divers. 

39. Soit un angle XAY. Prenons sur les cotés de cet angle AB = AB', 
AC = AC, et joignons en croix les points B et C, C et B'. Les droites BC 
et CB' se couperont en un point M qui appartiendra à la bissectrice de 

l'angle XAY (fig- 3g). 
En effet, les deux triangles ABC, ACB', sont 

égaux comme ayant un angle commun compris 
entre deux côtés égaux chacun à chacun. L'angle 
en B est donc égal à l'angle en B', l'angle en C à 
l'angle en C . Par suite, comme AC — AB ou BC 
est égal à AC —AB' ou B'C, les deux triangles 
BMC, B'MC, sont égaux comme ayant un côté 
égal adjacent à deux angles égaux chacun à cha-

1 cun. On a donc BM = B'M. Les deux triangles 

ABM, AB'M sont alors égaux comme ayant un angle égal (B = B') com
pris entre deux côtés égaux chacun à chacun, et ï'angie BAM est égal à 
l'angle BAM. 

40. Si la bissectrice d'un angle d'un triangle divise le côté opposé en 
deux parties égales, ce triangle est isocèle [fig. 4o). 

Supposons que, dans le triangle ABC, la bissectrice 
AD de l'angle A soit en même temps une médiane du 
triangle. Prolongeons AD d'une longueur DA' = AD, et 
joignons CA'. Les deux triangles BAD, CA'D, seront 
égaux comme ayant un angle égal compris entre côtés 
égaux. Par suite. AB = CA', et ï'angie BAD = DAC, est 
égal à l'angle CA'D. Le triangle AC.V est donc isocèle, 
et l'on a ÀC = CA', c'est-à-dire AC = AB. 

41. Soit un triangle ABC {fig. 41)- Menons B 'C 
parallèle à la base BC, joignons en croix les points B 
et C , C et B' : le point d'intersection M des droites BC 
et CB' appartiendra h la médiane AD du triangle. 



GEOMtXRIE. 2 0 t 

un point 0 situé à égale distance des 
Fig. /,2. 

trois 

Le poirit D étant le milieu du côté BC, il faut prouver que les trois 
points D, M, A, sont en ligne droite. Soit, en effet, D' le point de ren-

Fig- 41- contre de DM prolongée avec B'C'. Les trois 
droites BC, CB', DD', étant concourantes, cou
pent proportionnellement les deux parallèles 
BC, B'C. Le point D étant le milieu de BC, le 
point D' est donc le milieu de B'C. Les trois 
droites BB', CC, DD', coupant alors proportion
nellement les mêmes parallèles BC, B'C, viennent 
concourir au point X(Géom.y 98). 

42. Construire les cercles tangents aux trois côtés d'un triangle ABC 
(fg- 4»). 

Les bissectrices des angles intérieurs du triangle donné se coupent en 
côtés. Donc, si du point 0 
comme centre avec cette dis
tance 01 pour rayon on 
décrit une circonférence, elle 
sera tangente intérieurement 
aux trois côtés du triangle. 

.. ,' \ x—i-—/si i Menons maintenant les bis-
>N;i^ 'u/^c^k/ / / sectrices des angles extérieurs 

du triangle. Ces angles, deux 
à deux opposés par le som
met, sont au nombre de six. 
Leurs bissectrices, deux à 
deux en ligne droite, for
meront un triangle 0'0"0'", 
dont les sommets seront les 
centres de trois nouvelles 
circonférences tangentes aux 
trois côtés du triangle. En 

effet, les bissectrices BO' et CO', par exemple, se coupent en un point 0' 
situé à égale distance du côté BC et des prolongements des côtés AB et 
AC (elles se coupent, parce que la somme des angles extérieurs en B 
et en C étant moindre que 4' droits, la somme de leurs moitiés est infé
rieure à '2 droits). Donc, si du point ()' comme centre avec cette distance 
O'I'pour rayon on décrit une circonférence, elle sera tangente au côté 
BC et aux prolongements des côtés AB et AC. Même démonstration poul
ies circonférences 0" et 0"' 

Les trois cercles 0', 0", 0'", sont appelés ex-inscrits par opposition au 
cercle inscrit 0. 

La bissectrice de chacun des angles intérieurs du triangle ABC passe 
par le centre du cercle ex-inscrit tangent au côté qui est opposé à l'angle 
considéré. 

•43. Dans tout quadrilatère, les milieux des côtés sont les sommets d'un 
parallélogramme [fig. 43.) 

Soit le quadrilatère ABCD, et soit le quadrilatère mnpq formé en joi
gnant successivement les milieux de ses côtés. 

Le côté mq sera parallèle à la diagonale BD et égal à — [Géom., 88) ; 

il en sera de même du côté nji. Par suite, la figure mnpq sera bien un 
parallélogramme. 
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Remarquons que, si les [joints /• et .« sont les milieux des diagonale?. 
BD et AC, la figure mspr est encore un parallélogramme, puisque mr et 

ps sont alors deux droites parallèles au 
côté AD et égales à sa moitié. 

Les deux parallélogrammes mnpq et 
mspr ayant une diagonale commune nip, 
auront même centre 0 [Géom., 43). On 
conclut de là que le point de rencontre O 
des lignes mp et nq qui joignent les mi
lieux des côtés opposés d'un quadrilatère 

P c quelconque ABCD, est en même temps le 
milieu de la droite rs qui joint lus milieux des diagonales de ce quadri
latère (*). 

Enfin, il est utile de noter que le quadrilatère ABCD détermine le paral
lélogramme mnpq, sans que la réciproque ait lieu. En effet, si par les som-

FiE- 44 • mets du quadrilatère ABCD, on mène 
quatre parallèles égales AA', BB', CC, DD', 
croisées comme l'indique la fig. 44 , le 
quadrilatère A'B'C'D' a les milieux de ses 
côtés aux mômes points que le quadrila
tère ABCD. 

En tenant compte de ce que nous ve
nons de dire, on démontre que deux poly
gones convexes coïncident lorsque leurs 
côtés ont mêmes points milieux, mais seu
lement dans le cas où le nombre des côtés 
est impair. 

Construire un quadrilatère ABCD, connaissant ses quatre côtés et 
des droites MN, PQ, qui joignent les milieux des côtés opposés 

(fig- 45). 
Supposons le problème résolu . 

et soient R et S les milieux des 
diagonales BD et AC. 

La figure MSNR sera un parallé
logramme dans lequel on connaîtra 
deux côtés, 

•44. 
l'une 

MS = 
BC 

et SS = ™, 

et la diagonale MX. On pourra 
donc construire ce parallélogramme et tracer la seconde diagonale BS. 

La figure PSQR sera aussi un parallélogramme, et l'on y connaîtra la 

diagonale BS et les côtés BP = — et PS = -— Ce parallélogramme sera 

donc complètement déterminé. 
11 ne restera plus qu'à mener : par le point M, AB parallèle à QB ; par le 

point P, BC parallèle à MS; par le pointN, CD parallèle à QS; par le point 
Q , AD parallèle à MR. Le quadrilatère ABCD qu'on obtiendra sera évi
demment le quadrilatère demandé. 

( * ) Ce que iious venons do (lire c:-f vrai, que le quadrilatère considéré soit 
plan ou gavehe. 
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Si le quadrilatère considéré devenait un trapèze ABCD [fig. 40), il suf
firait de donner ses quatre côtés. Car, en menant AE parallèle à BC, le 

Fi;;. /|6. triangle DAE serait déterminé, puisqu'on 
A n connaîtrait ses trois côtés AD, AE = BC . 

D E = C D —AB. Construisant ce triangle, on 
prolongerait DE d'une longueur EC = AB, et 
l'on mènerait par le point A, à DC, une pa-

D E c raiièle égale à AB. 

4o. Des sommets d'un triangle comme centres, décrire trois circonjé-
re/ices qui soient mutuellement tangentes [Jig. 47 )• 

Fig. [q. La question proposée revient à dé
terminer sur les côtés du triangle trois 
points i l , N, P, tels, qu'on ait 

AP = AN, BP = BM, CM = CN. 

Deux tangentes menées d'un même 
point à une circonférence étant égales, 
on voit que les points M, N, P, sont 
précisément les points où le cercle in
scrit au triangle ABC touche les côtés 
de Ce triangle. 

En considérant les trois cercles ex-inscrits (42), on aurait trois autres 
solutions du problème. 

On peut aussi avoir recours à l'algèbre. Désignons par <?, b, c, les trois 
côtés du triangle, par x et y les segments déterminés par le point M sur 
le côté a, par y et z les segments déterminés par le point N sur le côté b; 
x et z seront alors ceux déterminés par le point P sur le côté c On devra 
satisfaire au système 

y+z = b, 
z -4- x = c, 

qui donne immédiatement par addition 

d'où 

x+y+z •. 
a-4-b + c 

a + b + e 
x = b . 

r — 

2 

a -

a 
a + b -+- c 

2 

a + b + c 

2 
a - j - b 

On modifierait aisément la marche indiquée, dans le cas où l'on vou
drait considérer les cercles ex-inscrits. 

En rapprochant les résultats obtenus, on vérifierait que la distance de 
deux quelconques des quatre points de eontact d'un côté d'un triangle 
arec les quatre cercles inscrit et ex-inscrits, est égale à l'un des deux 
autres côtés ou à la somme de ces mêmes côtés ou à leur différence. 
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40. Couper une circonférence donnée 0 en deux parties égides, par 
une autre circonférence de rayon donné R ( fig. 48 ). 

Menons un diamètre AB de la circonférence O. 
et OC perpendiculaire sur AB. Du point A comme 
centre, avec AC = Il pour rayon, décrivons une cir
conférence qui coupe la perpendiculaire OC au point 
C. Si du point C comme centre, avec R pour rayon, 
on décrit une circonférence, elle répondra à la 
question puisqu'elle passera par les extrémités du 
diamètre AB. 

Si l'on suppose que AB tourne autour du point O, 
la perpendiculaire OC, toujours égale à v'AC2 — AO2, 

tournera autour du môme point, de sorte que le lieu des centres des cir
conférences qui satisfont à l'énoncé, est une circonférence concentrique 
à la circonférence proposée et de rayon égal à \jW — r", en désignant AO 
par /•. 

On voit que le problème est impossible si l'on a R < r . 

47. Tracer entre deux circonférences données O et O' une droite de 
longueur donnée, parallèle h une direction donnée KL [fig. 49)• 

Supposons le problème résolu, et soit AB la droite demandée. Par le 
centre O. menons OC égale et parallèle à AB. La figure OABC sera un 

Fis- 4n- parallélogramme, et la position 
du point C sera parfaitement dé
terminée : on aura d'ailleurs 

CB = OA. 

On est donc conduit à décrire 
du point C comme centre, avec 
un rayon égal à celui de la cir
conférence O, une circonférence 

qui coupera la circonférence O' au point B. Il restera à mener par le 
point B une parallèle à la direction KL. Le problème pourra admettre une 
ou deux solutions ou être impossible. 

48. Par un point donné, mener une sécante qui partage une cir
conférence donnée dans le rapport de deux nombres donnés p et q 

. [f'S- 5 o ) -
«• J 0 ' On divisera la circonférence donnée en p + q 

parties égales. Supposons que l'arc ApB contienne 
]> de ces parties, le reste de la circonférence ou l'arc 
A<yB en contiendra q. Du centre O, on abaissera 
alors OT perpendiculaire sur la corde AB et, du 
point O comme centre avec 01 pour rayon, on dé
crira une circonférence. Il ne restera plus qu'à 
mener par le point donné M une tangente à cette cir
conférence ; car cette tangente déterminera dans la 

grande circonférence une corde CD égale à AB. Les arcs sous-tendus par 
CD, égaux aux arcs sous-tendus par AB, répondront donc à la question. 

49. Construire un polygone régulier de côté donné {fig. 5i ). 
Supposons qu'on veuille construire un pentagone régulier dont le côté 
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ait une 
qu'on d 

Fiff. 

longueur/. On tracera une circonférence de rayon quelconque Qa. 
ivisera en cinq parties égales, do manière à y inscrire le penta

gone régulier abede; on en tracera les rayons 
qu'on prolongera s'il est nécessaire. On por
tera ensuite sur ah, à partir du point «, une 
longueur «K = /. Par le point K, on mènera 
KB parallèle à Qa, jusqu'à la rencontre 
de Qb. Puis du point 0 comme centre, avec 
OB pour rayon, on décrira une circonfé
rence dont les intersections avec les rayons 
du pentagone auxiliaire, seront les sommets 
du pentagone demandé. En effet, AB est évi
demment parallèle à ab, et le parallélo
gramme KBA« donne alors 

AB = « K = / . 

50. Une droite mobile dans un plan peut toujours être regardée 
comme exécutant un mouvement de rotation autour d'un point de ce 
plan [fîg.te). 

Soient MN, M'N', deux positions quelconques, non parallèles, de la 
droite donnée. Joignons les extrémités M et M', N et N', et par les points 

A et B, milieux des droites MM', NN', élevons 
sur ces droites les perpendiculaires AO et BO. 
Les deux triangles OMN, OM'N', seront égaux 
comme ayant leurs trois côtés égaux chacun 
à chacun. L'angle MON sera donc égal à l'an
gle M'ON' et, par suite, retranchant la partie 
commune, l'angle MOM' sera égal à l'angle 
NON'. Il en résulte que, si l'on fait tourner 

*N le triangle OMN ou la droite MN autour du 
point 0, de manière que le point M vienne en M', le point N viendra né
cessairement en N'. 

Maximums et Minimums. 

51. Distance d'un point à une circonférence. 
On appelle distance d'un pointa une circonférence, la plus petite ou la 

plus grande droite qu'on puisse mener de ce point à la circonférence. 
On obtient cette plus petite et cette plus grande droite en joignant 
le point donné au centre de la circonférence ( Géom., 58). 

D'après cela, on peut facilement tracer par un point donné M une cir
conférence 0 qui passe à égale distance de trois points donnés A, B, C. 

non en ligne droite, pourvu que ces points 
soient tous les trois à l'intérieur ou à l'exté
rieur de la circonférence demandée ( fig. 53 ). 

En effet, les distances OA, OB, OC, devant 
être égales, le point 0 se confondra avec le 
centre de la circonférence passant par les 
points A, B, C. Le point 0 étant déterminé, 
il suffira de décrire du point 0 comme cen
tre, avec OM pour rayon, une circonférence 
nui sera la circonférence demandée. 
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52. Distance de iletuc circonférences (Jîg- 54). 
Lorsque deux circonférences sont extérieures ou intérieures, la plus 

grande et la plus petite des lignes droites qu'on peut mener entre les 
deux circonférences, passent 
par leurs centres. 

En effet, menons entre les 
deux circonférences 0 et O' 

M une droite quelconque MN, et 
c supposons que la ligne des cen

tres détermine dans ces deux 
circonférences les diamètres AC 
et BD. Le quadrilatère OMNO' 
donnera : 

si les circonférences sont extérieures, 

00 '<OM + MN + NO', 
c'est-à-dire 

AB < MN ; 
et si les circonférences sont intérieures, 

OM ou 00 ' + 0 'B-4-AB<00' + 0'N + MN! 

c'est-à-dire 
AB<MN. 

Le même quadrilatère donnera : 
si les circonférences sont extérieures, 

OM + 00 '4 -0 'N>MN, 
c'est-à-dire 

CD > MN ; 
et si les circonférences sont intérieures, 

OM + 00 ' + 0 'N>MN, 
c'est-à-dire 

CB > MN. 

53. Trouver le point dont la somme des distances a trois points donnes 
non en ligne droite, est un minimum [Jîg. 55). 

Soient A, B, C, les trois points donnés, O le point cherché. La somme 
AO -+- BO -+- CO devant être un minimum, si l'on suppose que AO de

meure constant, en conservant la valeur vou-
Fig. 55. lue, il faudra que la somme BO+CO soit 

aussi un minimum. Le point O se trouve, dans 
l'hypothèse indiquée, sur une circonférence 
décrite du point A comme centre, avec AO 
pour rayon. La somme BO 4- CO sera donc 
un minimum, quand les deux lignes BO et CO 
feront des angles égaux avec le rayon AO. En 
effet, elles seront alors également inclinées 
sur la tangente MT au point O. Par suite, par 
rapport à tous les points de cette tangente, et 
à plus forte raison, par rapport à tous les 

c points de la circonférence qui est entièrement 
située au delà de MT, la somme BO -+• CO sera bien un minimum (5, i°). 
On verrait, par un raisonnement analogue, que les lignes AO et BO doivent 
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être également inclinées sur CO. Les trois angles formés autour du point 
0 par les lignes AO, BO, CO, doivent donc être égaux entre eux, et chacun 

doit représenter - d'angle droit.On obtiendra, d'après cela, le point O en 

décrivant sur chacun des côtés du triangle ABC un segment capable dei2o°. 

5 i . Trouver le point dont la .somme des distances h deux points don
nas et à une droite donnée, est un minimum [Jig. 56). (Les deux points 
donnés sont supposés d'un même côté de la droite donnée.) 

,.. v rfi Soient À et B les deux points donnés, MN 
la droite donnée, O le point cherché. Si par 
le point O on abaisse OP perpendiculaire 
sur MX, la somme AO + BO 4- OP doit être 
un minimum. On peut dès lors considérer le 
point P au lieu de la droite MN. La somme 
des distances du point O aux trois points 
A, B, P, devant être un minimum, il faut (53 ) 

que les trois angles formés autour du point O soient égaux. Mais, de 
plus, si l'on mène par le point O une parallèle KL à MN, comme tous les 
points de cette parallèle sont à la même distance de MN, il faut que la 
somme AO 4- BO soit un minimum par rapport à cette parallèle. Les 
droites AO et BO doivent donc faire des angles égaux avec cette paral
lèle (5, i°) ou avec MN; et, comme ces mêmes lignes doivent faire avec, 

OP des angles égaux à - de droit (33), elles feront avec MN des angles 

égaux à » de droit. Il suffira de mener par les points A et B des droites 

remplissant cette condition, et elles se couperont au point O demandé. 

53. Parmi tous les triangles formés avec deux côtés donnés, celui dans 
lequel ces côtés sont perpendiculaires, a l'aire maximum {fig. 5y) 

Soient AB et AC les deux côtés donnés : ils dé
terminent un triangle rectangle CAB. Le point C res
tant toujours à la même distance du point A, con
sidérons un second triangle CAB. Menons la hauteur 
CD' de ce second triangle. On aura C D ' < C'A 
ou que CA. Les deux triangles CAB, CAB, ayant 
même base, celui qui a la plus grande hauteur a 
la plus grande aire. 

56. On donrii 
chacun de ses côtés, 

Fig. 58. 

un angle A ; en joignant deux points B et C pris sin
on forme un triangle ABC. Si la somme AB + AC 
doit rester constante, dans quel cas le périmètre 
du triangle ABC est-il un minimum? [fig. 58.) 

Supposons le problème résolu, et comparons le 
triangle demandé ABC à un autre triangle AB'C, 
pour lequel on ait AB' + AC = AB + AC : on en 
déduira nécessairement BB' = C C Par le point C, 
menons CD égale et parallèle à BB', et joignons BD. 
Le parallélogramme BB'CD nous donnera BD = B'C, 
Donc, pour que BC soit un minimum, il faut qu'on 
ait dans tous les cas B C < BD, c'est-à-dire il faut 
ipieBC soit perpendiculaire sur CD. Mais alors, d'a-

i -
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près le parallélogramme BB'C'D, l'angle B'BD est le supplément de 
l'angle C'DB. L'arigle B'BD est formé de l'angle ABC et de l'angle CBD ; 
l'angle C'DB est formé de l'angle BDC et de l'angle CDC. Le triangle 
BCD étant rectangle en C, les angles CBD et BDC sont complémen
taires; il en sera donc de même des angles restants ABC et CDC. Le 
triangle CÇD étant isocèle, on peut remplacer l'angle CDC par l'angle 
DCC ; ce dernier a pour complément l'angle ACB puisque l'angle BCD est 
droit. Donc les deux angles ABC et ACB ont même complément et sont 
égaux, le triangle ABC est donc isocèle. Si l'on donne AB + AC = /;/, 

on n'aura pour le former qu'à prendre AB = AC = — • 

Le problème qu'on vient de résoudre permet de passer au problème 
suivant : 

Étant donné un triangle ABC [fig. 59 ), on prend sur les prolonge
ments des côtés AB, AC, des longueurs BD et CE, telles, que leur somme 

soit constamment égale au. troisième côté BC; 
dans quel cas la longueur DE est-elle un mini
mum ? 

La somme AD+AE demeurant égale au péri
mètre ip du triangle ABC et l'angle A étant con
stant, on voit qu'il suffit, pour répondre à la 
question, de prendre AD = AE = p. 

Si l'on mène les bissectrices des angles DBC, 
ECB, elles se couperont au centre d'un des cercles 
ex-inscrits du triangle ABC. Les points de contact 
de ce cercle avec les prolongements des côtés 
AB et AC, seront évidemment les points cherchés 
D et E *. 

57. Circonscrire à un triangle donné ABC un triangle DEF semblable 
un autre triangle donné D'E'F', et dont taire soit un maximum 

Fig. 6o. {fiS- 6o). 
Si sur le côté AB comme corde 

on décrit un segment capable de 
l'angle D', si sur le côté AC on décrit 
de même un segment capable de 
l'angle E', il est évident que les som
mets D et E, homologues des som
mets D' et E', devront se trouver 
respectivement sur les arcs obte
nus. De plus, le côté DE devra pas
ser par le point A. 

Les aires des triangles semblables 
\ / sont proportionnelles aux carrés de 

leurs côtés homologues. Donc, si le 
triangle DEF est un maximum, il en 

F 

(*) La Trigonométrie donne pour expression du minimum DE, dans le 
triangle isocèle ADE, 
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sera de même de DE' et par conséquent de DE. La question est ainsi 
ramenée à tracer par le point A une sécante telle, que la partie interceptée 
sur cette sécante par les deux circonférences décrites soit un maximum. 

Nous savons (4, 2°) que, dans ce cas, cette sécante doit être parallèle 
à la ligne des centres. Mais il y a une remarque importante à faire. Les 
segments capables des angles D' et E' peuvent être décrits sur un côté 
quelconque du triangle ABC, et l'on obtiendra de la sorte six triangles, 
dont chacun sera maximum pour toute la série des triangles semblables 
qu'on trouvera en considérant les mêmes segments capables. Il reste 
donc, pour résoudre complètement la question, à déterminer le plus 
grand de ces six triangles. 

Or le côté DE, étant parallèle à la ligne des centres MN, est égal à 
2 MX. Il faut, par suite, voir dans quelle hypothèse la distance des centres 
des deux segments est un maximum. Cette condition sera remplie, si les 
points M et N s'éloignent des côtés AB et AC, c'est-à-dire si les perpen
diculaires MP et NQ, abaissées des centres M et N sur les cordes AB et AC, 
deviennent aussi grandes que possible. Mais MP croît avec AB et avec l'angle 

MAP ( on a trigonométriquement MP = AP tang MAP = -— tang MAP ) ; 

on doit, par conséquent, faire en sorte que, AB étant le plus grand côté 
du triangle ABC, l'angle MAP soit aussi le plus grand possible ou, ce qui 
revient au même, que l'angle PMA = D soit le plus petit possible. 

On décrira donc sur le plus grand côté AB du triangle ABC un segment 
capable du plus petit angle D' du triangle D'E'F et ensuite, sur le côté 
moyen AC du triangle ABC, un segment capable de l'angle moyen E' du 
triangle D'E'F'. On mènera par le point A la sécante DE parallèle à la 
ligne des centres MN, et il ne restera plus qu'à joindre les points D et E 
aux sommets B et C, pour obtenir en F le troisième sommet du triangle 
demandé. 

Lieux géométriques. 

58. Trouver le lieu géométrique des points d'où l'on voit deux cercles 
donnés sous des angles égaux [fig. 6i ). 

Soient les deux cercles C et C, et soit M un point du lieu. Si par ce 
point on mène deux tangentes à chacune des circonférences, les angles 

r i g, AMB et A'MB' formés par ces tangentes 
devront être égaux d'après l'énoncé. Il en 
sera de même de leurs moitiés détermi
nées en joignant le point M, aux centres C 
etC .Les triangles rectangles AMC, A'MC, 
seront donc semblables et donneront 

MC AC 
ÏTFT; = T77T, = constante. 
MC A C 

La question est donc ramenée à cher
cher le lieu des points tels, que le rapport de leurs distances aux centres 
fixes C et C reste constamment égal à celui des rayons AC et A'C : ce 
lieu est, comme nous le savons {Géom., 91 ), une circonférence de cercle 
facile à déterminer. 

Si l'on demandait, d'après cela, le point d'où trois circonférences don
nées C, C, C", sont vues sous le même angle, ce point se trouverait à 
l'intersection de deux circonférences, dont l'une contiendrait tous les 
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points d'où l'on aperçoit les cercles C et CJ sous le même angle, et l'autre 
tous les points remplissant une condition analogue pour les cercles C et C", 

59. Trouver le lieu géométrique des points d'un plan également éclairés 
par deux foyers lumineux placés dans ce plan, les intensités de ces 

foyers étant représentées à C unité de distance 
par les nombres a et b (fig. 6 Ï . ) 

Soit M un point du lieu. Si l'on désigne 
par i et ï les quantités de lumière envoyées 
par les points A et B au point II, nous aurons, 
d'après un principe connu et déjà rappelé 
(Jlg.élém., 199), 

Fift. 62. 

IM BU2 

i devant être égal à /', ces proportions auront mêmes antécédents, et il 
viendra (Alg. élém., 47), 

a AW „ , AM \fît 

BM2 d'où 
BM 

Le lieu des points M est donc une circonférence de cercle ( Géom., 91 j . 
La question suivante dépend du problème que nous venons de résou

dre : Trouver dans le plan déterminé par trois points lumineux le point 
également éclairé par chacun creux. 

60. Un angle droit tourne autour de son sommet, et ses cotés prolon
gés coupent une circonférence située dans son plan : trouver le lieu des 

milieux des cordes ainsi déterminées (fig. 63) . 
Soit ACB l'une des positions de l'angle droit, 

dont le sommet C est fixe. Prenons le milieu M 
de la corde AB correspondante, et joignons ce 
point M au sommet C et au centre 0 de la 
circonférence. Le triangle ACB étant rectangle 
en C, la médiane CM y sera égale à la moitié de 
l'hypoténuse AB (Géom., 108). 

Le triangle rectangle OMB donnant 

OM2 + M B 2 ^ O B 2 , 

on pourra substituer CM à MB, et il viendra 

O M 2 + C M 2 = O B 2 ; 

ce qui montre que la somme des carrés des distances du point M aux deux 
points fixes C et 0 est constante. Dès lors le lieu cherché est une circon
férence de cercle facile à déterminer d'après ce qui précède ( Géom., 108), 
et dont le centre est au milieu de CO. 

61. Trouver le lieu géométrique des points tels, que la somme des car
rés de leurs distances au sommet d'un polygone régulier d'un nombre 

Fi;:. 6.', pair de côtés, soit égide à une constante 
donnée (fig. 64). 

Le polygone étant régulier et ayant un 
nombre pair de cotés, les lignes qui joi
gnent deux sommets diamétralement oppo
sés, passent par son centre. Soit, en sup
posant 'm côtés, A,OA„.,, l'une de ces 
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Signes, et soit M un point du lieu cherché. 0 étant le centre du polygone, 
MO sera médiane du triangle A^IA,^,, de sorte qu'on pourra écrire 

A, M2 + A„+1 W = 2MO2 + 2 A tO\ 

En considérant toutes les autres lignes qui joignent deux sommets diamé
tralement opposés, on obtiendra n — 1 autres équations analogues. Si l'on 
ajoute membre à membre toutes ces équations, et si l'on désigne par K2 

la somme donnée, on aura 

K2 = 1/1 MO2 + in. AtO-, 

MO: :*/F.-x,o>. 

On voit par là que, la distance MO étant constante, le lieu demandé est 
une circonférence do cercle concentrique au cercle inscrit ou circonscrit 

K2 

au polvgone proposé. IL faut d'ailleurs qu'on ait — > A,02. Le lieu se 

2«.A, O2; il n'existe plus si — est 
1 ' r 2« 

réduit à un point si l'on a K 

< A , 0 ' . 

Axe radical et centre radical. 

62. Lieu des points d'où l'on peut métier à deux circonférences don
nées des tangentes égales ( fig. 65 ). 

Soient les deux circonférences O et 
F,8- 6o O', et M un point du lieu : les tangentes 

MT et MT', menées de ce point aux deux 
circonférences seront égales. Or on a 

MT2 = MO2 - OT2, 
MT'2 = MO'2-0'T'=. 

Il en résultera 

M 0 2 - O r = M O ' 2 - 0 " T ! , 

c'est-à-dire 

MO2 - MO'2 = OT2 - OT2 = R 2 - R " , 

en désignant par R et R' les rayons des deux circonférences. On voit par là 
que la question est ramenée à chercher le lieu des points dont la différence 
des carrés des distances aux centres O et O' est égale à la quantité con
stante R2 — R'2. Le lieu de ces points est une perpendiculaire (*) menée à 
la ligne des centres 00', en un point À déterminé de manière que sa dis-

1 en appelant D la distance 

axe radical des deux cir-

tance AI au milieu de 00 ' soit éçale à R
2 - R ' 2 

2 D 
des centres [Géom., 109 ). 

On donne à la perpendiculaire MA le nom d' 
conférences considérées. 

(*J Le lieu se compose ici d 'une seule perpendiculaire, située à droite du 
milieu 1, parce que OT étant > O' T', MO doit surpasser constamment MO'. 
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De 

on déduit 

0.4 = 
D 

R2 - R ; 

•j.D 

, K , - R ' S 

2 D 

Il sera facile de construire la longueur 0.4, et par suite Taxe radical. 
On peut aussi, si les deux circonférences proposées sont extérieures, 

leur mener une tangente commune. Le milieu de cette tangente commune 
appartient nécessairement h Paxe radical. On n'aura donc qu'à abaisser 
de ce milieu une perpendiculaire sur la ligne des centres. 

Si les circonférences données sont tangentes extérieurement ou inté
rieurement, on a 

D = R ± R', d'où OA: 
D 
2 

R2 - R'L 

2 D 

R ± R ' R = n R ' 
= R 

dans ce cas, l'axe radical n'est donc autre chose que la tangente com
mune aux deux circonférences. 

Si les circonférences données sont sécantes, les extrémités de la corde 
commune MM' (fig. 66) satisfont identiquement à la relation 

MO2 - MO" = R2 - R'2. 

L'axe radical se confond donc alors avec 
la corde commune indéfiniment prolongée. 

Enfin, lorsque les circonférences données 
sont intérieures, il faut avoir recours à la 
formule générale 

D 

Fig. 66. 

Si l'on suppose D = o. 

OA = • 

et construire OA. 
il vient 

R 2 - R ' 2 

2D 

0.4 = 
R 2 - R ' 2 

Donc deux circonférences concentriques n'ont pas d'axe radical. 
Si les circonférences 0 et 0 ' sont égales, on a 

D 
•i 

R R' et OA 

l'axe radical passe par le milieu de la ligne des centres. 
63. Considérons trois cercles 0 , 0 ' , 0" dont les centres ne soient pas en 

ligne droite. Prenons-les deux à deux, et désignons respectivement par 
v.n fi_ A, A', A", leurs axes radicaux (fig. 67). Les 

axes A et A' étant perpendiculaires à deux 
, „ droites 0 0 ' et O'O" qui se coupent, se cou-

/ ' peront eux-mêmes. De leur point d'intersec-
/ . tion partiront donc trois tangentes égales 

/ ° menées aux trois circonférences ; c'est-à-dire 
\ / que ce point d'intersection appartiendra à l'axe 

/ ' ' " - radicalA"descirconférencesOetO'.LepointC. 
••-I commun aux trois axes radicaux, s'appelle cen-
'' trr radical des trois circonférences. 
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Il résulte de là que, si les trois circonférences proposées sont deux à 
deux sécantes, les cordes communes se croisent en un même point qui 
est le centre radical (62). 

On peut se servir de cette propriété pour construire l'axe radical de 
deux circonférences données. On n'a, en effet, qu'à les couper par une 
troisième circonférence. Les cordes respectivement communes à cette 
troisième circonférence et aux deux autres se couperont en un point qui 
appartiendra à l'axe radical demandé. 

Réciproquement, si d'un point de l'axe radical de deux circonférences 
on leur mène respectivement deux sécantes, les quatre points d'intersec-

Fj„ gg_ tion obtenus appartiendront à une 
même circonférence (Jtg. 68). 

On aura 

JJB.MC = MT', 
MD.ME = MT". 

Il en résultera 

MB.MC = MD.ME, 

relation qui prouve la proposition 
énoncée [Géoni., 112). 

La considération des axes radi
caux simplifie beaucoup les pro
blèmes sur les contacts : nous en 
donnerons des exemples. 

Application. 

64. Trouver le lieu géométrique des centres des circonférences qui 
coupent à angle droit deux circonférences données [Jîg. 69) 

L'angle de deux courbes est l'angle de leurs tangentes au point d'in
tersection. Si cet angle est droit et si les deux courbes sont des circon

férences, les rayons menés dans 
FlS- 69. chacune d'elles à un même point 

d'intersection seront aussi à 
angle droit. Dans le cas consi
déré, les rayons OT et O'T' qui 
joignent les centres 0 et 0' aux 
points d'intersection des circon
férences données avec l'une des 
circonférences cherchées, seront 
donc tangents à cette même cir
conférence. On obtiendra donc 
son centre M en menant les per
pendiculaires TM et T'M aux 

rayons OT et 0' T'. Mais ces tangentes aux deux circonférences 0 et 0' 
devant être égales comme rayons du cercle demandé, le centre M de ce 
cercle appartiendra à l'axe radical des circonférences 0 et 0' : cet axe 
radical se confond donc avec le lieu géométrique demandé. 

Il est facile de voir que la ligne des centres 00 ' est à son lour un axe 
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radical, commun a tous les cercles qui coupent orthogonalemeiH les 
cercles 0 et 0 ' . En effet, les tangentes menées du point 0 à tous ces 
cercles sont égales comme rayons du cercle 0 ; de même, celles menées 
du point 0' , sont égales comme rayons du cercle 0 ' . Par suite, les deux 
points 0 et 0 ' appartiennent à tous les axes radicaux des cercles M con
sidérés deux à deux : 0 0 ' est donc bien un axe radical commun à tous 
ces cercles. 

Centres de simili tude. 

63. Nous avons vu ( Géom., 101 ) ce qu'on entendait par centres de simi
litude directe ou inverse de deux polygones. Nous voulons compléter ici 
cette importante théorie. 

Deux polygones semblables, placés de manière h avoir leurs cotés deux: 
h deux parallèles et dirigés dans le même sens ou en sens contraire, ont 
un centre de similitude directe ou inverse [fg. 70). 

Soient les sommets homologues A, a, B, b. Prolongeons les droites A« 
et Bb jusqu'à leur point de rencontre 0 , puis joignons ce point 0 aux 

autres sommets C, c, D, cl, 
Fijj. 70. E, e. Les trianglessembla-

BC OB 
bc ~ Ob' 

Mais les angles ABO et abO étant égaux ainsi que les angles ABC, abc, 
les angles OBC, Obc, seront nécessairement égaux. Par suite, les triangles 
OBC, Obc, seront semblables comme ayant un angle égal compris entre 
côtés proportionnels. L'angle BOC sera donc égal à l'angle bOc, c'est-à-
dire que les points B, b, 0 , étant en ligne droite, il en sera de même des 
points C, c, 0 . On continuera cette démonstration de proche en proche, 
et l'on en conclura que le point 0 est un centre de similitude directe ou 
inverse des deux polygones. 

On peut aussi considérer deux points homologues M et m, intérieurs 
ou extérieurs aux deux polygones, et prouver que la ligne M m passe 
également par le centre de similitude 0 . 

En effet, les points M et m étant homologues, AM sera parallèle à am, 
l'angle OAM égal à l'angle 0 am, et l'on aura 

AM _ AO 
am a 0 

Les deux triangles AOM et aOm seront donc semblables, l'angle AOM sera 
égal à l'angle aOm, et les trois points M, m, 0 , seront en ligne droite. 

Ainsi, quand deux polygones semblables sont placés de manière à avoir 
un centre de similitude (*), toute ligne joignant deux points homologues 

(*) Pour abréger, on peut appeler deux pareils polygones : homolhétiques 
directs ou inverses. (CHARLES.) 
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rattachés comme on voudra aux deux polygones, contient le centre de 
similitude. 

66. Lorsque deux polygones sont placés de manière à avoir un centre de 
similitude directe ou inverse par rapport à un troisième polygone, ils ad

mettent par rapport h eux-
F'S- /'•• mêmes un troisième centre de 

similitude directe ou inverse; 
en d'autres termes, deux po
lygones liomottiétiques à un 
troisième sont homothétiques 
entre eux {Jtg. 71). 

Soient les polygones ABC, 
abc, homothétiques au poly
gone aSy. Les côtés AB, ab, 
parallèles au côté a[s, seront 
parallèles entre eux, et dirigés 
dans le même sens ou en sens 
contraires suivant que leur 
liomothétie par rapport au 
polygone a S-/ sera ou non 
de même nom. On pourra 
en dire autant des autres 
côtés BC , bc, CA, en. Par 
conséquent (63) , les deux 
polygones ABC, abc, seront 
homothétiques directs ou in
verses, suivant que leur lio
mothétie par rapport au po
lygone y. S 7 sera ou non de 
même nom. 

Il résulte de cette dernière 
remarque que, parmi les trois 
systèmes formes en considé

rant deux à deux les polygones donnés, il y en aura toujours un nombre 
impair ( c'ëst-à-dire un ou trois) dont l'homothétie sera directe. 

67. Ceci posé, les trois centres de similitude qui correspondent aux 
systèmes obtenus, sont toujours en ligne droite {fig. 71). 

Soient 0 , 0 ' , 0", les trois centres de similitude. Désignons par X le 
point qui, rattaché au polygone abc, est l'homologue du point 0 ' rattaché 
au polygone «fty. 0" étant le centre de similitude des polygones abc, apy, 
le point X se trouvera nécessairement sur la droite 0 " 0 ' , cX sera paral
lèle à 7 0 ' ou à CO', et l'on aura la proportion ( 63 ) 

cX _ bc 

7 0 ' - S f 

Le point 0 ' étant rattaché au polygone ABC, son homologue par rapport 
au polygone abc se trouvera sur la droite 0 0 ' et sur la parallèle cX à CO'. 
en un point X, tel, qu'on ait 

rX, bc_ 
CO' RC 
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On a d'ailleurs 

EO7 HZ 
BC' 

Les conséquents des deux premières proportions considérées formant pro
portion, il en sera de même de leurs antécédents, et il viendra 

cX 
cX, 

bc 
bc 

Le point X, se confond donc avec le point X, et la droite 0"0' qui con
tient le point X, avec la droite 00 ' qui contient ce même point. 

Quand la similitude est directe, le centre de similitude est externe; il 
est interne, quand la similitude est inverse. Les trois polygones donnés, 
considérés deux à deux, peuvent donner six centres de similitude, trois 
externes et trois internes. D'après ce qui précède (66), les trois systèmes 
qui correspondent à une position donnée des trois polygones, admettent 
un ou trois centres de similitude directe. Par conséquent, les trois centres 
de similitude externes sont en ligne droite; ou bien, deux centres internes 
et le centre externe correspondant au troisième centre interne, sont en 
ligne droite. 

68. La théorie des centres de similitude simplifie beaucoup l'emploi 
de la métliodc des figures semblables (6). Reprenons, pour le montrer, 
le problème suivant déjà résolu d'une autre manière (7, i°) : Inscrire 

Fig. -•>.. dans un triangle donné ABC un trian
gle semblable à un autre triangle donné 
def{f'S- 72). 

Il s'agit d'inscrire dans le triangle 
ABC un triangle dont les côtés soient 
parallèles à ceux du triangle def. On 
tracera donc, dans le triangle ABC, d'f" 
parallèle à rf/;puis de' e t / V respec
tivement parallèles à de et à fe. Le 

triangle d'f'e' ainsi formé sera homothétique au triangle cherché DFE, 
et le point A sera pour ces triangles un centre de similitude externe (65). 

Fi„. ,,3. On mènera donc la droite Ae' qui viendra couper le 
I côté BC au sommet E. Il ne restera plus qu'à tracer 

par ce sommet des parallèles aux côtés ed, cf. 

69. On peut étendre facilement aux circonférences 
ce qu'on vient de dire des polygones semblables. 

Deux circonférences quelconques sont des figures 
semblables, et leur rapport de similitude est égal à 
celui de leurs rayons [fig. 73). 

Soient les circonférences C et C. Prolongeons la ligne 
des centres CC, et menons les rayons parallèles CA et 
C'a. La ligne Aa prolongée coupera CC au point 0, 
et nous aurons 

Oa C'a , t ^-r = -77-r = constante. OA CA 
Les deux circonférences sont donc semblables, e leur 
rapport de similitude est bien celui de leurs ra~"•• us. 
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Les rayons parallèles CA. C'a, étant dirigés dans le même sens, le 
point 0 est un centre de similitude externe. Sil'on avait mené le rayon C V , 
toujours parallèle au rayon CA, mais dirigé en sens contraire, on aurait 
obtenu le point 0 ' comme centre de similitude interne. 

On a d'ailleurs 

On _ Cet 

0 A ~ CA 
d'où 

Les deux centres de similitude 0 et ()' divisent donc harmoniquemeitl 
la distance des centres CC (25). 

La démonstration précédente prouve que deux figures à centres sont à 
la fois homothétiques directes et homothétiques inverses. 

On voit que les tangentes aux points homologues des deux circonfé
rences considérées sont nécessairement parallèles, puisqu'elles sont per
pendiculaires à des rayons parallèles. 

Les tangentes communes aux deux circonférences joignant deux points 
homologues de ces circonférences, passent par l'un des deux centres de 
similitude (65). 

On déduit de là une construction simple de la tangente commune à 
deux circonférences; car, le point 0 ou le point 0 ' ayant été déterminé 
comme précédemment, il suffit de mener par ce point une tangente à 
l'une des circonférences: elle sera nécessairement tangente à l'autre cir
conférence. 

Lorsque les circonférences considérées sont tangentes extérieurement, 
leur point de contact devient le centre de similitude interne; lorsqu'elles 
sont tangentes intérieurement, leur point de contact devient le centre de 
similitude externe. 

Lorsque deux circonférences sont concentriques, les centres de simi
litude se confondent avec le centre commun des deux circonférences. 

Lorsque deux circonférences sont égales, le centre de similitude 
externe s'éloigne à l'infini, et le centre de similitude interne est au 
milieu de la ligne des centres. 

70. Trois circonférences considérées deux à deux étant semblables, 
conduisent à six centres de similitude. D'après ce que nous avons dit rela
tivement aux polygones(67),les trois centrée de similitude externes sont 
en ligne droite et correspondent à l'axe de similitude externe. En consi
dérant deux centres internes et le centre externe qui correspond au 
centre interne laissé de côté, on obtient les trois axes de similitude 
internes. 

71 . Remarque.— Tout ce qu'on vient d'établir relativement à l'homo-
thétie des figures planes, s'applique sans aucun changement aux polyèdres 
ou aux sphères homothétiques. Ainsi, par exemple, les centres de simi
litude externe et interne de deux s]>Iièrcs divisent liarmotiiqucmcnt la 
distance des centres de ces sphères. Trois sphères présentent six centres 
de similitude, trois externes, trois internes, et quatre axes, l'un de simi
litude* externe, les trois autres de similitude interne. 

ce ov_cv_o'c 
OC 0 ' A ~ CA ~ O 'C ' 

Q ' C ' _ O C 
O'C ~ OC' 
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Problèmes sur les contacts. 

72. 
louche 

Décrire une circonférence qui passe par deux points donnés et 
une droite donnée [fîg. 

Fis 

Fîfï. 

Supposons le problème résolu. 
Soient A etB les deux points donnés, 
KL la droite donnée. 

Si la corde AB prolongée coupe KL, 
et si CT désigne la distance du point 
d'intersection C au point de contact 
de KL avec la circonférence cherchée, 
on devra avoir ( Géom., 1M) 

CT2= AC.BC. 

On déterminera donc la longueur CT en cherchant une moyenne propor
tionnelle aux longueurs AC et BC ; puis on portera cette moyenne pro
portionnelle de part et d'autre du point C, en CT et en CT'. On élèvera 
alors 00 ' perpendiculaire sur le milieu de AB, TO et T'O' perpendicu
laires sur KL. Les points de rencontre 0 et 0' seront les centres des deux 
circonférences qui satisfont à l'énoncé. 

Si AB était parallèle à KL, il n'y aurait qu'une solution. Le point de 
contact T s'obtiendrait en élevant une perpendiculaire sur le milieu de AB, 
jusqu'à la rencontre de KL. 

73. Mener par un point donné une circonférence qui touche deux-
droites données {fîg. 70). 

Soit D le point donné : il est nécessaire
ment situé dans l'un des quatre angles formés 
par les droites données; soit xkj cet angle. 
Si l'on en trace la bissectrice AM, on aura un 
lieu du centre de la circonférence demandée 
[Géom., 82). AM donnant la direction d'un 
diamètre de cette circonférence, si l'on abaisse 
du point D la perpendiculaire DP sur AM, et 
si on la prolonge d'une longueur PD'= DP, 
le point D' appartiendra aussi à la circon
férence demandée. La question est donc rame

née à faire passer par les deux points D et D' une circonférence tangente 
à la droite Ax ou kr (72). 

74. Faire passer par deux points donnés une circonférence qui touche 
une circonférence donnée (fig. 76). 

Soient B et C les deux points donnés et 0 
la circonférence donnée. Le problème n'est 
évidemment possible que si les points B et C 
sont ensemble extérieurs ou intérieurs à la 
circonférence 0. Ceci posé, faisons passer par 
les points B et C une circonférence quelcon
que qui coupe en D et en E la circonférence 
0. Les cordes BC et DE venant se couper en 
M, ce point M sera le centre radical de la 
circonférence O, de la circonférence sécante 
et de la cil conférence cherchée (G2, G3). Par 
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suite, cette circonférence devant être tangente à la circonférence 0, on 
aura l'axe radical de ces deux circonférences ou leur point de contact A, 
en menant par le point M une tangente MA à la circonférence 0 (62). La 
question sera donc ramenée à faire passer une circonférence par trois 
points donnés. Le problème aura deux solutions, puisqu'on peut mener 
deux tangentes par le point M à la circonférence 0. 

S'il arrivait que la corde BC fût parallèle à la corde DE, la question se 
réduirait à mener une tangente au cercle 0, parallèlement à la direc
tion BC ; il y aurait encore deux solutions. 

75. Par un point donné, faire passer une circonférence tangente à 
deux circonférences données {fîg. 77 ). 

Supposons le problème résolu. Soient C et C les circonférences don
nées, A le point donné, et 0 la circonférence cherchée. Soient M et N les 

points de contact de la 
r'C- 77 circonférence 0 avec 

les deux circonférences 
C e t C Les points M et 
N seront les centres de 
similitude internes des 
"circonférences C et C 
par rapport à la circon
férence 0 (69). Les 
trois centres de simi
litude d'un système 
de trois circonférences 
étant en ligne droite, 

le centre de similitude externe des circonférences C et C se trouvera 
à la fois sur MN et sur CC prolongées (69, 70). On peut déterminer 
à priori ce centre externe S (69), et le joindre au point A. La sécante SA 
coupe la circonférence 0 en un second point B, et l'on a 

SB.SA = SN.SM. 

D'autre part, les lignes MD, M'D', joignant des points homologues dans 
les circonférences C et C, sont parallèles entre elles : l'angle DMN est 
donc égal à l'angle D'M'S. Mais le quadrilatère EXM'D' étant inscrit dans 
la circonférence C, l'angle D'M'S, supplément de l'angle D'M'N, est égal 
à l'angle NED'. Dans le quadrilatère MDEN, les angles en M et en E sont 
donc à leur tour supplémentaires, et ce quadrilatère est inscriptible. 
On a, par conséquent, 

SX.SM = SE.SD, 
c'est-à-dire 

SB.SA = SE.SD. 

On peut déduire SB de cette relation, et la question est ramenée à faire 
passer une circonférence par deux points donnés A et B, de manière 
qu'elle touche l'une ou l'autre des circonférences C et C (74). 

Le problème qu'on vient de traiter admet quatre solutions, suivant que 
les circonférences données sont ensemble tangentes extérieurement ou 
intérieurement à la circonférence cherchée, ou bien, suivant que l'une 
étant tangente extérieurement, l'autre est tangente intérieurement à la 
même circonférence. 
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76. Par un point donné, faire passer une circonférence tangente a 
une droite et à une circonférence données [Jig. 78 ). 

Supposons le problème résolu. Soient C la circonférence donnée, LM la 
droite donnée, A le point donné et 0 la circonférence demandée. Cette circon

férence touche LM au point T, et la circon-
F>S- 78- férence C au point 1. Si l'on mène la corde 

1T et si on la prolonge jusqu'au point D 
où elle rencontre de nouveau la circonfé
rence C, le point I étant un centre de 
similitude des deux circonférences tan
gentes (69) , les cordes 1T et ID seront 
dans le rapport des rayons de ces deux 
circonférences. Par suite, les deux tri
angles OIT, CID. seront semblables comme 

avant un angle égal compris entre côtés proportionnels. Le rayon CD 
sera donc parallèle au rayon OT, c'est-à-dire perpendiculaire sur LM, et 
l'on pourra à priori déterminer la position du point D, en menant par le 
centre C une perpendiculaire sur la droite donnée. 

Joignons maintenant DA, et cherchons à déterminer le second point B 
d'intersection de cette, droite avec la circonférence demandée. On doit 
avoir 

DB.DA = DI.DT. 

Les triangles DUT, DIE, sont évidemment semblables et donnent 

D H ^ D T ' 
d'où 

DI.DT = DE.DH. 
On aura donc 

DB.DA=DE.DH. 

Cette relation fera connaître DB, et la question sera ramenée à faire pas
ser par deux points donnés A et B une circonférence tangente à une 
droite donnée LM (72). On trouvera donc deux solutions en supposant 
les deux circonférences tangentes extérieurement ; on en trouvera deux 
autres, en les supposant tangentes intérieurement. 

77. Construire une circonférence tangente à deux droites données et à 
une circonférence donnée [fig. 79). 

Supposons le problème résolu. Soient XY 
etXZ les droites données, C la circonférence 
donnée, 0 la circonférence cherchée. La cir
conférence décrite du point 0 comme centre, 
avec OC pour rayon, sera concentrique à la 
circonférence demandée, et tangente à deux 
droites X'Y',X'Z',parallèlesauxdroitesXY, 
XZ, et menées à une distance de ces droites 
précisément égale au rayon CM de la circon
férence donnée. Quand on aura trouvé le 
centre de la circonférence auxiliaire OC, 
il suffira de diminuer son rayon de la lon-

~~~^ gueur CM. La question est ainsi ramenée 

à tracer une circonférence passant par un 
point donnéC, tangenliellement à deux droites données X'Y', X'Z' (73). 
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Le problème proposé est susceptible de quatre solutions, suivant qu'on 
considère la circonférence 0 comme tangente extérieurement ou intérieu
rement à la circonférence donnée. 

78. Construire une circonférence tangente h une droite donnée et à 
deux circonférences données (Jîg. 80). 

Supposons le problème résolu. 
F'S- 8o- Soient C et C les circonférences 

données, XY la droite donnée, 0 la 
circonférence cherchée. 

Si l'on augmente le rayon de cette 
dernière circonférence du rayon 
C'N, elle passera par le point C et 
sera tangente à la circonférence 
CP, CP étant égal à la différence 
CM — C'N. De plus , la circonfé
rence auxiliaire OC devra être tan
gente à la droite X'Y', menée pa
rallèlement à la droite XY, à une 
distance C'N. 

La question sera donc ramenée à construire la circonférence OC, 
passant par- le point C et tangente à la circonférence CP et à la 
droite X'Y' (76) ; on diminuera ensuite son rayon de la longueur C'N, et 
l'on aura la circonférence demandée. Le problème admettra quatre solu
tions. 

79. Construire une circonférence tangente à trois circonférences don
nées (fig. 81). 

Supposons le problème résolu, et soient C, C, C", les circonférences 
données, 0 la circonférence cherchée. Nous emploierons encore une cir

conférence auxiliaire. Nous considérerons 
F'g- 8 l • la circonférence concentrique à la circon

férence demandée, qui a pour rayon le 
rayon de cette circonférence augmenté, 
par exemple, du rayon C"P de la plus pe
tite des trois circonférences données. Nous 
prendrons 

CH = CM - C"P, C'K = C'N - C"P, 

et la question sera ramenée à faire pas
ser une circonférence par le point C", tan-
gentiellement aux deux circonférences CH 

et C'K (7b). Une fois cette circonférence auxiliaire déterminée, on n'aura 
qu'à diminuer son rayon de la longueur C"P. 

Le problème qu'on vient de résoudre admet huit solutions, suivant les 
positions relatives des trois circonférences données et de la circonférence 
demandée. 

Des polygones étoiles. 

80. Supposons une circonférence divisée en n parties égales aux 
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points A, B, C, D, E, etc. [Jig. 8a). Au lieu de joindre ces points succes
sivement, de manière à former un polygone régulier convexe de n côtés, 

joignons-les de 2 en '2, de 3 en 3, . . . , de /> en p. 
Supposons d'abord que n et p soient premiers 

entre eux, et admettons qu'on ait 

arc AE = arc AB. p. 

Par convention, la circonférence proposée est égale 
à arc AB./z. La circonférence 0 et l'arc AE auront 
donc pour plus petit commun multiple 

arc AB.n.p ; 

c'est-à-dire qu'on reviendra au point de départ, soit qu'on décrive ;; fois 
la circonférence, soit qu'on y porte successivement n fois l'arc AE. Mais, 
dans ce dernier cas, les cordes menées déterminent un polygone régulier 
concave de n côtés, qu'on appelle polygone étoile. 

81. Supposons maintenant que les nombres n et p admettent un ///us 
grand diviseur commun q. Le plus petit commun multiple de la circonfé
rence et de l'arc AE sera 

a r c A B . ^ ; 
(1 

et l'on voit qu'on reviendra au point de départ, après avoir décrit un 

polygone régulier concave étoile, qui n'aura plus que - côtés et dont le 

périmètre correspondra à - circonférences. On retombera donc sur une so

lution déjà obtenue, en partant du polygone régulier convexe de - côtés. 

82. Il y a, d'après cela, autant de polygones réguliers d'une certaine 
espèce, tant convexes qu'étoiles, que d'unités dans la moitié du nombre 

qui exprime combien il existe de nombres entiers 
inférieurs à n et premiers avec lui. 

Pour plus de simplicité, prenons n = 10. Les 
nombres entiers 1, 3, 7, 9, sont les seuls infé
rieurs à 10 et premiers avec lui. Donc, si l'on 
divise [fig. 83) une circonférence en 10 parties 
égales, et si l'on joint les points de division de 
1 en 1, de 3 en 3, de 7 en 7 ou de 9 en 9, on 
ne reviendra au point de départ qu'après avoir 
compté 10 fois le premier arc considéré, c'est-à-
dire qu'on formera ainsi quatre décagones régu
liers. 

Mais le premier et le dernier, le second et le troisième, seront évidem-
cire o c] rc 

ment égaux entre eux. En effet, les arcs • — ou AxB et — — ou ASB, 3 10 10 

par exemple, forment une somme égale à la circonférence entière : ils ont 
mêmes extrémités et leurs cordes sont égales. Donc, en partant d'un 
même point A, ces arcs seront AB et AK, c'est-à-dire qu'ils auront tou
jours des cordes égales et seront seulement comptés eu sens contraires. 
Les polygones correspondants seront donc bien égaux, ce qui achève de 
démontrer le théorème. 
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Le raisonnement employé est général. Si a, nombre entier inférieur à //, 
est premier avec n, le nombre n —a remplira évidemment les mêmes 
conditions. Par conséquent, les nombres entiers inférieurs à n et pre
miers avec lui se divisent en deux séries parallèles dont les termes cor
respondants ont toujours une somme égale à n. 

Il n'y a donc en réalité que deux décagones réguliers : le décagone 
ordinaire et le décagone étoile {Jig. 83) (*). 

Si l'on prend n = 7, il faut considérer les nombres entiers 1, 2, 3, 4, 
5, 6, et l'on voit qu'il existe trois heptagones réguliers, dont deux étoiles, 
obtenus en joignant les points de division qui déterminent l'heptagone 
régulier convexe, de 2 en 2 ou de 3 en 3. 

Il n'y a pas d'hexagone étoile. 

83. On peut demander la somme des angles intérieurs d'un polygone 
éloilé. 

Si on l'a formé enjoignant de• p e n f l e s n points de division primitifs, 
chaque côté d'un angle intérieur sous-tendra un arc égal à/ ; .AB, en dé
signant par AB le n"""" de la circonférence. Dès lors la mesure de cet 

. , , ABIn — 2 0 ) ¥ , . , . 
angle sera égale a — • La somme des n angles intérieurs sera 

donc —— [n — %p). La moitié de la circonférence ou —— correspon-

dan t à 2 angles droi ts, la somme demandée équivaudra à [n — ip ). 2 droi ts. 
La somme des angles intérieurs et extérieurs étant, comme pour un 

polygone convexe, égale à 2«droi ts , la somme des angles extérieurs 
sera représentée par 

2 n6r — ( n — i]> ) . iàT, 

c'est-à-dire par 4/>droits. 
Si l'on suppose p = 1, on retombe sur les théorèmes connus relatifs 

aux polygones convexes quelconques (Géom., 39). 

Figures équivalentes. 

81. Partager un triangle en trois parties proportionnelles à des nom
bres ou à des lignes données, en joignant un point pris dans son inté
rieur aux trois sommets [fig. 84). 

Soient ABC le triangle donné, m, p, q les nom
bres qui représentent les lignes données, et 0 le 
point cherché. On devra avoir 

AOB BOC COA 
= = = constante. 

m p q 
La constante sera égale à 

AOB + BOC 4- COA 

(*) On démontre facilement que la diftérence des côtés des deux décagones 
est égale au rayon du cercle circonscrit. Par suite, le côté du décagone éloilé est 
représenté algébriquement par la racine négative de l'équation du second degré 
qu'on obtient, lorsqu'on cherche à diyiser le rayon du cercle en moyenne et 
extrême raison (Gcont., 120). 

I I . 18 
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c'est-à-dire à 

Il en résultera AOB 
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ABC 
m + p + q 

ABC AOB _ m 
+- p + q ABC " m + p + q 

Mais les triangles AOB, ABC, ayant même base AB, sont entre eux comme 
leurs hauteurs OK, CD. On aura donc 

OK m 
CD m + p + q 

On construira facilement la distance OK, qui sera une quatrième propor
tionnelle aux longueurs connues m+p + q, m et CD; et, en menant à 
cette distance une parallèle au côté AB, on aura un lieu du point 0. 

En comparant les triangles BOC et ABC, on aura de même 

BOC_ p 
ABC m+p + q et 

OL 
AE : 

<l 

La détermination de OL fera connaître un second point géométrique du 
point 0, qui dès lors sera complètement défini. 

Si les trois parties du triangle doivent être équivalentes, on fera 
m = p = q. Le point 0 sera alors le point d'intersection des trois mé
dianes du triangle (20, Rem. ). 

85. Partager un triangle en deux parties équivalentes par une droite 
parallèle à une direction donnée [fig. 85). 

Soient ABC et XY le triangle et la direction 
donnés. Si l'on mène la médiane CD, les deux 
triangles ACD et DCB seront équivalents. La 
question est donc ramenée à mener la parallèle 
EF à XY, de manière que le triangle EFB soit 
équivalent au triangle DCB. Ces deux triangles, 
ayant un angle commun, seront entre eux comme 
les produits des côtés qui comprennent cet angle 
[Géom., 147). On devra donc avoir 

BC.BD = BE.BF. 

Pour n'avoir qu'une inconnue, menons par le sommet C la parallèle CL 
à XY; on aura 

BC BL 
B E ~ B F ' 

d'où 
BF.BC 

BE 
BL 

Substituant dans la première égalité posée, et simplifiant, il viendra 

BF2=BD.BL. 

BF est donc la moyenne proportionnelle des longueurs connues BD et BL. 
Le point F étant déterminé, le problème sera résolu. 
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86. Partage}- un trapèze en deux parties dont les aires soient dans un 

rapport donné '-, par une parallèle aux bases ( fi g. 86). 

Soient ABCD le trapèze donné, et MN la ligne 
FlS- 86- cherchée. On devra avoir 

AMM) _ p 
MBCN ~ q ' 

Si l'on prolonge les côtés non parallèles du tra
pèze jusqu'à leur point de rencontre O, on obtien
dra trois triangles semblables OBC, OMN, OAD. 

Les aires de ces triangles seront proportionnelles aux carrés de leurs 
côtés homologues. On pourra donc écrire 

Nous en déduirons 

c'est-à-dire 

OBC OMN OAD 
BC2 ~ MN' ~ AD2 " 

OAD - OMN OMN - OBC 
AD'-MN2 - MN2-BC2 * 

AMND AD2 — MN2 p 
MBCN ~ MN2 — BC2 q 

On tire de cette proportion 

</ . AD3 — q .MN2 = p. MN2 — /;. BC2 

d'où 

Ve MN = f / ' ' - A D - + £ ^ 
P + q 

MAT étant déterminée, on porte cette longueur sur la grande base à par
tir du sommet A, et, par l'extrémité I obtenue, on mène une parallèle au 
côté AB. Cette parallèle coupe le côté CD au point N. 

Si les deux parties du trapèze doivent être équivalentes, on fait p = q, 
et l'on trouve 

V' MN / A D 2 + B C 2 

Dans ce cas, MN est la moitié de la diagonale du carré qui a pour 
côté l'hypoténuse du triangle rectangle construit avec les deux bases 
du trapèze donné. 

87. Partager un triangle en un nombre quelconque de parties équiva
lentes, par des parallèles à l'un de ses cotés ( fig. 87 ). 

Supposons qu'on veuille partager le trian-
S- 07• gle ABC en trois parties équivalentes, et que 

les parallèles demandées soient DE et FG. 
Les triangles AFG, ADE, ABC, satisferont à la 

ML—<-^V 

B 

yf 
\ relation 
\ c AFG ADE _ ABC_ 

\ F I 2 3 

c Ces triangles étant semblables, on aura 
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d'ailleurs 

Il en résulte 

(0 
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AFG ADE ABC 
"AF2 ~ AD2 ~ AB2 

AF2 _ AD2 _ AB2_ 
i a 3 

Décrivons sur AB comme diamètre une demi-circonférence, et repor
tons sur la courbe les cordes AF' = AF, AD' = AD. Si nous projetons les 
points F' et D', en / et en d, sur le diamètre AB, les propriétés connues 
des triangles rectangles permettront de poser 

AF'2 _ AD'2 _ AB2 

'a> A/ ~ kd ~ AB* 

Si l'on compare les suites de rapports égaux (i) et (2), il viendra 
donc 

kf _ Ar[ __ AB 
1 a 3 

Les points / et d divisent donc AB en trois parties égales. 
De là on conclut immédiatement la règle suivante : Si l'on veut par

tager le triangle ABC en m parties équivalentes, on divise l'un de ses 
côtés AB en m parties égales, et l'on décrit sur ce côté une demi-circon
férence; par les points de division obtenus, on élève sur AB des perpen
diculaires jusqu'à la rencontre de cette demi-circonférence. Puis l'on 
reporte sur AB, en partant du point A, les cordes déterminées par ce même 
point et les points de rencontre des perpendiculaires avec la demi-circon
férence. Enfin, par les nouveaux points ainsi marqués sur AB, on trace 
des parallèles au côté BC. 

88. Étant donné un hexagone régulier, on mène les diagonales qui 
sous-tendent successivement deux côtés. On demande quelle figure ces 
diagonales déterminent par leurs intersections, et le rapport de son aire 
à celle de thexagone donné {fig. 88.) 

Soit l'hexagone régulier ABCDEF; menons les diagonales AC, BD, CE, etc. 
Leurs intersections formeront un hexagone intérieur mnpqr-s; il faut prou

ver que cet hexagone est régulier. 
Les diagonales AC, BD, CE, etc., sont égales, 

et chaque côté de l'hexagone intérieur est le 
tiers de l'une d'elles. En effet, considérons le côté 
mn par exemple. Le triangle Bmn est équiangle , 

car chacun de ses angles a pour mesure -. de la 

circonférence OA circonscrite à l'hexagone pro
posé. Par suite, mn = Bm = B«. Mais les trian
gles A/»B et B«Csont égaux et isocèles. Il en ré-

\C 
suite Bm = km et Bn = nC, c'est-à-dire mn — ^—. Les côtés de l'hexa
gone mnpqrs sont donc égaux entre eux; de plus chacun de ses angles 

a pour mesure la moitié des 7 ou - de la circonférence OA : cet hexa-
b i 

gone est donc bien régulier. 
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Deux hexagones réguliers étant semblables, on aura 

277 

mnpqrs 
ABCDEF 

mn 
AF1 

On a d'ailleurs rnn = ^—- = 
AG _ AB v/3 

Il viendra par conséquent 

mnpqrs _ i 
ABCDËF = 3 ' 

89. Si, sur chacun des trois côtés d'un triangle rectangle ABC comme 
diamètre, on décrit une demi-circonférence', la somme des croissants ou 

LUNULES AmBpA, AnCqk, sera équivalente à 
l'aire du triangle ABC [fig. 89). 

En effet, puisqu'on a BC2 = AB2 + ACJ, on a 
aussi 

Fig. 

7BC2 rAB2 

4 + 
TTAC2 

4 
c'est-à-dire que le demi-cercle décrit sur l'hypo

ténuse du triangle est égal à la somme des demi-cercles décrits sur les 
côtés de l'angle droit. Si l'on enlève de part et d'autre les parties com
munes A / J B , AyC, il reste le triangle rectangle équivalent à la somme 
des deux lunules. 

90. h tant donné un cercle. lui mener un cercle tangent intérieure-
ment et qui divise sa surface en deux parties proportionnelles à des lignes 
données p et q [fig. go).-

Fig. 90. Si R e t * représentent les rayons du cercle donné et 
du cercle cherché, on devra avoir 

c'est-à-dire 

R2 p+q 
La question est donc ramenée à construire un carré qui soit à un carré 

donné dans un rapport donné [Géom., l o i ) . 
Si les deux parties devaient être équivalentes, on aurait 

x2 1 R t /2 
_ = _ , ou * = — ; 

x serait alors l'apothème du carré inscrit dans le cercle proposé. 
Si le cercle cherché devait être une moyenne proportionnelle entre le 

cercle donné et leur différence, c'est-à-dire s'il devait le diviser en moyenne 
et extrême raison, il faudrait écrire 

'" 
rrR2 

.r2 

;x* 
— r. :x2 

P 

P 
1 

TTR2 

T 7 ^ 
A, . R2 

d OU —; : 77 R2 — KX 

on arrive, par suite, à l'équation bi-carrée 

x' -\- R-x2 — RJ = o 
d'où 

R2 
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Si c'était, au contraire, fit différence des deux cercles qui dût être 
moyenne proportionnelle, on aurait 

T T R 2 T T R 2 — •K.V1 , . , R 2 R 2 - . r 2 

d'où 
R2 - x-77 R 2 — T . 3 T 77.r'J 

On en déduit R2 .r2 = ( R ! — .r2 )2 

ou R.r = R2— x7 

puisque R»c est une quantité nécessairement positive. De l'équation 

, t 2H-R.r — R2 = o. 

on tire 
- R + v' J il2 

R 
- i + \'l 

y 
Dans ce cas , x est le côté du décagone régulier inscrit dans le cercle 

donné (Géoni., 129). 

91. Partager la surface d'un cercle en m parties équivalentes [Jîg. 91). 
On n'aura qu'à partager le diamètre AB en m parties égales; puis sur 

chaque division, à partir de A, on décrira des demi-circonférences au-dessus 
de AB et, à partir de B, au-dessous de AB. 
Les surfaces comprises entre deux lignes con
sécutives telles que A»w»i'B, Anbn'B, seront 
équivalentes entre elles et à la m""" partie du 
cercle donné. 

En effet, Faire qui correspond à la ktem' divi
sion du diamètre, par exemple, est : au-dessus 
de ce diamètre 

Fis- 91 

I 77 

1 4 
k • 

AB 

2 4 L ;»J 
77 A B 2 

et, au-dessous, 
fa/-— 1) 

, ABT 1 TT T AB12 77AB2 , 
[j — -\ {//i — A — \ =--5—T (im — ik-

m J '•>• 4 L m J 8"' 
En faisant la somme des deux expressions, on obtient pour l'expression 

de cette aire 
1 77 A B 2 

Il est facile de voir que chacune des lignes Amam'B, knbn'B, est égale 
a la demi-circonférence proposée. On a, en effet, en considérant encore 
la k'""" division : pour la demi-circonférence au-dessus du diamètre AB, 

- - • - — 
2 m 

et, pour la demi-circonférence correspondante au-dessous de ce dia
mètre , 

1 ., AB 
- 77 (m — k) — j 

c'est-à-dire en somme TTAB. 
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CHAPITRE IV. 

EXERCICES ET QUESTIONS DIVERSES, 

(GÉOMÉTRIE DANS L'ESPACE.) 

Problèmes divers. 

92. Toute droite également inclinée sur trois droites qui passent par son 
pied dans un plan est perpendiculaire à ce plan (Jîg. 92 ). 

Soit la droite AB également inclinée sur les 
's' f2' droites BC, BD, BE, qui passent par son pied 

dans le plan P. Prenons les trois longueurs 
égales BC = BD = BE, et joignons les extré-

, i , . mités C, D, E, à un point A pris sur la droite 
/ \\\ AB. Les trois triangles ABC, ABD, ABE, se-

, / / | \ V 7 ront égaux comme avant un angle égal com-
7 e 

I : v - — ̂ b / cun. Les trois droites AC, AD, AE, seront 
• / B \ \ / / pris entre deux côtés égaux chacun à cha-

' ' donc trois obliques égales, et leurs pieds 
C, D, E, devront être à égale distance du pied de la perpendiculaire 
abaissée du point de concours A sur le plan P [Géom., 162). Le point B 
étant le centre du cercle qui passe par les trois points C, D, E, est p ré 
cisément le pied de cette perpendiculaire, qui dès lors se confond avec 
la droite AB. 

93. Trouver le lieu, géométrique des pieds des perpendiculaires abais
sées sur toutes les droites d'un plan qui concourent en un point donné, par 
un point extérieur à ce plan (fig. g3). 

Soient le plan P, le point A dans ce plan, le 
Fig- 9-*. point C hors de ce plan. Abaissons CB perpen-

c diculaire sur le plan P et joignons AB. CB étant 
/• perpendiculaire sur AB, le point B appartien-

/'j dra au lieu. Menons par le point A, dans le plan 
P , / J 7 P, une droite quelconque AD, et abaissons dans 

/""~7'~\l / 'e plan ACD la perpendiculaire CD sur AD. Si 
; -*~\-—~7; ; B / nous joignons BD, cette droite, d'après le théo-

/ V - ^ / / rème des trois perpendiculaires, sera perpendi-
* culaire sur AD. L'angle ADB étant droit, le point 

D qui est un point quelconque du lieu, se trou
vera sur la circonférence décrite dans le plan P sur AB comme diamè 
tre. Il est évident d'ailleurs que tout point de cette circonférence appar
tient au lieu : le lieu demandé est donc la circonférence AB. 

1U. Trouver le lieu géométrique de tous les points d'un plan dont la 
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somme des carrés des distances à deux points donnés hors du plan, est 
constante et égale à tri' [fig. gzj). 

Fis- 9-1- Soient le plan P et les deux points A et B. Je 
projette AB sur le plan P en ab, et je suppose 
que le point C du plan P appartienne au lieu cher
ché. Les deux triangles rectangles A«C, B6C, 
donneront 

AC2 = A«2 + «C2, BC- = Bb- + bC\ 

d'où, par addition, 

AC2 + BC2 = A«2 + B ^ + «C2 + 6CJ. 

AC' + BC2 peut être remplacée parla constante m2, la somme A«2 + B62 

est aussi une quantité constante. Les points du lieu doivent donc être ceux 
du plan P. dont la somme des carrés des distances aux deux points fixes 
a et b est égale à la constante 

m2 — (A«2 + Bè2). 

Par suite, le lieu demandé est une circonférence de cercle, dont le centre 
est au milieu d de ab et qui a pour rayon 

v/' [m
2 — ( ka- + Hb' )] — iail 

(Géom., 108). 

On peut simplifier cette expression, en remarquant que 

Aa* + ad- = Ad2 

et que 
M- + bcP = Kd\ 

Le rayon sera alors représenté par 

si-
„r — Ad2-~Bd2 

95. Trouver le lieu géométrique des points de l'espace dont la différence 
des carrés des distances à deux points donnés est une quantité constante 

Soient A et B les deux points donnés. Menons 
par la droite AB un plan quelconque, et détermi
nons dans ce plan les droites CL et C L ' qui, 
perpendiculaires à AB, constituent le lieu géomé
trique des points de ce plan dont la différence 
des carrés des distances aux points A et B est 
égale à la constante donnée [Géom., 109). Fai
sons alors tourner le plan considéré autour de 

la droite AB, de manière à le ramener à sa première position après une 
révolution entière. Le lieu géométrique demandé résultera de la réunion 
des surfaces engendrées dans ce mouvement par les deux droites CL, 
CL' . Ce lieu sera donc composé de deux plans menés perpendiculaire
ment à la droite AB par les points L et L'. 

On trouvera de mémo le lieu géométrique des points de l'espace dont 
la somme des carrés des distances à deux peints donnés A et B est une 
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quantité constante. En résolvant d'abord le problème par rapport à un 
plan quelconque passant par la droite que déterminent les deux points 
fixes A et B, on obtiendra (Géom., 108) une circonférence de cercle dont 
le centre sera au milieu de AB et, si on la fait tourner autour de son 
diamètre, la surface sphérique engendrée représentera le lieu cherché. 

96. Trouver le lieu géométrique décrit par le milieu, d'une ligne 
droite MP de longueur donnée, dont les extrémités s'appuient constam

ment sur deux droites rectangulaires AB 
F'S- 96- et CD, non situées dans un même plan 

Soit EF la perpendiculaire commune aux 
deux droites AB, CD (Géom., 185). Par son 
milieu 0, je trace OG parallèle à AB, OH 
parallèle à CD; l'angle GOH sera droit. Le 
plan de cet angle rencontre la droite MPdans 
sa position actuelle en un point I. Projetons 
les extrémités M et P en m et en p sur le plan 
GOH. Les triangles rectangles M/wI, P/^I, se-

EF 
ront égaux, puisqu'on a Mm = Vp =—et 

que les angles en M et en P sont alternes-internes. Par suite, le point I 
sera à la fois le milieu de MP et le milieu de sa projection mp sur le plan 
GOH. De plus, cette projection mp a une longueur constante. En effet, le 

MP 
triangle rectangle M ml ayant toujours une hypoténuse égale à — et un 

EF mp 
côté de l'angle droit égal à —-i l'autre côté de l'angle droit — est aussi 

constant. Le problème est ainsi ramené à chercher le lieu décrit par le 
milieu I de la droite mp, dont les extrémités sont assujetties à décrire les 
côtés de l'angle droit GOH, lieu qui est une circonférence de cercle dont 
le centre est au sommet 0, car 01 dans le triangle rectangle m Op est 
toujours la moitié de l'hypoténuse mp. 

97. Une droite se mouvant parallèlement à un plan donné, en s1 ap
puyant sur deux droites données non situées dans un même plan, trouver 

le lieu des points qui divisent la droite mobile 

Fifr. 07- dans un rapport donné - (Jîg. 97). 

Soient AB et CD les deux droites données. 
Menons AE parallèle à CD. et coupons le système 
obtenu par un plan parallèle au plan directeur 
donné. Ce plan coupera le plan des deux paral
lèles CD et AE suivant MX, et le plan des droites 
AB et AE suivant NP : la droite MP représentera 
alors une position quelconque de la droite mobile. 

Divisons MP au point X dans le rapport - • Si l'on 

trace XY parallèle à MX, le point Y divisera XP clans le même rapport. Le 
lieu du point Y sera la droite AY. et le point X se trouvera dans le plan 
conduit suivant cette droite parallèlement à MX. Mais le point X appar-
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tient aussi à un plan parallèle aux droites AB et CD. car on peut supposer 
suivant CD un plan parallèle à AB, suivant AB le plan ABE parallèle à CD, 
et Ton sait que trois plans parallèles divisent en parties proportionnelles 
toutes les droites interceptées par les deux plans extrêmes. 11 en résulte 
que le lieu des points X, intersection des deux plans indiqués, est une 
ligne droite parallèle au plan déterminé par les directions AB et CD. 

98. On déduit immédiatement de ce qui précède le théorème suivant : 
Si l on divise respectivement les côtés opposés (Fun quadrilatère gauche 

dans des rapports donnés - -, —, i les droites qui joignent les points de 

division des côtés opposés se croisent en un point qui divise chacune 
d'elles dans le rapport des segments des côtés qu'elles ne rencontrent 
pas {fig. 98). 

PM divise AB et CD dans le rapport -• Ces droites s'appuyant sur AD 

et BC et étant parallèles à un certain plan que leurs directions déter
minent, MP sera parallèle au plan déterminé 

Fig. 98. par les directions AD et BC, et représentera 
c le lieu des points qui partagent les droites 

U---~|~-'"""\ glissant sur AD et BC parallèlement au plan 
\ \ qui correspond aux directions AB et CD, dans 

Ji» ._• - ^ ,, 
\ " \ \ le rapport- (97). Mais NR, qui divise les 

côtés AD et BC dans le même rapport -, 
CJ 

( c'est-à-dire qui est parallèle au plan déterminé par AB et CD ), est néces
sairement l'une de ces droites : elle coupe donc MP en un point 0. De 
plus, trois plans parallèles coupant deux droites quelconques en parties 
proportionnelles, on a la fois 

DN _ MO AP _ NO 
NA ~ OP PB ~ OR' 

99. Réciproquement, si par les points N et R qui divisent les côtés 
opposés AD et BC cFun quadrilatère gauche ABCD en segments propor
tionnels, on fait passer un plan, ce plan coupera aussi les deux autres 
côtés AB et CD en segments proportionnels [fig. 99 

Fig- 99-
Supposons que le plan conduit suivant NR 

coupe les côtés AB et CD en P et en M. Ad
mettons que la projection du quadrilatère 
gauche ABCD sur le plan NMRP, soit repré
sentée par le quadrilatère abed. Les côtés ad, 
de, cb, ba, passeront respectivement par les 
points N, M, R, P, du plan NMRP. Ceci posé, 
les triangles rectangles semblables MDr/, MCc 
donneront 

M M 
C M - C e ' 

De même, les triangles semblables VAa, VBb. 
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donneront 

AP Aa 
B P ^ Mb 

Mais, en comparant les triangles rectangles NA« et NDr/, RBi et RCr, 
on peut aussi écrire 

AN _ An_ m_]ib 
DN^D^T C R - C c ' 

On a. par hypothèse. 

il viendra donc 

si l'on en conclura 

AN _ m 
DN ~ CR: 

A a _ BJ> Aa _ Urf 
D7?;~c7 o u B/^Cc' 

Fia'- 100. 

AP DM 
BP ~ CM' 

100. Couper un cube par un plan de manière que la section soit un 
hexagone régulier {fig. ioo). 

Si on laisse de côté deux sommets opposés du cube, D et F par exemple, 
on obtient un hexagone gauche tel que ABCGHEA. Tout plan qui rencon
trera les six côtés de cet hexagone gauche, coupera donc le cube proposé 
suivant un hexagone. Je dis maintenant que les milieux I, K, L, M, N, P, 
des côtés de l'hexagone gauche forment l'hexagone demandé. 

Ces milieux sont d'abord dans un même plan. En effet, soit 0 le milieu 
de la diagonale DF qui joint les sommets laissés de côté dans le cube. 

proposé. Joignons le sommet P de la figure 
IKLMNP aux extrémités D et F. Les deux 
triangles rectangles PHD, PEF, seront égaux 
comme ayant un angle égal compris entre 
deux côtés égaux chacun à chacun. On aura 
donc PD = PF. Le triangle DPF étant isocèle, 
la droite PO sera sa hauteur. On prouvera de 
môme que toutes les droites qui joignent les 
autres sommets de la figure IKLMNP au mi
lieu 0 de la diagonale DF, sont perpendicu
laires à cette diagonale. La figure IKLMNP est 
donc plane, et les rayons OP, OL, qui sont 
dans un même plan BCE1I, sont en prolon

gement l'un de l'autre, comme les rayons ON et OK, OM et 01. 
Je dis maintenant que la figure IKLMNP est un hexagone régulier. Car 

le triangle OPN est un triangleéquilatéral, puisque PN, OP, ON, sont res
pectivement les moitiés des diagonales des carrés égaux EFGII, ABFE, 
BCGF : on le voit immédiatement pour PN, et OP et ON sont moitiés de 
PL et de NK, le point 0 étant le centre du cube. Les six triangles qui 
composent l'hexagone IKLMNP élant équilatéraux et égaux, cette figure 
est bien un hexagone régulier perpendiculaire à la diagonale DF en son 
milieu. 

Le cube ayant quatre diagonales, le problème admet quatre solutions. 
Les quatre plans sécants se croisent en son centre. 
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Fig. 101. 

Questions sur les angles trièdres et les tétraèdres. 

101. Trouver le lieu géométrique de tous les points de F espace égale
ment distants de deux plans qui se coupent { fig. loi) . 

Soient MAB, NAB, deux plans dont l'intersection 
est AB, soit 0 un point du lieu. Abaissons de ce 
point sur les deux plans les perpendiculaires OC 
et OD, elles détermineront un plan perpendiculaire 
à l'arête AB au point I. Les deux triangles rec
tangles OCI, ODI, seront égaux comme ayant l'hypo
ténuse 01 commune et un côté de l'angle droit égal 
(OC = OD). Par suite, il en sera de même des angles 
CIO et DIO. Si l'on mène par la droite 10 et l'arête 
AB un plan PAB, ce plan partagera l'angle dièdre 
MABX en deux parties égales, puisque les angles 
plans CIO, DIO mesureront respectivement les dièdres 

MABP, PABN. Le lieu cherché se confond donc avec le plan bissecteur 
de l'angle dièdre proposé. 

Il résulte de là que le lieu géométrique des points également distants 
des trois faces d'un angle trièdre est une droite passant par son sommet 
et intersection commune des trois plans bissecteurs des dièdres de ce 
trièdre. 

Il est facile de voir que, si l'on considère les faces de l'angle dièdre ou 
de l'angle trièdre donné comme indéfiniment prolongées, le lieu se com
pose de deux plans distincts perpendiculaires entre eux dans le cas de 
l'angle dièdre, de quatre droites distinctes passant par le sommet dans le 
cas de l'angle trièdre. 

Tout triangle sphérique correspondant à un angle trièdre dont le som
met est au centre de la sphère, les bissectrices des angles du triangle 
sphérique sont les arcs de grand cercle déterminés sur la sphère par les 
plans bissecteurs des angles dièdres du trièdre. On peut donc dire, en 
remarquant de nouveau que les propriétés des triangles plans, des angles 
trièdres et des triangles sphériques, sont identiques (Géom., 266), que 
les bissectrices des trois angles d'un triangle sphérique se croisent en un 
même point. 

102. Trouver le lieu géométrique des points de l'espace également dis
tants des côtés d'un angle donné BAC {fig. 102). 

Soit 0 un point du lieu. J'abaisse de ce point OJI 
perpendiculaire sur le plan BAC. Du pied M de 
cette perpendiculaire, je trace sur les côtés de l'angle 
donné les perpendiculaires MP, MQ ; puis je joins OP 
et OQ. Les droites OP et OQ, représentant les dis
tances du point 0 aux côtés AB et AC (Géom., 164), 
sont égales par hypothèse. Les triangles rectangles 
OMP, OMQ seront donc aussi égaux, et l'on aura 
MP = MQ, c'est-à-dire que le point M appartiendra 
à la bissectrice de l'angle BAC. Les perpendicu

laires abaissées des points du lieu sur le plan BAC, ayant leurs pieds 
sur la bissectrice AM, le lieu demandé est le plan conduit perpendiculai
rement au plan BAC par cette même bissectrice. 

Si l'on regarde les côtés de l'angle BAC comme indéfiniment prolongés, le 

Fin. 102. 
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Fis;. io3. 

lieu se compose de deux plans distincts menés par les bissectrices des 
angles supplémentaires formés par ces côtés. Ces plans sont perpendi
culaires entre eux, car leur angle dièdre est précisément mesuré par 
l'angle des bissectrices des deux angles supplémentaires. 

Le problème qu'on vient de résoudre prouve que le lieu géométrique 
des points également distants des arêtes d'un angle trièdre est formé 
d'une ou de quatre droites passant par son sommet, suivant qu'on sup
pose les arêtes de l'angle trièdre non prolongées ou prolongées au delà 
du sommet. 

103. Les plans menés perpendiculairement aux faces d'un angle trièdre 
par les arêtes opposées, se croisent suivant une même droite (fig. io3). 

Soit l'angle trièdre SABC. Je mène par l'a
rête SA le plan AS<7, perpendiculaire sur la 
face BSC et, par l'arête SB, le plan BS b per
pendiculaire sur la face ASC. Par un point 
quelconque C de la troisième arête, j'abaisse 
CB perpendiculaire sur Sa, CA perpendicu
laire sur Sb, et je joins les points A et B. La 
droite CB étant, dans le plan BSC, perpendi
culaire sur l'intersection Sa de ce même plan 
et du plan AS a, qui lui est perpendiculaire, 
sera perpendiculaire au plan AS a (Géotn., 183), 
et par suite à Aa. On prouvera de la même 
manière que CA est perpendiculaire sur Bit. 
Aa et B b sont donc deux hauteurs du triangle 

ABC, et leur point d'intersection 0 appartient à la troisième hauteur C c de ce 
triangle. Le plan ABC étant à la fois perpendiculaire aux plans ASa, BSb, 
comme contenant deux droites perpendiculaires à ces plans ( Géom., 182), 
est aussi perpendiculaire à leur intersection SO. Dès lors, en vertu du 
théorème des trois perpendiculaires, AB, perpendiculaire à Ce, l'est aussi 
à Se, c'est-à-dire au plan CSc de ces deux droites. Ce plan est donc le 
troisième plan mené perpendiculairement par l'arête SC sur la face ASB, 
et le théorème énoncé est démontré. 

En se reportant à la remarque du n°101, ce théorème prouve que les 
trois hauteurs d'un triangle sphérique se coupent en un même point. 

104. Les plans menés par les arêtes (Fun angle trièdre et les bissec
trices des faces opposées, se croisent suivant une même droite {fig. 104 I. 

Je prends sur les arêtes de l'angle trièdre 
trois longueurs égales, SA = SB = SC , de 
manière à former les triangles isocèles SAB, 
SAC, SBC. Les bissectrices des angles au som
met de ces triangles isocèles passeront par 
les milieux des bases de ces mêmes triangles, 
c 'est-à-dire par les milieux des côtés du 
triangle ABC. Les médianes AD, BE, CF, 
de ce triangle, se coupant en un même 
point 0 (20"), les trois plans ASD, BSE, 
CSF, se couperont suivant la même droite SO. 

Il résulte du théorème qu'on vient de dé
montrer, que les trois médianes d'un triangle 
sphérique se coupent en un même point. 
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105. Les trois faces d'un angle trièdre SABC étant données, trouée/ 
ses trois angles dièdres {fig. io5). 

Soit ASB l'une des faces données, la plus grande si l'on veut. Rabat
tons dans son plan les deux autres faces ASC, BSC, en les faisant tourner 

autour des arêtes SA et SB, 
FlS- I0D- de manière à les amener en 

ASc et BSc'. Prenons sur Se 
et sur Se' deux points d et d' 
tels qu'on ait S<7=S</ ' . 
Abaissons du point d la per
pendiculaire dmn sur l'arête 
SA et, du point d', la perpen
diculaire d'in'n' sur l'arête 
SB : ces perpendiculaires se 
couperont en un point 0 
( Gëom.. 197). Si l'on ramène 
les faces ASc, BSc', dans leur 
première position, de manière 
à reproduire l'angle trièdre 

en réunissant Se et Se' suivant SC, les points d et d' décriront, autour 
des centres m et m', des circonférences de cercle dont les plans seront 
respectivement perpendiculaires aux arêtes SA, SB, et viendront se réunir 
en un même point D de l'arêie SC, qui aura le point 0 pour projection sur 
le plan de la face ASB ( Géom., 18i). A ce moment les droites md et m'd' 
formeront avec mo et m'o les angles rectilignes des angles dièdres qui 
ont pour arêtes SA et SB. 

Pour obtenir ces angles rectilignes, il suffît de rabattre sur le plan de 
la face ASB les deux plans perpendiculaires décrits par md et m'd'. Le 
point d se trouvera alors à la fois sur une circonférence décrite, du point 
m comme centre avec md pour rayon, et sur la perpendiculaire Oh menée 
par le point O à la droite dmn; en effet, la droite dmn est l'axe de rota
tion adopté, et le point D où se réunissent dans l'espace les points d et 
d' se projetant en O, appartient à la perpendiculaire élevée en ce point 
au plan ASB. On obtiendra ainsi l'angle Omh, mesure du dièdre SA. 
Une construction toute semblable donnera l'angle Om'h', mesure du 
dièdre SB. 

Pour trouver la mesure du troisième angle dièdre, nous tracerons les 
droites dp, d'p', respectivement perpendiculaires aux arêtes Se, Se'. Ces 
droites représenteront en rabattement les intersections des faces ASC, 
BSC, par un plan conduit perpendiculairement à la troisième arête SC, et 
passant par le point D. La droite pp' représentera évidemment l'inter
section de ce plan avec le plan de la troisième face ASB. L'angle cherché 
est donc l'angle au sommet d'un triangle ayant pour base pp, et dont les 
deux autres côtés sont dp, d'p'. Il suffira donc de décrire, des points p 
et p1 comme centres avec pd eip'd' pour rayons, des arcs de cercle qui 
viendront se couper au point r, de sorte que l'angle prp' sera la mesure 
du troisième dièdre SC. 

Comme vérifications, les droites oh, oh', devront être égales comme 
rabattements de la même perpendiculaire OD: la droite SO. projection de 
l'arête SC sur le plan ASB, devra être perpendiculaire à la trace pp' du 
plan Dpp' sur ce même pian {Géom., quest. 6, p. i35) ; enfin, le point r, 
qui représente la position prise par le point D lorsqu'on fait tourner le 
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triangle Dpp' autour de sa base pp pour le rabattre dans le plan ASB. 
devra se trouver sur le prolongement de la perpendiculaire SO à pp' 
( Géom., 164). 

On peut déduire, des constructions précédentes, ce théorème déjà dé
montré {Géom., 193) : A des faces égales, dans un trièdre, sont opposés 
des dièdres égaux. 

Si l'on demandait de trouver les trois faces d'un angle trièdre, ses trois 
angles dièdres étant donnés, on ramènerait ce cas à celui que nous ve
nons de résoudre, en ayant recours aux propriétés des angles trièdres 
supplémentaires (Géom., 190). 

106. Etant donnés deux faces cPun angle trièdre et l'angle dièdre com
pris, trouver les trois autres éléments du trièdre (fig. io5) . 

En se reportant au numéro précédent et à la figure correspondante, on 
voit qu'on connaît les faces ASB, ASc, ainsi que l'angle Ondi, mesure du 
dièdre SA. On peut donc facilement construire le triangle rectangle hOm, 
c'est-à-dire déterminer le point 0 . Le point d' devra alors se trouver à 
la fois sur la perpendiculaire abaissée du point 0 sur l'arête SB, et sur 
la circonférence décrite du point S comme centre avec Sd pour rayon. 
Connaissant d', on aura la troisième face BSe' de l'angle trièdre, et l'on 
rentrera dans le premier cas traité. 

Si l'on demandait, étant donnés une face cïun angle trièdre et les 
deux angles dièdres adjacents, de trouver ses trois autres éléments, on 
ramènerait ce cas à celui que nous venons d'examiner à l'aide des pro
priétés des angles trièdres supplémentaires. 

107. Étant donnés deux faces d'un angle trièdre ainsi que l'angle 
dièdre opposé à l'une d'elles, trouver les trois autres éléments du trièdre 
(fg. 106). 

Soient ASB et ASc les deux faces données rabattues dans un même 
plan. On connaît la mesure de l'angle dièdre SB opposé à la face ASc. On 

peut tracer la droite dmn per-
l'lS- l o 6 - pendiculaire à SA : les deux par

ties dm et nui de cette droite 
représenteront les intersections 
des deux faces données et du plan 
mené perpendiculairement par 
le point D de l'espace à I'aréte 
SA, D étant le point de l'arête SC 
qui se rabat en d. L'intersection 
de ce même plan avec la face 
inconnue passe par le point n et 
vient couper la perpendiculaire 
mh élevée par le point m au plan 

ASB, en un point k dont il est facile de déterminer le rabattement / sur 
l'arête SA, l'axe de 'rotation choisi étant la droite dmn. 

En effet, menons par le point m un plan perpendiculaire à l'arête SB : 
il coupera le plan ASB suivant mf perpendiculaire à SB, le plan perpen
diculaire à SA qui a mn pour trace sur le plan ASB suivant, la perpendicu
laire mk, et le plan de la face inconnue suivant une droite faisant avec//;/ 
l'angle donné comme mesure du dièdre SB opposé à la face ASC. On pourra 
donc rabattre le triangle rectangle formé par ces trois intersections 
en mfi, puis reporter la hauteur mi en ml. 



a88 GÉOMÉTRIE. 

Si l'on rabat maintenant le triangle Dm/i de l'espace autour de mn, le 
rabattement du point D devra donc se trouver à la fois sur ni et sur la 
circonférence décrite du point m comme centre avec md pour rayon. Une 
fois ce rabattement de D obtenu en h ou en /;,, on connaîtra l'angle 
omit ou osmli{, mesure de l'angle dièdre dont l'arête est SA, et l'on ren
trera dans le second cas traité au n° 106. 

Suivant que la droite ni sera sécante, tangente ou extérieure à la cir
conférence md, le problème admettra deux solutions ou une seule, ou 
bien sera impossible. 

On voit que tout revient à la construction du triangle Dmn dans lequel 
on connaît deux côtés mn et nul, et l'angle mnl opposé au côté md. On 
peut donc se reporter, pour les cas de possibilité ou d'impossibilité, à ce 
que nous avons dit sur ce sujet (Géom., 74). 

Si l'angle dièdre SB était droit, la construction se simplifierait, puis
qu'on aurait immédiatement la droite ni en menant, par le point n, une 
perpendiculaire à mn. 

Si l'on demandait, étant donnés deux dièdres d'un angle trièdre et la 
face opposée a l'un d'eux, de trouver ses trois autres éléments, on ramè
nerait ce cas à celui que nous venons d'examiner à l'aide des propriétés 
des angles trièdres supplémentaires. 

408. Les trois droites LM, NP, QR, qui joignent les milieux des arêtes 
opposées d'un tétraèdre SABC, se coupent mutuellement en deux parties 

égales (Jîg. 107). 
F i 8- >°7- En effet, les droites LP et NM sont toutes 

deux parallèles à l'arête SB et égales à sa 
A moitié : la figure LP3VIN sera donc un parallé-

/ f ; \ logramme dont les diagonales LM et NP se 
/ I; \ croiseront en leurs milieux. On prouverait de 

r / .': \ -1 môme que les droites NP et QR se divisent 
aussi mutuellemeut en deux parties égales en 
un point 0 , qui est alors le milieu commun 
des trois droites considérées. 

De plus, si l'on joint le point 0 à l'un des 
sommets S du tétraèdre, et si l'on prolonge 
la droite SO jusqu'à la rencontre de la face 
opposée en G, ce point G sera le point de ren
contre des médianes du triangle ABC, et 

le point 0 sera au quart de la ligne SO à partir de la base. Car la ligne 
SO est dans le plan SCL qui contient LM, et elle coupe le plan ABC en un 
point de la médiane CL. Si l'on mène MH parallèle à SOG, le point H sera 
le milieu de CG, puisque le point M est le milieu de SC, et le point G 
sera le milieu de LH, puisque le point 0 est le milieu de LM. On aura 
donc LG = GH = HC, et le point G, situé au tiers de CL à partir de AB, 
sera bien le point de rencontre des médianes du triangle ABC (20). D'ail
leurs, la distance du point 0 au plan ABC est évidemment la moitié de la 
distance du point R à ce plan ou le quart de celle du point S à ce même 
plan. 

On voit que si l'on joint le point 0 aux sommets du tétraèdre, on par
tage celui-ci en quatre pyramides triangulaires équivalentes; car deux 
pyramides de même base étant proportionnelles à leurs hauteurs, cha
cune des pyramides considérées sera le quart du tétraèdre donné. 
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109. Si les angles trièdres S et S' de deux tétraèdres SABC, S'A'B'C', 
so/it égaux, les volumes de ces tétraèdres seront proportionnels aux pro

duits des arêtes qui correspondent aux angles 
trièdres égaux (fig. 108). 

On peut toujours supposer les deux tétraè
dres placés l'un dans l'autre comme l'indique 
la figure. Faisons alors passer un plan par les 
sommets A, B', C.Les deux tétraèdres B'A'C'S' 
et B'ACS' auront même hauteur et seront 
entre eux comme leurs bases ; mais ces bases 
S'A'C, SAC, ont un angle commun.On pourra 
donc écrire (Géom., 147} 

, , S'A'B'C S'A'C S'A'.S'C 
S'AB'C SAC SA . SC 

De même, les tétraèdres CS'AB' et CSAB ont môme hauteur et sont entre 
eux comme leurs bases S'AB' et SAB ; mais ces bases ont un angle com
mun, ainsi que l'un des côtés qui comprennent cet angle. On pourra donc 
écrire 
, , S'AB'C S'AB' S'B' 

SB SABC SAB 

Multipliant membre à membre les égalités (1) et (a) et simplifiant, il 
vient 

S'A'B'C S'A'. S'B'. S'C 
SABC SA . SB . SC 

110. Tout plan conduit par les milieux de deux arêtes opposées d'un 
tétraèdre, le partage en deux volumes équivalents (fig. 109). 

Fig. I0p. Soient le tétraèdre SABC et le plan MNPB 
qui passe parles milieux M etN des arêtes 
opposées SA et BC. Le tétraèdre se trou
vera décomposé en deux polyèdres ABMPNR 
et SCMPNR. Menons les plans ANR et SXP ; 
nous partagerons chacun de ces polyèdres 
en une pyramide triangulaire et en une 
pyramide quadrangulaire. Les deux pyra
mides quadrangulaires ont pour base com
mune la section MNPB et leurs hauteurs sont 
égales, puisque le point M est le milieu 
de l'arête SA par hypothèse : ces deux 

pyramides sont donc équivalentes. Pour démontrer le théorème, il surfit 
donc de prouver l'équivalence des deux pyramides triangulaires SCNP et 
ABNR. Chacune d'elles a un angle trièdre commun avec le tétraèdre pro
posé. On pourra donc écrire, en remarquant que le point N est le milieu 
de l'arête BCet en appliquant la proposition précédente (109) : 

SCNP 
SABC 
ABNR 
SABC ~ 

es. 
es. 
BA 
BA 

CN. 
CB. 

. BN 
. BC 

. CP 
CA 

.BR 
. BS 

CP 
•2CA 

BR 
•j.¥,6 

II. J 9 



CP 
P A " 

CP 
aCA~ 

BR 
RS' 

BR 
aBS 

3C)0 GÉOMÉTRIE. 

Mais les arêtes du tétraèdre SABC forment un quadrilatère gauche. Le 
plan MNPR qui passe par les milieux des côtés opposés SA et BC, c'est-
à-dire qui les divise proportionnellement, doit diviser aussi proportion
nellement les deux autres côtés SB et AC (99;. On aura donc 

d'où l'on déduira 

Le théorème est donc démontré. 

Questions sur la sphère. 

111. Tout tétraèdre est inscriptible et circo/ucriptib/e à la sphère 
[fis- "<>)• 

Nous avons démontré (Géom., 263) que, par quatre points non situés 
dans un même plan, on pouvait toujours faire passer une sphère et une 

seule. Il en résulte que tout tétraèdre SABC est 
Fi8- " 0 - inscriptible à la sphère, 

s Les six arêtes du tétraèdre sont des cordes de 
la sphère circonscrite. Par conséquent, si sur ces 
arêtes et par leurs milieux, on élève des plans 
perpendiculaires, ces plans viendront passer par 
un même point qui sera le centre de la sphère 
déterminée par les quatre sommets du tétraèdre. 

Tout tétraèdre est aussi circonscriptible à la 
sphère. Menons, en effet, les trois plans bissec
teurs des angles dièdres déterminés par la base 
ABC et les trois faces latérales du tétraèdre SABC. 
Ces plans détermineront un nouveau tétraèdre 
OABC, dont le sommet O sera le centre d'une 

sphère tangente aux quatre faces du tétraèdre donné; car, d'après les pro
priétés des plans bissecteurs (101), ce point O sera à égale distance des 
quatre faces. Le point O est d'ailleurs unique. Donc, à un tétraèdre donné, 
on ne peut inscrire qu'une seule sphère" qui aura pour rayon la perpendi
culaire 01 abaissée du point 0 sur la base ABC. On voit par là, puis
qu'on peut prendre pour base du tétraèdre telle face qu'on voudra, que 
les six plans bissecteurs des angles dièdres d'un tétraèdre concourent en 
un même point, centre de la sphère inscrite. 

En se reportant à ce que nous avons dit relativement au triangle (Ai ), 
on verra qu'on peut obtenir quatre autres sphères dites ex-inscrites, cha
cune tangente à l'une des faces du tétraèdre donné et aux prolongements 
des trois autres faces. Il existe en outre trois autres sphères tangentes 
aux prolongements des quatre faces. 

On se rendra facilement compte de l'existence possible de ces huit 
sphères tangentes aux faces du tétraèdre ou à leurs prolongements, en 
remarquant que les points situés à égale distance des quatre faces du 
tétraèdre SABC doivent se trouver, à la fois, sur l'une des quatre droites 
dont l'ensemble constitue le lieu géométrique des points à égale dislance 
des trois faces de l'angle trièdre en S. et sur l'un des deux plans bisser-
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teurs des angles dièdres formés par la base ABC avec l'une des faces 
latérales. 

Les cinq sphères inscrite et ex-inscrites existent toujours; il n'en est 
pas de même des trois dernières, dont les rayons peuvent devenir infinis. 
Nous laisserons de côté cette discussion (* ). 

112. Tout polyèdre régulier est inscriptible et circonscriptible à la 
sphère (Jtg. 111 ). 

Soient ABCDE, ABC'D'E', deux faces contiguës du polyèdre régulier 
considéré, 0 et 0' les centres de ces faces. Les perpendiculaires OK, O'K, 

abaissées des centres 0 et 0' sur le côté ou 
Fig. m . la corde commune AB, passeront au même 

point K de cette corde et détermineront un 
plan qui, perpendiculaire à AB, le sera aux 
deux faces considérées et contiendra les per
pendiculaires OS, O'S, menées respective
ment à ces faces par leurs centres. Ces per
pendiculaires se couperont nécessairement en 
un point S. Les deux triangles rectangles 
KOS, KO'S, étant égaux comme ayant l'hy
poténuse KS commune et un côté de l'angle 
droit égal (0K = O'K), KS sera bissectrice de 
l'angle OKO' qui mesure le dièdre AB ou l'in
clinaison de deux faces adjacentes du polyèdre. 

Ceci posé, considérons la face 0" du polyèdre qui a en commun avec 
la face ABCDE le côté CD. Le plan mené perpendiculairement au milieu L 
du côté CD, contient les apothèmes OL, 0"L, et la perpendiculaire OS à 
la face ABCDE. Joignons le point S au centre 0". Les deux triangles rec
tangles KOS, LOS, étant égaux, l'angle OLS sera égal à l'angle OKS, c'est-
à-dire qu'il sera la moitié de l'angle OLO", puisque dans un polyèdre 
régulier l'inclinaison de deux faces adjacentes est constante. Les deux 
triangles LOS, LO"S, seront donc égaux à leur tour, comme ayant un 
angle égal compris entre deux côtés égaux chacun à chacun. Par suite, 
la droite SO" sera perpendiculaire sur 0"L, c'est-à-dire sur la faceCDO", 
et elle sera égale à SO. 

En continuant ainsi de proche en proche, on prouvera que le point S 
est à égale distance de toutes les faces du polyèdre régulier donné. De 
plus, puisque ce point est le point de concours de toutes les perpendicu
laires élevées par les centres des différentes faces à ces mêmes faces, il 
sera aussi à égale distance de tous les sommets du polyèdre (Géom., 162). 
Par conséquent, le point S représente confondus le centre de la sphère 
inscrite et celui de la sphère circonscrite. 

113. Si Von fait passer, par un point pris dans l'espace, trois droites 
deux à deux perpendiculaires, la soi/une des carrés des cordes intercep
tées sur ces trois droites par une sphère donnée, sera constante. 

Remarquons d'abord que, dans un parallélipipède rectangle, la somme 
des carrés des diagonales extérieures qui partent d'un même sommet, 
est égale à deux fois le carré d'une diagonale intérieure (Jîg. 112). 

(*} On pourra consulter avec fruit sur ce sujet la Note I des Eléments de 
Géométrie descriptive de MM. Gerono et Cassanac. 

' 9 -
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En effet, les triangles rectangles AHG, AFG, ACG, donneront 
Fig. 112. AH2=AG2 —GIF. 

AF2 = AG2-GF2 . 
^ H AC2 = AG2-GC2 . 

d'où 
rE l AH2 + AF + AC2 = 3 AG2 - (GH2+ GF2 + GC2 j . 

Mais on a [Géom., 204) : 
D AG2 = GH2 + GF2+GC2; 

par suite. 
AH2 + AF2 + AC2 = -2AG2. 

Ceci posé, la somme des carrés des moitiés des cordes interceptées sur les 
trois droites données par la sphère considérée, sera égale à trois fois le carré 
du ravon de la sphère, moins la somme des carrés des perpendiculaires abais
sées du centre de la sphère sur ces mêmes cordes. Or, les trois droites rectan
gulaires qui passent par le point fixe donné, déterminent trois plans deux à 
deux perpendiculaires; et si l'on mène par le centre de la sphère des plans 
parallèles à ceux-là, on formera un parallélipipède rectangle, dans lequel le 
centre de la sphère et le point fixe seront des sommets opposés. De plus, les 
perpendiculaires abaissées du centre de la sphère sur les cordes interceptées, 
seront précisément les diagonales des faces de ce parallélipipède, qui passent 
par le centre de la sphère. En appelant c/la distance de ce centre au point fixe 
et R le rayon de la sphère, la somme des carrés des moitiés des cordes sera 
donc égale, d'après la remarque précédente, à 3R2 — 2c/2, et la somme des 
carrés des cordes à quatre fois cette quantité, c'est-à-dire à 12R2 — 8c/2. 

On a une vérification immédiate de ce résultat, en supposant le point 
donné au centre de la sphère. 

114. Lorsque trois sphères se coupent deux à deux, les plans des trois 
cercles cFintersection passent par une même droite perpendiculaire au 
plan déterminé par les centres des trois sphères. 

Nous savons en effet que deux sphères se coupent suivant un cercle 
dont le plan est perpendiculaire à leur ligne des centres ( Géom.,2(52). 
Les trois cercles d'intersection des trois sphères seront donc respective
ment perpendiculaires aux droites qui joignent les centres de ces sphères 
deux à deux et, par suite, au plan commun des trois centres. De plus, 
les diamètres des cercles d'intersection, cordes communes des grands 
cercles générateurs des trois sphères, se croisent en un même point, 
centre radical de ces grands cercles (63). Donc, les trois plans considérés 
avant un point commun et étant perpendiculaires au plan des centres, leur 
intersection est une droite passant par ce point et perpendiculaire à ce plan. 

Ho. Trouver le lieu géométrique des centres des sections faites dans 
une sphère par tous les plans qui passent par une droite donnée ( fig. 113 ). 

Par la droite donnée AB, je mène un plan 
quelconque qui coupe la sphère suivant un cercle 
dont le centre est I. Menons dans ce plan, par 
le point I, une droite IL perpendiculaire à AB. 
D'après le théorème des trois perpendiculaires, 
0 étant le centre de la sphère, OL sera perpendi
culaire sur AB ainsi que le plan OIL. Le point I 
se trouvera donc à la fois dans ce plan _/?./.'<? OIL 
et sur la circonférence décrite sur la distance 
fixe OL comme diamètre. Cette circonférence 

FiR. n3 . 
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est donc le lieu demandé. Si le point L est extérieur à la sphère, il est 
évident qu'une partie seulement de cette circonférence compose le lieu 
demandé. 

Si l'on demande le lieu géométrique des centres des sections faites dans 
la sphère par tous les plans qui passent par le point donné L, le plan 
OIL n'est plus astreint qu'à passer par la droite OL, et le lieu cherché 
est la surface spherique décrite sur OL comme diamètre ou la portion 
de cette surface comprise dans la sphère proposée. 

116. Les tangentes menées à la sphère par un point extérieur S sont 
égales, et leur ensemble forme une surface conique de révolution dont 

Taxe est la droite qui Joint le point donné au 
centre de la sphère {fig. 114 ) • 

Menons par le point S des grands cercles de 
la sphère et, par ce point, une tangente à 
chacun d'eux. Ces tangentes seront égales en 
vertu de l'égalité des triangles rectangles SAO, 
SBO, SCO, qui entraine celle des angles ASO, 
BSO, CSO, et des hauteurs, AI, BI, CI. Par suite, 
le lieu géométrique des tangentes considérées 
sera bien une surface conique ayant SO pour 
axe et touchant la sphère suivant un petit 
cercle de rayon IA, perpendiculaire à SO; c'est-

à-dire que le cercle de contact est un parallèle commun aux deux sur
faces. 

De même, le lieu des tangentes menées à la sphère parallèlement à une 
direction donnée, est une surface cylindrique de 
révolution, dont l'axe est le diamètre xr de la 
sphère parallèle à la direction donnée (fig. 115 ). 
Car, si l'on mène par le centre 0 un plan ABC 
perpendiculaire au diamètre xr, et qu'on trace 
par les différents points de la circonférence de grand 
cercle obtenue des parallèles à xy, ces parallèles 
seront (comme MN l'est au rayon OC) respective
ment perpendiculaires à l'extrémité des rayons cor
respondants, c'est-à-dire tangentes à la sphère 

proposée. Le cercle de contact des deux surfaces tangentes sera le grand 
cercle ABC. 

117. Par une droite donnée, mener un plan tangent h une sphère 
(fig. 116). 

Si la droite donnée est tangente à la sphère considérée, il suffira de 
faire passer par le point de contact un plan perpendiculaire au rayon cor

respondant : ce plan sera le plan tangent de
mandé (Géom., 261). 

Si la droite donnée est extérieure à la sphère, 
on lui mènera par le centre de la sphère un plan 
perpendiculaire, qui la coupera au point C et 
déterminera dans la sphère un grand cercle 
MOM'. Par le point C, on mènera à ce grand 
cercle les tangentes CM et CM'. La droite AB et 
chacune de ce.- tangentes détermineront deux 
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plans qui répondront à la question. En effet, le plan ACM, par exemple, 
est perpendiculaire au plan MOM' puisqu'il contient AB ; et il est per
pendiculaire au rayon OM au point M, puisque ce rayon est perpendicu
laire à la tangente MC intersection des plans perpendiculaires ACM et 
MOM'. 

118. Mener a deux sphères un plan tangent commun [fig. 117). 
Menons par les centres C et C des deux sphères un plan quelconque 

qui les coupera suivant deux grands cercles. Les centres de similitude 0 
F . _ et 0 ' de ces grands cercles seront 

'" aussi les centres de similitude des 
deux sphères (71). 

Tout plan tangent commun aux 
deux sphères passera par l'un ou 
l'autre de ces centres de similitude. 
lin effet, les rayons CM, CM', cor
respondants aux points de contact M 
et M'de ce plan avec les deux sphères, 

seront parallèles, et dès lors la droite qui joindra leurs extrémités ira 
passer au point 0 ou au point 0 ' , suivant que les rayons considérés seront 
ou non dirigés dans le même sens. Le plan tangent qui contient MM', 
ira donc lui-même passer par le point 0 ou le point 0 ' . 

On voit que le problème proposé admet une infinité de solutions. 
Pendant que les cercles C et C engendrent les deux sphères, les tan

gentes communes à ces cercles engendrent deux surfaces coniques de ré
volution ayant pour sommets les centres de similitude 0 et 0 ' , et tan
gentes aux deux sphères (116). Tout plan tangent aux deux sphères, le 
sera à l'une ou l'autre des deux surfaces coniques, et réciproquement 
(voir\& Géométrie descriptive, t. III). 

Le problème qu'on vient de résoudre permet de mener, par un point 
donné, un plan tangent commun à deux sphères données. 

En effet, soit A le point donné. Tout plan tangent commun aux deux 
sphères devant passer par l'un des centres de similitude 0 et 0 ' , la ques
tion sera ramenée à mener à l'une des sphères, par la droite AO ou la droite 
AO', un plan tangent qui le sera aussi, d'après ce qui précède, à l'autre 
sphère. 

119. Si une surface conique S pénètre dans une sphère suivant une 
circonférence, elle en sortira aussi suivant une autre circonférence 

_. . {fg- » 8 ) . 
Si la courbe Centrée CND est une cir

conférence, je dis que la courbe de sortie 
AMB sera une autre circonférence. Soit 
SNM une génératrice de la surface conique. 
Je trace SH perpendiculaire sur le plan 
CND, je joins le point H au point N, et je 
mène ML perpendiculaire sur SM jusqu'à 
la rencontre de SH prolongée. Le quadri
latère LMNII sera inscriptible, et l'on aura 

SH.SL = SN.SM. 

l'arête ?M. faisons passer un grand cercle de la sphère et. a ce 
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grand cercle, par le sommet S, menons la tangente ST. Nous pourrons 
écrire 

SN.SM = ST2, 

d'où 
SH.SL = ST. 

SH et ST sont des longueurs constantes, il en sera'donc de même de 
SL. L'angle SML étant droit, le point M appartiendra à la fois à la sphère 
donnée et à la sphère décrite sur SL comme diamètre. La courbe AMB, 
intersection de deux surfaces sphériques, sera donc bien une circonférence 
de cercle f Géom., 262). 

Si le sommet de la surface conique s'éloigne indéfiniment de la courbe 
CND supposée fixe, en glissant le long de la génératrice SD, cette surface 
dégénère en surface cylindrique ayant CND pour base et SD pour géné
ratrice. Par conséquent, la courbe d'entrée d'une surface cylindrique dans 
une sphère étant une circonférence de cercle, il en est de même de la 
courbe de sortie. 

Des polyèdres réguliers. 

120. Nous avons vu {Géom., 276) qu'on rapportait les triangles ou po
lygones sphériques au triangle tri-rectangle, les pyramides sphériques 
quelconques à la pyramide tri-rectangle, et que ces pyramides étaient 
proportionnelles à leurs bases (Géom., 282). 

Il est évident que les angles polyèdres qui correspondent à ces mêmes 
pyramides, sont aussi dans la proportion de leurs bases; et, pour com
parer deux angles polyèdres quelconques, on peut placer leurs sommets 
au centre d'une même sphère, et comparer les polygones sphériques 
interceptés. 

De sorte qu'en prenant à la fois, pour unité d'aire le triangle tri-rec
tangle, et pour unité d'angle polyèdre l'angle trièdre tri-rectangle, si l'aire 

5 
du polygone sphérique intercepté est -i l'angle polyèdre correspondant 

7 
5 

sera aussi les - de l'angle trièdre tri-rectangle. 

Nous savons ce qu'on entend par angles trièdres supplémentaires et 
quelles sont leurs propriétés (Géom., 190). Il est clair qu'un angle po
lyèdre quelconque étant donné, il existe un angle polyèdre supplémen
taire, et qu'on le formera aussi en abaissant d'un point pris dans l'inté
rieur de l'angle polyèdre donné des perpendiculaires sur toutes ses faces. 

121. Ceci posé, on doit à DESCARTES le théorème suivant (Note de 
M. Prouhet, Comptes rendus îles séances de PAcadémie des Sciences, 
a3 avril 1860) : 

De même que dans un polygone plan convexe, la somme des angles 
extérieurs est égale à quatre angles plans droits (Géom., 39) , de même 
dans un polyèdre convexe, la somme des angles polyèdres supplémen
taires de ceux du polyèdre proposé est égale à huit angles trièdres tri-
rectangles. 

En effet, si d'un point 0 pris dans l'intérieur du polyèdre, on abaisse 
des perpendiculaires sur toutes ses faces, on formera tous les angles po
lyèdres supplémentaires des angles polyèdres du polyèdre donné. Mais 
l'ensemble de ces angles polyèdres supplémentaires remplit tout l'espace 
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autour du point 0, c'est-à-dire intercepte sur une sphère idéale quel
conque cette sphère elle-même. Le théorème est donc établi. 

122. Voyons quelles conséquences on peut déduire de ce remarquable 
théorème. 

Dans la géométrie plane, c'est la connaissance de la somme des angles 
intérieurs d'un polygone qui nous a conduit à la valeur de la somme de 
ses angles extérieurs. Ici, au contraire, la valeur de la somme des angles 
polyèdres supplémentaires va nous permettre de trouver la somme des 
angles de toutes les faces du polyèdre, en d'autres termes la somme de 
ses angles plans. 

La somme des angles d'un polygone sphérique de n côtés étant S,, l'aire 
de ce polygone a pour expression abstraite S, — 2/2 + 4 - Telle sera donc 
aussi l'expression de la valeur d'un angle polyèdre ayant n faces ou n 
arêtes (120). S, représentera alors la somme de ses angles dièdres. 

S, représentant la somme des dièdres de l'un des angles polyèdres sup
plémentaires considérés, désignons par S'la somme des faces ou des an
gles plans de l'angle polyèdre qui lui correspond sur le polyèdre donné. 
On pourra remplacer chaque angle dièdre de l'angle polyèdre supplémen
taire en fonction de la face supplémentaire de l'angle polyèdre du po
lyèdre proposé, c'est-à-dire la somme S, par 2 « — S'. La valeur de l'angle 
polyèdre supplémentaire deviendra, en faisant cette substitution dans 
l'expression S, — 2^ + 4 et en simplifiant, 

4 - S ' . 

En faisant le même raisonnement pour les autres angles polyèdres sup
plémentaires et en faisant la somme de leurs valeurs, nous aurons, d'a
près le théorème de Descartes (121), et en représentant par S le nombre 
des sommets du polyèdre, par P la somme de tous ses angles plans, 

4 S - P = 8, 
d'où 

(1) P = 4 ( S - a ) . 

Ce qu'on peut énoncer en disant : La somme de tous les angles plans d'un 
polyèdre convexe est égale à autant de jois quatre angles droits qu'il a 
de sommets moins deux. 

Pour le tétraèdre, il faudra faire S = 4, et l'on trouvera P = 8 ; pour 
le parallélipipède, S = 8 et P = 24. 

123. Cherchons une relation entre le nombre des sommets, celui des 
faces et celui des arêtes du polyèdre. 

Soient^ q,p, h,..., les nombres de faces triangulaires, quadrangu-
laires, pentagonales, hexagonales, . . . , existant dans le polyèdre. On 
aura (Géojn., 39) : 

P = 2 * + 4 < 7 + 6 j 9 + 8 A + . . . , 

puisqu'à chaque triangle correspondent en somme 2 angles droits, à cha
que quadrilatère 4 angles droits, etc. Substituant cette valeur de P dans 
la relation (1) du n° 122, il viendra 

(Vj 2S =• 4 4 t 4 -iq -1-3/;4- 4/' + . • • • 

Soient F le nombre des faces et À le nombre des arêtes du polyèdre, 
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on aura 

V=t + q+p+h + ..., 
3t + 4(j + 5p + 6h + .... 

Le second membre de la dernière expression comporte le diviseur a, 
parce que chaque arête fait nécessairement partie de deux faces adja
centes. On déduit de là 

c'est-à-dire, d'après la relation (2), 

(3) A —F = S - a , 

expression du Théorème d'EcLER, qu'on peut énoncer sous cette forme : 
En diminuant de 2 le nombre des sommets du polyèdre, on obtient Vexcès 
du. nombre des arêtes sur celui des faces. 

12-i. Il est facile, en se servant de la relation (3), de prouver qu'il 
n'existe aucun polyèdre convexe dont toutes les faces aient plus de cinq 
côtés ou dontto<.y les angles aient plus de cinq faces, et d'en déduire une 
confirmation du raisonnement par lequel nous avons établi [Géom., 198) 
qu'il ne pouvait y avoir plus de cinq polyèdres réguliers. Nous nous con
tenterons ici de chercher le nombre des faces de ces polyèdres réguliers, 
en admettant leur existence. 

Désignons par c le nombre de côtés des faces dont la quotité est F 
dans le polyèdre régulier considéré, par / l e nombre de faces ou d'arêtes 
des angles polyèdres dont la quotité est S dans le même polyèdre. Nous 
aurons, A étant toujours le nombre de ses arêtes, 

A Fc . S / 
A = — , A = - i , 

2 2 

c'est-à-dire 

c i 
Substituant dans la formule d'Euler, il viendra 

. 2 A 2 A 
c - / ~ 2 ' 

d'où 

(«) A = 
cf 

'.c + if—cf 

Nous savons qu'on peut former trois polyèdres réguliers avec des trian
gles équilatéraux, en en assemblant 3, 4 ou 5, autour d'un même point. 
Nous devrons donc faire, dans la formule (a), c — 3 en même temps que 
/ -- 3 ou 4 ou 5. Nous obtiendrons d'abord 

6 - / 
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A = 6, F = 4, 
A = i 2 , F = 8, 
A = 3o, F = 20, 

S = 
S = 

s = 

4 

6 
12 

ay8 

et nous en déduirons : 
pour / = 3 . . . . 
pour / = 4 
pour / = 5 . . . . 

Le tétraèdre régulier aura donc quatre faces, l'octaèdre régulier aura 
huit faces, et l'icosaèdre régulier en suvi vingt. 

Nous savons qu'on ne peut former qu'un polyèdre régulier avec des 
faces carrées, en en assemblant 3 autour d'un même point. Si nous faisons 
c = 4 dans la formule générale (o), il viendra 

4 =-*£.-4 - / 
On voit qu'on ne peut en effet donner à / q u e la valeur 3. On obtient 
alors pour Vhexaèdre régulier 

A = i 2 , F = 6, S = 8 . 

Enfin, on ne peut former qu'un polyèdre régulier avec des faces penta-
gonales, en en assemblant 3 autour d'un même point. Si l'on y fait c = 5, 
la formule \a\ donne 

A l°f 
A = 7 ^ 3 / ' 

et l'on voit encore qu'on ne peut en effet donner à / d'.autre valeur que 3. 
On en déduit, pour le dodécaèdre régulier, 

A = 3o, F = 12, S = 20. 

125. Nous allons maintenant prouver l'existence des cinq polyèdres 
réguliers, par la construction même qui permet de les obtenir. 

Tétraèdre régulier. Il suffira d'élever au centre du triangle équilatéral pris 
pour base du tétraèdre, une perpendiculaire telle, que la distance de son 
extrémité à l'un des sommets de ce triangle soit égale à l'arête donnée. 

Octaèdre régulier. Soit a le côté du triangle équilatéral employé. On 
formera un carré de côté a. On élèvera au centre de ce carré une per
pendiculaire indéfinie, sur laquelle on prendra de part et d'autre du cen
tre une longueur égale au rayon du carré, c'est-à-dire à —— , puis on 

joindra les extrémités obtenues aux sommets du carré. Les huit arêtes 
. . . , , , • / ? . « " 2 « 2 . „ 

ainsi tracées seront égales entre elles et a i / ——I = a, puisqu elles 
V 4 4 

sont toutes hypoténuses de triangles rectangles isocèles ayant pour côtés 
de l'angle droit le rayon du carré. Elles formeront donc, ensemble et avec 
les côtés du carré, huit triangles équilatéraux égaux et également inclinés. 

On peut remarquer, d'après cette construction, que trois droites égales 
perpendiculaires entre elles, et se coupant en leur milieu, ont pour extré
mités les six sommets d'un octaèdre régulier. 

Icosaèdre régulier. Formons un pentagone régulier BCDEF (fig. 119) 
ayant pour côté l'arête a, côté du triangle équilatéral donné ABC. Au 
centre de ce pentagone élevons une perpendiculaire OA, sur laquelle 
nous déterminerons un point A tel, que la distance AB soit égale à a. En 
joignant ce point A aux sommets du pentagone, nous formerons cinq 
triangles équilatéraux égaux à ABC, assemblés autour du point A et éga
lement inclinés. 
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Remarquons que l'angle CAF est égal à l'angle du pentagone BCDEF, 
misque les triangles FAC, BCD, sont égaux comme ayant leurs trois côtés 

égaux chacun à chacun. On pourra donc sur CA 
Fl8- ' '9- et sur AF achever un pentagone CAFGH identique 

au précédent. Le point B étant à la distance a des 
sommets C, A. F, appartiendra à la perpendiculaire 
élevée au centre du nouveau pentagone, et les dis
tances BG et BU seront aussi égales à a. Enfin, les 
quatre points D, A, B, H, étant dans un même 
plan, on pourra sur DA et sur AB achever le pen
tagone DABHI identique aux deux précédents. En 
effet, les diagonales d'un pentagone régulier qui 
ne partent pas d'un même sommet, se coupent 
mutuellement en moyenne et extrême raison. BD 

coupe CF de cette manière en un point K quittait alors appartenir à la 
diagonale AIL Cette diagonale est donc dans le plan DAB. Le point C sera 
d'ailleurs, pour le pentagone DABHI, ce que sont les points A et B pour 
les deux autres, et l'on aura CI = a. 

On obtiendra ainsi en tout dix triangles équilatéraux égaux et égale
ment inclinés, formant une moitié de Ficosaèdre; et les sommets de la 
ligne terminale DEFGHI réuniront successivement trois et deux triangles. 
On peut remarquer que cette ligne terminale est gauche. Car, si les 
quatre points D,E,F, G, étaient dans un même plan, les deux pentagones 
BCDEF, CAFGH, qui ont déjà dans le plan DEF les sommets C et F com
muns, seraient tous deux dans ce même plan qui contiendrait alors le 
sommet A : conséquence absurde d'après ce qui précède. 

Ceci posé, on peut construire de la même manière l'autre moitié de 
Ficosaèdre. Seulement, en rapprochant les deux calottes polvédrales et 
en les joignant par leurs lignes terminales, on fera correspondre les som
mets où se réunissent trois triangles dans l'une et deux triangles dans 
l'autre; de sorte qu'on aura, en chaque sommet du polyèdre complet, 
cinq triangles équilatéraux égaux et également inclinés. 

Hexaèdre, régulier. Il suffira d'élever, par les sommets du carré a}rant 
pour côté l'arête donnée a, quatre perpendiculaires à son plan égales à a 
et d'en joindre les extrémités. 

Dodécaèdre régulier. Avec trois pentagones réguliers égaux, ayant 
pour côté l'arête donnée a, on formera en A [fig. 120) un angle trièdre 

dont les dièdres seront égaux entre eux. Avec 
d'autres pentagones identiques aux précédents 
et en employant les faces déjà construites, on 
formera en B, C, D, E. des angles trièdres égaux 
à l'angle trièdre A. Le pentagone ABCDE sera 
commun à tous les trièdres; le second, le troi
sième et le quatrième trièdre nécessiteront l'ad
dition d'un nouveau pentagone. Le dernier angle 
trièdre en E se trouvera tout formé. Nous au
rons ainsi une moitié du dodécaèdre, composée 
de six pentagones réguliers égaux et également 
inclinés. Les différents sommets de la ligne ter

minale gauche FGHIKLMNPR correspondront successivement à un et à 
deux pentagones. 

On construira de la même manière la seconde moitié du dodécaèdre. 
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Seulement, on joindra les lignes terminales des deux moitiés, de manière 
à réunir les sommets correspondants à un seul pentagone sur l'une et à 
deux sur l'autre; on aura ainsi, en chaque sommet du polyèdre complet, 
trois pentagones réguliers égaux et également inclinés. 

126. On peut demander de trouver Vinclinaison de deux faces adja
centes d'un polyèdre régulier. On y parviendra facilement en se repor
tant au n° 105. 

Le problème est immédiatement résolu pour l'hexaèdre où l'angle de 
deux faces adjacentes est droit. 

Pour le dodécaèdre, à chaque sommet correspond un angle trièdre, et 
les faces de ce trièdre sont des angles de pentagone régulier. Il reste 
donc à chercher le dièdre d'un trièdre dont les trois faces égales sont con
nues. On trouve, graphiquement ou par le calcul trigonométrique, que 
l'inclinaison de deux faces adjacentes d'un dodécaèdre régulier est égale à 

!' n6° 33' 54",a. 

Pour les trois autres polyèdres réguliers, on peut suivre une marche ' 
analogue ou avoir recours aux procédés suivants. 

Tétraèdre. Si l'on joint les sommets S et C au 
milieul de l'arête AB [fig. 121), l'inclinaison cher
chée sera mesurée par l'angle SIC. Il suffit donc de 
construire le triangle isocèle SIC donc on connaît 
les côtés. On trouvera ainsi, par la mesure directe 
ou le calcul trigonométrique, pour l'inclinaison 
cherchée 700 3i' 43",6. (Le triangle rectangle SIK 

donne sin - • SIC = 
2 

SK 
SI = 

Octaèdre. Si 
Fig. 123. 

'on joint les sommets A et C [fig. 122) au milieu I de 
l'arête SB, l'angle AIC mesurera l'inclinaison cher
chée. Il suffira donc de construire le triangle isocèle 
AIC dont on connaît les côtés. On trouvera ainsi, 
par la mesure directe ou le calcul trigonométrique, 
1090 28' 16",4. (Le triangle rectangle AIO donne 

s i n l A I C = ^ = ^ = $ 
AI \ajï fi 

Icosaèdrc. Enfin, en se reportant à \a_fig. 119, si 
l'on joint les sommets C et F au milieu I de l'arête 
AB, on verra que l'angle CIF mesure l'inclinaison 

demandée. Il suffira donc de construire le triangle CIF dont les trois côtés 
sont connus : FC est déterminé, puisque dans le triangle isocèle CBF on 
connaît les côtés BC et BF et l'angle B. La mesure directe ou le calcul 
donne 

i38" u ' 2a".8. 

file:///a_fig
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TRIGONOMÉTRIE. 

LIVRE PREMIER. 
THÉORIE DES RAPPORTS TRIGONOMÉTRIQUES, 

CHAPITRE PREMIER. 
DÉFINITIONS. 

Notions préliminaires. 
1. Les figures de la géométrie présentent des côtés et des 

angles. Pour soumettre au calcul les relations qui existent seu
lement entre les côtés d'une figure, il suffit de faire choix 
d'une unité de longueur et de comparer tous les côtés de la 
figure à cette unité. La considération d'un côté se trouve ainsi 
remplacée parcelle du nombre qui représente son rapport à 
l'unité. 

Quant aux angles, on les compare entre eux de la manière 
suivante. On remarque qu'à un même angle XOY [fig. i) cor

respondent un nombre indéfini d'arcs 
'%• • • AB, A'B', A"B" , . . . , décrits de son som-

k.y met comme centre et interceptés entre 
, / \ ses côtés. Ces arcs sont semblables, et 

/ \ \ l'on a [Géom., 134) 

/ \ \ \ AB _ iSJW_ __ A" B" _ 
/__\._ \ I OA ~~ OA' ~~ OA" 
O B U ' B" x 

Ce qu'il y a ici de constant, c'est le 
rapport de l'arc intercepté (supposé rectifié) au rayon choisi. 
On peut donc prendre ce rapport pour la mesure de l'angle 
considéré et, en désignant l'arc AB par S, le rayon OA par B, 
écrire 

nnçle X O Y = —• K 

L'unité d'angle est alors l'angle qui, au centre d'un cercle 
quelconque, intercepte un arc égal en longueur au rayon de ce 
cercle. 

Comme la longueur d'un arc est donnée par la formule gé-
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nérale 1= '^—- (Géom., 133), on voit, en v faisant / = R, que 
180 v 

le nombre de degrés de cet angle unité est 
180 „ , , , „ 

77 

Si l'on choisit le rayon pour unité de longueur, le nombre 
qui mesure l'arc rectifié mesure aussi l'angle. Dans ce cas, la 
circonférence étant représentée par 2ir, les arcs peuvent être 
indiqués indifféremment en degrés ou en fractions du nom
bre 7T. Ainsi, l'on dira : arc de 45° ou arc j - , arc de 6o° ou arc 

-^, etc. 

Si l'on veut maintenant établir les relations qui lient les 
côtés et les angles d'une même figure, il faut pouvoir rem
placer la considération des angles par celle de certains rapports 
entre longueurs; et la condition expresse pour qu'il en soit 
ainsi sera la suivante : L'angle étant donné, les rapports dont 
nous parlons devront être complètement déterminés ^récipro
quement, ces rapports étant donnés, l'angle devra être à son 
tour parfaitement défini. 

La trigonométrie traite de ces rapports particuliers qu'on a 
nommés rapports trigonométriques. Son but général est Y in
troduction des angles dans le calcul, son but spécial la réso
lution des triangles qui composent toutes les figures. 

2. Soit une circonférence quelconque [fig- 2). Traçons par 
son centre deux axes rectangulaires OX, OY. On pourra prendre 

le point Â, commun à la circonférence 
et à l'axe OX, pour point de départ ou 
origine des arcs comptés sur cette cir
conférence. D'après la règle de Des
cartes {Alg. élém., 161), on devra re
garder comme positifs les arcs comptés 
dans un certain sens, dans le sens de A 
vers B, par exemple, et comme néga
tifs les arcs comptés en sens contraire, 
dans le sens de A vers B'. 

Les arcs considérés pourront dépas
ser un nombre quelconque de circonférences; car, après avoir 
décrit une circonférence et être revenu au point de départ, 
on peut en décrire une seconde, et ainsi de suite, puis s'ar
rêter en un point quelconque M, qui sera ce qu'on appelle 
Y extrémité de l'arc. 

Deux arcs dont la somme équivaut à un quart de circonfé
rence sont deux arcs complémentaires. Deux arcs dont la 
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somme équivaut à une demi-circonférence sont deux arcs sup-
plémentaires. La somme de deux arcs complémentaires (dans 

le cercle de rayon i) est égale a - ? la somme de deux arcs sup

plémentaires est égale à v. 
Pour déterminer sur le plan du cercle la position d'un point 

quelconque M pris sur la circonférence, on mènera par ce point 
M deux parallèles MQ et MP aux axes OX et OY. Les lon
gueurs MQ = OP, MP = OQ, étant déterminées, la position 
du point M le sera. Car, si l'on mène par le point P une paral
lèle à l'axe OY, par le point Q une parallèle à l'axe OX, elles 
viendront se croiser sur la circonférence au point M. 

La distance OP s'appelle Y abscisse du point M, la distance 
MP en est Xordonnée : les longueurs OP et MP considérées si
multanément sont les coordonnées du point M. 

OX est Y axe des abscisses, OYr Y axe des ordonnées : ces 
axes considérés simultanément sont les axes des coordonnées, 
leur intersection 0 est Yorigine des coordonnées. On indique 
l'abscisse d 'un point par la lettre x, son ordonnée par la 
lettre y. 

Il est important de remarquer que les abscisses devront être 
affectées de signes différents, suivant qu'elles seront comptées 
à droite ou A gauche du point 0 : ainsi, les points M et M'" 
ayant pour abscisse commune -+- OP, les points M' et M" 
auront pour abscisse commune — OP'. De même, les ordon
nées devront être affectées de signes contraires, suivant que 
les points considérés seront situés au-dessus ou au-dessous de 
l'axe des abscisses. En effet, les ordonnées peuvent être r e 
portées et comptées sur l'axe des ordonnées, soit au-dessus, 
soit au-dessous du point 0 , à partir de ce point : ainsi, les 
points M et M' ayant pour ordonnée», commune -+- OQ, les 
points M" et M'" auront pour ordonnée commune — OQ'. 

Ces détails reviendront et seront tout à fait à leur place, 
lorsque nous commencerons la Géométrie analytique. Nous 
n'avons indiqué ce mode de détermination d'un point dans un 
plan, que pour rendre nos définitions plus simples et plus 
nettes. 

3. Étant donné l'angle AOM ou l'arc A M (Jig. 2), on appelle 
sinus de cet angle ou de cet arc le rapport de l'ordonnée MP 
du point M, extrémité de l'arc, au rayon OM de cet arc, et l'on 
écrit 

On appelle cosinus de cet angle ou de cet arc le rapport 
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de l'abscisse OP du point M au rayon OM, et l'on écrit 

* „ * o p 
cosAM = p-^Tj-

On appelle tangente de cet angle ou de cet arc le rapport de 
l'ordonnée MP à l'abscisse OP, et l'on écrit 

t a n g A M = ô p . 

Les inverses des rapports que nous venons d'indiquer ont 
reçu des noms spéciaux. La cosécante de l'arc AM est l'inverse 
du sinus/et l'on écrit 

cosecAM= ^ p -

La sécante de l'arc AM est l'inverse du cosinus, et l'on 
écrit 

' A AT 0 M 

secAM = jrp-

La cotangente de l'arc AM est l'inverse de la tangente, et 
l'on écrit 

C O t A M = M P ' 

Désignons d'une manière générale l'arc AM par a, le rayon 
OM par r ; soient x et y les coordonnées du point M extrémité 
de l'arc AM. On aura 

y pc v 
s i n a = - ? c o s « = - > t a n g a = - > 

r r x 
r r x 

c o s é c « = - 7 séca = -5 c o t a = - -
y x y 

Il est essentiel de remarquer que le choix du rayon n'influe 
en rien sur la valeur des rapports trigonométriques d'un angle, 
précisément parce que ce sont des rapports. Si le rayon OM 
change, on passe, pour le même angle, du triangle OPM à un 
autre triangle qui lui est semblable, et dont les côtés présentent 
par conséquent entre eux des rapports égaux à ceux qui lient 
les côtés du triangle OPM. 

4. Il est facile de justifier les dénominations employées. Si 
l'on suppose que le rayon de l'arc soit pris pour unité, on 
aura 

r s i n « = j , cosa = x, t a n g « = - ? . 

i i x 
c o s é c r t ^ - , sécrt = -5 c o t « = - -

y x y 
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Dans ce cas, le sinus égal à l'ordonnée MP [fig. 3) est la 
moitié de la corde qui sous-tend l'arc MM'" double de l'arc AM 

considéré. Semi-inscripta signifiant 
demi (corde) inscrite, la lettre 5 et 
les deux lettres in ont formé avec la 
terminaison us le mot sinus. 

Si l'on mène par l'origine de l'arc 
jusqu'au rayon qui passe par son 
extrémité la tangente AT, les trian
gles semblables OPM, OAT, donnent 

j = A T _ 

B 

1 
A', 0 

ï 

V 

~ ^ \ 

P 

y 
B' 

N 

I/fl ' 

j 
\ 
^ S S 

= — = AT. 
x 

Le rapport - est donc alors repré
senté par la tangente AT. Il est bon de remarquer qu'il est 
également représenté par la tangente MS = AT en vertu de 
l'égalité des triangles OAT, OMS. 

Les deux triangles OPM, OAT, donnent également, dans le 
cas du rayon égal à l'unité, 

1 

x 
OT 

1 
OT. 

Le rapport - est donc alors représenté parla portion de sécante 

comprise, sur la direction du rayon OM, entre le centre de l'arc 
et le point T. Il est important de remarquer que ce rapport est 
également représenté par la portion de sécante OS = OT. 

71" 

L'arc a = AM a pour complément l'arc BM = a. Si l'on 
prend pour origine de ce dernierarc le point B et si on le sup
pose par suite décrit positivement de B vers M, MQ ou 
O P = . r = cosa, représentera son sinus. De même, BN = MV 
représentera sa tangente, ON = OV représentera sa sécante. 
D'ailleurs, les triangles semblables OAT, OBN, donnent 

BN 
1 AT cota; 

de même, les triangles semblables OPM, OBN, donnent 

ON 
1 

= r COSeCrt. 

u. 
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En résumé, on aura donc 

sin I a) =cosa, 

tang ( a ) = cota, 

sec I « l = c o s e c a . 

Ainsi, le cosinus, la cotangente, la cosêcante d'un arc, ne 
sont autre chose que le sinus, la tangente, la sécante de l'arc 
complémentaire ; d'où les noms donnés à ces rapports. Le co
sinus, la cotangente et la cosêcante d'un arc sont quelquefois 
appelés rapports trigonométriques indirects, tandis que le 
sinus, la tangente et la sécante constituent les rapports trigo
nométriques directs. 

On fait un usage continuel des formules précédentes. 
En terminant ce paragraphe et en se reportant à lafig- 3, 

il est utile de rappeler que, lorsque le rayon est pris pour 
unité, la perpendiculaire MP représente le sinus de l'arc ÀM, 
la distance OP son cosinus, la tangente AT sa tangente; de 
même, la distance ON = OV représente sa cosêcante, la dis
tance OT = OS sa sécante, la tangente BN = MV sa cotangente. 
Mais il ne faut pas perdre de vue que les définitions du n° 3 
so?it les seules générales. 

5. Il est évident que l'arc étant donné, les rapports trigono
métriques correspondants le sont également. Réciproquement, 

si l'on suppose l'arc considéré plus petit que -, il sera déter
miné si l'on connaît son rayon et l'un quelconque de ses rap
ports trigonométriques, son sinus par exemple. 

En effet, r étant donné ainsi que sin a, on déduira de la re-

lation sma=-, y= r sin a. On prendra alors, à partir du 

point 0, sur l'axe OY et dans le sens convenable (2), une lon
gueur OQ = y [fig. 3). On mènera par le point Q une paral
lèle QM à l'axe OX, et le point M sera l'extrémité de l'arc 
demandé. 

6. Les rapports trigonométriques les plus employés sont le 
sinus, le cosinus et la tangente. Nous allons donc étudier spé
cialement les variations de ces rapports. Celles de la cosêcante, 
de la sécante et de la cotangente, qui sont leurs inverses, 
pourront ensuite être immédiatement définies. 
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Variations du sinus. 

Fig. 4. 
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7. Si du point O comme centre [fig. 4), avec un rayon égal 
à l'unité, on décrit une circonférence, 
l'arc a intercepté sur cette circonfé
rence par l'angle AOM, mesurera cet 
angle et aura, d'après ce qui précède (3), 
lemème sinus que l'arc AM. On pourra 
donc poser 

r sin a — —-

Supposons l'arc a plus petit que 900. 
A mesure que l'arc croîtra, depuis o 

jusqu'à 900, l'ordonnée y croîtra : le sinus croit donc alors 
avec l'arc. 

Pour a=o, on a j = o. Pour a=j, la corde MM'" est 

égale au côté du carré inscrit; / , qui en est la moitié, est donc 
/ ' V 2 

égale à —-— Enfin, pour a: '-•> on a y=r. On peut donc 

écrire 

sin 0 = 0, sin j = sin 45° V^ 1 sin - = sin QO° = 1. 
1 1 v 

Lorsque l'extrémité de l'arc est dans le second quadrant, le 
sinus repasse par les mêmes valeurs que dans le premier, 
prises en ordre inverse. 

En effet, les sinus de deux arcs supplémentaires sont égaux 
et de même signe. Soit l'arc AM [fig- 4)- Menons par l'extré
mité M la parallèle MM' à l'axe OX. Les arcs AM et AM' seront 
évidemment supplémentaires, puisque les arcs AM et A'M' se
ront égaux. Mais les extrémités M et M' ayant des ordonnées 
égales et de même signe, les sinus des arcs AM et AM' seront 
égaux et de même signe. 

La formule 
sin 7r- sin a 

exprime cette importante propriété. 
On voit que, l'arc croissant depuis900 jusqu'à iSo", le sinus 

diminuera depuis 1 jusqu'à o. 
Lorsque l'extrémité de l'arc tombe dans le troisième ou le 

quatrième quadrant, le sinus est négatif (2); mais, de 1800 à 
36o°, il repasse d'une manière absolue par les mêmes valeurs 
que de o à 180". En effet, les ordonnées des points symétri-

2 0 . 
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quement placés par rapport à l'a\e des abscisses étant égales 
et de signes contraires, des arcs tels que AM et AM'" ou tels 
que AM' et AM" ont nécessairement des sinus égaux et de 
signes contraires. L'arc croissant depuis 1800 jusqu'à 2700, le 
sinus décroîtra donc depuis o jusqu'à — 1, et l'arc croissant 
depuis 2700 jusqu'à 36o°, le sinus croîtra algébriquement de
puis — 1 jusqu'à o. 

La figure montre que les arcs qui diffèrent d'une demi-cir
conférence, comme les arcs AM et AM", ont des sinus égaux 
et de signes contraires. C'est ce qu'exprime la formule 

sin (K - ) - « ) = — sin a. 

Quand on augmente un arc d'un nombre quelconque de cir
conférences, son sinus ne change pas ; puisque l'arc conservant 
toujours la même extrémité, c'est aussi la même ordonnée 
qu'on doit comparer au rayon. Désignons par imt un nombre 
quelconque de circonférences de rayon égal à l'unité, n étant 
un entier quelconque. Nous aurons 

sin (2TUT -)-«) = sin a. 
La formule 

sin (TC — a) = sin« 
donnera alors 

sin (2?t7T -h n — a) = sin a, 

ce qui revient à 
sin [ ( 2 n + 1 )ir — a] = s i n a . 

Il en résulte que tous les arcs qui ont même sinus que l'arc a 
sont renfermés dans les deux formules 

znr.-\-a et (2TI-+-I)ÎT — a. 

Les arcs égaux et de signes contraires ont aussi des sinus 
égaux et de signes contraires; car leurs extrémités sont sy
métriquement placées par rapport à l'axe OX. Ainsi, les arcs 
AM et AM'" {fig. 4) ont des sinus égaux et de signes contraires : 
c'est ce qu'exprime la formule 

sin(— a) = — sin a. 

On voit que les variations du sinus ont pour limites -+- 1 
et — 1. Le sinus peut prendre toutes les valeurs positives pos
sibles entre o et 1, toutes les valeurs négatives possibles entre 
o et — 1. Une quantité plus petite que 1 et plus grande que 
— 1 peut donc toujours être représentée par le sinus d'un 
certain arc. 

On peut trouver directement, à l'aide des polygones régu
liers, les sinus de certains arcs. 
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L'ordonnée de l'extrémité de l'arc de 60" est la moitié de la 
corde qui sous-tend l'arc de i2o°(3, 4), c'est-à-dire la moitié 
du côté du triangle équilatéral inscrit, qui est égal a r\j 3 
(Géom., 128). On aura donc 

• r „ • n V 3 

sin6o° = sin •? = 2 — 3 2 

L'ordonnée de l'extrémité de l'arc de 3o° est la moitié de la 
corde qui sous-tend l'arc de 6o°, c'est-à-dire la moitié du 
côté de l'hexagone régulier inscrit, qui est égal à r. On aura 
donc 

sm3o° = sm -r = - • 
b 2 

De même, l'ordonnée de l'extrémité de l'arc de 180 est la 
moitié de la corde qui sous-tend l'arc de 36°, c'est-à-dire la 
moitié du côté du décagone régulier inscrit, qui est égal à 

r ( ~ I + v / 1 ) (Géom., 129). 
2 

On aura donc 

sin io° = sin — = -. • 
10 4 

Variations du cosinus. 

8. Le cosinus d'un arc étant égal au sinus de son complé
ment (4), tout ce que nous venons de dire (7) se reproduira 
dans un autre ordre pour le cosinus. Néanmoins, il n'est pas 
inutile d'indiquer directement les variations du cosinus. 

On a 
X 

C 0 S « = : - -
r 

Supposons l'arc a plus petit que 900. A mesure que l'arc croîtra, 
depuis o jusqu'à 900, l'abscisse x décroîtra : le cosinus diminue 
donc alors en même temps que Tare augmente. 

Pour a = o, on a x = r. Pour a=yi la distance OP est 
4 

égale à l'ordonnée MP {fig. 4), c'est-à-dire à —"— Enfin, 

pour a = -1 on a x = o. On peut donc écrire : 

C O S O = I , COS y = OOS 4 5 ° — > COS - = C 0 S Q O ° = O. 
4 2 2 ^ 

Lorsque l'extrémité de l'arc est dans le second quadrant, le 
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cosinus repasse par les mêmes valeurs que dans le premier, 
prises en ordre inverse et affectées d'un signe contraire. 

En effet, les cosinus de deux arcs supplémentaires sont 
égaux et de signes contraires. Les arcs AM et AM' [fig- 4) étant 
supplémentaires, leurs extrémités M et M' ont des abscisses 
égales et de signes contraires, et les cosinus de ces arcs sont 
eux-mêmes égaux et de signes contraires. 

La formule 
COS(TT — a) = — cosa 

exprime cette importante propriété. 
On voit que l'arc croissant depuis 900 jusqu'à 1800, le cosi

nus diminuera depuis o jusqu'à — 1. 
Lorsque l'extrémité de l'arc tombe dans le troisième qua

drant, le cosinus est négatif; il est positif lorsque cette extré
mité tombe dans le quatrième quadrant. Mais, de i8o°à 36o°, 
le cosinus repasse d'une manière absolue par les mêmes va
leurs que de o à 1800. En effet, les abscisses des points symé
triquement placés par rapport à l'axe des abscisses étant égales 
et de même signe, des arcs tels que AM et AM'" ou tels que 
AM' et AM" ont nécessairement des cosinus égaux et de même 
signe. L'arc croissant depuis 1800 jusqu'à 2700, le cosinus 
croîtra donc depuis — 1 jusqu'à o, et l'arc croissant depuis 2700 

jusqu'à 36o°, le cosinus croîtra depuis o jusqu'à 1. 
La figure montre que les arcs qui diffèrent d'une demi-cir

conférence, comme les arcs AM et AM", ont des cosinus égaux 
et de signes contraires; et que les arcs dont la somme est 
égale à une circonférence entière, comme les arcs AM et AM'", 
ont des cosinus égaux et de même signe. C'est ce qu'expri
ment les formules 

cos [it-\-a) — — cosa, cos(2?r — a) = cosa. 

Quand on augmente un arc d'un nombre quelconque de 
circonférences, son cosinus ne change pas, puisque l'arc con
servant toujours la même extrémité, c'est aussi la même ab
scisse qu'on doit comparer au rayon. Désignons par in-n un 
nombre quelconque de circonférences, n étant un entier quel
conque. Nous aurons 

cos (2/nr-f-a) = c o s a . 
La formule 

cos (277 — a) = cos a 
donnera alors 

cos (2«ir — a) = cosa. 

Il en résulte que tous les arcs qui ont même cosinus que 
l'arc a sont renfermés dans les deux formules 

2nn -+• a et ~2,nr. — a. 
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Les arcs égaux et de signes contraires ont des cosinus égaux 
et de même signe; car leurs extrémités sont symétriquement 
placées par rapport à l'axe OX. Ainsi, les arcs AM et AM'" ont 
des cosinus identiques. C'est ce qu'exprime la formule 

cos( — a) = cos«. 

On voit que les variations du cosinus sont comprises entre 
•+• i et — i. Une quantité plus petite que i et plus grande que 
— i peut donc toujours être représentée par le cosinus d'un 
certain arc. 

Variations de la tangente. 

y 9. On a tanga = - • Supposons l'arc a plus petit que 900. A 

mesure que l'arc croîtra depuis o jusqu'à go°, l'ordonnée y 
croîtra et l'abscisse x diminuera. Pour cette double raison, la 
tangente croit donc alors avec l'arc. 

Pour fl=o,onaj = o e t x = r. Pour a = ~i on a y = x, 

puisque le triangle OPM devient isocèle [fig. 4). Pour a— -> 

o n a j = r e t a ; = o. On peut donc écrire 

tango :=o, 

tang-^ = tang 45° = 1, 

tang^ = tang 90° = - = ce. 

Lorsque l'extrémité de l'arc est dans le second quadrant, la 
tangente repasse par les mêmes valeurs que dans le premier, 
mais prises en ordre inverse et affectées d'un signe contraire. 
En effet, les tangentes de deux arcs supplémentaires sont 
égales et de signes contraires. Car, si l'on se reporte à la figure, 
on voit que les extrémités des arcs supplémentaires AM et AM' 
ont des ordonnées égales et de même signe en même temps 
que des abscisses égales et de signes contraires, les points M 
et M' étant symétriques par rapport à l'axe OY. Il en résulte 
que les rapports qui expriment les tangentes de deux arcs sup
plémentaires, sont nécessairement égaux et de signes con
traires. C'est ce que rappelle la formule 

tang (TT— a) = — tanga. 

L'arc croissant de 90° jusqu'à 1800, la tangente croîtra donc 
algébriquement, depuis — co jusqu'à o. Nous disons depuis 
— co , parce que l'arc de qo° peut être regardé à la fois comme 
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la limite des arcs qui, croissant depuis o jusqu'à 900, dm des 
tangentes positives, et comme la limite des arcs qui, décrois
sant depuis 1800 jusqu'à 900, ont des tangentes négatives. 

Lorsque l'arc croît de 1800 jusqu'à 2700, la tangente repasse 
par les mêmes valeurs que dans le premier quadrant; et lorsque 
l'arc croît de 2700 jusqu'à 36o°, la tangente repasse par les 
mêmes valeurs que dans le second quadrant. En effet, les arcs 
qui diffèrent d'une demi-circonférence, comme les arcs AM et 
AM", ou comme les arcs AM' et AM", ont la même tangente, 
parce que leurs extrémités coïncidant avec celles d'un même 
diamètre, ont nécessairement des coordonnées égales en va
leur absolue, mais de signes contraires. Il en résulte que le 
rapport de ces coordonnées reste toujours le même en valeur 
et en signe. C'est ce qu'exprime la formule 

tang(7r -+- a) = tanga. 

Ainsi, de 1800 à 2700, la tangente croît de o à 4- ce ; de 2700 à 
36o° elle croît algébriquement de —03 à o. 

La remarque précédente montre que lorsqu'on augmente un 
arc d'un nombre quelconque de demi-circonférences, sa tan
gente ne varie pas. Désignons par nirun nombre quelconque 
de demi-circonférences, n étant un entier quelconque. Nous 
aurons 

tang(«îr-l-tf) = tanga. 

Tous les arcs qui ont même tangente que l'arc a, sont donc 
compris dans la formule 

mz -+- a. 

Les arcs égaux et de signes contraires ont aussi des tangentes 
égales et de signes contraires ; car leurs extrémités sont symé
triquement placées par rapport à l'axe OX, de sorte que ces 
extrémités ayant des ordonnées égales et de signes contraires 
et la même abscisse, les rapports formés par leurs coordonnées 
respectives sont égaux et de signes contraires. C'est ce qu'ex
prime la formule 

tang( — a) = — tanga. 

On voit que les variations de la tangente ont pour limites 
-4-oo et —00 . La tangente peut prendre toutes les valeurs po
sitives possibles entre o et-4-co , toutes les valeurs négatives 
possibles entre o et — 00 . Lne quantité réelle quelconque peut 
donc toujours être représentée par la tangente d'un certain arc. 

10 Remarques, — Ce qui précède permet d'établir pour les 
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trois autres rapports trigonométriques le tableau suivant : 

cosec o = 
sino 

coséc 45° = -—TF- = v'2» ^ sin45° v 

coséc 900: 
singo" 

1 

sec o = = 1, 
coso 

séc 45° = • rw = V̂'-2» 
4 cos45° v 

1 

sec QO° = = ce . 
cos 900 

1 
cot o = = ao , 

tango 
/ C o . ' cot 45° = 

cot 90°=. 

tang 45° 
1 

tanggo" 

Le sinus, le cosinus et la tangente prennent, dans le premier 
quadrant, toutes les valeurs qu'ils peuvent prendre en valeur 
absolue. Il en sera donc dé même pour leurs inverses. De plus, 
le signe d'un rapport étant aussi celui de son inverse, le sinus 
et la cosécante, le cosinus et la sécante, la tangente et la co-
langente, ont toujours le même signe. 

Par suite, on peut dire que la cosécante, positive lorsque 
l'extrémité de l'arc tombe dans les deux premiers quadrants, 
négative lorsque cette extrémité tombe dans les deux derniers, 
varie depuis +00 jusqu'à + i et depuis — ce jusqu'à — 1 ; de 
sorte qu'elle prend toutes les valeurs possibles, à l'exception 
de celles qui sont comprises entre + 1 et — 1. 

La sécante, positive lorsque l'extrémité de l'arc tombe dans 
le premier et le quatrième quadrant, négative lorsque celte 
extrémité tombe dans le second et le troisième, varie depuis 
+ 1 jusqu'à + 00 , et depuis — 1 jusqu'à — co ; de sorte qu'elle 
prend toutes les valeurs possibles, à l'exception de celles qui 
sont comprises entre + 1 et — 1. 

Enfin, la cotangente étant positive dans le premier et le troi
sième quadrant, négative dans le second cl le quatrième, varie 
comme la tangente depuis -|- x jusqu'à — x . 

Il est important de noter que les six rapports trigonomé-
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triques sont positifs dans le premier quadrant et que, dans les 
trois autres quadrants, il y a toujours quatre rapports négatifs 
contre deux positifs. C'est ce qu'indique \ajtg. 5. 

Fis. 5. 

Sinus et cosécante. Cosinus et sécante. Tangente et cotangente. 

11. Pourterminer ces notions, cherchons ce que deviennent 
les rapports trigonometriques d'un arc, lorsqu'on le fait croître 

de go°. 
Soientl'arcÀM et l'arc AM, [fig-6), 

tels que les deux rayons OM, OM,, 
soient perpendiculaires. Le point M 
aura pour coordonnées MP et OP, 
le point M, aura pour coordonnées 
M,P, et — OP, ; et les deux triangles 
rectangles OPM, OP,M, étant égaux, 
on pourra poser 

ou 
M,P, = OP, OP, = MP, 

- OP, = - MP. 

Désignons par a l'arc AM, l'arc AM, sera - + a. Soient x et y 

les coordonnées du point M, x' et y' celles du point M, : on 
aura 

Par suite 

cos 

/ 7T 

lang -

f = x, x' = —y. 

sin —{- a 
y x 

= '— = — = cosa, 
r r 

a — 
x — y 
— = —— = — sma, 
r r 

x 

Ces formules sont importantes à retenir. 

file:///ajtg
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Relations entre les rapports trigonométriques d'un même arc. 

12. On a, par définitions (3), 

y x y 
s i n « = - j c o s a = - ) tanga = -> r r x 

r v x 
coséca = - j séca = - r c o t a = — 

y x y 

Élevons au carré (*) les deux premières égalités et ajoutons-
les membre à membre, nous aurons 

sin2« + cos'a = ' 
r2 

Mais le triangle rectangle OPM (fig. 6) donne 

y- -+- x7 = >••. 
Par suite 

(i) sin2« + c o s 2 a = i. 

Si l'on divise membre à membre les deux égalités sur les
quelles on vient d'opérer, on trouve 

sin a y 
cosa x 

c'est-à-dire 
, , sin« 
(2 t a n g « = 
v ' D cosa 
De même, on peut écrire les trois égalités qui concernent les 
rapports trigonométriques inverses sous la forme 

(3) cosécrt = 
sin a 

(4) séc«=——' 

(5) cota: 

cos« 
I COSrt 

Telles sont les cinq relations fondamentales entre les six 
rapports trigonométriques. Il en est d'autres utiles à connaître. 
Divisons par cos2« les deux membres de la relation (i) : il 

(* ) C'est le rapport sin a qui est élevé au carre, ce qu'on pourrai t indiquer 
en écrivant (sin aja. On atïécte, pour plus de simplicité, le seul signe sin de 
l'exposant convenable. 
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viendra 
sin2a 

+ i = • 
cos2 M cos'rt 

Les relations (2) et (4) donnent alors 

sin'a 
lang'a: cos2a 

et 
1 

sec3 a : cos2 a 
Par suite 
(6) s e c 2 a = 1+tang'fl. 

Les relations qui existent entre les trois rapports directs, 
existent évidemment entre les trois rapports indirects (4)- On 
peut donc poser immédiatement 

(7) coséc2« = i + col3«. 

Toutes les relations qu'on vient d'établir sont évidemment 
générales; car elles ne dépendent en rien de la place occupée 
sur la circonférence par l'extrémité de l'arc considéré. 

13. Entre les six rapports trigonométriques, il existe cinq 
relations fondamentales. On peut donc demander d'exprimer 
cinq de ces rapports en fonction du sixième. 

Proposons-nous, par exemple, d'exprimer en fonction de la 
tangente les cinq autres rapports trigonométriques. 

On a immédiatement (rel. 5 et 6) 

c o t a = > s e c a = V ! + tane2«. 
tang « 

La relation ( 7 ) donne 

c'est-à-dire 
cosec a • 

coseca: 

De 

on déduit alors 

cos a = 

sec a 

i / I 1 
V * ' tang2«7 

V 1 H- tang' a 
tang a 

t = » 

cos a 

1 

sec a ./ y 1 + tang2 a 
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et de 

on déduit 
cosec a • 

sin a 

sin« = 
tang a 

cosec a <J H- tang 2 a 

On emploie très-souvent les expressions du sinus et du cosi
nus en fonction de la tangente. 

Les valeurs du sinus, du cosinus, de la sécante et de la cosé-
cante exprimées en fonction de la tangente, renferment toutes un 
radical, c'est-à-dire qu'elles sont susceptibles d'un double signe; 
la valeur de la cotangente, au contraire, n'est susceptible que 
d'un signe. En effet, si l'on donne seulement la valeur de la tan
gente, sans indiquer l'arc correspondant, cette valeur répon
dra à deux séries d'arcs terminés aux extrémités d'un même 
diamètre (9). Si la tangente est positive, ces extrémités tombe
ront dans le premier et le troisième quadrant : la tangente et la 
cotangente sont alors toujours positives, tandis que les quatre 
autres rapports trigonométriques peuvent être positifs ou né
gatifs, suivant qu'on considère l'extrémité située dans le pre
mier ou le troisième quadrant. Au contraire, si la tangente est 
négative, les extrémités des arcs correspondants tomberont 
dans le second et le quatrième quadrant : la tangente et la co
tangente sont alors toujours négatives, tandis que le sinus et la 
cosécante, positifs dans le second quadrant, sont négatifs dans 
le quatrième, et que le cosinus et la sécante, négatifs dans le 
second quadrant, sont positifs dans le quatrième (10). 

CHAPITRE II. 
FORMULES TRIGONOMÉTRIQUES. 

Théorie des projections. 

14. D'une manière générale, on entend par projection d'une 
droite AB sur une autre droite OX prise pour axe de projec
tion, la portion ab de l'axe OX interceptée par les deux 

plans menés perpendiculaire
ment des extrémités de AB sur 
OX. Les points a et b sont les 
projections des points A et B sur 
l'axe [fig. 7). 

Par le point A, menons AC paral
lèle àOX. Cette parallèlesera égale 
à la projection ab [Géom., 173), 
Si AB est dans un même plan 
avec l'axe, les trois points B, G, b, 
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seront en ligne droite; sinon, ils présenteront la disposition 
indiquée sur la figure. 

L'angle de AB avec l'axe sera l'angle formé par AB avec la 
parallèle AC [Gêom., 158). 

Désignons cet angle par a. Le triangle ABC est rectangle 
en C : on peut donc regarder AC comme l'abscisse du point B 
par rapport à AC, le point A étant pris pour origine (2). On 
aura alors par définition (3) 

AC 
C O S a ^ — 

Représentons par / la longueur de la droite AB, par p celle 
de sa projection. La relation précédente donnera 

p = IcOSa. 

La projection d'une droite sur un axe rectiligne quelconque 
est donc égale à la longueur de cette droite multipliée par le 
cosinus de l'angle qu'elle forme avec l'axe. 

15. On peut regarder la droite AB comme ayant deux direc
tions, selon qu'on marche de l'extrémité A vers l'extrémité B 
ou de l'extrémité B vers l'extrémité A. Si, dans le premier cas, 
la projection ab, comptée alors dans le sens de 0 vers X, est 
considérée comme positive, dans le second on doit l'affecter 
du signe — , puisqu'elle se trouve comptée en sens in
verse. 

La convention suivante permet de ne pas se préoccuper du 
sens de la projection. Pour mesurer l'angle d'une droite finie 
avec un axe rectiligne, on mène par le point de départ de 
cette droite une parallèle à l'axe; l'angle qu'on obtient en 
partant de cette parallèle et en décrivant au-dessus d'elle un 
arc jusqu'à la droite proposée, est l'angle de la droite avec 
l'axe. 

Si l'on parcourt la droite AB [fig. 8) en partant du point A, 
l'angle de AB avec l'axe est l'angle aigu CAB = a. Si l'on par
court la droite AB en partant du point B, l'angle de AB ou mieux 

de BA avec l'axe est l'angle DBA=a', 
lg ' ' et cetangletombe entrei8o°et370°. 

,5--„ Dans le premier cas, la projection 
de AB est p = l cos a ; dans le se
cond, elle est p' = l cos «' : cos a' 
est négatif et donne le signe conve
nable à la projection, pourvu que la 
longueur l soit toujours prise en va
leur absolue. 

Remarquons que cos x' = c o s {1 K— a') = cos ABD. On peut 



THIGONOMÉTRIE. 3 l Q 

donc remplacer l'angle a' par l'angle ABD, supplément de 
l'angle a. Les cosinus de deux angles supplémentaires étant 
égaux et de signes contraires, on a bien p = — p'. 

En résumé, l'angle dont on introduira le cosinus dans les 
calculs sera le plus petit des angles formés par la droite avec 
la parallèle à l'axe, cette parallèle étant menée par le point 
de départ de la droite, et l'angle étant mesuré au-dessus ou 
au-dessous de cette parallèle. 

16. Théorème fondamental. — Etant donné un contour po
lygonal quelconque ÀBCDE, la somme algébrique des projec
tions des côtés qui le composent sur un axe OX, est égale à 
la projection sur le même axe de la ligne AE qui joint les 
deux extrémités du contour [fig. 9) . 

En effet, la figure donne immédiatement la relation suivante 
entre la projection de la ligne résultante AE et les projections 
des côtés du contour : 

ae = ab + bc — cd -t- de. 

Désignons par a, a', a 

1 

j 
1 
1 
1 

0 a 

-^.a 

\___ 

b 

P B' 

1 

j 

d 

^a" 

E 

T Ë' / 
1 * 
1 / 
1 * 

c e x 

, les angles formés par les côtés 
AB, BC, CD, DE, 
avec les parallèles 
AB', BC, CD', DE', 
menées à l'axe OX 
par leurs différents 
points de départ A, 
B, C, D; désignons 
par 8 l'angle formé 
par AE avec la pa
rallèle AB'. Soient 

/, /', l", t", les longueurs des côtés du contour; soit L, la lon
gueur de AE. Le théorème précédent (14, 15) permettra de 
poser 

«e = Lcosp, ab = l'cosa, bc = l'cosa.', 

-cd=l"cos°i", de = i"cosa'". 

En substituant dans l'égalité précédente, il viendra donc 

L COS ,3 = / COS a + V COS a' -+- l" COS a" + /'" COS a'". 

Pour abréger, on écrit souvent 

LCOSS = i l COS a, 

on indiquant par le signe 2 la somme de tous les termes sem
blables dont la notation /cosa rappelle la forme générale. 

Le théorème qu'on vient de démontrer est d'un usage con-
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tinuel, comme tous ceux qui peuvent fournir une relation im
médiate entre les données et les inconnues d'une figure. 

Deux contours polygonaux terminés aux mêmes extré
mités ont des projections égales sur un axe quelconque. 

La plus grande valeur de la somme 2 /cos a a lieu lorsque la 
ligne AE qui ferme le contour est parallèle à l'axe. On a alors 

cos I e t l / c O S a : 

Lorsque la ligne qui ferme le contour est perpendiculaire à 
l'axe, on a cos f$ = o et z / cos a = o. La même conséquence se 
présente lorsque le contour se ferme de lui-même, c'est-à-dire 
lorsqu'on a L = o. 

17. Considérons le parallélipipède rectangle OD [fig. 10). On 
aura [Géom., 204) 

Fig. 10. 

OD'^OA' + OB' + OC2. 

Mais lestriangles rectangles OAD, OBD, 
OCD, donnent immédiatement (14) 

OA — OD cos DO A, 
OB = ODcosDOB, 
OC=ODcosDOC. 

Substituant dans l'égalité précédente et divisant les deux mem
bres par OD2, il viendra 

1 = cos'DOA 4- cos2DOB -+- cos'DOC. 

On est ainsi conduit à cette remarque : la somme des carrés 
des cosinus des angles formés par une droite OD avec trois 
axes rectangulaires Ox, Or , O2, est égale à l'unité. 

18. Le théorème (14) subsiste pour une aire plane quelcon
que projetée sur un plan. 

Je dis d'abord que la projection d'un triangle sur un plan 
est égale à l'aire du triangle multipliée par le cosinus de l'angle 

que son plan forme avec le plan de 
F'g- "• projection. 

Supposons que l'un des côtés BC 
du triangle donné ABC se trouve 
dans le plan de projection P [fig. 11). 
La projection du triangle ABC sera 
le triangle A'BC. Menons la hauteur 
AD du triangle ABC, A'D sera la hau-
teurdu triangle A'BC [Géom., 164), 
et l'angle de ces deux hauteurs me-
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surera l'angle a du plan ABC avec le plan P. On aura donc à 
la l'ois 

4 „ r B C x A D B C x A ' D A D 
A.BL= 5 A'BC = , eos a =-T- r - • 

2 2 ' AD 
On en déduit 

A B C : 
BC X AD X cos a 

ABC.COSa. 

Fiff. 12. 

Considérons le triangle ABC dans une position quelconque 
par rapport au plan de projection P. On pourra toujours, sans 

altérer la valeur de la projection de 
Faire ABC, transporter le plan P 
parallèlement à lui-même jusqu'à 
ce qu'il vienne passer par le point B. 
Soit alors BD l'intersection du plan 
ABC et du plan P (/g-. 12). 

Projetons les sommets A et C 
en A' et en C . Le triangle A'BD 
sera la projection du triangle ABD, 
le triangle CBD celle du triangle 

CBD. Soit a l'angle du plan ABC et du plan P. On aura, d'après 
la démonstration précédente, 

A'BD = ABD. cos a, CBD = CBD. cos a, 

On en déduit, par soustraction, 

A'BC = ABC.cosa. 

Mais A 'BC est la projection du triangle ABC : le théorème est 
donc général. 

Soit maintenant un polygone plan quelconque, dont je dé
signerai l'aire par S. Soit S' l'aire de sa projection orthogonale 
sur un plan P, soit a l'angle que son plan forme avec le plan P, 
Le polygone S étant composé des triangles T, T', T " , . . . , sa 
projection S' sera composée des triangles correspondants 
t, t', t",..., et l'on aura 

/ = TcOSa, ?' = T'COSa, t" = T" COS a,. . . 

On en déduit immédiatement, par addition, 

S' = S COS a. 

En employant la méthode des limites (Géom., 132), on étend 
facilement ce résultat au cas d'une aire plane terminée par un 
contour quelconque, curviligne ou semi-curviligne. 

II. 21 
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19. Les projections de la surface S sur trois plans deux a 
deux rectangulaires, étant désignées par S', S", S'", et les angles 
de S avec ces trois plans, représentés par a, B, 7, on aura 

S' = Scosa, S"=ScosS, S'" = Scos7. 

Si l'on se rappelle que deux droites perpendiculaires à 
deux plans font entre elles le même angle que ces deux 
plans (Géom., 190), on verra que les angles a, S, 7, satisfont 
nécessairement (17) à la relation 

I = COS2 a + COS2 S -+- COS! 7 . 

Par conséquent, en ajoutant les trois équations précédentes 
après les avoir élevées au carré, on arrivera à cette relation 
remarquable 

S'2 -+- S"2 -+- S'"2 = S2. 

20. Tout ce que nous venons de dire montre qu'il existe 
entre une aire plane et ses projections sur un plan les mêmes 
relations qu'entre une droite et ses projections sur un axe. 
Par suite, si l'on élève des perpendiculaires aux plans des aires 
considérées, si l'on prend respectivement sur ces perpendicu
laires des longueurs proportionnelles aux aires correspon
dantes, au lieu de projeter toutes les aires sur un plan, on 
pourra projeter toutes les droites finies obtenues sur un axe 
perpendiculaire au plan de projection choisi. Les angles formés 
par les aires avec le plan de projection sont ainsi les mêmes 
que les angles formés par les droites avec l'axe de projection, 
et les rapports des aires sont remplacés par des rapports 
linéaires égaux. Nous ne nous étendrons pas davantage sur 
ce sujet. 

Rapports trigonométriques de la somme ou de la différence 
de deux arcs. 

21. Soient deux arcs quelconques que je désignerai d'une 
manière générale par a et par b. Soit A l'origine des arcs sur 
la circonférence considérée. Je compterai dans le sens conve
nable : à partir du point A, l'arc AB = a, à partir du point B, 

l'arc BC = b. En se reportant à la 
5 Jig. i3 etaux définitions données dans 
.y le chapitre 1, on aura 

B» . 0 » 
ÏÏX = *ma< ÏÏA=C0Sfl' 

T^r CP' • i °P' A 

ô T = : s m f t ' ox = cosb' 
- 7 7 - 7 - = COS(rt + f > ) . 
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Ceci posé, les contours OPC, Op'C, ayant les mêmes extré
mités, leurs projections sur l'axe Ox seront égales (16). 

La projection du contour OPC se réduit à —OP, parce que 
PC est perpendiculaire à l'axe, et que OP fait un angle de 1800 

avec l'axe, de sorte qu'il faut multiplier OP par — i pour avoir 
sa projection. 

L'angle de Op' avec Ox étant mesuré para, la projection du 
côté Op' sera Op'.cosa. 

L'angle de p'C avec l'axe étant égal à l'angle a augmenté 
de 900, comme le montre la parallèle p'x' à l'axe Ox, la pro
jection du côté/>'C sera 

p'C. cos 
\ o 
\ ^ 

c'est-à-dire (11 ) 
— p'C.sin a. 

La projection du contour Op'C sera donc 

Op'.cosa—p'C.sina; 

et l'on aura la relation 

— OP = Op'.cosa — p'C.sina, 

qu'on peut écrire 

— OP O»' p'C . 

Remplaçant les différents rapports obtenus par leurs valeurs, 
il viendra 

(1) cos (a + b) = cos a cos b — sinasinfr. 

La démonstration que nous venons de donner ne suppose 
aucune disposition particulière de la figure, c'est-à-dire qu'elle 
n'impose aucunes valeurs spéciales aux angles a el b; repo
sant sur le principe fondamental des projections, elle participe 
à toute sa généralité. On peut donc remplacer dans la for
mule (1) l'arc a par - — a et l'arc b par l'arc — b. Il viendra 
alors 

cos t e - = cos( - — a ) cos(-h) 

— sin | - — a \ sin (—b). 
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Mais (3) 

cos 

De même 

l^ — «) — b = cos - — (a -+ 6) = sin(a + b). 

I a ) = sin a, sin cos j a 1 = sin a, sin 1 a | = cos a. 
Enfin (8, 7) 

cos (—/>} —cosè, et s i n ( — 6 ) = — s i n e . 

On aura donc en réalité 

(2) sin (a + b) = sin n cos fr + cos a sin b. 

En cluingeant dans les formules (1) et (2) 6 en —b, on 
trouve 

cos (a — b) = cos a cos(—b) — sin a sin { — b), 
sin(a — è) = sina cos (— b) + cos a sin (—b), 

c'est-à-dire 

(3; cos(« — b) = cos a cos b + sin a sin b. 
(4) sin (a — 6) = sin a cos b — cos a sin b. 

Les formules (1), (2), (3), (4), sont d'un usage continuel, 
et l'on doit les savoir par cœur, comme toutes les formules 
trigonométriqucs. Il est utile de remarquer" que le signe -+-
du second membre correspond à cos (a — b), le signe — du 
second membre correspond au contraire à sin(a — b). 

22. On a (12) 

.. sin(a + i ) sina cos b -+- cos a sin b 
tang (a + b) = ; —rr = r : :—7 • 

o v cos(a- I -P) cosacoso — s inasmo 
Divisons les deux termes du second membre par le produit 
cos a cos b, il viendra 

sin a cos b cosa sin 6 
, . . cosa cos 6 cos a cos 6 

tang [a -+- b j — : :—; 
D v sin a sm 6 cosa cosi 
sin a sin b 

Remplaçons par tang a, 7 par tang b, et simplifions. 
1 ° cosa cos 0 D * cos 

Nous trouverons 

tang (a + b) = 
tang a + tang b 
1 — tang «tang// 
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Si l'on change dans cette formule b en — b, il vient (9) 

, , , tanga + tans (— b) t a n g a — tang 6 
tang {a b) = - —'• — = — • 

^ ; i — t a n g a tang (—b) i H- tanga tan g 6 
Si l'on suppose que a soit égal à 45°, on aura tang a = i, et, 
par suite, 

, , „ . , i — tang b 
tang 45° — b) — ^ y -

° ^ ' i . + tango 
Multiplication et division des arcs. 

23 . Nous nous proposons d'abord, connaissant les rapports 
trigonométriques d'un arc, de déterminer les rapports trigono
métriques de ses multiples. 

Prenons les formules cos [a -+- b), sin (a -t- b), tang (a + b). 
et supposons que b devienne égal à a. Nous aurons 

c o s 2 a = cos 'a — sin2 a, 
sin 2 a = 2 sin a cos a, 

2 tang a 
tang î i i = 2 

° i—tang 2 a 
Prenons les mêmes formules et supposons que b devienne 

égal à 2a . Nous trouverons, en remplaçant cos 2a, sin 2a, 
t angaa , par les valeurs précédentes, et en effectuant les 
calculs, 

cos 3a = cos3 a — 3 sin3 a cos a, 

sin 3 a = 3 sin a cos2 a — sin3 a, 

3 tang a — tang3 a tang 3 a == 
! — 3 tang2 a 

En faisant usage de la relation 1 = cos2a -t- sin2«, on peut ex
primer cos 3a en fonction de cosa, sin 3 a en fonction de sin a. 
On a alors 

cos 3a = 4 c o s 3 f t — 3 cos a, 
sin 3a = 3 sin a — 4 sin3a. 

En continuant, on arriverait facilement aux rapports trigono
métriques des arcs ^a, Sa, etc. Nous donnerons plus loin 
{Complément d'Algèbre) les valeurs générales de sin ma, de 
cos ma et de tang ma. 

24. La question inverse de la précédente est celle-ci : Con
naissant les rapports trigonométriques d'un arc, déterminer 
les rapports trigonométriques d'un sous-multiple de cet arc. 

\° Étant donné cosa, cherchons s i n - a et c o s - a . 
1 2 
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La relation cosaw = cosV< — sin2a, appliquée aux arcs a 
i , 

et -a, donne 
2 

On a d'ailleui 

cosa — cos? -a — sin ! - a. 
2 2 

1 I 

— cos 3 - a •+• sin2 - a . 
2 2 

Par addition, il vient 

i -+- cos a — 2 cos2 - a. 

et, par soustraction, 

i — cos a = 2 sur' - (7. 
2 

On en déduit 

i , / ' -t- cosrt . i 
cos - a = ± 4 / , sin - a = : 

2 V 2 2 v-
cos « 

On trouve pour cos - a et sin - a deux valeurs égales et de 
2 2 

signes contraires. En effet, supposons que dans le cercle de 
rayon i , cosa soit numér iquement représenté par l'abscisse OP. 
Par le point P, menons à l'axe O j la parallèle MM' {fig. i 4 ) . 

Tous les arcs terminés en M et 
Fis '$• en M' répondront à la valeur de 

cosa . Pour avoir toutes les valeurs 

possibles de sin - a et de cos - a, 
2 2 

il faut donc prendre la moitié de 
tous ces arcs ; ce qui revient à 
prendre, seulement les moitiés des 
arcs AM et AM', considérés succes
sivement comme positifs et comme 
•négatifs. On obtient d'abord l'arc 
positif AN; puis on remarque que 

l'arc positif AM' étant égal à la circonférence entière moins un 
arc égal à AM, sa moitié sera égale à une demi-circonférence 
moins un arc égal à AN : on obtient ainsi un second arc posi
tif AN,, NN, étant parallèle à l'axe Ox. De même, la considé
ration de l'arc négatif AM' conduit à un arc négatif AN', et celle 
de l'arc négatif AM conduit à un second arc négatif AN',, N'N', 
(Haut aussi parallèle à l'axe Ox. Ainsi, les moitiés des arcs ter
minés en M et en M' ont leurs extrémités aux sommets du 
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rectangle N^N^N'; et, par suite, il existe pour sin - a deux 

valeurs égales et de signes contraires représentées numérique
ment par les ordonnées ~Sp et ~S'p; il existe, de même pour 

cos - a deux valeurs égales et de signes contraires représen

tées numériquement par les abscisses Op, Op'. 
Si l'on augmentait les arcs ÀM et AM' d'un nombre quel

conque de circonférences, il faudrait augmenter leurs moitiés du 
même nombre de demi-circonférences. On passerait alors d'un 
sommet du rectangle NN, V, N' à ce même sommet ou au som
met diamétralement opposé, c'est-à-dire qu'on retrouverait 

• ! ' 
toujours les mêmes valeurs pour sm - a et cos - a. 

i° Etant donné sin a, cherchons sin — a et cos - a. 
2 2 

La relation sin 2« = 2 sin a cos a, appliquée aux arcs a et 

- a, donne 
1 I 

sin a = 2 sin - a cos - a. 
2 2 

On a d'ailleurs 
1 . 1 

1 = cos! - a + sur - a. 
1 2 

Par addition, il vient 

t 1 
1 -l- sin a = I cos - a -f- sin - a 

2 2 

et, par soustraction, 

/ * • ' 

1 — sin a = cos - a — sm - « 
\ 2 2 On a donc 

cos - a + sin - a = z t \J 1 4- sin a . 
2 2 

1 . 1 

d'où 

cos — a — sin - a = ± J 1 
2 2 

1 

cos - a = z t - {y' 1 -f- sm n + ^ ' i — sm a ) , 

. I , I 1 ; : ; : \ 
sm -fl = ± - i i ' i + sm a zn s 1 — sm a ) • 

2 2 ^ 

Dans ces formules, les signes supérieurs ou inférieurs doi-
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vent se correspondre; seulement, le signe extérieur aux pa
renthèses est indépendant du signe qu'elles renferment. 

On trouve quatre valeurs, deux à deux égales et de signes 

contraires, pour chacun des rapports cos - a et s i n - a ; de 

plus, les valeurs de sin - a sont les mêmes que celles de 

cos - a. Pour prouver qu'il en doit bien être ainsi, nous nous 

servirons du même procédé que dans le cas précédent, mais 
en l'employant sous forme algébrique. Nous avons vu (7) que 
tous les arcs ayant sin a pour sinus étaient renfermés dans les 
deux formules 

ITIT. + a, (2/1 + 1)7: — a. 

Pour avoir toutes les valeurs possibles de sin - a et de cos - a, 
r 2 2 

il faut prendre la moitié de tous ces arcs. On doit alors déter
miner les sinus et les cosinus des arcs renfermés dans les deux 
formules 

1 jr I 

« 7 t H — a , mz H a. 
. 2 2 2 

Une valeur paire 2/r donnée à n conduit aux seules valeurs 

sin - a et sin ( a ) = cos - a 
,2 2 / 2 

ou 
I I 7Z I \ . 1 

cos - a et cos a) = sin - a. 
2 \ 2 2 / 2 

En effet, on peut augmenter ou diminuer un arc d'un nombre 
entier quelconque de circonférences île*, sans faire varier la 
valeur du sinus ou du cosinus de cet arc. 

De même, une valeur impaire ih + 1 donnée à n conduit 
aux seules valeurs 

sin | rr -\— a ) — — sin - a 
1 J 2 

et 

ou 

et 

1 \ l 

- a \ = —• cos - a 

(*+'-«) COS I n -\ n ) = — COS - a 
2 / 2 
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3° Étant donnée tanga, cherchons tang - a. 

, . 2 tanga ,. 
La relation tang ia = —••> appliquée aux arcs a et 

D i — tang' a 
- a, donne 
2 

I 

2 tang - a 
2 

tanç;a== ; i — tang2 - a 

d'où l'équation du second degré 

, i i 

tanga. tang- - a -+-1 tang - a — tanga = o. 

Les deux racines de cette équation ont pour produit — t 
[Alg. élém., 189), quelle que soit la valeur de tang a. Cher
chons ces racines sans résoudre l'équation. 

Donner tanga, c'est donner (9) tous les arcs compris dans 
la formule 

m: -f- a. 

Pour avoir toutes les valeurs possibles de tang - a, il faut dé
terminer les tangentes des moitiés de tous ces arcs, qui sont 
renfermées à leur tour dans la formule 

TV I 

n —|— a. 
2 2 

Si l'on donne à n la valeur paire ik, on obtient 

tang I kir H— a J = tang - a, 

quel que soit k; puisque la tangente d'un arc ne varie pas lors 
que cet arc varie d'un nombre exact de demi-circonférences. 

Si l'on attribue à n la valeur impaire 2/r -+- 1, on obtient, 
quel que soit k (11), 

tang ( / f î r + - + - a j = tang ( - 4- - a \ = — cot - a. 

Les deux racines demandées sont donc tan° - a ei — cot - a. 
2 2 

dont le produit est bien égal à — 1. 
25. a représente, dans tout ce qui précède, le plus petit des 

arcs qui correspondent à la valeur attribuée au rapport trigo-
nométrique considéré. 
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Il est utile de remarquer que lorsque, au lieu de donner 
seulement cos a, sin a ou tang a, on donne l'arc a lui-même, le 

, 1 . 1 i , , 
signe de cos - a, sin - a ou tang - a, ne présente plus aucune 
ambiguïté. 

Soit, par exemple, a = 5o°. -a étant inférieur à 45°, son 

sinus et son cosinus seront positifs; mais son cosinus l 'em
portera sur son sinus. Si l'on connaît sin 5o°, on devra donc 
prendre 

sin 25° = H— ( \J i + sin 5o° — \j i — sin 5o° ) , 

cos 2 5 ° = + - ( \ /1 -+- sin 5o° + \] i — sin 5o°). 

Pour la trisection de l'arc, on suivrait une marche analogue à 
celle que nous venons d'indiquer (voir Note II). 

Formules rendues calculables par logarithmes. 

26. Cherchons à rendre calculable par logarithmes la somme 
ou la différence de deux rapports tr igonométriques. 

Des formules 

sin (a-j- b) = sin a cos b -+- cos a sin b, 
sin [a — b ) = sin a cos b — cos a sin b, 
cos [a + b) == cosa cos b — sin a sin b, 
cos (a— b) = cosa cos b -+- sin a sin 6, 

on déduit, par addition et soustraction, 

sin (a -+- b) -v- sin [a — />) = 2 sin a cos b, 
sin (a + b) — sin (a — b) = 2 cosa sin b, 
cos [a+ b) -+- cos ( a — b) = 2 c o s a c o s i , 
cos (a — b) — cos (a + b) = 2s in« sin b . 

Posons 
a + b = p, a — b = q , 

c'est-à-dire 

~{p + q) et 6 = ^(/>-

il viendra 

sin/> + sin*/ = 2 sin - [p -+- g) c o s - {p — q) • 

1 . . 1 
sin/? — sing = 2 c o s - (p -+- q) sin -(p — q), 

cos;^ 4- cos q — 2 c o s - (p + q) cos - (/> — g ) , 

cos g — cos /»= 2 sin - (/* + g) sin - (p — q ). 
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On a d'ailleurs 

sin p ± cos q = sin p rh sin I q J • 

On peut donc écrire 

ir- , p — q\ (p-*-<i ^ + eosg = 2 sin ( ^ + ' - — i . ) cos \t— ^ J , 

sm /> — cos g = 2 cos I j -+- - - sin I L - j 

En divisant entre elles les formules qui expriment la somme 
ou la différence de deux sinus ou de deux cosinus, on obtient 
les égalités suivantes, qu'il importe de se rappeler : 

, • 2 sin - (p -f- q) c o s - ( p — q) t a n g - ( p + </) sm p H- sin q _ i v r ll 2Kr ^' i r 

s i n p — sin q î~ [ T '•,' 
2 cos - '(/? -+- q ) sin - (p — q ) tang -{p — q) 2 

, . 2sin - (p + q) c o s - ( p — q) 
sm n + sin q zxr * ' 2 r * i , , 
— l - H- = = tang -(p + q), 
cosp-t- coso i , i , x 2 

icos-(p + q)cos-(p — q) 
2 sin - ( p -+- A) c o s - ( p — o) 

s inp + s m a 2 x r i ; 2 r * ' 1 , 
—t ± = = c o t -[p — q , 
cos <7 — eosp . 1 , , 1 , „ 2 J 

2 s i n - ( _ p - h ç j s m - ( / > — g) 

2 cos - (p 4- a ) s in - ( p — q) 
sin p — sm q 2 r ' 2 v r * ' 1 , , 
— C i = = t a n g - ( p — g )•> 
COSp + COSfl I , v I , 2V ' 

2 c o s - : / > + ç ) cos - ( /> — q) 

2 c o s - (p + (?) sin - ( » — o ) 
s inp — sin o 2 r 2 ' 2 " *y i . . 

C ' = = cot - [ p -4- o) » 
COSfif — COSp . I . . . I , , 2 

* 2 sin -{p-h q} s m - ( / > — g ; 

2 c o s - p + g c o s - ip — q j 
cos/? -t- cos q 2 v r *' 2 •' * 
cos fl — cosp . 1 

2 " " 2 
2 sin -(/>-+- g ) sin - (p — g ) 

= : COt ^ (/> + </) COt ^ ( p — g). 

On a enfin 

, s ina . sin A sin« cosA ± c o s r t sin/> 
langfl ± tango = —— ± : r = — r ' 

e n ros« cosf» cosnr coso 
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c'est-à-dire 
sin (a± b) tana-«± tango = 
cos« cos/> 

27. Proposons-nous maintenant de rendre calculable par 
logarithmes une expression de la forme x = a±'b. On sup
pose que a et b sont des nombres positifs dont on connaît seu
lement les logarithmes; on suppose de plus a^>b dans le cas 
de x = a — b. 

On peut écrire 

x = a i db -
\ a 

Si l'on considère le signe -+-, on posera 

d'où 

- = tang2<p, 
a T 

log tang ? = - ( log b — log a ) 

Il viendra alors 

x = a(i -+- tang!<f) — aséc'y 
COS2ts 

Si l'on considère le signe — , on posera 

b 

d'où 

• = s i m 
a 

log sin <p = - (logé — log a). 

Il viendra alors 

x = a (i — sin29) = a cos!?. 

28. Comme application, cherchons l'expression Irigonomé-
trique des racines de l'équation générale du second degré 

ax- -t- bx + c = o. 

Les coefficients a, b, c, sont supposés des expressions mo
nômes. 

La formule de résolution est 

— b±\J b2 — 4«c 
x = 

2 a 
1" Si l'on a b1 — 4«e>»o, les racines sont réelles cl iné

gales. On peut toujours regarder a comme positif. Considé
rons d'abord le cas où <: est "> o. 
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Eu mettant — /; en facteur commun, ou peut écrire 

b ( I Lac 

Lac nac . , . . , . . ,, 
: y r - i quantité positive et plus petite que i , puisque Ion 

lus petite qu 

a b2 — Lac^>o, P e u t être égalée à sin2©. Il vient 

On a (24) 

b 
X =r — | 1 3 : COS (\ 

2.(1 

1 I 
1 — cos 0 = 2 sin2 - » , i + cos cp = 2 cos 2 - s. 

2 T 2 T 

Par conséquent 

b . 1 „ 6 1 • 
x = sin2 - tp, x — cos2 - o. 

a 2 ' a 2 ' 
o. ,, • ^ - 1 4 a c . -
Si 1 on a, au contraire, c < _ o , on égale jy-> quantité posi
tive, à tang2o. Il en résulte 

b 
x — [ 1 rp sec a 

iay ^ 

Remplaçant séc<p par et séparant les racines, on obtient 

facilement 

1 1 
. sm2 - 9 . cos2 - o 
b 2 T „ b 1 ' 

x = -
a cos» ' a ' coss 

20 Si l'on a 62 — Lac<^_o, l e s racines sont imaginaires. La 
formule 

_ — b ±\/~bT^Ja7 _—b±\'— [Lac— 62) 
2« %a 

peut s'écrire 

2 « V-($- ) ] • 
1 . , acte . . , , 
La quantité - , - j - est positive et plus grande que i , puisque c 

est forcément positif {jilg. élém., 191) et que b* — Lac est 
< o . On peut donc poser 

Lac i 
b2 cos 2 ? 
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d'où 

4 ac i cos2 a 
- n i = : i = r = tang <f. 
b' cos2o cos2? T 

Par suite, 

x = — — ( ' =F \' — tang'V . 

c'est-à-dire (^/g1- élém., 186) 

6 , 
* = — — ( iqF i l angy) . 

Il n'y a pas lieu de considérer le cas où l'on a b' — 4 ac = o : 

les racines sont alors réelles et égales, et x = 

Détermination directe des sinus et des cosinus des arcs multiples 
de 9°, renfermés dans le premier quadrant. 

29. Nous avons déjà trouvé (7) 

sin450 = cos45°= — , s i n i8°= cos 72° = -.—-— 
a ' 4 

11 résulte de cette dernière relation 

cos18° = sin 72° = y 1 — ^ ^ J = y _ 

On peut alors obtenir cos 36° et sin 36° à l'aide des formules 

cos36° = 2Cos!i8° — i (24) 

et 

sin 36°= y/i — cos:36°, 

qui conduisent à 

cos 36"= i = jl— = sin 54", 
b 4 

et 
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On a de même (24; 

sinq° = r c o s 8 i ° = - y/i -t-sin i8° y'i — sin 18" 

1 iT. rs 1 
4 4 

:-os9° = sin 81" = -y/i -+- s in i8° H — s / 1 — sin 18" 
2 

1 ;~ 
= - V / 3 + y5 + - \ / 5 — v'5, 

4 4 

811127° = c o s 6 3 ° = -y/ i + sin54° y''1 — sin54° 

= 7 V'5 H- s/5 — 7 y 3 — s/5, 
4 4 

;oS27°^= sin 63° = - y \ -+• sin 54° -\—s'i — sin 54" 

= - v'5 + y/5 -h - V 3 — y^-

En résumé, on obtiendra donc le tableau suivant : 

sin o° = c o s 9 o ° = o , 
1 

X 
— 1 -+- v/5 

sin 90 = c o s 8 i ° = - y'3 + s/5'• — j y 5 — y/5, 

sin i8° = COS720 = 
4 

1 
sin 27° = cos63° = 7 v'5 + \/5 — 7 V'3 — s/5, 

4 4 
• n/ ' , r r V 10 2 y/5 

sin 36° = cos54° = -.—— > 
4 

sin 45° = cos45° = — , 
2 

rp 
sin 54° = cos36° = ^—1 

4 
sin 63° = COS270 = j \/5 4- s'5 + - y'3 — s/5, 

4 4 

„ V' 1 o + 2 s/5 
sin 72° = cos ib° = ——— ? 

4 
sin 8i° = cosq° = y V'3 + S''5 + 7 v'5 — v'5, 

4 4 
sin 90" = coso" = 1. 
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CHAPITRE III. 
CONSTRUCTION ET USAGE DES TABLES TRIGONOMETRIQUES. 

Notions préliminaires. 

30. Pour que les rapports trigonometriques puissent être 
utiles, il faut nécessairement avoir à sa disposition une table 
dans laquelle on trouve, en face du nombre de degrés d'un 
arc, les valeurs de ses rapports trigonometriques ou, mieux, 
les valeurs des logarithmes de ces mêmes rapports. 

Les arcs considérés peuvent atteindre un nombre quelconque 
de degrés (2); mais il suffit que la table aille depuis o° jus
qu'à 900. 

En effet, on peut toujours trouver un arc plus petit que 90" 
et ayant, sauf les signes, les mêmes rapports trigonometriques 
que l'arc proposé. C'est ce qu'on appelle réduire un arc au 
premier quadrant. 

Soit, par exemple, l'arc de i537°. Cet arc représente quatre 
circonférences ou i44°°> P l u s 97° : il a donc les mêmes rap
ports trigonometriques que l'arc de 970. Cet arc a pour supplé
ment l'arc de 83°. On aura donc, en se reportant aux dévelop
pements précédents : 

sin 15370 = sin 970 = sin 83°, 
cosi537°= cos 97° = — cos83°, 

tangi537° = tang 97° = — tang83°. 

La table doit aller jusqu'à 90°; mais elle n'a besoin d'être 
calculée que jusqu'à 45". En effet, l'on a (i) 

sin (45° + a) = cos (45° — a), 
cos (45° + a) = sin (45° — a), 

tang (45° 4- «) = cot (45° — a). 

Une fois les logarithmes des sinus et des cosinus des arcs 
compris dans la table, calculés directement, on aura immédia
tement 

sin a , 
tang a = ou log tang a = log sin a — log cos a; 

cos« ° D ° 
de même, 

COS<ï 
cota = —— ou log cot a = — log tang a. 

sin a • 

On n'inscrit pas en général dans la table les logarithmes des 
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sécantes et des cosécantes. On a d'ailleurs 

i 

Xh 

sec a = 

et 

cosecrz = • 

COSfl 

i 

sin a 

ou k )gséca = —log cos a, 

ou log coséc« = — log s ina . 

31. Nous allons montrer, non pas comment on calcule en réalité 
les logarithmes des rapports trigonométriques, mais comment 
on pourrait les calculer à l'aide d'une méthode élémentaire. 

Pour exposer cette méthode, nous avons besoin de nous ap : 

puyer sur quelques propositions préliminaires, d'ailleurs in
dispensables à connaître. 

Dans tout ce qui va suivre, nous supposerons expressément 
que les arcs considérés font partie de la circonférence de 
rayon i . 

i° Tout arc plus petit que go° est compris entre son sinus et 
sa tangente. 

L'arc AM = « [fig. i5) est plus grand que sa corde, à plus 
Fig. i5. forte raison plus grand que MP. On a 

donc 
a ^> sin a. 

D'autre part, le secteur AOM est moin
dre que le triangle ÀOï . On a donc 

arc A M • — <~ AT • — , 
2 •>, 

c'est-à-dire 
a <^ tangrt. 

sin « •2° A mesure que l'arc a tend vers zéro, le rapport tend 

vers une limite égale à l'unité. 
On a en effet 

sin a < a < tang a 

Divisant tout par sin a, il vient 
oos« 

i < 
Sll l f l 

< 
' cos a 

A mesure que l'arc a diminue, cos a converge vers l 'unité, 
tout en restant plus petit que l 'unité. Pour « = o , on a 

cos a = i. Par conséquent —— tombant entre i et une quan-
sm a 

tité plus grande que i , qui a l 'unité pour limite, on peut 
écrire 

a 
hm —— = i. 

sm a 
II. 
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ce qui donne 
sin a 

l im = i . 
a 

11 résulte de ce qui précède que, dans le même cas, on 
aussi 

.. tans a 
l im — - — = i ; 

a 
car 

tanga sin« i 
a cos a 

3° La différence entre un arc et son sinus est plus petite 
que le quart du cube de l'arc. 

Il est bien entendu qu'il s'agit toujours d'un arc a inférieur 
a 90°. 

On a 
1 . 1 

- « <T tane- a. 
2 ° 2 

Multiplions les deux membres de cette inégalité par 2 cos2 - a. 

Il viendra, après réduction et en se rappelant la formule 
1 1 

sin a = 2 sin - a cos - a, 
2 2 

a cos2- a <C_ sin a, 

ou 
/ 1 \ 

a( 1 — sin2 - a) <C sin a. 

Cette inégalité revient à 

a — sin a <T a sin2 - a. 
2 

Elle subsistera à fortiori si l'on augmente le second membre 

en remplaçant s i n - a par une quantité plus grande-a. On aura 

alors 

a—sin«<r-7--
4 

On a donc pour limite supérieure de sin« l'arc a lui-même, et 

pour limite inférieure la différence a T-

On pourrait obtenir, s'il était nécessaire, deux limites ana
logues pour cos«. On a (24) 

1 . 1 . 1 cosrt = cos-- a — sin- - a = r — 2 sm2 - a. 
2 ?. 2 
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Si l'on remplace dans cette formule s i n - « par sa limite supé

rieure - a, il vient 
2 

cos a^> i 

- y 
si l'on v remplace s i n - « par sa limite inférieure - a 
., . * 2 * H 
il vient 

coS«<i-2g-gy, 
ou 

a2 «! «6 

COSrt < I 1 -r — ^ 
2 I b 0 1 2 

Cette dernière inégalité sera à plus forte raison vérifiée, si l'on 
néglige le dernier terme du second membre. cos« aura donc 

a2 . . . . „ , . a2 a4 

i pour limite intérieure, et i 1—-, pour limite su-
2 2 ifa ' 

périeure. 

Calcul du sinus et du cosinus de l'arc de 10". — Formules de 
Th. Simpson. 

32. La demi-circonférence - renferme 648000". dn :,ui'a 
donc 

arci<)" = 7^7-— = o,oooo. i8i8i368i ro. . . . 
04000 

Cette valeur représente une limite supérieure de sin 10". On a 

arc 10"<^ o,oooo5, 
et par suite 

'arc 10" i3 . _ 
; — — < ^ 0 , 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o o o i i . . . . 

4 

On aura donc 
arc 10" — -,—— ^> 0,000048481368110 

4 
— o,00000 00000 ooo31, 

c'est-à-dire 

arc 10" — : -,—- ^> 0,00004848136807g. . . . 
4 

Mais le premier membre de cette dernière inégalité repré
sente une limite inférieure de sin 10". sin 10" tombe donc 
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entre deux expressions qui ne diffèrent qu'à partir de la 
treizième décimale. On peut donc écrire, à moins d'une demi-
unité du treizième ordre décimal, 

sin io" = o, 0000484818681. 

Nous venons de trouver 

c o s r ( > 1 — — et cos a <" r 1—-. 
2 2 16 

Si a désigne l'arc de 10", c'est-à-dire si l'on suppose a infé
rieur à o,oooo5, on aura 

«' 5' a' 1 
16 1G.1020 16 I 6 \ I O 1 0 ' 

inégalité qu'on peut encore écrire à fortiori 

a' 1 

ÏÏ) ^ 2 . I O ' 8 ' 

Par conséquent, les deux limites de cos a diffèrent de moins 
d'une demi-unité du dix-huitième ordre décimal : il suffit donc 
de calculer la première de ces deux limites. Si l'on s'arrête à 
la treizième décimale, on trouve 

cos 1 o" = o, 99999 99988 248. 

33. Il est facile maintenant de calculer, de dix secondes en 
dix secondes, les sinus et les cosinus de tous les arcs compris 
entre o° et 45°- Prenons les formules 

sin (rt-f- b) 4- sin (a — b) = 2 sïnacosb, 
cos(rt + b) + cos (« — b) = 2 cos a cos b. 

Posons 
a = ?nb. 

11 viendr.a, en isolant sin (m -+- i)b et cos (m 4- i)b, 

sin (m + 1)6 = 2smmb.cosb — sin (m — 1) b, 
cos (m+ 1) b — 2. cos mb. cos b— cos (m — 1) b. 

On fera dans ces formules b = 10", et l'on donnera successi
vement à m toutes les valeurs entières depuis 1 jusqu'à 16200, 
nombre de fois que l'arc de 45° contient l'arc de 10". Si l'on 
fait m = i , 2 , 3 , . . . , il vient 

sin 20" = 2 sin 10" cos 10", 
cos 20" = 2 cos2 10" — 1, 
sin 3o" = 2 sin 20" cos 1 o" — sin 10", 
cos3o" = 2 cos 20" cos 10" — cos 10", 

Nous ne nous arrêterons pas aux abréviations dont on peut 
l'aire usage dans ces calculs. C'est ainsi qu'on a d'abord con-
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struit des tables de log sinus et de log cosinus; mais on peut 
disposer aujourd'hui de méthodes beaucoup plus rapides. 

Disposition et usage des tables trigonométriques. 

3i . Nous considérerons, comme nous l'avons fait pour les 
logarithmes des nombres, les Tables de Callet à sept décimales, 
et celles de De Lalande à cinq décimales. 

Dans l'ouvrage de Callet, on trouve d'abord une table con
tenant les logarithmes des sinus et des tangentes des arcs 
compris entre o°et5°, ces arcs croissant successivement d'une 
seconde. La page de gauche correspond aux sinus, la page de 
droite aux tangentes. Le nombre de degrés de l'arc est en 
haut de la page, à gauche et en dehors du cadre. Les secondes 
sont comptées, pour chaque page, dans la première colonne à 
gauche; les minutes sont indiquées en haut des autres co
lonnes. Par suite des propriétés des arcs complémentaires, on 
a en même temps les logarithmes des cosinus et des cotan-
gentes des arcs compris entre 900 et 85°, ces arcs décroissant 
successivement d'une seconde. Le titre sinus étant en haut de la 
page, le titre cosinus est en bas; il en est de même pour la tan
gente et la cotangente. Lorsqu'on cherche un cosinus ou une 
cotangente, le nombre de degrés de l'arc est en bas de la page, 
à droite et en dehors du cadre ; les secondes sont alors comp
tées pour chaque page dans la dernière colonne à droite; les 
minutes sont indiquées au bas des autres colonnes. Dans la pre
mière colonne à gauche, les secondes sont comptées en descen
dant de o jusqu'à 60; dans la dernière colonne à droite, elles sont 
comptées en montant de o jusqu'à 60. Ainsi, le logarithme du 
sinus de o°47'24" est indiqué dans la table comme égal à 
8,1394907; et ce logarithme est en même temps celui de 
COS890 12'36". 

Nous devons immédiatement faire une remarque impor
tante. Les sinus et les cosinus des arcs compris entre o° et 900 

sont plus petits que 1; il en est de même des tangentes des 
arcs compris entre o° et 45° et des cotangentes des arcs com
pris entre 45° et 900 : les logarithmes de ces différents rap
ports auront dès lors des caractéristiques négatives (voir Y-Jlg. 
élém., 256). En se plaçant au point de vue typographique, 
on a voulu éviter dans les tables ces caractéristiques négatives; 
et, pour y arriver, on a augmenté de 10 les logarithmes corres
pondants. Il faut donc, si l'on veut se conformer au mode de 
calcul recommandé précédemment, retrancher 10 aux caracté
ristiques de ces mêmes logarithmes. On aura ainsi 

log sin o"47' 9-4" = 1°S c o s î)° '2 '36" = 2,13()4i)oy. 

Les tables qui viennent après celles dont nous venons d'in-
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diquer la disposition donnent, de dix secondes en dix se
condes, les logarithmes des sinus, des cosinus, des tangentes 
et des cotangentes, des arcs compris entre o° et 900. D'après 
les propriétés des arcs complémentaires, les logarithmes des 
sinus, cosinus, tangentes et cotangentes des arcs de o" à 45°, 
correspondent aux logarithnïes des cosinus, sinus, cotan
gentes et tangentes des arcs de 900 à 45". Aux titres sinus, co
sinus, tangentes et cotangentes, placés en haut des pages, 
correspondront donc les titres cosinus, sinus, cotangentes et 
tangentes, placés en bas. Si le titre général o° est placé en 
haut d'une page et hors du cadre, le titre général 89° sera 
placé hors du cadre, en bas de la même page. Si l'on part de o°, 
les minutes sont comptées dans la première colonne à gauche 
et, d'une minute à l 'autre, dans une colonne contiguë, sont 
comptées les dizaines de secondes. On opère alors en descen
dant. Si l'on part de 890, les minutes sont comptées dans la 
dernière colonne à droite et, d'une minute à l 'autre, dans une 
colonne contiguë, sont comptées les dizaines de secondes. On 
opère alors en montant. C'est ainsi qu'on trouvera 

logsin o° i9 '3o" = logcosSg"4°'3o' ' = 3,7537584. 

Après la colonne marquée sinus, vient une colonne mar
quée différences ; de même, après la colonne marquée cosinus. 
Ces différences sont celles qui existent entre deux logarithmes 
consécutifs de la table; elles sont exprimées en unités du 
septième ordre décimal et écrites entre les logarithmes qu'il 
faut retrancher l'un de l 'autre pour les obtenir. Entre la co
lonne des tangentes et celle des cotangentes, est une colonne 
intitulée différences communes : ces différences sont celles 
qui existent entre deux logarithmes consécutifs de la table, 
tangentes ou cotangentes. Et elles sont communes aux loga
rithmes de ces rapports, parce que le produit de la tangente 
d'un arc par sa cotangente est égal à 1. Il en résulte qu'on a 
;tour deux arcs quelconques a et b 

tang a cota = tangè eot h, 
d'où 

tangrt col, b 
tang 6 cotrt 

et 
iog tangrt — logtang/> = logcot/> — logco t« . 

Dans les Tables de De Lalande, la disposition adoptée est-
analogue à celle que nous venons de décrire; seulement, deux 
;ircs consécutifs de la table diffèrent d'une minute, de sorte 
que les colonnes de secondes sont supprimées. De plus, les 
' (donnes sinus et cosinus, au lieu d'être voisines l 'une de 
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l'autre, sont séparées par les colonnes tangentes et cotan-
genles. 

35. La première question à résoudre à l'aide des tables tri
gonométriques est celle-ci : Etant donné un arc, trouver les 
logarithmes de ses rapports trigonométriques. 

Soit demandé log sin 3g0 27'43". 
Les Tables de Callet donnent immédiatement 

logsin 39°27'4o" = i,8o3i527. 

Admettons que, pour de petits accroissements des arcs, il y 
ait proportionnalité entre ces accroissements et ceux des loga
rithmes des rapports trigonométriques correspondants. L'exa
men de la table prouve qu'il en est ainsi, du moins jusqu'à 
l'ordre décimal considéré, quand les arcs donnés dépassent 5°. 
La différence entre les log sin de deux arcs consécutifs de la 
lable, c'est-à-dire de deux arcs différents de 10", est en cet en
droit égale à 256 unités du septième ordre décimal. En dési
gnant par 3 l'accroissement à faire subir au log sin pour un 
accroissement de l'arc égal à 3", on devra donc poser 

—=7: = —•> d'où o = 2 5 6 — = 76,8. 
2 0 b 10 10 ' 

On écrira par suite 

log sin3o,027'4o" = I , 8O3I527 
pour 3" (en plus) 77 (en plus) 

log sin 39
027'43" = i~,8o3i6o4 

Si l'on opère avec les Tables de De Lalande, on aura 

log sin 39°27'' = 1,8o3o5. 
En appliquant la même proportion et en remarquant que les 
arcs consécutifs de la table diffèrent d'une minute ou de 60 se
condes, on aura pour l'accroissement 3 

- — = ^ - , d ou 3= i5 • jr- = 1 0 , 7 5 . 
l 5 DO OO 

Par suite, on écrira 

logsin3c)027' = i,8o3o5 
pour 43" (en plus) 11 (en plus) 

log sin 39°27' 43" =T,8o3i6. 

S il s'agit du logarithme d'une tangente, on opérera d'une 
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manière identique. Mais la recherche du logarithme d'un 
cosinus ou d'une cotangente exige la modification suivante. 
Au lieu de considérer l'arc de la table qui approche le plus de 
l'arc proposé par défaut, on prend celui qui en approche le 
plus par excès. 

Soit demandé 
logcot 72°25'i7". 

Les Tables de Callet donnent immédiatement 

log cot 72°25'2o" = i ,5007740. 

Si l'arc diminue de 10", la table montre que le logarithme 
de sa cotangente augmente en cet endroit de 731 unités du 
septième ordre décimal. Si l'arc diminue seulement de 3", le 
logarithme de sa cotangente augmentera d'une quantité S don
née par la proportion 

—̂— = —> d'où 3=H3IX—=210,3. 
731 10 ' 10 J 

On aura, par conséquent, 

log cot72°25'2o" = 1,5007740 

pour 3" (en moins) 219 (en plus) 

log cot 72°25' 17" = 1,5007959. 

Si l'on emploie les Tables de De Lalande, on a 

log cot 720 26' = 1, 5oo48. 

En appliquant la proportion précédente et en remarquant 
que la différence tabulaire 44 correspond à une différence de 
60", on aura 

^ 43 ,, , rr 43 , r 
7-7 = 7^-5 d OU 0 = 4 4 ' 7 ^ - = 3 l , 5 . 
44 00 bo 

43 représente le nombre de secondes qu'il faut retrancher de 
l'arc 72°26' pour obtenir l'arc donné 72°25'i7". Il viendra 

log cot 72°28' = 1,5oo48 
pour 43"(en moins) 32 (en plus) 

log cot 72°25'i7" = 1,5oo8o. 

On opérera absolument de la même manière, si l'on cherche 
un logarithme cosinus. 

En résumé, s'il s'agit d'un sinus ou d'une tangente, on 
prend le logarithme sinus ou le logarithme tangente de l'arc de 
la table qui approche le plus de l'arc proposé par défaul. S'il 
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s'agit d'un cosinus ou d'une colangente, on prend le logarithme 
cosinus ou le logarithme cotangente de l'arc de la table qui 
approche le plus de l'arc proposé par excès. D.vxs LES BEUX 
CAS, on augmente le logarithme de la table de la quantité 

S — A--— • A est la différence tabulaire qui correspond aux deux 

logarithmes comprenant le logarithme cherché ; d est la diffé
rence entre l'arc donné et celui de la table; D est la différence 
constante entre deux arcs consécutifs de la table. On voit que 
l'approximation de S est de même ordre au moins que celle 
de X 

36. La seconde question à résoudre est celle-ci : Etant 
dcnné le logarithme d'un rapport trigonométrique, trouver 
l'arc plus petit que 900 auquel il appartient. 

Soit demandé l'arc x, sachant qu'on a 

log tang x =: 1,8750612. 

Il faut par la pensée augmenter la caractéristique 1 de 
10 unités et chercher dans la table de Callet le logarithme tan
gente qui approche le plus/?«r défaut du logarithme proposé. 
On trouve 

log tang 36°52' 10" = 1,8750541. 

La différence entre les deux logarithmes est 71 unités du 
septième ordre décimal; en cet endroit, la différence tabulaire 
est égale à 43g unités du même ordre. Si l'on désigne par d le 
nombre de secondes à ajouter à l'arc de la table pour avoir 
l'arc cherché, on aura d'après ce qui précède (35) 

d 7 1
 A' ' 1 7 1 c 

= -—--, d OU fl= 10-Vr— = I i D 2 . 
10 43g 4^9 

On pourra donc écrire 

log tang 36°52' 10" = 7,8750541 

pour 1",62 (en plus) 71 (en plus) 

log tang;c = 1,8750612 

x — 3 6 ° 5 2 ' n " , 6 2 . 

Si l'on se sert des Tables de De Lalande, on prendra 

log tang x = 1,87506. 
On aura alors. 

log tang 36°52' = J ,87501. 

La différence entre les deux logarithmes étant 5 et la diffé-



3.{t> TUIGOHOMKTRIE. 

rence tabulaire étant 26, on aura 

iL 
60 

Par suite 

Nous verrons dans un instant d'où provient la différence 
entre les valeurs trouvées à l'aide des Tables de Càllet ou des 
Tables de De Lalande. 

S'il s'agit de trouver l'arc x, connaissant logs in j r , on opé
rera d'une manière identique. Mais si l'on donne log cos x 
ou log cot x, il faudra apporter au calcul la modification sui
vante. 

Soit donné 

log cos x= 1,•-280956. 

On cherchera dans la table le logarithme cosinus qui ap
proche le plus par excès du logarithme donné. On trouve ainsi, 
avec les Tables de Callet, 

log cos 57°4o'3o" = 1,7281273. 

Ce logarithme surpasse le logarithme proposé de 817 unités 
du septième ordre décimal ; d'après la table et, en cet endroit, 
l'arc augmentant de 10", le logarithme cosinus diminue de 
33a unités du même ordre. En désignant par d le nombre de 
secondes à ajouter à l'arc 57°4o'3o" pour que le logarithme 
cosinus de l'arc obtenu devienne égal au logarithme donné, on 
aura 

d 3 i - . . . 3 i -
— = T—-; d ou <i = 1 o• -,— = q,;>o, 
10 332 3^2 

Par suite, on écrira 

log cos57°4o'3o" — 1 ,7281270 

pour 9",55 (en plus) 317 (en moins) 

log cos x = 1,7280956 

x = 57°4o' 39",55. 

Si l'on emploie les Tables de De Lalande, on prendra 

log cos;r = 1,72810. 

Ou aura alors 

log c.os57°4o' = 1,7282.3. 

i.a dif férence en Ire les deux l oga r i t hmes étant I J . e( la riil 

= ~7TÎ d ' où d = Go-—~ = 1 1 , 5 4 . 
26 26 

x = 36° 52' 11 ", 5 4. 
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te ronce tabulaire étant 20, on pourra poser 

d '3 ,, , , r i'i n — = —, d ou d = bo — = o(). 
(JO 2 0 2 0 

Par suite 
x = 57° 40' 39". 

On opérera absolument de la même manière si l'on donne 
un logarithme cotangente. 

En résumé, si l'on donne logsin x ou log tangx, on prend 
le logarithme de la table qui approche le plus du logarithme 
proposé par défaut. Si l'on donne log cos x ou log cot x, on 
prend le logarithme de la table qui approche le plus du loga
rithme proposé par excès. DAXS LES DEUX CAS, on augmente l'are 

de la table de la quantité Û? = D - - - A est toujours la différence 
A 

tabulaire qui correspond aux deux arcs de la table comprenant 
l'arc cherché; S est la différence qui existe entre le logarithme 
donné et celui qu'on considère dans la table; 1) est la diffé
rence constante entre deux arcs consécutifs de la table. 

37. 11 est important de remarquer que, puisqu'on a (35) 

l'approximation de 3 par rapport à A dépend du quotient yr-

Ce quotient étant nécessairement inférieur à l'unité et la dif
férence tabulaire A étant exacte à moins d'une unité, on voit 
qu'on pourra compter sur le chiffre des unités de 3 [3 étant 
exprimé en cent-millièmes ou en dix-millionièmes comme A';, 
qu'on se serve des Tables de De Lalande ou de celles de Callet. 
("est pourquoi les résultats fournis par les deux tables doiveni 
être identiques jusqu'aux cent-millièmes. 

Dans le problème inverse (36), on a 

a = D . - = 0 •—7 
A à 

et l'approximation de d dépend du quotient — Supposons. 

pour simplifier, que l'erreur sur S, différence des deux loga
rithmes comparés, atteigne une-unité, et reprenons les'exem-
plcs précédents en négligeant l'erreur que peut présenter A. 

Dans le premier exemple, en se servant des Tables de Callet, 
on a 
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par suite, l'arc x sera déterminé à moins de — de seconde. 
10 

En se servant des Tables de De Lalande, on aura 

A 26 2 ' ' 

c'est-à-dire que l'arc x pourra n'être pas exact à 1" près. 
Dans le second exemple, en se servant des Tables de Callet, 

on a 
D 10 

-A-=33Ï = 0 ' 0 3 ; 

l'arc x sera donc encore déterminé à moins de — de seconde. 
10 

En se servant des Tables de De Lalande, on aura 

D _ 6 o 
A - 2 0 ' 

c'est-à-dire que l'arc x pourra n'être pas exact à 1" près. 
On voit pourquoi les résultats donnés par les deux tables 

ne concordent plus quand il s'agit de résoudre la seconde ques
tion (36). 

On voit aussi que Vapproximation sur laquelle on peut 
compter est d'autant plus grande, que la différence tabulaire A 
est elle-même plus considérable. La table montre que les diffé
rences tabulaires relatives aux tangentes sont les plus grandes. 
Et, en effet, puisqu'on a 

sin« , , . sin {a + h) 
et tang [a + h) = • cos a cos « • 

on a aussi 

log tang (a 4- h) — log tang a = [logsin(« -f- h) — logsina] 
+ [log cos a — log cos (a 4- A)]; 

c'est-à-dire que les différences tabulaires des tangentes peu
vent s'obtenir en ajoutant les différences tabulaires des sinus 
et des cosinus correspondants. D'ailleurs, la tangente croissant 
depuis o jusqu'à 4- co , tandis que le sinus et le cosinus restent 
compris, dans les limites des tables, entre o et 1, les diffé
rences tabulaires relatives aux tangentes doivent à priori être 
les plus grandes. En résumé, un arc est donc toujours mieux 
déterminé par sa tangente. 

38. Nous avons laissé de côté le cas où les différences de la 
table variant trop rapidement, on ne peut plus admettre la pro-
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portionnalité entre les accroissements des arcs et ceux des 
logarithmes de leurs rapports trigonométriques. 

Dans ce cas, qui est celui des petits arcs, on peut regarder 
les arcs comme proportionnels à leurs sinus ou à leurs tan
gentes (31, a0). Admettons que a soit le nombre entier de se
condes de l'arc considéré, et que h en soit la partie décimale, 
on aura 

sin [a + h) a + h _ tang[a + h) 
sin« a tanga 

d'où 

logsin [a 4- h) = logsina 4- log (a 4- h) 4- L.a, 
log tang (« -+- h) = log tang a 4- log (a + h) -f- L.a. 

On peut remarquer immédiatement que, puisqu'on a 

, , . sin (a 4- h) 
tang [a 4- h) = )——=-f, 

D i ' co s ( a+ / i ) 
on a aussi 

log cos(« 4- h) = logsin [a 4- h) —log tang (a + h) ; 

c'est-à-dire, d'après les formules précédentes, 
logcos(a + h) = logsina — log tang « = logcosa. 

Par conséquent, les arcs a 4- h et a ont le même logarithme 
cosinus. C'est ce qu'indiquent les tables. On peut donc, dans 
ce cas, négliger la fraction décimale h. 

Reprenons nos formules et cherchons logsin i" i' 17", 94. On 
a ici 

a = 3nj3-" et h = o",g^.. 

Les Tables de Callet donnent immédiatement 

logsin a = logsin i°2' 17" = 2,258074.2. 

La table de logarithmes des nombres donne 

log [a 4- A).= log3737,94 = 3,5726323, 

log« =log3737 = 3,5725231, 
d'où 

h.a = 4,4274769-
II viendra donc, en faisant la somme, 

logsin (« 4-A) = logsin i°2' iij",g4 = 2,2581834-

On opérerait de même si l'on demandait log tang [a 4- h). Si 
l'on voulait avoir log cot [a 4- h), on chercherait log tang («4- h), 
et l'on en changerait le signe. Si l'on demandait log cos [a + h), 
on chercherait, comme nous l'avons déjà dit, logcosa. 
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Si l'on se sert des tables à cinq décimales données par 
M. Hoiiel (*), on opérera comme il suit. On trouvera, au-
dessus de chaque colonne marquée N dans la Table de loga
rithmes des Nombres, l'indication des degrés et minutes ren
fermés dans les arcs dont les nombres de cette colonne repré
sentent l'expression en secondes (les secondes additionnelles 
sont marquées de cinq en cinq dans une colonne à gauche de la 
page. Les Tables de Callet présentent une disposition analogue). 
Au-dessus de la colonne intitulée Log., se trouve le loga
rithme qu'il faut ajouter au logarithme du nombre considéré 
dans la colonne ;V, pour avoir celui du sinus de l'arc qu'il re
présente; c'est-à-dire que ce logarithme additionnel est celui 

du rapport -, mais augmenté de 10. Si l'on cherche un lo

garithme tangente, il faut remplacer les deux derniers chiffres 
, , s i n a • , . > j •. , 
de log par ceux qui, places a droite, en sont sépares par 
le signe (;) : on a alors 

, tana;« 
log- — ' 1-10. 

a 
Reprenons l'exemple précédent. Nous chercherons la co

lonne qui, dans la Table de logarithmes des Nombres, corres
pond à i°2'. Nous prendrons le logarithme du 17e nombre de 
celle colonne, augmenté de 0,94, et nous aurons 

log i°2' 17",g4 = log 3737",94 = 3,57263. 

Au-dessus de la colonne Log. considérée, nous trouvons le 
nombre 4,68555. Ce nombre représente le logarithme du rap
port — ' ,/ -, mais augmenté de 10. On devra donc ajouter 

3757 ^ 

au logarithme précédemment écrit 6,68555, et l'on aura 

logsin i°2'i7", 94 = 2,25818. 

39, La question inverse se traitera en appliquant les mêmes 
formules. On déduit de ces formules (38) : 

log {a -4- h) = logsin (a 4-A.) + Lsin« -+-logar, 
log [a -1- A ) = loglang'« + A) -+- Llang«- + logo. 

( * ) Tables de logarithmes a cinq décimales pour les nombres et les lignes 
trigononiètritjues, par M. J . Hoùel ; chez Mallet-Bachelier. Nous recommandons 
ces tables à ceux qui, comme les élèves «le l'École Centrale, ont à la Cois besoin 
de calculer sûrement et rapidement. 
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Soit donné, par exemple, 

log langa; = 2,4578106 — log tang [a -+- A). 

Pour nous servir des tables, nous devons, par la pensée, ajou
ter 10 à la caractéristique de ce logarithme. Si l'on emploie les 
Tables de Callet, on cherchera l'arc qui approche le plus de 
l'arc x par défaut, et l'on trouvera 

log tang i°38'37"= 2,4377956 = log langea 

On aura donc 

L tang a = 1,5422044 

et en même temps 
log a = log 5917'''= 3,7721016. 

En ajoutant les trois logarithmes, il vient 

log [a + h) = 3,7721166, 

et la Table de logarithmes des Nombres donne alors 

x = a -+- h = 5917", 21 = i°38'37", 21. 

Si l'on fait usage des Tables de M. Houel, on voit que 
loglangx (augmenté de 10 unités) est égal à 8,45781. On 
cherche alors dans la Table de logarithmes des Nombres la 
page qui correspond aux nombres 8,44 e l 8,46, ces nombres 
comprenant entre eux le logarithme donné augmenté de 10. 
Ces nombres sont en haut de la page, en dehors du cadre, et 
précédés des initiales S. T. des mots sinus el tangente. Pour 
celle page, on a 

tana ci tan^r/ — 
l o g — - h i o = 4)6856g ou l o g — — = 6,68569. 

Si l'on retranche ce logarithme du logarithme proposé, on aura 

log(fl + h) = log lang(« -+- h) -+- L tang« + log<7, 

c'est-à-dire 
tan£r ci 

log(« -t- A) = log tang (a + A) — log — — = 3,77212. 

La Table de logarithmes des Nombres donne alors 

x = a + A = 5917", 2 ou *• = i°38'37",2. 

On opère de même si l'on donne log sinx. Si l'on donne 
log cotx, on change le signe du logarithme proposé, el l'on a 
log tang x. Enfin, lorsqu'il s'agit de déterminer un très-peti! 
arc connaissant le logarithme cosinus de cet arc, on ne peut 
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le faire exactement, d'après les détails dans lesquels nous 
sommes entrés (38). 

Fig. 16. 

40. APPLICATIONS. — i° Chercher le rayon du cercle dans le
quel un arc de ioo mètres et sa corde 
diffèrent de moins de oM,ooi. 

.M Supposons le problème résolu. Soit 
OM = R le rayon cherché , soient 
MAM' = a l'arc de ioo mètres dans le 

p -*-j- cercle OM, et MM' = c la corde de cet 
arc. Menons OA perpendiculaire sur 
MM' {fig. 16). 

Rappelons-nous qu'on mesure un 
angle (2) par le rapport de son arc 

au rayon, et posons 

arc AM 
R 

angleAOM = /f. 

Il en résultera 

puisque 

D'ailleurs 

Par suite 

On aura donc 

a = 2 R /-, 

arc AM = • 

. , MP 

c = i MP = 2 R sin k. 

a — c = 2,R(/r — sin A-) 

Nous avons démontré (31, 3°) l'inégalité 

4 
elle entraîne nécessairement la suivante : 

k — sin k < — ; 

^Rk* 
a — c <Z • 

2 
De l'égalité 

on déduit 

Par conséquent, il vient 

a = 2 R k, 

i a 

* — —£• 
2 K 



Ï1UG0SOMÈTRIE. 3 5 3 

Si l'on veut que a — c soit moindre que o",ooi, il suffit donc 
de satisfaire à la condition 

<r „ , , , n 1 0 0 0 « 3 

7 S R 3 < ° ' 0 0 1 ' d o u R>-16— 
Si l'on remplace alors a par sa valeur ioo mètres, on voit 

i o 9 

que R1 doit surpasser —^ ou que R doit être plus grand que 

—-; En effectuant les calculs, on trouve que dans un cercle 

dont le rayon est égal ou supérieur à 7905", 7, la différence 
entre un arc de 100 mètres et sa corde est moindre que o",ooi. 

20 Proposons-nous de trouver tous les arcs qui satisfont à 
l'équation » 

a sin x -+- b cos x = c, 

a, b et c étant des nombres connus, positifs ou négatifs. 
Je divise par a les deux membres de l'équation. 11 vient 

b c 
smx -\— cosx = - • 

a a 
On peut toujours poser 

b sin « 
- = tang (» = 
a cosw 

L'équation prend alors la forme 
sin « cos x c 

cos» a 
c'est-à-dire 

. , . CCOSw 

sinar cosw -+- a n » cos.r = sin [x -+- «) = — 
* ' a 

o> étant connu, d'après la relation- = tang», on pourra déter
miner x -t- » et, par suite, l'arc x. 

Pour que le problème soit possible, il faut que la quantité 
ccosw , . ,, . , .. . 

tombe entre + 1 et — 1, puisque telles sont les limites 
a 

du sinus. Si cette condition est remplie, les tables feront con
naître un arc a répondant à la relation trouvée- Toutes les va
leurs demandées seront ensuite comprises dans les for
mules (7) 

27I7T-f- ( a - i - M ) Ct ( 2 W - 4 - I } Î T — ( a - f - w ) ; 

c'est-à-dire qu'on aura 

x -+- w = 2 n- -+- y- + '<> 
H . 2 " 
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et 

Ces équations reviennent à 

x = i n- -+- x 
et 

X = ( 2 » -f- 1) 77 — a —- 2 w, 

« représentant un entier quelconque positif, négatif ou nul. 
3° La somme de deux arcs a et $ étant constante, chercher 

la condition pour que le produit sin a sin (3 soit un maximum. 
Nous savons qu'on a (26) 

cos (a — (3) — cos (a + p) = 2 sin a sin B. 

On en déduit, la somme a -f- B étant représentée par la con
stante /r, 

sin a sin ,6= - [cos(a — fi) — cos h]. 

On voit alors immédiatement que le maximum du premier 
membre correspond à celui de 

COS (a — 8) q u i es t I , p o u r a — 8 = 2tt7r, 

n étant un nombre entier quelconque. 

+ 8 = /,-, a — 8 = 2 H 77, 
Des égalités 

on déduit 
i . i , 

:=.—li -H MÎT, B = - / r . — «7T. 
2 2 

On devra donner à n la même valeur dans ces deux formules. 

Le maximum du produit sin a sin 8 est alors - (i — cos k) ou 

sin2 - k. 
2 

t e s arcs a et B étant supposés positifs, il faudra qu'on ait 

- k~> nr. ou « <f — 
2 2 7T 

Si la somme constante k est inférieure à une circonférence, 
n n'admettra que la valeur o, et l'on aura 

a = —k, P = — /r. 
2 ' 2 

c'est-à-dire que les arcs a et S seront égaux, 
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QUESTIONS PROPOSÉES. 

i° Rendre la formule 
«sin A 

tansz = • 
i-f- «cos A 

calculable par logarithmes. 
a° Démontrer la formule 

r- sin(45°±rt) 
i n= tana« = y 2 - -• 

cos a 
3" Résoudre l'équation 

(sinx — cos.c) sin,r = a. 

4° Résoudre l'équation 4 sm.r -(- cos.r — -• 

5° Résoudre l'équation 

sin-r-f- o,438 cos2.r = o. 

( Ces deux dernières équations se présentent en Mécanique, Théorie 
des volants. ) 

6" La somme des trois angles ci, b, c, étant égale à i8o°, on doit avoir : 

sin a 4- sin o 4- sm c = 4 cos - a cos - 0 cos - c. 
2 2 2 ' 

tango 4- tangi 4- tange = tanga tang/? tange, 
1 1 . 1 1 1 , 1 

cot - a 4- cot - y 4- cot - c = cot - a cot - b cot - c . 
2 2 2 2 2 2 

. , 1 . , 1 . . , 1 . 1 . 1 , . 1 
sm- - a 4- sm- - b 4- sm- - c 4- 2 sin - a sm - b sin - c = 1, 

2 2 2 2 2 2 

cos2 a 4- cos' b 4- cos2 c 4- 2 cos a cos /> cos c = 1. 

7° Démontrer qu'on a 

- = arc tang - 4- 2 arc tang - • 
4 " 7 a 

8° La corde AR d'un cercle O partage la surface de ce cercle en deux 
segments tels, que le plus grand est moyen proportionnel entre le plus 
petit et le cercle entier. 

On demande de calculer, à un dixième de seconde près, le plus petit 
des deux arcs sous-tendus par la corde AR. 

{Concours de l'Ecole Polytechnique.) 

9° On donne les côtés d'un contour polygonal AfiCD, en même temps 
que les angles formés par le premier côté avec un axe Ox et par chacun 
des côtés suivants avec le prolongement de celui qui le précède : trouver 
l'expression générale de la projection du contour sur l'axe. 
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LIVRE DEUXIÈME. 

TRIGONOMÉTRIE RECTILIGNE, 

CHAPITRE PREMIER. 
FORMULES FONDAMENTALES. 

41. Un triangle renferme trois côtés et trois angles. Résoudre 
un triangle, c'est déterminer numériquement trois de ses six 
éléments en fonction des trois autres. Il faut nécessairement 
que, parmi les éléments donnés, il y ait au moins un côté. 

Nous conviendrons de désigner les angles dit triangle consi
déré par les lettres À, B, C, et les côtés opposés par les lettres 
correspondantes a, b, c. 

Si le triangle est rectangle, A désignera toujours l'angle droit 
et, par suite, a l 'hypoténuse. 

La résolution des triangles repose sur certaines formules 
fondamentales que nous allons d'abord démontrer . 

42. I. Dans un triangle rectangle, chaque côté de l'angle 
droit est égal à l'hypoténuse multipliée par le sinus de l'angle 
opposé ou le cosinus de l'angle adjacent [Jig. 17). 

La définition du sinus (3) donne immédiatement 

S i n B = B C ' 
c'est-à-dire 

sin B = - , 
a 

d'où 
6 = a s inB. 

Les deux angles aigus B et C étant complémentaires, on peut 
remplacer sin B par cos C, et il vient 

b = a cos C. 

La définition du cosinus (3) permet de poser immédiatement 
cette relation. 

Il résulte de ce qui précède que , dans un triangle rectangle, 
chaque côté de l'angle droit est égal à l'autre côté multiplié 
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par la tangente de l'angle opposé ou la cotangente de l'angle 
adjacent. 

En effet, on a 6 = «sinB et c = «cosB. Si l'on divise ces 
deux égalités membre à membre, il vient 

b «sinB _ ,, , , • _ 
— = =r = tangB, d ou 6 = c t a n g B . 
c «cosB 

On peut remplacer tang B par cot C, et il vient 
Z> = ccotC. 

La définition de la tangente (3) donne d'ailleurs directement 

t> b 

tangB = - -
c 

43. II. Dans un triangle quelconque, les côtés sont propor
tionnels aux sinus des angles opposés [fig. 18). 

Soit le triangle ABC. J'abaisse sur le côté AB la perpen
diculaire CD. Les deux triangles rectangles formés donnent 

alors (421 : 
Fig. iS . 

c CP = asinB et CD = 6 sin A. 

Il en résulte 
h 

« s i n B = 6 s i n A ou 
sin A sin B 

On aura, par conséquent, cette suite de rapports égaux 

a . b c 
sin A sin B sin C 

44. III. Dans un triangle quelconque, le carré d'un côté est 
égal à la somme des carrés des deux autres côtés, moins le 
double produit de ces mêmes côtés par le cosinus de l'angle qu'ils 

comprennent [fig. 19). 
Soit le triangle ABC. 

J'abaisse sur AB la per
pendiculaire CD. Si l'an
gle A est aigu, on aura 
(Géom., 106) 

Fig. 19. 

: b" + 2 0 . AD. 

Le triangle rectangle ACD donne, dans ce cas, 

AP —fccosA. 
SI viendra, par suite, 

a" — if -\- c'• — zbc<:o>A. 



3 5 8 TIUGOJXOMÉTIUE. 

Si l'angle A est obtus, on aura [Géom., 107; 

a? = b' + c'-h zc.XI). 

Mais le triangle rectangle ACD donne alors 

AD = 6 cos CAD. 

L'angle A du triangle ABC et l'angle CAD étant supplémentaires, 
on aura (8) 

cosCAD = — cos A 
et, par suite, 

AD = — 6 cos A. 

En substituant, il viendra encore 

a2 = b* •+• c2 — 2 bc cos A. 

On aura donc, en appliquant cette formule à chaque côté, les 
relations : 

a2 = b- + c' — 2 bc cos A, 

b- = a2 -+- c2— 2accosB, 

c2 = a2 -+- b7 —- lab cos C. 

45. En se rappelant le théorème fondamental des projec
tions (16), on voit que chaque côté d'un triangle représente la 
somme des projections des deux autres côtés sur sa propre 
direction. On en déduit immédiatement les trois formules sui
vantes qu'il peut être utile de connaître : 

a = ôcosC + ecosB, 

b = acosC-\-ccosA, 

c = rtcosB+ 6cosA. 

46. On peut, comme exercice, prouver que les deux systèmes de for
mules établis aux nos 43 et 44 rentrent l'un dans l'autre lorsque la somme 
A 4- B + C est supposée égale à i8o°. 

En effet, de l'égalité 

cos A = 

I - C O S 2 A = I 

b2 + c' — 2 bc cos A 

b2 -\- c2 — a2 

i bc 

b2 + c2-

on déduit 

et, par suite. 

c'est-à-dire 

sur A— — /12 ., 
l\b2c-

d'ou 
siir A _ — ai — b* — c' - j - ia2b2 

a2 A «'•' b2 c-

ibc 

$b2c2 — b' — c4 — ce — ib2c2-{- ia2b2-\- id'c2 
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Quand on permute simultanément les angles A, B, C, et les côtés opposés 
ii, b, c, le second membre de la relation obtenue ne change pas, et l'on 

obtient, par conséquent, des valeurs identiques pour les rapports S ln '' • 
a-

surB sitfC _ , , ,. 
—P;—, —— • Lomme la relation 

A + B + C = i8o" 
entraîne le signe plus pour sinA, sinB, sinC, la suite 

sin3 A _ sin'B __ sin2C 
ce bJ c'~ 

revient à celle-ci: 
sinA _ sinB _ sinC 

a b c 
On pourrait de même des relations 

a b c 
sin A sin B sin C 

déduire celles démontrées au n° 45. En effet, on peut évidemment poser 

a _ ècosC _ ccosB 
sin A ~ sin B cos C sin C cos B ' 

d'où 
a. _ icosC + ccosB 

sinA sinB cosC + sin CcosB 

Or le dénominateur du second membre de cette égalité représente sin (B+Ci 
ou sinA, puisque la somme des angles A, B, C, est égale à deux droits. 
On aura donc 

a = //cosC T-CCOSB. 

CHAPITRE II. 
RESOLUTION DES TRIANGLES RECTANGLES. 

V7. La résolution des triangles rectangles présente quatre 
cas. On peut donner l 'hypoténuse en même temps qu 'un 
angle aigu ou un côté de l'angle droit ; ou bien, un côté de 
l'angle droit avec un angle aigu ou le second côté. 

48. PREMIER CAS. On donne l'hypoténuse a et l'angle aigu 
B : on demande les deux côtés b et c et l'angle C [fig. -IO). 

On a immédiatement 
Fi 

C = 900 — B. 

La formule 
b = a sin B 

l'ait connaître b, et l'on en deduil 

loe I> ~ Io« " + loe sine B, 
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Enfin, on trouve c en posant 

c =r a cos B, 
d'où 

log c = log a + log cos B. 

49. SECOND CAS. On donne l'hypoténuse a et le côté de l'angle 
droit b : on demande l'autre côté c et les deux angles B e l C 
[fig. 10). 

On a 

d'où 

et 

b = a cos C, 

cos L = -
a 

log cos C = log b -+- L. a. 

Connaissant C, on aura 
B = 90° — C. 

Enfin, la relation 

C = «2 — b' = (a + b) (a — b) 
donnera 

loge = - log(a + 6) 4-log [a — b) • 

Il faut remarquer avec soin que l'hypoténuse « et le côté /> 
diffèrent souvent très-peu. L'angle C est alors très-petit et, 
comme il est déterminé par son cosinus, on ne peut plus 
compter sur l'exactitude du résultat (38, 39). On lève cette 
difficulté de la manière suivante. 

Les deux formules (24) 

• l n . A —cosC 1 _, / i 
s i n - L = i / ? cos - C = l / — 

divisées l'une par l'autre, donnent 

cosC 

1 _ li — cos C 
tans - L = 1 / —• ~-

e 2 y 1 -f-cosL 
En substituant à cos C sa valeur —, il vient 

a 

I 
tang - 0 

\

a /a — /' 



TRIGONOMÉTRIE. 3 6 l 

d'où 

log t a n g - C = - log [a — b) + L ( « + A) • 

L'angle - C étant déterminé par sa tangente, le sera aussi 

exactement que possible (37) : il en sera donc de même de 
l'angle C. De plus, les logarithmes qui servent au calcul de 

tang - C sont précisément ceux qui servent au calcul du côté c. 

50. TROISIÈME CAS. On donne le côté b et l'angle B : on de
mande l'hypoténuse a, le côté e et l'angle C [fi g. 20). 

La relation 
B -+- C = 90» 

donne 
C = 9o° — B. 

De la formule 
b = a sin B 

on déduit 
b 

sinB 
d'où 

log a = log b-\-L sin B. 

De même, la formule 

b = c tang B 
donne 

b 
tangB 

d'où 

log c = log b -+- L tang B. 

51 . QUATRIÈME CAS. On donne les deux côtés b et e . on de 
mande Vhypoténuse a et les deux angles B e ( C [fig- 20). 

De la formule 

b = c tang B 
on déduit 

tangB = -•> 
c 

d'où 
log tangB = lng/> + L~. c 

On a ensuite 
( . z = f ) 0 ' - — B 



36 '2 TRIGONOMÉTRIE. 

Connaissant B, de la relation 

b = « sin B 
on déduit 

_ b 
sinB 

et 

log a = log b -+- L. sin B. 

52. Nous donnons les différents éléments d'un triangle rectangle, ainsi 
que les logarithmes de ces éléments, qui peuvent entrer dans le calcul 
des quatre cas traités. Le lecteur pourra les résoudre successivement en 
choisissant dans le tableau indiqué les valeurs convenables, et il pourra 
ensuite vérifier l'exactitude de ses propres résultats en les comparant 
aux nombres du tableau. 

rt=5C>92M,5, /?=4454M. r = 34i5M,4; 

loge? = 3,7Ô.53o3o, log b = 3,658393c, loge = 3,5334543, 
a + b= 10246",5, a — b= n38M ,5, 

log(a + b)= 4,oio5;55, log (« — £) = 3,o56333o. 

A = 90°, B=53"7'48",4- C 

log sin B = 1,9030900. log sin C 

logcosB = 1.7781512, logcosC 

logtangB = o, 1249389, log tangC 

CHAPITRE III 
KÉSOLlJÏIOi DES TRIANGLES OBLIQUAXGLES 

53. La résolution des triangles obliquangles présente quatre 
cas : les trois premiers correspondent aux trois cas d'égalité des 
triangles. On peut donner un côté et deux angles, deux côtés et 
l'angle qu'ils comprennent, trois côtés. Le quatrième cas est 
celui où l'on donne deux côtés et l'angle opposé à l'un d'eux : 
nous avons vu [Géom., 74) qu'il pouvait y avoir alors deux 
triangles construits avec les données ; ce cas est donc un cas 
douteux sujet à discussion. 

o i . PREMIER CAS. On donne le côté c et les angles À et B : on 
demande les côtés a. b. et le troisième angle C [Jig- 21 '. 

= 36°52'ii", 6 

= 1,7781512. 

= 1.9030900, 

— 1,8750611 . 
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L'angle inconnu se déduit immédiatement de la relation 
\ + B + C = 180°. 

r i 3I On a ensuite (43) : 

b sinB 
sinC c sinC 

7 5 

csinA , cs inB 
. r •> b — , 

sinC sinC 
et 

logrt = logc + logsinA + LsinC, 

Iog£> = loge + log sinB + Ls inC. 

55. SECOND CAS. On donne les deux côtés a, b, et l'angle 
compris C : on demande le troisième côté c et les deux angles 

Comme on a A + B = 180° — C, on doit chercher à déter
miner la différence A — B, de manière à trouver à la fois les 
deux angles A et B. 

En supposant a^> b, on a 

a sin A 
b sinB 

d'où \Alg. élém., 49) 
a -h b sin A -f- sin B 
a — b sin A — sinB 

Mais nous avons trouvé (26) 

. t a n g - ( A + B-
smA-H-sinB 2V 

sin A — sinB i , . ,,, 
tanat- A — B: 

2 
On a donc, en remarquant que 

t a n g - ( A - t - B ) = t a n g - ( i 8 o ° — C) = c o t - C . 

. c o l - L 
a-\- b 2 

d'où 

Par suite, 

t a n g - ( A — B; 

1 / i T> \ " — b i , , 

tang - A — B = --cot - L. 
2. a •+- o 7. 

log tang - (A — B) = log [a— b) -+- log cot - C +• L . [a + /»,. 
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Si les labiés donnent - (A — B) = n°, on aura simultanément 
2 

A B A B i ,., 
— = n°, h - = 90° L, 
2 2 2 2 ^ 2 

e'est-à-dire 

A = 9o° + wD — - C , B = go° — n"— - C. 

On pourrait tirer le côté c de la formule - = ——r ; mais on 
a sin A 

aurait ainsi trois nouveaux logarithmes à chercher. 11 vaut mieux 
opérer comme nous allons l'indiquer. 

De la suite 
a b c 

sinA sinB sinC 
on déduit 

a-\-b c '(«-)-&) sinC 
sinA + sinB sinC sin A-(-sinB 

Mais on a (24, 26) 

sin C = 2 sin - C cos - C 
2 2 

et 
sinA + sinB = 2 s i n - (A-i-B) cos - (A — B). 

2 l ' 2 

D'ailleurs, 

s i n - (A -t- B) = s i n - (i8o°— C) = cos-C. 

. _ s in -C 
T . s i n C - , . , - 2 . i 

Le rapport ————r—- se réduira donc a et u 
sin A -+- sinB i , . m 

cos - A — B 
2 v 

viendra 
( a + b ) sin - C 
c o s - ( A - B ) 

2 ' 
d'où 

log < = l o g (« -+- b) -+- logsin-C H- Lcos-(A — B;. 

Comme le calcul de la difierenc-:* - V B] exige la rcchcrclu 
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de log [a + b), on n'aura en réalité que deux nouveaux loga
rithmes à trouver. 

Par cette première méthode, on a en tout cinq logarithmes 
à chercher. 

Il arrive souvent dans la pratique, lorsqu'on a un réseau de 
triangles à calculer, que les côtés a et b sont donnés par leurs 
logarithmes. Il faut pouvoir employer directement ces loga
rithmes et éviter de remonter aux nombres. Les indications 
précédentes doivent donc être modifiées. 

Reprenons la formule 

i / 4 T. \ n — b i „ 

t an s - A —B = T cot-C • 
° a v • a -h b i 

Divisons par a les deux termes de la fraction = : elle pren-
' a -+- b ' r 

Posons dra 

I l V 

i 

•b 

a 

iendra 

i 

b 
a 
b 

-Jr-a 

= tang», 

(22) 

a-

: 

-b 

d'où log tang? = logé—log«. 

i — tango ,,_ 
s-i — tang (45° 

a -+- b i + tango 

Par conséquent, la formule à employer sera celle-ci : 

tang - (A — B) = tang (45° — ?) cot - C, 

d'où 

log tang-(A —B) = log tang (45° — y) 4-log cot-C. 

Dans l'hypothèse que nous considérons, le côté c doit être 

directement calculé à l'aide de la relation c = — , parce 
sinA r 

qu'on connaît log«. On aura donc 
loge = log a + log sinC-t- L. sin A. 

Le procédé qu'on vient de développer n'exige que le calcul 
de quatre logarithmes; mais la recherche du cinquième loga
rithme qu'on a à trouver lorsqu'on suit la première méthode, 
est remplacée par celle de l'angle ?. L'avantage obtenu est ce
pendant réel, puisque la méthode ordinaire exigerait, outre le 
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calcul de cinq logarithmes, qu'on remontai deux fois aux nom
bres pour trouver a et b. 

Enfin, si l'on donne b directement et a par son logarithme, 
on pourra employer les formules 

c sinC , „ 
- = — — r et b •= acosC -+- ccos A. 
a sin A 

On en déduira : 
osin A = «s inC, 
ccosA = b — «cosC. 

En divisant ces deux relations membre à membre, on trouvera 

«sinC 
tangA = -, ^-

b — acos t . 
On aura donc 

log tangA = log« -t- log sin C -+- L [b — «cosC). 

Il faut remarquer que l'angle A sera aigu ou obtus suivant 
que tangA sera positive ou négative, c'est-à-dire suivant que 
le dénominateur b — acosC sera positif ou négatif. Les quan
tités négatives n'ayant pas de logarithmes [Jlg- élêni., 247), 
pour que la formule se prête dans tous les cas au calcul loga
r i thmique, on devra donc écrire 

l o g ± t a n g A = loga + i o g s i n C - | - L ± [b — acosC), 

les signes plus et moins se correspondant dans les deux m e m 
bres. C'est-à-dire que si b — «cosC est une quantité négative, 
on changera le signe de cette quantité en même temps que 
celui de tangA ; dans ce cas, les tables donneront, au lieu de 
l'angle A, l'angle i8o° — A. 

Une fois A connu, on aura c par la formule c — ———, et B 
sin A 

par la relation A -f- B -+- C = i8o°. 
On a seulement trois logarithmes à chercher, savoir ceux 

des quantités sinC, cosC, è — « c o s C ; mais il faut en outre 
calculer acosC. Cette dernière méthode est cependant la plus 
simple des trois qu'on vient d'exposer ; car, si l'on voulait avoir 
recours à la méthode précédente, il faudrait déterminer logé 
et l'angle o, puis calculer ensuite quatre logarithmes ; et si l'on 
employait la méthode ordinaire, il faudrait remonter aux nom
bres pour trouver a, et chercher cinq logarithmes. 

Comme exercice, et pour montrer de quelle manière on peutintroduire 
dans les relations trigonométriques un angle auxiliaire afin de rendre les 
formules calculables par logarithmes, nous nous proposerons de trouver 
directement le côté r. 
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: à2 -t-i2 — aaftcosC. 

3 6 : 

2 ! Multiplions alors «- + b2 par sin2 - C + cos2 - C = i et remplaçons cos C pa 

cos2 - C — sin2-C. Il viendra 
2 2 

c2=(rr + b2)( sin2^C + cos 2 -CJ -2« /W cos2-C - sin2-C Y 

c'est-à-dire 

c2 = (a -+- b f sin2 -C + Ut-by cos2 - C. 
a - 2 

On en déduit 

r 2 = (<7-f-^)2sin2 -C 
{a-b\2col2 - C 

2 

(« + /')2 

Si l'on pose alors 

(a-b)cot-C 
2 

a-\-b = tango, 

il vient 

( r t+6) 2 s in 2 -C (ff + 6)sin-C 
s 2 , 2 

C2 = • ; . e t f = COS" COS'-a 

Il faut noter avec soin que l'angle auxiliaire o est précisément l'angle 

- (A — B) : la seconde marche reproduit donc identiquement la première. 

56. TROISIÈME C A S . — On donne les trois côtés a, b, c; on 
demande les trois angles A, B, C {Jig. 21 ). 

De la formule 

on déduit 

a- = b2 + c2 — 2 bc cos A, 

b- -+- c2 — a7 

cos A = • 
26c 

On a d'ailleurs (24) 

sin - 1 
a 
i , , / i — cosA 1 . Ii 
- K = ^ / — r - et c o s - A ^ -

Formons les quantités 

Î — cos A = T 

et cos 

, 1 — cos A i - t -cosA 
- et 

-+- cos A 

. On a 

b" -+- c' — a- 2 bc — h2 — c2 -+- a1 

ibc 2 bc 
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On peut donc écrire 

i — cos \ __ «'— [!> — «)-__ [a-hb — c)[a — b-+-, 
2 ^bc 46c ' 

en se rappelant que la différence de deux quantités est égale 
au produit de la somme de leurs racines carrées par la diffé
rence de ces mêmes racines. 

On aura de même 
. b2 -+- c2 — a2 2 bc -+- b2 -+- c' — a? 

i -+- cos A = i H =• = — — T I , 
2 OC 2 OC 

d'où 
i - )-cosA_ (6-f-c)' — a1 _ ( 6 + c + « ) ( o + c — a) 

2 4' , c 406> 

Représentons, pour simplifier, le périmètre du triangle par ip. 
Nous aurons 

a-\-b -+- c = ip, a—b-\-c = i{p— b), 
b-A-C — rt=2(j!? — a), fl + O— C=:l{p—c). 

Il viendra, par conséquent, en supprimant le facteur 4 com
mun haut et bas : 

i — cos A _{p — b)(p — c) i-h cos A p{p — a) 
2 bc 2 bc 

On aura donc 

s i n I A = - 4 /{p—b)(p — c)m na^_, _ t /p(p-a) )/*=*%=*. « . i A = ^ 6c 

On trouvera de même 

• ' n 4 /(P — a)(P — c) 
s in- B = 1 / * 

2 V ac 
V « 

sinlc=i/ ( j ,-ay- f t ) , cos 
2 V «0 

cos-B = 
2 

1 n 

= \/PiP~ 
V ac 
. / / » ( / » -

-6) 

-c) 

En divisant ces formules membre à membre et deux par deux, 
on obtiendra les relations suivantes très-symétriques et très-
faciles à retenir : 

^ V ^ ( />-
i ^ . /lp — a)(p — c) 

t ang-B = i / ——; £ -7-— 
2 V PiP~l>) 
T „ / ( p — a)( il— /)" 

lang - C = 1 / ^ , ' l /
 N 

2 V « I, Ji C ) 
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Tous les radicaux indiqués doivent être pris avec le signe 
plus, puisque les demi-angles d'un triangle sont nécessaire
ment aigus. 

Lorsqu'on ne veut qu 'un angle, chaque espèce de formule 
exige la recherche de quatre logarithmes; mais lorsqu'on les 
veut tous, les formules sinus exigent qu'on calcule six loga-

.ri thmes, les formules cosinus sept, et les formules tangentes 
quatre seulement. Ce sont donc ces dernières qu'il faudra em
ployer. De plus, en y ayant recours, on détermine les angles 
cherchés avec une plus grande exactitude, comme nous l'avons 
déjà fait remarquer (37). On aura 

l o g t a n g - A = ~[log(/> — b)-i-\og(p— c) + Lp-h L (p — «)J, 

logtang - B = -[ log(1o — a)-+- \os.{p— r)- t - Lp-{-L(p— b% 

l o g t a n g - C = -[ log(ju — a)-\-\os.(p — b) + L p + L(/> — c)]. 

11 convient de calculer d'abord les quantités p, p — a, p — b, 
p— c, et leurs logarithmes directs et préparés; puis, on n'aura 
plus qu'à substituer les valeurs trouvées dans les formules 
ci-dessus. 

Pour que le triangle soit possible, il faut que chaque côté 
soit plus petit que la somme des deux autres. Si cette condi
tion n'est pas remplie, si l'on a, par exemple, c ^ > « + 6 , on 
aura nécessairement a<^b-\-c et b<C.a-\-c. Par suite, on 
trouvera o~^>a-\-b— c ou p — c négatif, o < ^ 6 + c — a ou 
p—a positif, o < ] « - ) - c — b ou p — b positif. La valeur de 

t a n g - A sera donc imaginaire et indiquera l'impossibilité du 

problème. Il en sera de même des valeurs de t n n g - B et de 

t a n g - L . 
2 

57. QUATRIÈME CAS. On donne les deux côtes et, b, et l'angle A : on 
demande les deux angles B,C, et le troisième roté c [Jîg. i'±). 

La relation 
Fig. 2?.. s i n B = 6 

c sinA a 

/ / \ \ donne immédiatement 
/ / I \ 

/; sin A 
\ sin B -

a 
A d'où 

IÎ , / , . » -
logsinB = logw +logsin A + Le 

I I . 
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1,'angleli étant connu, ou aura 

C-- 180"- ( A + B'1. 

Enfin, le côté c sera donné par la formule 

«sinC 
f = 7mX' 

d ou 
loge -- log« + logsinC + L.sinA. 

il faut discuter les valeurs obtenues. A un même sinus, correspondent deux 
angles supplémentaires. Par suite, les tables faisant connaître l'angle aigu li 

qui a pour sinus la valeur —•—- , il est nécessaire de chercher dans quels 
a 

cas on doit admetlre ou rejeter, comme nouvelle solution, l'angle obtus B', 
qui satisfait à la relation 

B ' = 180" — B . 

Or. si l'angle donné A égale, ou dépasse 90", la solution qui correspond à 
la valeur B' doit évidemment être rejetée (Géom., 37), et la condition 
de possibilité du problème est « > b. 

Si A est plus petit que 90" et si la valeur B' est admissible, on aura pour C 
les deux valeurs 

C = i8o°—(A-hB), C'= 1800— (A + B') = B —A. 

La première valeur de C sera toujours admissible; mais la seconde C ne le 
sera que si l'on a B > A ; ce. qui entraine la condition /; > a. 

En résumé,// n'y aura donc deux solutions que, lorsque l'angle donne A 
étant aigu, le cé>té opposé a sera le plus petit des deux côtés donnés 
a et b. ' 

Comme vérification, en désignant dans cette hypothèse par c et <•' les 
deu\ valeurs du eùié c, on devra avoir 

c — c' r 4- c' , 
A U " H = = b cos A. 

•>. % 

Dans tout autre cas, le problème n'admettra qu'une solution et le triangle 
sera complètement déterminé. 

Pour que le triangle soit possible, il faut d'ailleurs qu'on ait toujours 
sinB < i ou 6sin A<<7. Mais 6sinA représente la hauteur CD. On retrouve 
ainsi la condition indiquée en géométrie (74). 

Expressions trigonométriques de l'aire d'un triangle. 

58. Supposons d'abord qu'on donne les deux côtés a, b, et 
l'angle compris C [fig. 2?.). On aura, en désignant par S l'aire 
cherchée, 

s = - • « > . 
o 

T.o iriangle rectangle \CD donnant CD — />sin\, il viendra 

S — - bc sin \ 
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L'aire d'un triangle est donc égale à la moitié du produit 
de deux côtés par le sinus de l'angle qu'ils comprennent. 

Si l'on donne les trois côtés du triangle, il faut remplacer 
dans la formule précédente sin A par sa valeur en fonction des 
côtés. Or on a 

sin À = 2. sin - A cos - A 
2 2 

et 

2 y bc 2 y oc 

c'est-à-dire 

s i n A = ^ ijp [p — a)[p — 6) (p — c). 

Si l'on substitue cette valeur dans l 'équation 

S = - 6 c sin A, 
2 

on trouve 

S=\/P[P — a){p-b){p — c). 

Telle est l 'expression de l'aire d'un triangle en fonction de ses 
trois côtés (*). 

Enfin, dans le cas où l'on donne un côté c et deux angles 

A et B, il faut, dans la formule S = - 6 c s i n A , remplacer le 

côté 6 par sa valeur 

cs inB c s i n B 
6 

sinC sin (A -+-B 
Il viendra alors 

i sin A sin B 
S = - c2 - — — — • 

a s in(A + B 
Toutes les expressions obtenues sont calculables par loga-

(*) On peut remarquer qu'en mult ipl iant entre elles les valeurs des sinus, ou 
relies des cosinus, ou celles des tangentes des demi-angles d'un triangle (56 ) , 
on obtient d'après l'expression qu'on vient de trouver les formules suivantes : 

sin - A sin - B sin - C = —— , 
2 'X 0- pabc 

cos - A cos - B cos - G — —̂— , 
9. 2 2 abc 

tanfr - A tans - B tann; - C = —• 
•2 ï 2 p ' 
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r i l h m e s . On aura : 

log S = log 6 + l o g e H- l o g s i n A -+- L . 2 , 

l o g S = - [ l o g j 9 - H o g (p— a) - f - l o g (p — b) -+- log (/; — c)}, 

l o g S = 2 l o g e -+- log s in A 4 - log s i n B + L . 2 + L . s i n ( A - h B) . 

Comme application des formules précédentes, proposons-nous la ques
tion suivante : De tous les triangles inscrits dans un même segment, quel 
est eclui dont Paire est un maximum? 

Si l'on désigne par c la corde du segment, l'angle opposé C restera 
constant pour tous les triangles. L'aire de ces triangles aura pour formule 

1 , sin A si nB 
~ 2 ' ' sin (A + B)' 

L'angle C étant constant, il en est de môme de la somme A + B. La ques
tion revient donc à déterminer le maximum du produit sinAsinB. Ce maxi
mum correspond (40, 3°) à la condition A = B. Donc, le triangle demandé 
est le triangle isocèle inscrit dans le segment considéré. 

Données de calcul. Nous terminerons en donnant tous les éléments d'un 
triangle obliquangle qui peuvent entrer dans les calculs précédents, ainsi 
que leurs logarithmes. On fera usage du tableau indiqué, comme nous 
l'avons déjà dit au n° 52. 

fl=5777M,o, / ; = 7 i 5 7 M , 7 , - = 8 7 8 I " , I 
log« = 3,7617024 logi = 3,8647735 loge = 3,9435489, 

/; = io857M,9, p— fl=5o8o>',9, p — b= 3700",2, p — 6 = 2076",8 
logp = 4,0357459, log(/j — a) = 3,7059406, 

log(/j — b) = 3,5682252, log(/j — c) = 3,3173947, 
A = 4 o ° 5 6 ' o " , B = 5 4 ° i 6 ' 8 " , 4 8 , C = 84°47'5i'".52, 

logsin A = 1,8163609, log sinB = 1,909431g, logsinC = 1,9982073, 

l o g c o s A = 1,8782186, loscosB = 1,7663981, logcosC = 2,9374805, 

logtangA= 1,9381423, logtangB= o, i43o338, logtangC = 1.0407268. 

CHAPITRE IV. 
EXERCICES ET APPLICATIONS 

59. Expression trigonométriqiœ de l'aire d'un quadrilatère quelconque, 
en fonction de ses diagonales et de l'angle qu'elles forment (fig. 23). 

Fig. 2 3 . Soient D, D', les deux diagonales 
A AC, BD ; soit a leur angle. On aura, 

/ " N ^ " - - » ^ d'après la figure 

/ d" \ _ *_.J^'- „ trAOB = -rfc/'sina, 

trBOC = -rfV/"sina, 
2 

trCOD = -rf'V"'sina, 
2 

IvDOA- -d'df-my, 
2 
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Par suite, en désignant Faire cherchée par S, il viendra 

373 

c'est-à-dire 

- sin * ( dd' + d1 d" + d" cl"' + d'" d ) 

S = ~s\ny.[{d + d")d,+ (d+d") d'"], 

S = -smx.ld + d")(d'+d'") = -DV'sïnc 
2 2 

On retrouve ainsi ce théorème de Géométrie : Deux quadrilatères sont 
équivalents lorsque leurs diagonales se coupent sous le même angle et sont 
égides. 

60. Expressions des aires des polygones réguliers de n et de 2 n côtés, 
inscrits et circonscrits au cercle, de rayon R, en fonction de n et de R. 
Rapports de ces aires [fig. 24). 

Le polygone régulier inscrit de n côtés se compose de n fois le trian-
36o° 

F ; ,2f gle AOB. Désignons par a = l'angle au centre 

c i D de ce polygone. On aura (58) 

trAOB=-R ! .s ina. 
2 

Par suite, l'aire .y du polygone inscrit sera 

«R2 . 
s= siiw. 

Le polygone régulier circonscrit de n côtés so 
compose de n fois le triangle COD. Le triangle COD a pour hauteur R et 
pour demi-base 

CI = Rtang-a, 

Ou aura donc 

trCOD = R2tang 

L'aire S du polygone circonscrit sera par conséquent 

S = // IV' tang - = 

Cherchons le rapport ^ : il viendra 

1 1 
2 S in - a. COS - y. 

2 2 
b , 1 

•1 tang -
" 2 

-— COS'' - a . 

2 tang- x 

Si l'on suppose n - 6. on a 

V . 
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De la relation 
cos 6o° — cos'"' 3o° — sin ". 3o". 

on déduit alors 

cos23o° = cos6o° + sin:l 3o° = —'\-- ~= — 
1 4 4 

Ainsi, le rapport des aires des hexagones réguliers inscrit et circonscrit 
3 

est égal à - : c'est là un théorème connu de géométrie. 
° 4 a 

Si l'on désigne par s' et par S' les aires des polygones réguliers inscrit 
et circonscrit de in côtés, on aura évidemment (en remplaçant n par in 
et a par - a 1, 

s' = «R5sin - a, S' = i nR- tans: - a. 
i "4 

Comparons ^ et S à s' : nous trouverons 
. i 

sin - a 
s sin a i .v a i 
—, = — "COS-a et - = = COS-a, 
s . I 1 t> 1 a 

2 sin - x tang - z 
2 2 

Par suite, on a 

c'est-à-dire que l'aire du polygone régulier inscrit de in côtés est ta 
moyenne proportionnelle des aires des ]>olvgoncs réguliers inscrit et cir
conscrit de n côtés. 

Par exemple, l'aire du carré inscrit étant égale à a R"', celle du carré 
circonscrit à 4R2, on en conclura que l'aire de l'octogone régulier inscrit 
a pour expression \'2R-. 4R" ou iR-yi; ce qu'on peut facilement véri-
lier par la géométrie. 

On pourrait facilement trouver S' en fonction de s, S et s'. Comparons 
j ' et S', nous aurons 

1 
a iang-z 

s - 4 i 

Mais 1 '<- cos - y. .-- •>, cos - ' - z . P a r s u i t e , 
'-- 1 

1 •— cos - y 

Nous avons obtenu précédemment 

- -. cos-z, 

1! viendra donc 
S 7.1' . 'À s 
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61. Expression générale de l'aire d'un segment circulaire 1/1'g. a3) 
Soit le segment AIB. On aura 

sect AOB = ^ ^ " , tr AOB -= - R2 sin : 
300 '2 

iï viendra donc 

segment AIB = 
IV 1 r.y. 
a \ i8o ' • sma 

Problèmes de trigonométrie pratique. 

62. Nous supposerons (dans ce qui va suivre) les élèves déjà 
familiarisés avec les applications de la géométrie élémentaire à 
Varpentage et au levé des plans (*). 

i° Déterminer la hauteur d'un édifice dont le pied est acces
sible, et qui repose sur un terrain sensiblement horizontal 

{fis-a5)- , , 
Soit AB la hauteur à mesurer . On placera un graphometre a 

une distance AD du pied de l'édifice : il faut que AD soit com
parable à AB. Le 

Kifr. 25. limbe de l 'instru
ment étant vertical 
et son diamètre ho
rizontal, on fera en 
sorte que son plan 
prolongé passe par 
le point B. On vi
sera alors ce point. 
B avec l'alidade, de 
manière à mesurer 

A D l'angle BCE. Le fil à 
plomb déterminera 

la projection D, sur le terrain, du centre C du graphometre. 
V partir du point 1) et parallèlement au diamètre de l'instru
ment, on tracera et l'on chaînera l 'alignement D A, égal et pa
rallèle au côté CE du triangle rectangle BEC. Ce même triangle 
donnera alors 

BE = CE.tang BCE. 

Vjoutant à BE la hauteur CD du centre du graphometre au-
dessus du terrain horizontal, on aura la hauteur cherchée. 

1 
L_J 

G C [ 

r, 
ï'x 

E - - -- -T 

(*; Ces applications, qui no sont pas exi^ces pour l'admisMiin it 1 heoïe eon -
îralo parce qu'elles font purlio du l 'oins de "iva.\;\u\ pnlilics pridoi-sé a coi le 
Keolo, sont néanmoins livs-uli]o< à connaître avant o"- çiiîrov INons i-iir;'a;':eon'-. 
les oiè\cs stiKiiciix à tt'ii^uHci- nu te ^ j r ! lYdeo.ml Ah~cp: do y\ A . \n:t«>l <•' = 
ÏV\fi-Uf!ii T- r.--f<' d.- >HT Vr\:-\ d \ ;io-j!:"-r,t. 
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2" Déterminer la hauteur d'un édifice qui repose sur un 
terrain sensiblement horizontal, mais dont le pied est inacces

sible (fig- 26). 
On installera le gra-

phomètre en c', comme 
dans le problème pré
cédent , et l'on mesu
rera l'angle Se'D. Puis 
on transportera l'instru
ment parallèlement à lui-
même, de manière que 
la nouvelle position cdu 
centre se projette en B 
sur l'alignenientB'B, pa
rallèle au diamètre hori

zontal du limbe à la première station. On mesurera alors 
l'angle ScD, et l'on chaînera la distance B'B = c'c. 

Le triangle Sc'e donnera alors 

%20$0&^i.é^R 

Sçl 
ce' 

sin Sec' 
sin cSc' 

Les angles Sec' et ScD étant supplémentaires et l'angle eSe' 
étant égal à la différence des angles ScD et Se'D, cette rela
tion deviendra 

a , ce', sin ScD 
C ~~ sin {ScD — Se'D! -

Le triangle rectangle Se'D donne d'ailleurs 
SD = Se', sin Se'D. 

On aura donc en résumé 
ce'. sin S c D . sin S e' D 

SD 
sin 

F.V. 

[ ScD — Se'D) 
Ajoutant à SD la hauteur du graphomètre, on obtiendra la hau
teur demandée. 

3° Déterminer la dislance d'un point donné à un point inac
cessible [fig. 27 ï. 

Soit AB la distance deman
dée. On mesurera avec la 
chaîne une base quelconque 
AC, à partir du point A. Puis 
on visera le point B à l'aide du 
graphomètre, en se plaçant 
successivement aux points A 
etC. La base ACdoit être telle, 
que les angles CAB, ACB, ainsi 
déterminés, ne s'écartent pas 
beaucoup de ^5" (on sait que 
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les angles trop aigus nuisent à l'exactitude des calculs). Le 
triangle ABC donnera alors 

AC.sinBCA 
" ~ sin ABC 

L'angle ABC est le supplément de la somme des angles me
surés. 

4° Déterminer la distance qui sépare deux points inacces
sibles [fig. 28). 

Soit AB la distance demandée. On mesurera, sur la partie ac
cessible du terrain une base CD. Puis, à l'aide du grapho-

mètre , on déterminera les 
quatre angles formés par CD 
avec les côtés adjacents et 
les diagonales du quadrilatère 
ABCD. Si ce quadrilatère est 
plan, l'angle ADB sera connu 
comme différence des angles 
CDB et CDA. Mais si, comme 
il arrive presque toujours, ce 
quadrilatère est gauche, on 
devra mesurer directement 
l'angle ADB. 

Ceci posé, on connaîtra 
dans le triangle CDA un côté 
CD et deux angles CDA, ACD : 
on pourra donc calculer AD. De 

même, on connaîtra dans le triangle CDB un côté CD et deux 
angles CDB, BCD : on pourra donc calculer BD. Le triangle ADB, 
dans lequel on connaîtra alors deux côtés et l'angle compris, 
permettra ensuite de déterminer la distance inaccessible AB. 

On aura successivement, en désignant par a, b, cl, les côtés 
du dernier triangle, et par A, B, D, ses angles : 

h _ CD .sin ACD _ CD .sin BCD 
' ~ sin CAD ' a ~ sin CBD 

Pouvant connaître les côtés b et a par leurs logarithmes, on 
posera 

et le triangle ADB donnera (55) 

tang-lB — A) = tang(45°—f) eol-D, 

relation à l'aide de laquelle on calculera les angles \ et B. On 
aura ensuite 

rtsinD 
AB ou d-= —.—7--

sin A 
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Les formules logarithmiques à employer seront, par conséquent, 

log tangf = Iogr t—logo, 
c'est-à- dire 

logtang ? = logsinBCD -+- L sinCBD + Lsin ACD + logsinCAIK 

l o g t a n g - ( B — A) = logtang (45° — ? + log c o l - I ) ; 

logrf = l o g C D + log sinBCD + L sinCBD + logsinl) + L sinA. 

5" Prolonger un alignement au delà d'un obstacle qui ar
rête la vue {fig. 29). 

On veut continuer la ligne AB au delà de l'obstacle O. Après 
avoir chaîné la distance AB, on choisit un point E d'où l'on 

puisse apercevoir à la fois AB 
et la partie du terrain où doit 
se trouver le prolongement de 
AB. Puis, on vise ce point E 
avec le graphomètre, en se 
plaçant successivement aux 
points A et B. On connaît 

i / ~ alors dans le triangle ABE un 
\ ' / côté et deux angles, de sorte 

\\/' qu'on peut calculer le côté 
H AE. Soit CD le prolongement 

cherché, et supposons qu'on 
trace à partir du point E un alignement EF qui vienne couper 
ce prolongement au point C : c'est le point C qu'il faut déter
miner. Or, dans le triangle AEG, on connaîtra le côté AE et les 
deux angles adjacents; par suite on pourra calculer EC et fixer 
ensuite, à l'aide de la chaîne, la véritable position du point C. 
On connaîtra l'angle ACE, troisième angle dp. triangle AEC. il 
restera donc à tracer CD, de manière que l'angle EC1> soit le 
supplément de l'angle ACE. 

H° On donne trois points A, B. C, sur une carte: ces points 
sont situés sur un terrain sensiblement horizontal. Les distances 
\ C et CB ayant été vues d'un quatrième point M sous des angles 

y. et S qu'on a mesurés, on 
'•' •"'• demande de rapporter ce 

,_--_. poin i 'M sur la carte (ftg. 3o). 
Lu solution géométrique 

_-7V est, évidente. Passons donc 
_,_—-""" / immédiatement à la soin-

v \^~—-—-—_.! _ \ lion ti igonoméîrique. 
/>-. / ' ..,- :' On 1 uiiiiaît le triangle1 

' • ••• \ f > C : , il •• o i i u . i i t i i . i i ' s u i t e 
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Prenons pour inconnues principales l'angle MAC = x et 
l'angle MBC = y. L'angle AMB représentant la somme des 
angles a et 8, le quadrilatère \MBC donnera immédiatement 

.*• + j = 3 6 o ° — ( a + B + C). 

Il faut donc chercher la différence x— y. Pour cela, nous 
exprimerons dans les deux triangles AMC et CMB la valeur du 
côté MC. Il viendra 

- r „ bsinx , , _ a s i n r 
MC = — , MC = . i > 

sma sinp 
d'où 

bsmx a s i n r s i n x a s ina 
= — et = • 

sin a sin 8 sin y 6 sin 3 
., a sin a 
Posons -r—,—-, = tango. ISous aurons 

osinS 
sina? tangtfi 
sin y i 

et nous en déduirons facilement 

s inx — s i n j tang? — i 
sin a; •+- sin r tang» -+- i 

ou (26) 

t a n g i ( x - r ) 
• = tang ( f — 45°) • 
tans - (x -+- y) 

< )r - ix-+- y) = 18o° — ' On aura donc 

tana - x— >•-) = l a n s U — 45°; tana i ibo° • l • 

Cette formule permettra de déterminer la différence - ix —y; 

l 

et, comme on connaît la somme -[x -hy.. on trouve!a immé
diatement les inconnues x et y. Dès lors les triangles AMC 
et CMB seront complètement déterminés puisqu'on y connaî-
ira un côté ei deux angles, et l'on pourra calculer les distances 
du point Maux points \, B, C. 

1! poiii ai ri\ IT q'.i o\\ ait 

t ang ( ? —4i>"} 
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38o TttlGONOMÉTRIE. 

prend alors une valeur infinie. Dans ce cas, on a 

« + S + C = 1800. 

Les angles C et AMB sont alors supplémentaires, c'est-à-dire que le qua
drilatère AMBC est inscriptible, et que les deux segments capables des 
angles « et [3, décrits sur les côtés AC et BC, coïncident. 

Le diamètre du cercle circonscrit au quadrilatère AMBC [fig. 3i) aura 

pour expression, soit - — dans le triangle rec

tangle CAD, soit -^—r dans le triangle rectangle 
' sm(5 

CBD ; et l'on en conclura 

h 
sina sin 3 

c'est-à-dire 

«sin a 
tango isin S sin S ' sin a i et 4 j 

Le facteur tang ( 1 étant infini, et le facteur 

tang 45°) étant nul, la valeur de tang -y) se présentera 

sous une forme indéterminée [Alg. éh:m., 127); ce qui doit être, puisque 
le point M peut se trouver en un point quelconque du cercle circonscrit 
au quadrilatère AMBC. 

QUESTIONS PROPOSÉES. 

i° On suppose un remblai de chemin de fer ayant une hauteur de AM, 
une largeur de /M au sommet, et des talus gazonnés dont l'angle à l'hori
zon a p pour tangente. Ce remblai étant établi sur une longueur de 

»iK-M, on demande combien il a exigé de 
mètres cubes de terre et de mètres carrés 
de gazon. 

%" Connaissant dans un triangle ABC, b. 
c et A, calculer la hauteur BD et les seg
ments AD et DC ; en conclure l'angle C et le 
côté a. 

ï° On donne les deux côtés de l'angle droit d'un triangle rectangle ABC 
et la projection BP de l'hypoténuse sur l'axe 

A OX : on demande l'angle x. 
Conclure de la marche suivie un moyen de 

résoudre l'équation 

m COS x -4- n sin x 

ou m, n, q, sont des nombres donnés. 
(On calculera l'angle ABC ^ y. et l'angle CBP = [?. ) 
'î° Calculer lu surface d'un trapèze dont on donne les bases et les dia

gonales. 
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4" Calculer l'aire d'un trapèze dont on connaît les quatre cotés. 
5° On donne deu\ côtés adjacents d'un parallélogramme et l'angle formé 

par l'un d'eux avec la diagonale voisine : calculer les angles et les diago
nales du parallélogramme. 

6" Dans le triangle ABC, on donne un côté et deux angles : calculer les 
trois bissectrices. 

7° On connaît deux côtés d'un triangle et sa surface : résoudre ce 
triangle. 

8° Soient r et R les rayons des cercles inscrit et circonscrit à un trian
gle ABC ; soient r', r", r"', les rayons des cercles ex-inscrits à ce triangle ; 
soient S la surface du triangle et ïp son périmètre : démontrer les for
mules 

S = pr = (p — a)r 

' = />tang^A, r" = 

' = [p —b)r"= [p — c)i 

/ j tang-B, r'" = p tan 

y / / • /• r R 

Dans le cas d'un triangle rectangle, on a 

S = rr' = / "r"', /•' — /• = r" -+- r'" = a. 

(/•' est le rayon du cercle ex-inscrit qui touche le côté a; r" celui du 
cercle qui touche le côté b, etc.) 

9° Par un point A pris dans le plan d'un cercle 0, 
on mène une sécante quelconque BC : prouver que le 

produit tang - AOB tang - AOC est constant. 

io° Trouver dans quel cas la surface du triangle 
formé par deux rayons d'un cercle et la corde de l'arc 
qu'ils interceptent, est un maximum. 

11° On donne la distance des centres BC et les rayons BA et CA de 
deux cercles qui se coupent : calculer l'aire 
de la partie commune à ces deux cercles. 

la" Résoudre un triangle, connaissant les 
trois hauteurs. 

i3° Déterminer le triangle dont les côtés 
sont exprimés par trois nombres entiers con
sécutifs, et dans lequel le plus grand angle 
est le double du plus petit. 

i4° Partager un arc en deux parties telles, que la somme ou le pro
duit des cordes des deux arcs obtenus soit un maximum. 

io° Connaissant les rayons et la distance des centres de deux circonfé
rences, calculer les longueurs de leurs tangentes communes et les angles 
qu'elles forment avec la ligne des centres. 
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LIVRE TROISIÈME. 

TRIGONOMÉTRIE SPHERIQUE. 

CHAPITRE PREMIER. 
FORMULES FONt)A.MEiNTALES. 

63. Un triangle spherique renferme trois côtés et trois 
angles. Résoudre un triangle spherique, c'est déterminer nu
mériquement trois quelconques de ses six éléments en fonc
tion des trois autres. 

Nous conviendrons de désigner les angles du triangle consi
déré par les lettres A, B, C, et les côtés opposés ipni' les lettres 
correspondantes a, b, c. 

Si le triangle est rectangle, A désignera toujours l'angle 
droit et, par suite, a l 'hypoténuse. 

Si l'on connaît les côtés d'un triangle spherique par leurs 
nombres de degrés, il est facile de trouver leur longueur en 
mètres. On a en effet la formule 

Nous ne nous occuperons que des triangles sphériques dont 
les côtés sont moindres que i8o°, et nous rappellerons les pro
positions suivantes. 

Nous remarquerons d'abord que , si l'on joint le centre de la 
sphère aux sommets d'un pareil triangle, on forme un angle 
trièdre dont les angles plans sont mesurés par les côtés du 
triangle spherique et dont les angles dièdres sont précisément 
ceux du triangle (Géom., 266). Il en résulte que les angles du 
triangle doivent aussi être inférieurs à i8o°. 

Dans tout triangle spherique, chaque côté est plus petit que 
la somme des deux autres; la somme des trois côtés est infé
rieure à 36o° {Géom., 267). 

Dans tout triangle spherique, à un plus grand côté est op
posé un plus grand angle, et réciproquement [Géom., 209). 

Etant donné un triangle spherique, il en existe toujours un 
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autre dont les côtés et les angles sont les suppléments respec
tifs i/es angles et île* côtés du premier triangle. Ces deux 
triangles sont appelés supplémentaires ou polaires, et on peut 
les construire l'un au moyen de l'autre [Géoni., 208). 

La somme des angles d'un triangle sp/'iérique est toujours 
comprise entre deux et six droits [Géom., 269). 

Enfin, Vexcès spliérique d'un triangle est l'excès de la somme 
de ses angles sur i8o°. Le rapport de cet excès à i droit 
mesure précisément l'aire du triangle spliérique, lorsqu'on 
prend pour unité d'aire te triangle spliérique tri rectangle 
Aléom., 276). 

Ci. Nous allons chercher à établir des relations numériques 
entre les côtés et les angles d'un triangle spliérique. 

La relation fondamentale, celle d'où l'on peut déduire toutes 
les autres, est la relation qui existe entre les trois côtés du 
triangle et un angle. 

Formules renfermant les irais côtés et un angle. 
Soit le triangle spliérique ABC, soit 0 le centre de la sphère 

a laquelle il appartient. En joignant le point 0 aux sommets 
v. n A, B, C, je forme l'angle trièdre 

„ " 8 ' " OABC [fig. 32). 
Je prends sur l'arête OA une 

longueur OM égale à i , et je 
mène par le point M un plan MNP 
perpendiculaire à l'arètc OA. 
J 'obt iens , comme sect ion, un 
triangle MNP dont l'angle M 
mesure le dièdre OA ou l'angle 
A du triangle ABC. Les deux 

triangles OMN, 051P, sont d'ailleurs tous deux rectangles 
en M. 

Ceci posé, les deux triangles MNP et ONP donnent (kk) 

N P2 = MN2 H- MP2 — 2 MN. MP. cos A , 

NP2 = ON2 + O P 2 — aON.OP.cosr t . 

- > ' 

Retranchons membre à membre la première égalité de la 
seconde, et remarquons qu'on peut écrire 

ON2 —MN2 = OM 2 =. i , 
OP- — MP2 = OM2 = i . 

On aura en divisant par o. tous les termes de l'égalité résul
tante : 

o = i — ON.OP .cos r t -hMN.MP.cosA . 

En nous rappelant les définitions des rapports trigonomé-
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triques, nous pourrons poser 

MN 
ôlï = tang<*' 
MP 

MN 
ON = S m c' 
MP . , 

d'où 

d'où 

d'où 

d'où 

Substituant, nous aurons 

cos a 
cos /> cost 

MN =• tang c = 

MP = tang b --

fange 

( ) p _ t a n g f t 
sin b 

sin è sin c 
• ' cos b cos c 

sin c 
cos c 
sin /) 

~~ cos b 
i 

cos c 
I 

— cos 6 

cos A. 

Isolons cos a dans le premier membre et multiplions tous 
les termes par cos b cos c; il viendra 

cos a = cos b cosc -+- sin b sine cos A, 

relation complètement générale, comme il est facile de s'en 
assurer. 

En considérant successivement les trois arêtes OA, OB, OC, 
ou les trois côtés a, b, c, on obtiendra donc un premier groupe 
de trois formules, savoir 

cos a = cos b cos c + sin b sin o cos A, 
cos b = cos a cos c -+- sin a sin c cos B, 
cos c = cos a cos b -+- sin a sin b cos C. 

65. Formules renfermant les trois angles et un côté. 
Considérons le triangle sphérique supplémentaire du trian

gle ABC. Si l'on désigne ses côtés et ses angles par les mêmes 
lettres accentuées, on aura d'après ce qui précède (6-V) 

cos «' = cos b' cos c' -+- sin b' sin c' cos A'. 
Mais (63) 

fl'=,8o" —A, b'=iQon — B, f / = i 8 o " - C , 
V = i8o°—a; 

c'est-à-dire 

cos«' = — cos A, cos 6' = — cosB, cos c' = — cosC, 
sin 6' = sin B, sinc' = sinC, cosA' = — cos«. 

On pourra donc écrire 

— cos A = cos B cos C — sin 15 sin C cos a 
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ou, en changeant les signes des deux membres, 

cos A = — cos B cos C + sin B sin C cos a. 

On est ainsi conduit à un nouveau groupe de trois formules 

cos A = — cos B cos C -f- sin B sin C cos a, 
cos B = — cos A cos C -t- sin A sin C cos b, 
cos C = — cos A cos B + sin A sin B cos c. 

66. Formules renfermant deux côtés et les deux angles op
posés. 

De la relation 

cos a = cos b cos c -+• sin b sin c cos A 

on déduit 
. cos a — cos b cosc 

COS A = : ;— : 

sin b sin c 
Par suite, 

. ' , . , . (cos« — cos b cosc? 
S i n ' A = I — COS2 À = I — i : r—: '- , 

sin- b sin2 c 
c'est-à-dire, en remplaçant au numérateur après réduction 
sin2b sin2c par ( i—cos 2 6)( i— cos2c), 

. B ï — cos-b—cos-c-h cos-b cosV— cos-a -t-9 costf cos 6 cosc — cos3 b cos-c 
s i i r A = • . . ,—— » 

sin-o sm-c 
OU 

I —COS2ffl — COS2 6 COS2C -f- 2 C O S « COS 6 COS C 

sin2 A = . . , , . , 

On en déduit 

sin2A 1 — cos'a — cos26 — cos2c 4- 2cos«cosè cosc 
sin2 a sin2fl sin2è sin2c 

Cette valeur du rapport \ . ; ne change pas quand on per

mute les angles A, B, C et les côtés a, b, c. On a donc 

sin' A sin2 B sin2 C 
sin2rt sin2 b sin'c 

et, comme il s'agit d'angles et de côtés moindres que i8o°, 
cette première série de rapports égaux entraîne la suivante : 

sin A sinB sinC 
sin« sinZ» sine 

Ainsi, dans tout triangle sphérique, les sinus des angles sont 
proportionnels aux sinus des côtés opposés. 

II. ?-5 
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07. Formules renfermant deux côtés, l'angle qu'ils compren
nent et l'angle opposé à l'un d'eux. 

Prenons la relation 

cos a z= cos b cos c -+- sin b sin c cos A, 

et remplaçons cos c par sa valeur 

cos c = cos a cos b •+- sin a sin b cos C ; 

nous aurons ainsi une relation entre les côtes a, b et les an
gles C, A. Il viendra 

cosrt = cos« cos2è+sin« sin b cos b cos C + sin b sine cos A, 

d'où 

cosa(i — cos26) = sinasin6cos6cosC-f- sin b sine cos A. 

Je remplace i— cos2b par sin2b, et je divise les deux membres 
de l'égalité par sin a sin b; je trouve 

cos a sin b , „ sine cos A 
: = coso cosC ~l : 

sin a sin a 
cos a 
—:— = cota; 
sin a 

de même (66), 
sin c sin C 
sin« sin A1 

le dernier terme du second membre revient donc à sinC cotA. 
Par conséquent, la relation cherchée sera 

cot a sin b = cos b cos C -+- sin C cot A. 
Nous obtiendrons ainsi un dernier groupe de six formules, 
car on peut considérer, en même temps que les côtés a, b et 
l'angle C, soit l'angle A opposé au côté a, soit l'angle B opposé 
au côté b. Ces six formules seront 

cot a sin b = cos b cos C 4- sin C cot A, 
cot b sin « = cos a cos C + sin C cot 15, 
cot «s ine = cos c cos B + sin B cot A, 
cot c sin a = cos a cos B + sin B cot C , 
cot b sin c = cos c cos A + sin A cot B, 
cot e sin b = cos b cos A + sin A cot C. 

Remarque. En résumé, nous avons quatre groupes, conte
nant en tout quinze formules : chacune de ces formules ren
ferme quatre éléments, et le nombre i5 est celui des combi
naisons qu'on peut former avec six objets pris quatre à quatre. 
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G8. Pour avoir les formules qui conviennent à la résolution 
des triangles rectangles, il suffit de faire dans les précédentes 
A = go". On obtient ainsi les dix formules suivantes qui con
tiennent chacune trois éléments : l'angle droit étant toujours 
donné, il ne reste à considérer que cinq éléments dans le trian
gle, et dix est précisément le nombre des combinaisons qu'on 
peut former avec cinq objets pris trois à trois. Voici les dix 
formules : 

cos a = c o s b cosc, 
sin 6 =s inf l sinB, 
sine = sina sinC, 
tang b = tang a cos C, 
lang c = tang a cos B, 
tang b = sin c tang 1), 
lange = sin/> langC, 
cosrt = colB 
cos B = sin C 

cotC, 
cos b, 

cos C = sin B cos c. 

On en fait un usage continuel. Pour les 

3 : Î . 

elrouver, on peut 
se servir du moyen mnémonique suivant. Soit le triangle rec

tangle ABC [Jig. 33). Considérons 
les cinq éléments de ce triangle 
dans l'ordre où ils se présentent, 
en faisant abstraction de l'angle 
droit A et en ayant soin de rem
placer les côtés b et c de cet angle 

par leurs compléments - — b et 

c. Le de l'i quel

conque des cinq éléments sera égal au produit des colan-
gentes des deux éléments adjacents ou au produit des sinus 
des deux autres éléments. 

Si l'on demande, par exemple, une relation entre les côtés 
a, b, c, on aura (puisque les côtés b et c sont séparés de a pat
tes angles B etC) 

cos« = sin ( - • 
, 2 

Msn - <) :COS 6 COS( 

Si l'on demande une relation entre l'angle B et les côtés « et b, 
il viendra (puisque le côté b est séparé du côté a et de l'an
gle B par l'angle C et le côté c) 

sin « sin IJ ou sin A = sin « sin B. 
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Enfin, si l'on demande une relation entre le côte a et les an
gles B et 0, on aura (le côté a étant adjacent aux angles 15 et Ci, 

cosrt = cotB cotC. 

G9. Il est essentiel de s'arrêter un moment sur les propriétés 
des triangles rectangles qui résultent des relations précé
dentes (68). 

La relation 
cos« = cosb cosc 

prouve que le cosinus de l'hypoténuse est égal au produit des 
cosinus des deux côtés de l'angle droit. Dès lors les trois co
sinus sont positifs, ou il n'y en a que deux négatifs. Le cosinus 
d'un arc plus petit que t8o° étant positif ou négatif, suivant 
que cet arc est moindre ou plus grand que 90", il en résulte 
que , dans tout triangle rectangle, les trois côtés sont ensemble 
inférieurs à go°, ou qu'un seul remplit cette condition. 

Les équations 
sin b — s in« s inB , 
sin c = sin a sin C, 

prouvent que le sinus de chaque côté de l'angle droit est égal 
au sinus de l'hypoténuse multiplié par le sinus de l'angle 
opposé. 

Les équations 
tang b — tang a cos C, 
tang c = tang a cos B , 

prouvent que la tangente de chaque côté de l'angle droit est 
égede à la tangente de l'hypoténuse, multipliée par le cosinus 
de l'angle adjacent. 

Et les équations 
tang& = sine tangB, 
tange = sin b tangC, 

montrent que la tangente de chaque côté de l'angle droit est 
égede au sinus de l'autre côté multiplié par la tangente de 
l'angle opposé au premier côté. Les sinus d'arcs moindres que 
1800 étant toujours positifs, il en résulte que la tangente de 
chaque angle oblique (*) est de même signe que la tangente du 
côté opposé; en d'autres termes, les côtés de l'angle droit et 
les angles qui leur sont opposés sont de même espèce, c'est-
à-dire ensemble plus petits ou plus grands que qo°. 

L'équation 
cos a = cotB cotC 

C*" On appelle angles ohlii/ur< d'un triangle rectangle les angles non droi ts . 
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exprime que le cosinus de l'hypoténuse est égal au produit des 
eolangentes des deux angles obliques. 

Enfin les équations 

cosB = cos/> s inC, 

cosC = cos c s inB, 

signifient que le cosinus de chaque angle oblique est égal au 
produit du cosinus du côté opposé par le sinus du second 
angle oblique. 

CHAPITRE II. 
RÉSOLUTION DES TRIANGLES Sl'HÉRlQUES RECTANGLES. 

70. Nous ne considérerons que les triangles rectangles qui ont un seul 
angle droit. En elïet, si le triangle ABC (fig. 34 ) est birectangle en A 

F-T , , et en B, le sommet C sera le pôle du coté c 
>u\ "*' I Géom., 260) ; de sorte que les côtés a et b 
/ - \ seront égaux à <jo°, et que l'angle C aura pour 

/ \ mesure le côté c (Géom., 264). Si le triangle ABC 
\ r est trirecUuigle, chaque sommet sera le pôle 

/ \ du côté opposé, et les trois côtés seront égaux 
\ à go". 

Avant de parcourir les six cas distincts que 
présente la résolution des triangles rectangles, 
rappelons une fois pour toutes qu'il s'agit de côtés 

ou d'angles compris entre o" et 180°. Par conséquent, lorsqu'un côté ou 
un angle sera donné par son cosinus, su tungente ou sa cotangente, il 
sera complètement déterminé. Il n'en sera pas de même pour un côté ou 
un angle donné par son sinus, parce qu'à un même sinus, entre o° et i8o°, 
correspondent deux arcs supplémentaires. Enfin, si la valeur d'un cosinus, 
d'une tangente ou d'une cotangente est négative, on la changera Je signe, 
et l'on prendra ensuite le supplément de l'arc ou de l'angle obtenu à l'aide 
de la formule ainsi modifiée (Livre 1, Chapitre I). 

71. PREMIER CAS. On donne l'hypoténuse a et un côté b : on demande 
de calculer le côté c et les deux angles B et C (Jtg. 34). 

L'équation 
cos a = cos b cosc 

donne immédiatement 
COS a 

cos f = , -
ces ti <̂ n a ensuite 



%<> 
Enfin, de 

on déduit 
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tang b = tang n cosC 

„ tang b 
eos(, •— •—-— 

tangu 

L'angle B est donné par son sinus, mais on sait quo l'angle B et le côlé b 
doivent être de même espèce (09). 11 n'y aura donc aucune ambiguïté, 
et le triangle sera complètement déterminé. 

11 est souvent préférable d'opérer comme nous allons l'indiquer, en 
déterminant tous les éléments inconnus par leurs tangentes. 

On sait (2-i) que 

On a 

Nous 

d'ailleurs 

aurons par 

tang -c = 
5 2 

conséquent ( 

i 
PHI - ' ' 

2 

I 
COS-C 

•i 

COSC = 

'.27) 

-V; 
COSrt 

cosb 

— eos c 
+ cosc 

1 /cosb — COSrt A 1 . , , w 1 , 
tang- : = 4 / , -•= à / tang - (a + b) tang- [a 

2 y cosy + coso y 2 2 

(A. 

Cette valeur de tang - c est nécessairement positive, puisque <• est infé
rieur à 180". 

Si l'on donnait « et c au lieu de « et b, on trouverait de môme 

tang -b — 4 / tang- (a + c) tang- (a — <•). 

On a 
cos B 

tana 
" a y 1 • • cos O 

Changeons dans cette égalité B en 90" 4- B. et rappelons-nous que 
ros(9o°-|-B) — — sinB. Il viendra 

tang 4.VM- - 1. — t / — • 

Si l'on remplace sinB par sa valeur^ on trouve (26) 

/ 1 . , 
,-. : . / tang -(a -i-b) 

I . 1 „ \ /Mil « -t S1I1 (' i / 2 
, a nH4 , v ^ ) ' Vsm, M,,/, y tang - I a -• h i 

' 2 

La formule 
fin< -- sinrtsinC. 
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i-enduirait de mémo a 

iang 43° + ï>\/ 
./tang (" + <\ 

tang - (a — <••) 

B ou C devant être de môme espèce que b ou c, on saura d'avance si 

l'angle 4 5 ° + - B ou l'angle 45°-{—C surpasse ou non 90°, c'est-à-dire 

on saura de quel signe affecter le radical correspondant. Enfin, puisqu'on 
a à la fois 

„ tang& . , 1 „ / 1 — eosC 
cosC = -—— et t a n g - C = 1 / — • — — r , 

tang a °-i- V ' + c o s ^ 
il en résulte 

1 _ / t ang» — tans; 6 
tang - C = i / r — ^ -

2 y tang« tang b 

sin 6 
cos« ~* " ,"c>'' ' '" cosb 

... ,, . . , s in« , sinb , , , 
Si 1 on remplace tangff par —— et tangb par ——,, on obtient 

tans; - C = 
/sin (a — b ) 

y sin"(rt + &) 2 
La formule 

tange = tang a cosB 
conduirait de même à 

/ s in(« — c 
y sin (A +c) 

tang - B : , . . . . . 
2 Y sin (a +c) 

En résumé, les formules propres au calcul du premier cas seront 
(avec les données indiquées a et b) 

I 
tang - c -

' 2 

iangU5°4 ^ B j --

1 „ 
tang - C — 

- 2 

" + \ / l a n g -(c + b) tan; 

/ t a n g - (a 4- b) 

"A/ 
V tan« - \a — /•>) 
T " 2 v , lsm{a—b) 

Y sin (_« •+- /y) 

On n'aura que quatre logarithmes à chercher. 
Pour que le problème soit possible, sinB doit être moindre que i, c'est 

à-dire qu'on doit avoir s i n i < s i n « . Cotte condition sera toujours rem
plie, si a tombe entre b et 1800— b. Dans ce cas, on aura nécessaire 
ment {en valeur absolue) 

c o s ^ > c o s « et tang/' < tang a. 

t e s t à-dire que cosc et cosC resteront compris entre | i c i 1 Ainsi, 
pour que le triangle existe. // faut ri il suffit tjitc Hnjiolénute lombr 
entre le eoté donné et le rit]>/>h:mt ni de ce rôle. 
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72. DEUXIÈME CA<I. On donne l'hypoténuse a et un angle B : on de
mande de calculer l'angle C et les côtés b et c (fig. 34). 

On aura 
sin/> = sina sinB, 

tange = tang a cosB, 
cos« = cotB cotC, 

d'où 
„ cos a 

cotC = —-g-
cotB 

Le côté b est déterminé par son sinus, mais il est de même espèce que 
l'angle B, et il n'y a qu'une solution. Si ce côté devait être mal déter
miné par son sinus, on commencerait par chercher c ou C, et l'on aurait 
ensuite recours à la formule 

tang b = sin c tang B ou tang b = tang a cos C. 

Ce second cas est toujours possible. 

73. TROISIÈME CAS. On donne les deux côtés b et c : on demande l'hy
poténuse a et les deux angles B et C [fig. 34). 

On a 
cos a = cos b cos c, 

i T> j» • * T. t ang 6 
tang b = sm c tang B, d ou tang B : 

tang c = sin b tang C, d'où tang C = 

sine 
tang c 
sine 

Si le côté a devait être mal déterminé par son cosinus, on commencerait 
par chercher B ou C ; puis l'on se servirait de la formule 

tang c = tang a cos B ou tang b = tang a cos C. 

Ce troisième cas n'admet qu'une solution, et est toujours possible. 

74. QUATRIÈME CAS. On donne un côté b de l'angle droit et l'angle B 
i/ui lui est opposé : on demande les côtés a et c, et l'angle C {fig- 34). 

On peut se servir des formules 

lui donnent 

sinfl = 

sin b= sin «sinB, 
tang b = sine tangB, 
cosB = cosè sinC, 

sine tang b, , _ 
-^-5 , sm c = -—° , sinC = 
sinB tangB 

cosB 
cos b 

Mais il vaut mieux, comme dans le premier cas, recourir aux formules 
suivantes, 

t.es relations 

sin/' sin<7 sinB, 

:-mr — 5in,-/ sinC , 
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nous ont conduit ( 71 ) aux égalités 

tangj 45° + - B 

tang 4 fr+icU 

tang^(rt-

tangi (a-

tang - ( a -

-hb) 

-b) 

+ 0 
\ 2 J \ / I , ^ 

m / tang-(a — c) 

Remarquons que ces relations ne changent pas quand on permute dans 
la première les lettres a et B, dans la seconde les lettres a et C ; les éga
lités qu'on en a déduites resteront donc vraies, lorsqu'on y opérera une 
permutation analogue. Il viendra alors 

tang(45° + ^ a ) = 

tang(45° + i « j = 
tang - [C — c) 

° 2 v 

En suivant une marche analogue à celle qui nous a fait connaître (71 ) la 

valeur de tang ( 45°+ - B J j on trouve 

' tangI(B+/>) 

• t a n g i ( B - 6 ) 

' t a n g i ( C + C ) 

tang 45° + 
' 2 i-)=v£ 

On a d'ailleurs 

, , „ ,, . tangè 
tangy = smc tangB, dou smc =—2—• 

° n ' tangB 

Substituant et remplaçant tang b par f ) tangB par—=-- on arrivo 
r • ° r coso ° ' cosB 

facilement à 

tan, 

'•nlin, nous savons qu'on a (71 1 

& \ 2 / y sin (B — b) 

in b tang C conduit de même 

/ , „ i , \ /smTtT 

tang 

La formule tang c = sin b tang C conduit de même à 

(C + c; 

i i -|- sinC. 

• V ' 2 V ' i s in( . 
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cosb 
La relation cosB-- cos/'sinC donne sinC = — -̂r • Par suite (2G) 

tang(45° + I c /cos/> + cosB / i ,„ , , i 
\ / 7 5 = \ / e o t - H + b) cot - (B 
V COSO — COSB V 2 ' 2 l 

La relation cosC = cose sinB conduirait de même 

tang f 4 5° + - B \ = i / c o t -(C + c) c o t - ( C - c ) . 

Pour résoudre le quatrième cas, on emploiera donc de préférence les 
formules 

t a n g - ( B + £ ) 
2 

qui donnent les éléments inconnus en fonction de leurs tangentes et 
n'exigent que la recherche de quatre logarithmes. 

Le cas qui nous occupe admet deux solutions distinctes. Supposons, en 
effet, que le triangle ABC [fig. 35) satisfasse aux données. Si l'on pro

longe les arcs BÀ et BC jusqu'à leur nouvelle 
'''S- 3;>- rencontre en B', Se triangle AB'C répondra 

n aussi à la question: car il aura pour côlé 
\ ~ . AC = b et l'angle B' sera identique à l'angle B. 

\ \ Les côtés B'A et B'C sont d'ailleurs les sup-
\ pléments des côtés BA et BC, et l'angle B'CA 
; \ est le supplément de l'angle BCA. Les dou-

c / ! blés signes placés devant les radicaux des 
y " ^ - -h formules précédentes correspondent donc 

RV-- —-•' ' / aux deux solutions. Il faut voir maintenant 
de quelle manière les valeurs obtenues doivent 

~"~- .-••'' être assemblées. 
B doit être de même espèce que b. 

On a donc à la fois b <go° et B <;90n. L'équation cos<v = cos/; cosr 
montre alors quenetc sont de môme espèce; l'équation cos C = cosc sinB 
prouve que c et C sont aussi de môme espèce. Tar suite, lorsque b est 
moindre que 900, les éléments de la première solution sont donnes par 
les signes plus des radicaux, les éléments de la seconde par les signes 
moins de ces radicaux. 

Si b est > 900, on a aussi B>90n , La relation s'mb — sine/ sinB 
montre que sinb est moindre que sinB; par suite, il faut qu'on a i t i > l i . 
L'équation COSA-- cosb cosr exige alors que a et c soient d'espèce diffé
rente. La formule rosC..-- cosrsinB montre que c cl C sont toujours de 
même espèce. Par suite, si l'on prend le signe plus pour le premier radi 
rai, on prendra le signe ne>ii/> pour les deux autres, cl l'on aura les élé
ments de la première solution, Si 1 \>n prend le signe moins pour le prr 
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mier radical, on prendra le signe plus pour les deux autres, et l'on aura 
les éléments de la seconde solution. 

75. CINQUIÈME CAS. On donne le enté b et l'angle adjacent C : on de
mande les cotés a etc. et /'angle B (jïg. 34). 

On aura 

cosB = cos i s inC, 

; P ,, , , t angi 
tang/< = tangrt cosC. d ou tangr; = — ^ , 

° ° ° cosC 
t a n g e = sin 6 tangC. 

Si l'angle B devait être mal déterminé par son cosinus, on calculerait 
d'abord a ou c, et B serait ensuite donné par la formule cosa -- cot B cotC 
ou tang b = sin c tang B. 

Le cinquième cas est toujours possible et n'admet qu'une solution. 

76. SIXIÈME CAS. On donne les deux angles B et C : on demande les 
trois côtés a, b. c (Jig. 34). 

On peut employer les formules 

cosr t= cotB cotC, 

cosB =coso sinC, dou cos t>=-r—^; 

C T. i' • cosu 

= cos c sin B, d ou cos c = -̂ —=- • 
sinB 

Mais il sera préférable, comme pour le premier et le quatrième cas, d'em-
plover les formules suivantes. 

On a 
1 / I — COS a 

tang - a = 1 / • 
2 y î -H cos« 

Remplaçons cos^ par sa valeur cotB cotC ou 

cosBcosC 
sinii sinC 

Nous aurons 

De même. 

î / — c o s f B + C) tang - a -.= i / -ji —-' 
° 2 V COS ( B — (, ) 

1 , / I — COS/' 
tang -b — i / ——•—r • n a V i H- cos/; 

La formule cosB —• co&b sinC donne 

cosB cosB 
C' os/*. 

sin C cos (çjo" - C) 

i'ar suite. 

i , / ces i <io' - (.. -- cos lî 
laiu'. -o i •• .^-r—•-,. — - - r , • 
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d'où résulte (27"i 

tang \b=\J tang ( 5 _ i ; + 45») t a n g ^ 

La formule cosC = cosc sinB donnerait de même 

"g5c = V tang \~T + ^:) teng ( 
C + B tang 1 4J 

En résumé, les formules à employer pour le sixième cas seront 

/ —cos(B+C) 
tang - a = -+-

2 V c°s ( B — C ) 

>, / . . . . / B - C . , ^ . . „ ^ + Ç _ 4 ; ) tang - £ = + * / tang ( h 45° ) tang 

tangi c.= + y / tang ( ^ + 45») tang ( ^ _ ^ ) -

T) | p • 

Les conditions de possibilité du problème sont que ~r tombe entre 

g Q 

45° et i35°, que tombe entre — 45° et +45°. Il est facile de s'as
surer que les valeurs des trois tangentes sont alors réelles. Le problème 
n'admet d'ailleurs qu'une solution. 

77. Nous achèverons ce qui a rapport à la résolution des triangles sphé-
riques rectangles, en donnant tous les éléments d'un pareil triangle ainsi 
que les logarithmes correspondants. On aura soin de se rappeler qu'au 
point de vue numérique, on ramène toujours les arcs considérés au pre
mier quadrant (30). Ainsi, au lieu de chercher cosi = cos i4o"5a'4o", 
on a cherché celui de — c o s i = cos 390 7'20", en prenant négativement 
dans les formules le facteur cos6 (70). 

« = 71°24' 3o", b = 140°5a'4o", c = I I 4 " I 5 ' 5 4 " . 

log sin a = 1,9767235, log sin 6 =1,8000134, log sine =1,9598303, 

log cosfl = 1,5o35475, log— cosb =1,8897507, log— cosc =1,6137969, 

log tangrt=o,4731759, log — tang b = 1,9102626, log — tangc=o,346o333. 

A = 90°, B = i38°i5'45", C = io5°52'39". 

log sinB = 1,8232909, log sinC = i,g83io68, 

log — cos B = 1,8728068, log — cos C = 1,4370867, 

log •-. tangB --- 1 jMoi3|t, log — tangC. 0.5460201. 
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CHAPITRE III. 
RÉSOLUTION DES TRIANGLES SPHÉRIQUES OBLIQCANGLES. 

78. On peut quelquefois ramener la résolution du triangle proposé à 
i un des cas examinés dans le chapitre précédent. 

i" Si lu triangle proposé a un côté égal à 900, son triangle supplémen
taire a un angle droit, c'est-à-dire est rectangle. On résoudra donc ce 
triangle supplémentaire (où l'on connaîtra deux éléments) comme il a été 
indiqué, et l'on reviendra ensuite au triangle considéré. 

•i." Si le triangle proposé est isocèle, c'est-à-dire s'il a deux côtés ou 
deux angles égaux, on le partagera en deux triangles rectangles égaux, 
en joignant son sommet au milieu de sa base par un arc de grand cercle. 
Dans chacun de ces triangles rectangles, outre l'angle droit, on connaîtra 
nécessairement deux éléments. La question sera donc ramenée à résoudre 
l'un de ces triangles. 

3° Enfin, si parmi les éléments donnés, se trouvent deux côtés a et b 
ou deux angles ActH qui soient supplémentaires, on prolongera (7%. 36) 

les côtés a et c jusqu'à leur nouvelle ren-
Fig. 36. contre en B'. Le triangle AB'C aura dès 

lors deux côtés égaux b et CB' (puisque 
CB' est le supplément de a) ou deux angles 
égaux B' et CAB' (puisque le supplément 
de l'angle A est l'angle CAB' et que B' = B). 
La résolution du triangle AB'C entraîne 
celle du triangle donné, et le triangle AB'C 
étant isocèle, sa résolution dépend de celle 
d'un triangle rectangle (a 0 ) -

79. La résolution des triangles sphériques quelconques présente six 
ras distincts ; mais on peut les grouper deux à deux, comme il suit, en 
s'appuyant sur la considération du triangle supplémentaire. 

PUEMIEU ET DEUXIÈME CAS. On donne les trois côtés ou les trois angles : 
on demande de calculer les éléments inconnus. 

Si les trois côtés sont donnés, on a 

cosa — cos A cosc -+- sinft sine cosA, 
d'où 

cos« — cosi cosc 
COS A = : ; • 

smb s u c 
On en déduit 

, _ sin/; sin c — cos« + cos&cosc _ cos(& — c) — cos^ 
I — s — s ine sine ~~ sin b sine 

c'est-à-dire (27) 

sin - I a + b — c) sin -ia — b + c ) 
1 —cos A 2 ' 2 

2 sin/» sine 

On trouvera de même 

sin l> sin c -4- cos n — cos h cos r cos 11 — cos {/t + c ) 
1 4- cos A --- • :—;—: ••= :—;—: -

S l l l t ' s i n e SUWVSIIU' 
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c'est-à-dire 127) 

sin - ( b + c + «) sin - l 6 • 
i i- cos A 2 ' • a ' 

•2 sin 6 sine 

Posons, pour simplifier, n 4-/;-j-e = 2/?. Les valeurs trouvées se pré
senteront sous la forme 

i — cos A _ sin (p — b) sin(/; — c) 
•2. sin b sine 

i 4-cos A _ sin/> sin {p— a) 
i sin b sine 

On a d'ailleurs 
. i , /1 — cos A i , /1 + cos A 

sin - A -- 4 / . cos - A = i / 
2 Y 2 2 Y 2 

Il viendra donc 

• ' . km\p — b)sm{p — c) i , /sin» sin (/; — n) 
s m - A = » / — i i — . / . u -* c o s - A - - » . / — , • '• 

2 y sm usine a y sin/; sine 
En répétant les mômes calculs pour les angles B et C on aura 

i „ /sin (p — ti) sin ip— c) i 7> /sin/; sin (»— /<) 
Slll - B = t / - : ' . ' - COS- B — i / L L£ , 

2 y sin «sine 2 Y suiez sine 
/sin/j sin(/J— e) 

sinr? sine 
En divisant ces six formules deux à deux, on trouvera 

s j n . c = hmip-n)^(p-b) ^ C 0 S I C = ; V / 
2 Y sine* sin» 2 V 

ormules de 

1 _ / sin (p — b) sin ( 7; — e ) 
52 Y ' 

tang-
sin/jsin(/; — a) 

t a „gi B = ^ " !/>-"> s... t ^ - r ) ) 

tang - C = 

siri/Jsin(/>-
/sin (/> — «') sin (yj — 6) 

Y sinysin '2 Y sin/>sin(/?— e) 

Bans toutes ces formules, le radical doit évidemment être pris avec le 
signe jihis. Leur complète analogie avec les relations déjà données en tri
gonométrie rectiligne (56), les rend faciles à retenir. Il est préférable, de 

déterminer les angles-A, - B , - C , par leurs tangentes, d'après les 

raisons précédemment exposées. 
Supposons, au contraiie, qu'on donne les trois angles du triangle ABC. 

Les formules qu'on vient d'établir seront applicables aux angles 1800 — a, 
1800— b, 1800 —c, de son triangle supplémentaire; les côtés de ce trian
gle seront d'ailleurs 1800 —A, 1800 — B, i8o°— C, de sorte que leur 
somme 2P sera égale à 3Go°— (A4-B4-C — 180"). La parenthèse re
présente l'creès1 sphérique du triangle ABC qu'on considère. Si l'on désigne 
cet excès sphérique par A, on aura 

2P = 36o° — A ou P ^ 1S0" — - A. 
2 

La formule 

1 Y s i n i'sin' i'~ " • 
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deviendra alors, en remplaçant A par 180° a; u,b.c. par les supplé
ments de A, B C : /> par P : 

tans - ( 180" — « ) = cot - a = 
° 2 V ' 2 

( B - l A ) r i n ( c - i A ) 

sin - A sin ( A A ) 
2 \ 2 / 

/ sin - A sin ( A A ) 
tangl« = 4 / V 1_Z__ . 

2 

Nous aurons donc, pour déterminer les trois côtés inconnus, les trois 
formules 

lang - a -
° 2 

tang-i : 
' 2 V 

V 

/ 

sin 

/ 

sin 

/ 

sin 

( » • 

sin 

(* 
sin 

i A s i n | 

-î") 
-A sin 
2 

-H 
^Asinl 

' A -

sin | 

(»" 

sin 

( c -

- - A 

( -
- I A 

2 

( c -

2 

) 

i\> 
) 

H 
) tang- r = 4 / 

a X / -=-'* JA^sin^B-lA 

En examinant les conditions de réalité des expressions trouvées, on 
est ramené aux conditions de possibilité du triangle. Ces conditions, 
comme nous l'avons vu en géométrie, sont les suivantes : Si l'on donne 
les côtés, chacun d'eux doit être plus petit que la somme dos deux au
tres, et leur somme totale doit être moindre que 3Co". Si l'on donne les 
trois angles, leur somme doit tomber entre deux droits et six droits, 
c'est-à-dire que l'excès sphérique du triangle doit tomber entre o° et 3Go" ; 
chaque angle augmenté de deux droits doit être supérieur à la somme 
des deux autres angles, c'est-à-dire que chaque angle doit être supérieur 
à la moitié de l'excès sphérique. 

80. TROISIÈME ET QUATRIÈME CAS. On donne deux côtés et l'angle 
compris oit un côté et les deux angles adjacents : on demande de calculer 
les éléments inconnus. 

Pour résoudre ces deux cas le plus simplement possible, nous cherche
rons d'abord les formules ou analogies de Nepcr, et nous les déduirons 
des formules de Delambrc. 

On a 
Formules de Delambre et de Neper. 

sin- (A + B) 

A-l-B) 

sin 

ces 

1 

2 

1 

2 

A 

A 

CCS 

{'.OS 

2 

i B -
2 

C.OS 

sin 

i 

2 

1 

9 

Asm-
2 

A si 11-
2 

B, 

Jj. 
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Nous avons trouvé d'ailleurs (79) les valeurs de 

s in-A, s in -B . cos-A, cos-B. 
2 2 ' 2 2 

Si l'on substitue ces valeurs dans les égalités précédentes, il viendra 

• « i A , m sin (/? — &) /smpsm{p — c) sm-(A + B)= s .nc y/ s-ma&iab 

sm[p — a) /s'mpsm{p — c) 
sin c y sin 

sm -

+ 
sm a sin t 

C 0 S I ( A + B ) = sj^g v / 6 i n ( P - « ) S i n ( ; ; - / / ) 
2 smc y sin a sin 6 

! V ^ 
in (/J — a) sin(/;> — b) 

sin« smb 
Mais 

V7 

v7-sm» sm (p — c) i „ 
— ' - ¥——•' = cos-C. 

smasmo 2 sm.{p — a)sm{p-b) = gjn i c 

sinasinA 2 

On pourra donc écrire 

A B ) = = 8 i n ( ; , - 6 ) + 8 i n ( P - , 0 . 
smc 2 

Or (27) 

cos , _ _ , _ , 
2 sin c 1 

. 1 1 , , , 
. , 7, , • , 1 2 sm - c cos -\a — b\ 

sm(p— b) + sm{p— a) 2 ny sine . 1 i 
2 sm - c cos - c 

2 2 

. , . 2 sin-ccos - ( « + i ) 
sm/> — sm (/? — c) 2 2V 

smc . 1 1 
a sm -c cos - c 

2 2 

On aura donc 

s i n - ( A + B ) cos-[a — b) 
2 * 2 v ' 

1 f i 

cos - C cos - c 
2 2 

cos - (A+B) c o s - ( « + ^ ! 
2 2 

. 1 „ 1 
sm - C cos - c 

2 2 

En partant des valeurs de sin - (A —B) et de cos- (A— B) et en opé-

rant d'une manière analogue, on trouverait les deux autres formules de 
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s i n - ( A - B ) 
2 v 

cos-C 
2 

c o s - ( A - B ) 
2 ' 

sm-C 
2 

sin- la — b) 
2 ' 

sin - c 
2 

sin - ( « T É ) 
2 v 

I 
sin - c 

2 
Les six éléments du triangle entrent dans ces formules. Si on les divise 
membre à membre dans l'ordre suivant : la première par la seconde, la 
troisième par la quatrième, la quatrième par la seconde, la troisième par 
la première, on obtiendra les formules de Nepcr, savoir : 

cos • 

t ang- (A+B) 

tans- (A — B» 
° 2 

tang - la-3 2 ( 

cos 

sin 

sm -

•b) = 

cos-
2 

tang - ( a — b ) 

cos -
2 

s m -
2 

• b) 

-b) 

b) 

•cot-C, 
2 

A 

•b) 

B) 

A + B) 

A - B ) 

A + B) 

cot -G. 
2 ' 

tang - c, 

tang - c . 

Si l'on donne a, b, C, on trouvera A et B au moyen des deux pre
mières analogies, puis c en faisant usage de la troisième ou de la qua
trième. Si l'on donne, au contraire, c, A, B, les deux dernières analo
gies feront connaître a et b, puis l'une des deux premières donnera C. 

Souvent, dans le troisième cas, on ne veut connaître que le côté c. On 
se sert alors de la formule 

cos c = cos a cos b + sin a sin b cos C. 
Il faut rendre cette valeur calculable par logarithmes. On met cos« en 
facteur commun dans le second membre, et il vient 

cosc = cosrt (cos6.+ sine tangn cosC) ; 
posons 

tango = tangfleosC. 
Nous aurons 

cosc = cosc; (cos b -t- sin b tango ). 

ou, en remplaçant tango par 

II. 

sino 
cos o ' 
_ cos a cos ( b -

COS v 
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Si, dans le quatrième cas, on ne voulait connaître que l'angle C, on 
prendrait la formule 

cosC = — cosAcosB + sinA sin B cos c 
d'où 

cosC = — cosA (cosB — sinB tang A cosn . 
Posons 

tang A cos c = cot y • 
11 viendra 

cosC = — cos A ( cosB — sinB cot y ) . 

rosi ' 
ou. en remplaçant coto par ——,• 

' • • l sin y 

— cos A sin ( •!/ — B ) cos A sin ( B — -i 'Ï 
COSC = : r-1— - ' = = i -

siny sin y 
Remarque. Comme les côtés et les angles du triangle sphérique consi

déré sont toujours supposés moindres que 180", les quatre cas que nous 
venons d'examiner n'admettent jamais qu'une solution, et les deux der
niers sont toujours possibles. 

81. CINQUIÈME ET SIXIÈME CAS. On donne deux côtés et l'angle op
posé à l'un d'eux ou deiur angles et le côté opposé à l'un d'eux : on 
demande de calculer les éléments inconnus. 

Supposons qu'on donne a. b. A ou A, B, a. La relation (66) 

sinB sine 
sin A sin« 

permettra de trouver l'inconnue B ou l'inconnue /;. 
Les inconnues C et c (communes aux deux cas i seront ensuite déter

minées à l'aide de deux des formules de Xeper. On aura, par exemple, 

sin - (a — b ) 

t a n g - C = c o t - ( A — B), 
sin - U/ -t- /; 1 

•1 

s i n - ( A - H B ) 
i 2 ' 1 , 

tang - c = tang - -a — b , • 
S i n i ( A - B ) ' 2 ' 

•>-

Pour que le problème soit possible, il faut d'abord que l'inconnue 
sinB ou s in i tombe entre o et 1 (puisque B ou b est inférieur à 1800). 

Admettons que cette condition soit remplie. Les tables donneront pour 
B ou b deux valeurs supplémentaires l'une de l'autre. Il s'agit de voir 
quand ces valeurs sont toutes deux admissibles. 

Remarquons que tang - C et tang - c doivent être positives. Il faut donc 

que les différences A — B et a — b soient de même signe, ce qui corres
pond au théorème suivant démontré en géométrie : Dans tout triangle 
sphérique, à un plus grand angle est opposé un plus grand côté, et réci
proquement. 

Si la dernière condition indiquée n'est pas rem plie, le triangle sera 
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impossible. Si elle est remplie par l'une des valeurs de B ou de b, à cette 
valeur correspondra nécessairement une solution. 

En effet, les formules employées conduiront alors pour C et c à deux 
valeurs comprises entre o° et i8o°, et ces valeurs seront précisément 
celles que donneraient les deux autres formules de Neper. Car ces deux 
formules 

cos - ( a — b) 
tan» - C = — cot - ( A + B ), 

2 1 , , . 2 cos 

cos 

1 
- 1 
2 
1 

2 

'a + 

(A + 

*) 

Bj 1 2 ' 1 , , . 

tang - c = tang - | « + o ), 
cos - ( A — B I 

2 
se déduisent immédiatement des deux analogies restantes, jointes à la 
relation 

sinB _ sin/; 
sin A ~ sin« 

C'est ce que nous allons prouver. La relation 

sin B _ sin 1/ 
sin A sin<7 

revient à 

ou à (27) 

sinB + sinA _ sin/> + sin« 
sinB—sinA sin/; — sinci 

tans - ( A-+- B ) tang - (a -+- b ) 
• ' 2 2 

tang - ( A — B • tans - l a — b) 
2 '• 2 ' 

On tire de cette dernière égalité 

tang - [a-\-b) 
cot - ( A - B ; = cot- f A-i-Bi 

2 I , , 2 

tang - [a — b) 

t ans - (A —B) 
1 , " 2 1 , , , 

tang -(a — b : = • tang - {a + b j . 
2 tan? i (A + B) '2 

Substituant ces valeurs dans les analogies 

sin - ( « — //1 
i „ 2 i , , „ , 

tang - t . =- cot- (A — B] i 
sin 

sin 

-{n + b) 
2 ' 

- ( A + Bj 
2 tang - c - • • tang- (a — b), 

s i n - i ' A - B i * 
2 ' 

•i6. 



4t>4 TlilfiOKOMÉTRIE. 

on retrouve évidemment les deux autres, savoir : 

cos - [a— b) 
tang - C = cot - (A + B ), 

cos - ( a 4- b ) 
a ' 

eos-(A + B) 
tang- c = • tan" - (a+b). 

cos- i fA-B) 
2 ' 

La première et la troisième analogie, jointes à la relation des quatre 
sinus, forment donc un système équivalent à la seconde et a la quatrième 
analogie jointes à cette même relation. Supposons qu'on donne a, b, A : 
on déterminera à l'aide du premier système les valeurs de B, C, c. Si l'on 
veut alors former un triangle avec les trois éléments a, b, C [ce qui est 
toujours possible (80)], le second système fera connaître les valeurs cor
respondantes des éléments restants A, B, c, qui seront précisément les 
valeurs qui satisfont déjà au premier système. 

Il résulte de cette discussion que chaque valeur de B ou de b qui satis
fait aux deux conditions posées (sinB ou sini positif et moindre que i, 
les différences A—B et a — b de même signe), correspond nécessaire
ment à un triangle et à un seul formé avec les éléments donnés. Le cin
quième et le sixième cas admettront donc une ou deux solutions ou n'en 
admettront aucune. Ces cas portent le nom de cas douteux. 

82. Pour ne rien laisser de côté relativement aux cas douteux, nous 
indiquerons encore une méthode de résolution plus simple, qui nous don
nera d'ailleurs l'occasion d'appuyer sur la marche à suivre pour rendre 
calculables par logarithmes les formules de la trigonométrie sphérique, 
et qui nous permettra d'interpréter géométriquement les transformations 
employées. 

CINQUIÈME CAS. On donne a. b. A. on veut calculer B. C, c. 
On a 

. „ sin/; sin A 
smB = : • 

sm« 
Le coté c et l'angle C seront donnés par les formules (64, 67 i 

cos a = cos b cos c + sin b sin c cos A, 
sin6cot« = cosb cosC + sinC cot A. 

Pour arriver à des valeurs de c et de C calculables par logarithmes, nous 
emploierons deux angles auxiliaires © et ty. 

Posons 
tang y = tang& cos A. 

11 viendra 
, , , , cos b cos i c — © ) 

eosn = costMCOSf + sine tang-j i = — : '—, 
COS o 

d'où 

COS ( < • — ' -
COS « COS -s 

cos b 

Cette relation fera connaître c — s et, par suite. 
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Posons de même 
, cotA 

tangy = p 

cos b 
il viendra 

sin6 cotrt = cosA cosC + sinC cos b tangy. 
d'où 

tangA cot« = cosC + sinC tang 
i _ cos ( C • 

cos y 
c'est-à-dire 

cos ( C — y ) = tang b cot a cos y. 

Cette relation fera connaître C — y et, par suite, C. 
Lorsque le problème sçra possible, la valeur de sinB tombera entre 

o et i, les valeurs de cos (c — o) et de cos(C — y) tomberont entre 4-1 
et — i. 

On calculera d'abord les angles auxiliaires o et y qu'on supposera 
compris entre o" et i8o°. 

Les tables donneront alors pour B une valeur comprise entre o" et 90°; 
puis, pour c — o et C — y des valeurs /et L comprises entre o° et 1800. 
Mais on satisfera aussi aux équations précédentes en remplaçant B par 
180° — B, et en prenant — / et — L à la place de l et de L. En effet, 
les sinus de deux arcs supplémentaires sont égaux et de môme signe, les 
cosinus de deux arcs égaux et de signes contraires sont égaux et de même 
signe. Pour terminer, il faut montrer de quelle manière les doubles va
leurs doivent être assemblées. 

On a (67) 
sine coté = cos e cos A -+- sin A cot B, 

d'où 
sine cot6 = cosA (cose -+- tangA cotB). 

De tango = tango cos A, on déduit 

, , cosA 
cot b —-

tang ? et, par suite, 
sine 

tang 
cosc + tang A cotB: 

c'est-à-dire, en remplaçant tang s par — i - et en faisant passer cos c dans 

le premier membre, 

sin (c — o) __ tangA 
sino ~ tangB 

On a de même (65) 

cosB = — cos A cosC + sin A sinC cos/;. 

rx , , COtA , . , . 
l'e tarie y — r , on déduit 

cos<> 

tan?-!- ' 



4o6 
d'où 

ou 

cosB = 

c'est-à-dire 
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cosB = — cosA cosC + sinC cosA cot y 

cosA sin l-i — ('. 
cosA (cosC — sinC cot y) = -

sin (Ç — y ) _ cosB 
sin-S ~ cosA 

sin y 

T . , , , tangA , cosB . . . . 
Les signes des deux rapports " et — sont identiques, puisque 

A et B sont compris entre on et 180°. Les différences c — » et C — y se
ront donc ensemble positives ou négatives. On prendra donc + / avec 
+ L et — l avec — L. On voit, de plus, que A' et B sont de même espèce 
quand on prend les valeurs + / et + L , et d'espèce différente quand on 
prend les valeurs —/et — L. 

Il n'y a d'ailleurs de solution possible qu'autant que les valeurs trou
vées pour c et C sont moindres que i8o°. 

Interprétons géométriquement les valeurs 
des angles auxiliaires y et y. Soit ABC 
[fig. 37 ) le triangle considéré. Partageons-le 
en deux triangles rectangles par l'arc CD 
abaissé perpendiculairement du sommet C 
sur le côté opposé AB. 

Il est évident que la perpendiculaire CD 
tombera en dedans ou en dehors du trian
gle, suivant que les angles A et B seront de 
même, espèce ou d'espèce différente ; car les 
deux triangles rectangles DCA, DCB, exigent 
que la perpendiculaire CD soit à la fois de 
même espèce que les angles CAD et B qui 

A lui sont opposés dans ces triangles (69). 
Supposons le point D entre les points A et B. On aura, dans le triangle 

rectangle DCA, 
* 

tangAD = tang& cosA et COS/J = cot ACD cot A. 
La dernière relation revenant à 

tang ACD : cot A 
cosb 

on voit que l'arc AD représente précisément l'arc y et que l'angle ACD 
représente l'angle auxiliaire y. L'arc BD est alors c— o. et l'angle BCD 
C - y. 

Supposons le point D à gauche du point A, le triangle rectangle DCA 
donnera 

tangAD = tangicos (180"— A), 
ce qui revient à 

tang(— AD) = tangicosA; 
eos h = cot . ACD . cot ( 18o° — A 1, 

ce qui revient a 
.,,,, cot A 

tarm \ - ACD) --• r • 
L ' COS b 
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L'arc AD et l'angle ACD représentent alors l'arc s, et l'angle auxiliaire -i 
changés de signe. L'arc BD = c-f- AD est donc encore c — ». et l'angle 
BCD =r C 4- ACD est C — -i. 

Ceci posé, on peut ramener la résolution du triangle proposé à celle du 
triangle rectangle DCB. Si l'on désigne en effet la perpendiculaire CD 
par x, le triangle rectangle DCA donnera 

tang/_ — tango cos ACD. 

On connaîtra donc dans le triangle DCB un côté CD et l'hypoténuse CB. 
On pourra par suite, à l'aide des formules démontrées précédemment (71), 
calculer l'angle B, le côté BD = c — => et l'angle BCD = C — -i. Ayant 
trouvé d'abord y et -i, les éléments B, C et r~ du triangle ABC seront 
complètement déterminés. 

SIXIÈME CAS. On pourrait présenter pour le sixième cas une discussion 
analogue. Nous ne nous y arrêterons pas, puisqu'on peut, en se servant 
du triangle supplémentaire, ramener ce cas au précédent. 

83. Nous terminerons ce paragraphe en donnant tous les éléments 
d'un triangle sphérique obliquangle, ainsi que les logarithmes corres
pondants. 

a = 76°35'3G", è=5o°io'3o", c = 4o°o,io". 

log sin a = i , 9880008, log sin b = 7,8853036, log sin c = 7 , 8080926. 

logcos a = i,3G52279, log cos 6 = 1,8064817, log cos c = 7,8842363. 

log tang« = 0,622772g, log tangè = 0,0788819. log tangc = 1 ,g238563. 

A = i2i°36'i9",8i, B = 42°i5'i3",66, C = 34°i5'2",76. 

log sin A = 1,9302747, log sin B = 1,8276379, log sin C = 7, 7503664. 

log— cos A = 7,71 g3874, log cos B = 7,8693336, log cos C = 7,9172860. 

log—tangA= 0,2108873, logtangB = 7,g583o43, logtangC = 7,833o8o4. 

Expressions de l'aire d'un triangle sphérique. 

84. Nous savons que Faire d'un triangle sphérique est représentée par 
son excès sphérique. lorsqu'on prend pour unité d'aire le triangle trirec-
tangle qui fait partie de la sphère considérée. Cherchons donc l'expres
sion de cet excès sphérique, d'abord en fonction de deux côtés et de 
l'angle compris, puis en fonction des trois côtés. 

Soient donnés a. b. C. Nous avons trouvé (79) 

tan: 
/ sin - \ sin ( A \ 

A | sin 
( ' - ^ 

/ sin - A sin ( B 
tang \b = 4 / a _ V 2 

Y sin ( A - - A ) sin ( C - - A 
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MuLtiplions ces égalités membre à membre, il viendra 

sm - A 
i i , 2 

tang - a tans; - b = 
2 "* s i n f c - I a ) 

sin - A. 
2 

sinC cos -A — cosC sin - A sinC cot- A— cosC 
2 2 2 

Par suite, en renversant, on aura 

cot - a cot - b + cos C 
cot - A = —-, 

2 sinC 
On peut remarquer que, si l'angle C reste constant et si l'on fait varier 

les côtés a et b de manière que le produit cot - a cot - b demeure fixe, 

la surface du triangle ne changera pas. 
Supposons maintenant qu'on connaisse les trois côtés «, b, c. Les for

mules de Delambre (80) nous donnent 

s i n - ( A + B ) cos- (« — b) 

On a 

On en déduit 

Par suite. 

1 n 

cos-L 
2 

cos-(A+B) 

s inic 
2 

A + B + C -

i ( A + B) = 9 o ' 

cos-(C—A) 
2 

cos - C 
2 

s i n - ( C - A ) 

sin - C 
2 

COS - c 
1 

cos -{a A- b) 
2 

I 
COS - C 

2 

- i 8 o ° = A. 

- I ( C - A ) . 

cos -(a — b) 

cos - c 
2 

cos - ( a + b ) 
2 

i 
cos - r 

2 
La première relation revient à 

cos - ( C — A ) — cos - C cos - ( « — b ) — cos - r 
2 ' 2 

cos - ( C — A ) -f- cn$ - C, COS - ( a 
•y. 2 2 

i 
- COS - r 
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c'est-à-dire (27) à 

2 s in 
2 
\ ( C ~~ \ A ) S i n \ A asin i (^ - 6 ) sin I (/> - «) • 

2COS- ( C A | C0S - A 2 C O S - (/J— è ) c O S - ( / J — (1 
2 \ 2 / 4 2 2 U 

u 

i) tang- ( C A ) t a n g - 4 = tang~(p — b) tang -(p — a 

1 I 
COS - C — C O S -

2 2 
1 I 

COS - C + C O S - 1 
2 2 

(« + 6) 

\a-\-b) 

La seconde relation revient à 

sin - C — sin - ( C — A ) 
2 2 x ' 

s in-C + sin-(C— A) 
2 2 ' 

c'est-à-dire (27) à 

.2sin-Acos- (C à ! 2 s i n - » s i n - ( o — ci 
4 2 \ » / _ 2 2 

2 sin - ( C A ) cos - A 2 cos - p cos - ( p — <• ) 
2 \ 2 y 4 i r 2 ' 

ou 
tang - A 

(2) — — T = tang i p tang i ( / > - c ) • 
tang K°-H 

Si l'on multiplie membre à membre les égalités (i) et (2), on arrive à 
cette formule remarquable 

tang iÀ = y/ tangi /> tang ±{p - a) tang i ( / > - £ ) t a n g i ( / > - c ) . 

85. Dans les développements précédents, on a supposé les côtés a, b: c 
donnés en degrés, minutes et secondes. Si l'on veut avoir leurs valeurs 
en mètres, on peut, comme nous l'avons déjà.dit (63), recourir à lafor-

mule / = —5— ou opérer comme il suit. 

Soit R le rayon de la sphère exprimé en mètres ; soit a" le nombre de 
secondes du côté a. L'arc d'une seconde sur la sphère donnée aura pour 
expression en mètres, Rsini" (sin 1" se confondant avec l'arc de i"dans 
le cercle de rayon 1). Par suite, l'arc de a" contiendra un nombre de 
mètres l qui sera donné par la formule 

(1) J = R«"sini". 

Si / est connu, on aura inversement 

R sin 1 " 

Ceci posé, soient S l'aire d'un triangle sphcnque exprimée en mètres 
carrés. A son excès sphéi'ique, R lr> rayon de la sphère considérée ex-

file:///a-/-b
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primé en mètres. On aura ( Géom., 276 ) : 
S _ A 

2 

d'où 

S = R > A . J L . 

Si l'on exprime A et 2<Jr en secondes, le rapport - ^ sera égal à la lon
gueur de l'arc de i " dans le cercle de rayon i. On pourra donc remplacer 
ce rapport par sin i", et il viendra 
( 2 ) S = IV A sin i ". 

Si l'on considère la terre comme une sphère ou un grand cercle a 
pour circonférence 4°ooooooM, l'arc d'une seconde sur cette circonfé-

, , . 2 0 0 0 0 0 0 0 M . , . , . . 10000 : V I _ 

rence sera égal a —pr-r^ j c est-a-dire a . , • On pourra donc. 
048000 324 

dans ce cas, remplacer R sin 1" par le rapport 10000 

3^4 
Lorsqu'il s'agira 

d'applications géodésiques, les formules (1) et (2) deviendront donc 
10000 

1 bis) 

RA 

324 
10000 

- 3 2 4 " 

On peut multiplier et diviser le second membre de la seconde égalité par 
sin 1". Il vient alors 

_ _ A / 10000 \ -

s i n i " \ 324 / 
On a d'ailleurs 

logsin 1" = 6,6855748668 et log - — 5 = 5,3i4425i332. 

( 2 bis 

CHAPITRE IY. 
APPLICATIONS. 

86. Trouver le volume d'un parallélipipèile oblique en fonction de ses 
trois arêtes continues et des angles qu'elles font entre elles (fîg. 38). 

Posons 
O L = A , OM = f*, ON = v. 
Supposons que le sommet 0 
soit le centre d'une sphère 
ayant pour rayon l'unité. Les 
arêtes OL, OM, ON, déter
mineront par leurs intersec
tions avec cette sphère un 

. triangle sphérique ABC dont 
les cotés a. b, c, mesureront 
précisément les angles formés 
par les arêtes OL, OM, ON 
considérées deux à deux. 
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L'aire du parallélogramme qui a pour côtés À et u. est égale à 

">.u. sin AOB = Au sin c. 

Si l'on abaisse du sommet N sur la base la perpendiculaire NH. le trian
gle rectangle NHO donnera 

NH= vsinNOH. 

Mais dans le triangle sphérique rectangle CDA, le côté de l'angle droit CD 
mesurera l'angle NOII, et l'on aura (68) 

sin NOH = sin CD = sin b sin A. 

Par suite, le volume du parallélipipède étant égal au produit de sa base 
par sa hauteur, on pourra poser, en désignant par V le volume cherché, 

V = ).u.v sini sin c sin A = 2>.y.v sin b sin c sin - A cos - A. 
2 2 

On a d'ailleurs (79) : 

s i n l A = v / ^ - : ' ; ) s i n ^ - c ) , c o s l A ^ t / ^ " ^ - ^ -
2 y sinosmc i y sin usine 

Il viendra donc 

V = 2Àp y/sinpsin [p — a)sm(jj — b) sin (p — c). 

Le plan diagonal LML'M' partage le parallélipipède en deux prismes 
triangulaires équivalents. Or le tétraèdre OLMN formé sur les trois 
arêtes À, u., v, peut être regardé comme ayant pour sommet N et pour base 

y 
OLM : il est donc le tiers du prisme - ou le sixième du parallélipipède 

V, de sorte que son volume c aura pour expression 

i' = -~- \/smp sin(/>— a) sin (y; — b) s'm(p — c). 

87. Réduire un angle à l'horizon [fig. 3g). 
Supposons que, d'un point 0 dans l'espace, on ait dirigé vers deux 

points Q et R les rayons visuels OQ, OR, et qu'on ait mesuré l'angle QOR. 
„. „ Il s'agit de calculer l'angle 

&' 3 ' Q'PR', projection de l'angle 
QOR sur le plan horizontal. 

On a en 0 un angle trièdre 
composé de l'angle QOR et 
des angles QOP, ROP, for
més par les rayons visuels 
OQ, OR, avec la verticale 
OP. Admettons que le som
met 0 soit le centre d'une 
sphère ayant pour rayon l'u
nité. L'angle trièdre déter

minera sur cette sphère un triangle sphérique ABC dont les côtés me
sureront les faces de l'angle trièdre, et dont les angles seront égaux aux 
angles dièdres du trièdre. L'angle dièdre OP ou l'angle C du triangle 
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sphérique étant mesuré par l'angle Q'PR', la question est ramenée à 
résoudre le triangle ABC dans lequel on connaît les trois côtés. 

On dirigera le calcul, comme il a été indiqué (79) , de manière à obte
nir immédiatement l'angle C. seul élément qu'on veuille déterminer; 
c'est-à-dire qu'on emploiera la formule 

tang - C = 
2 v^ \p- sin [p-

s inp sin (p — c) 

Fig. 40. 

88. Trouver la distance de deux points de la surface terrestre, con
naissant leurs longitudes et leurs latitudes [fig. 4o). 

Soient PP' l'axe polaire et EE' l'équateur; 
soient A et B les deux points dont on veut 
mesurer la distance sur la surface de la terre. 
Supposons que PLP' soit le grand cercle ou le 
méridien à partir duquel on est convenu de 
compter les longitudes. La longitude du point 
A sera l'angle dièdre du méridien qui lui 
correspond, avec le méridien PLP'. Cet angle 
sera évidemment mesuré par l'arc LC inter
cepté sur l'équateur par les deux méridiens. 
De même, la longitude du point B sera me
surée par l'arc LD. La longitude est orientale 

ou occidentale, c'est-à-dire positive ou négative, suivant que le point con
sidéré est à l'est ou à l'ouest du méridien choisi pour origine. 

Quant à la latitude du point A, c'est l'angle AOC formé par le rayon OA 
[verticale du point A) avec l'équateur : cet angle est mesuré par l'arc AC 
qui va du point A à l'équateur, sur le méridien PAP'. De même, la lati
tude du point B sera mesurée par l'arc BD. La latitude est boréale ou 
australe, c'est-à-dire positive ou négative, suivant que le point considéré 
est situé dans l'hémisphère boréal ou austral. 

Ceci posé, dans le triangle sphérique APB, on connaîtra l'angle P me
suré par l'arc CD, différence des deux longitudes données, et les deux 
côtés PA et PB qui comprennent cet angle, puisque ces deux côtés sont 
les compléments des latitudes données. On rentrera donc ainsi dans le 
troisième cas delà résolution des triangles sphériques obliquangles. 

D'une manière générale, l'angle P est la différence ou la somme arith
métique des longitudes données, suivant qu'elles sont ou non de même 
espèce ou de même signe. De même, chacun des côtés PA et PB est égal 
à go° diminués ou augmentés de la latitude du point correspondant, sui
vant que ce point est situé sur l'hémisphère boréal ou sur l'hémisphère 
austral. 

Proposons-nous, comme exercice, de calculer la distance de Paris à 
Rome. 

La longitude de Paris est o°, 

celle de Rome io° 6'47",2 = L'. 

La latitude de Paris est 48° 5o'49" = ' : 

celle de Rome 41" 53'5a" —- ).'-' 

Nous ne cherchons que le troisième côté du triangle. Kn nous reporlanï 
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à la figura 3g et au n" 80, les formules à employer seront 

tang •) = tang a cos P, 
cos a cos (6 — o) 

cosp = — • 
cos a 

Calcul de tp. 

log tang « = logtang (90"— V) = 0,0471210 

log cos P = log cos L' = 1,9931994 

log tango = O,O4O3ÎO4 
•1 = 47° 39' 2 i'V-i 

Calcul de p. 

log cos a = log cos ( 900 — À' l = i , 8246488 
log cos ( b — o ) = log cos ( 900 — À — o ) = 1,997 r 96g 

L cos y = 0,1716097 

Iogcos/.> = 1,9934554 
p = 9°55'i8",9 

Si l'on veut avoir en mètres la longueur de p, on aura recours à la for
mule du n° 80 : 

„ 10000 / S , = / " i q -
Si l'on veut avoir cette longueur en kilomètres, la formule sera 

/« . = , » " 
324 

Calcul de l. 
log// — log 35718,9 — 4;5528g8i 

log 10 = 1 ,0000000 

L . 3a4 = 3;489455o 

log/ = 3,o42353i 
/ = 1 1 0 2 , 4 -

Ainsi, la distance de Paris a Rome est d'environ iioaKM ou d'environ 
275 lieues métriques. 

QUESTIONS PROPOSÉES. 

i° Résoudre un triangle sphérique avec les données suivantes : 

côté a = 20 0 35 ' 22", 7 , 
côté b = 65° 49' 35", 3, 

angle A (opposé au côté a) = 22° 4o' i5",5. 

On déterminera l'erreur de l'angle B. en supposant que les données soient 
en erreur d'un dixième de seconde ( Concours de l'Ecole Polytechnique), 
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2" Dans un triangle sphérique ABC, on donne 

a = 3o°28'26",7, 
h = 9i°39'54",5, 
C=:870i8'23",g, 

et l'on demande de calculer le côté c ( Concours de l'Ecole Polytechnique i. 
3" Dans un triangle sphérique équilatéral, on a 

cosA 

i 

tang - a 

tang a 

On déduit facilement de cette formule la valeur de l'angle dièdre d'un 
tétraèdre régulier. 

4° Dans un triangle sphérique isocèle, on a les relations suivantes : 

sin - a = sin b sin - A, 
2 2 

eosA= cotB cot-A, 
2 

tang- a = tang b cos B. 

cos - A = cos-asinB. 
2 2 

5" Chercher la valeur de l'angle dièdre: i° de l'octaèdre régulier; 
2° de l'icosaèdre régulier; 3° du dodécaèdre régulier. 
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COMPLÉMENT D'ALGÈBRE. 

LIVRE PREMIERE. 
EXTENSION DU CALCUL ALGÉBRIQUE. 

CHAPITRE PREMIER. 
P R O P O S I T I O N S SUR L E S N O M B R E S . 

1. Nous avons pour but, dans ce chapitre, de compléter la connais
sance des principes les plus élémentaires de la théorie des nombres, à 
l'exposition desquels nous avons déjà consacré le livre deuxième de X A-
rithmétique (t. I). Nous commencerons par revenir rapidement sur quel
ques théorèmes déjà connus et relatifs aux diviseurs. 

Des diviseurs des nombres. 

2. Soit un nombre N dont la décomposition en facteurs premiers donne 

N = ax bp cy. Nous savons qu'on obtiendra les diviseurs de ce nombre 
en combinant entre eux ses facteurs premiers de toutes les manières pos
sibles. Il suit de là que ces diviseurs seront précisément les différents 
termes du produit 

[i + a + a2 + .. . +n") (i+b+b2 ... -f-fr'3) (i + c + c2 + . . . +cy ). 

Il est évident d'ailleurs que les termes de ce produit ne pouvant éprouver 
aucune réduction, le nombre des diviseurs de N sera, en comptant N et 
l'unité, 

( a + i ) ( (3+ i ) ( 7 + i ) . 

Le produit indiqué représente la somme de tous les diviseurs. Cette 
somme est donc égale à [Âlg. élém., 38) 

n — \ b — \ c' — i 

a — i b — t c — i 

(*) Ce premier Livre doit être regardé comme le complément de l'Algèbre 
élémentaire ( tome I ) . Plusieurs des théories qu'il renferme, bien que ne faisant 
plus partie des programmes d'admission, présentent de l ' importance et de l ' in
térêt. C'est à ce t i tre que nous recommandons aux élèves studieux la lecture des 
chapitres qui traitent des fractions continues et de l 'analyse indéterminée du 
premier degré. 
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On voit facilement que, suivant que N-est ou n'est pas carré parfait, le 
nombre de ses diviseurs est impair ou pair. Car, si N est un carré, tous 
les exposants, a, (3, 7, sont pairs; et si N n'est pas un carré, il faut que 
l'un au moins des exposants a, S, 7, soit impair. 

Si l'on veut décomposer N en deux facteurs, on peut prendre chaque 
diviseur pour l'un des facteurs; mais c'est alors un autre diviseur qui est 
le second facteur. Les diviseurs se correspondant ainsi deux à deux, le 
nombre des décompositions possibles est égal à la moitié du nombre des 
diviseurs dans le cas où ce nombre est pair. Mais, lorsque ce nombre est 
impair, c'est-à-dire quand N est carré parfait, la ra<*ine carrée de N est 
un diviseur de N et se correspond à elle-même. Le nombre des décom
positions est alors égal à la moitié du nombre des diviseurs augmenté 
de 1. 

On peut imposer la condition que les deux facteurs employés soient 
premiers entre eux. Dans ce cas, les exposants ne jouent plus aucun rôle, 

et la réponse pour N = ci' v c7 doit être la même que pour N = abc. 
D'après ce qui précède, le nombre des décompositions possible serait 

- (J + 1 ) (1 + 1) (14-1) ; mais il faut remarquer qu'il y a exclusion pour 

la combinaison 1 x N ; ce qui réduit le nombre cherché d'une unité. 
D'une manière générale, en désignant par m le nombre des facteurs pre
miers différents qui entrent dans N, le nombre demandé sera donc 

L. 2 ' " _ i — a»'-1— ,, 
2 

3. On peut demander quelle eut la plus haute puissance d'un nombre 
premier p, contenue dans le produit 1.2.3.4.5. . . n. 

Je divise n par a : soit n' le quotient entier obtenu. Le produit pro
posé renfermera les facteurs p, 20, 3p , . . . , «'p; et, puisque p est pre
mier, ces facteurs seront les seuls du produit divisibles par p. La plus 
haute puissance demandée sera donc la même que celle qui divise le pro
duit 1 .2 .3 .4 .5 . . . ri f. 

On répétera le même raisonnement pour le produit 1 .2.3.4-5. . . . ri, 
c'est-à-dire qu'on divisera ri par 0 : soit ri' le quotient entier obtenu. La 
question sera ramenée à chercher la plus haute puissance de p qui divise 
1.2.3.4.5.. . .n", puisque la plus haute puissance cherchée sera la même 
que celle qui divise le produit 1.2.3.4-5.. . ri' .fWn". 

On voit, sans qu'il soit besoin d'insister, la marche à suivre. On divi
sera successivement par p, n et les différents quotients entiers obtenus, 
jusqu'à ce qu'on en trouve un inférieur à a. La somme de tous les quo
tients obtenus, y compris le dernier, sera l'exposant dont p doit être 
affecté. 

Il résulte de ce qu'on vient de dire que l'expression 

1 . 2 . 3 m 

i . 2 , 3 . . . « X i . 2 . 3 . . . ; ) X i . î . 3 . . . ' / 

est toujours un nombre entier, si la condition 

m — n -\- p -(- q 
est remplie. 

i. Si p est un nombre premier par rapport à a, et si l'on divise par p 
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les multiples successifs a, 'ut, ia,..., [p—\)n. Unis les restes obtenus 
seront différents. 

Aucun reste ne pourra évidemment, être o. Ceci posé, admettons que 
deux multiples ka, k'a, conduisent au même reste ;•. En désignant par q 
et f les quotients entiers correspondants, on aurait 

kn = <ip -+- '", k'a — q'p -)- /', 
d'où 

[k' — k) a= [q' — q) p. 

p étant premier avec a, devrait alors diviser la différence k' — k dont 
les deux termes sont inférieurs à p, ce qui est absurde. 

Si l'on divise par p les multiples suivants pet, (p+ i)«, (p + i)a,..., 
ia première division donnera un reste nul, et les autres conduiront aux 
restes déjà obtenus en divisant a, ia, 3a , . . . , par p. Les restes consi
dérés forment donc une série périodique., et l'un de ces restes est égal à i . 

8. THÉORÈME DE FERMÂT. Si p, nombre premier, ne divise pe/s a, p di
vise ap~' — i. 

Si l'on divise par p les multiples successifs a, ici, 3a,.... [p— t)a, 
on obtient des restes tous différents (4), c'est-à-dire, dans un certain 
ordre, les restes 1,2, 3,. ..,(/>— 1). Si l'on multiplie membre à mem
bre toutes les égalités représentatives des divisions effectuées. on aura 
évidemment ( Arithm., 84) : 

a.^a.la.. . (p— i)a = mult. p + 1 .2 .3 . . . [p — 1), 

c'est-à-dire 
j . 2 . 3 . . . ( /?— 1) {ap~' — 1) = mu l t . /; . 

p étant un nombre premier, doit forcément diviser le facteur a!'~x — 1. 

6. Si p était seulement premier avec a, on ne considérerait que les 
multiples de a moindres que pa et premiers avec p. Dans ce cas. les 
restes obtenus, tous différents (i) , sont aussi premiers avec p: car 
l'égalité 

k a = qp + r 

prouve que si p n'était pas premier avec r. il ne le serait pas avec ka, 
c'est-à-dire avec a. 

En multipliant encore membre à membre toutes les égalités trouvées. 
et en désignant par R le produit de tous les restes et par <• le nombre des 
multiples de a employés, on aura 

Rn* = mult./? + R; 

car Tes restes r sont tous les nombres plus petits que p et premiers avec 
lui, et il en est de même des multiplicateurs de a, de sorte que le pro
duit des restes et celui des multiplicateurs doivent être identiques. Il 
viendra donc 

R 1 if— 1) = mult. p: 

ce qui montre que. lorsque p est seulement premier avec a sans être pre
mier absolu, il divise a' — 1, v étant le nombre des entiers moindres que 
p et premiers avec lui. 

Lorsque p est premier, on a v —p — 1, et l'on retombe sur le théo
rème de Fermât. 

II. 27 
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Réciproquement, si ap ' est la plus faible puissance de a qui, divisée 
par / ; , donne pour reste 1, /; est nécessairement premier, puisqu'il n'est 
divisible par aucun des entiers plus petits que lui. 

Enfin. si/> n'est pas premier avec n, il n'existe aucune puissance de « 
qui, divisée par /;, donne i pour reste; car l'égalité d = mult. p + i est 
alors impossible. 

7. Revenons au cas où/ ; est premier avec a. Soit a'" la plus faible puis
sance de a qui, divisée par /;. donne pour reste 1. Toutes les puissances 
inférieures, divisées par p. donneront des restes différents. Supposons 
en effet qu'on ait / « ' > m. / ; > m\ et qu'on puisse écrire 

am = mult . / ; -f- /•, a1"' = mult./; -+- /-, 
on aurait 

«'"' — am = a'" («•"'-" — i ) = mult. /;. 

/; devrait alors diviser (f
n'-m — 1, ce qui est impossible, puisque e ' > m' 

est, par hypothèse, l'exposant de la plus faible puissance de a à laquelle 
corresponde le reste i . 

Il est clair que, le diviseur étant toujours p, a''^ donne le même 
reste que «, a"'"'1 le même reste que <r, . . . . En d'autres termes, la série 
des restes est périodique. 

Ert se reportant à ce qui précède (6) , on peut ajouter que, puisque a" 
donne i pour reste comme a'1, <• est en général un multiple de <•'. 

8. THÉORÈME DE WILSON. Si p est un nombre, premier, la somme 

] . 2 . 3 . . . [p — i) + i est divisible par p. 
Je considère la suite 

i , u . 3 , . . . , ( / > - i 1. 

Je prends un nombre quelconque a dans cette suite, et j 'en forme les 
multiples 

.'.', 2i7, ia {p — i)a. 

Si l'on divise ces multiples par /;, tous les restes obtenus seront diffé
rents, et l'un d'eux sera égal à î ( 4 ) . Supposons qu'on ait 

ha — mult . / ; + î . 

lin général, k et a seront différents. Si l'on suppose k = a. il vient 

a'1 = mult. /; - j - i ou \a -+-1) [n — i) = mult. p. 

/;, plus grand que a, doit donc diviser a -+- i ou a — i, c'est-à-dire 
qu'on aura a — i = o ou a = i, ou bien a -+- i = p ou a = p — i . 

Maintenant, pour toute autre valeur de a, on aura une valeur corres
pondante et inégale de k, qui satisfera a la relation 

ka = mul t . / ; -+-1. 

Mais si l'on substitue à a [qui est un terme quelconque de la série 
2 . 3 . 4 . ..(/> — 2), puisque nous écartons les valeurs 1 et ( p —- 1)] celte 
valeur de k, a prendra nécessairement la place du multiplicateur k. Il en 
résulte que les termes de la suite 2 . 3 . 4 . . . ( / ; — 2) peuvent être réunis 
deux à deux, de manière que les produits obtenus, divisés par /;, don
nent 1 pour reste. En multipliant membre à membre toutes les égalités 
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représentatives de ces divisions, on arrivera donc finalement a 

•J. . 3. 4 . . . ( p — a ) = mult. p -f- i. 

Si l'on multiplie les deux membres de cette dernière égalité par /> — i. 
il vient 

2 .3 .4 . . . i[p — i) =•- mul t .p — Ï ou i . - i . 3 . 4 . . . ( p — i) + i = mul t .p. 

Si p n'était pas premier, ses diviseurs se retrouveraient nécessairement 
dans la suite ï . 2 . 3 . . .{p — ï ) , et ne pourraient diviser cette même suite 
augmentée de ï. Il en serait donc de même de p. 

Caractères de divisibilité. 

9. Soit X un nombre entier écrit dans le système dont la base est a. 
Partageons ce nombre en tranches de m chiffres à partir de la droite et 
en remontant vers la gauche, de sorte que la dernière tranche à gauche 
pourra avoir moins de m chiffres. Désignons par A, B, C, D . . . . les 
valeurs absolues des tranches obtenues. On pourra évidemment écrire X 
des trois manières suivantes : 

X = « ' " [ . . . + Drr ," + O m 4 - B ] + A, 

N = . . . + D la»"-1) + C («-""-!} +B(«'"—1) + [A -4-B + C + D + . . . ] . 

N = . . .-j-D(a'"'H- ï) + C[ci'"' — ï) + B(«m + i) 

+ [ ( A 4 - C + . . . ) - ( B + D + . . . ) ] . 

L'examen de ces différentes formes conduit à trois théorèmes généraux 
dont nous n'avons vu que des applications particulières en Arithmétique, 
et que nous allons énoncer successivement. 

10. PREMIÈRE FORME. Tout diviseur de a'" divise un multiple de a'". 
Donc, pour qu'un nombre soit divisible par un diviseur quelconque de la 
m'""" puissance de la base du .ijstème de numération adopté, il faut et il 
suffit que la dernière tranche de m chiffres sur la droite admette ce 
diviseur. 

DEUXIÈME FORME. On sait d'une manière générale que a"" — ï est di
visible par d" — ï, x étant un entier positif quelconque \Alg. élém., 38, 
5°). Par suite, pour qu'un nombre soit divisible par un diviseur de la 
mieme puissance de la base, diminuée de T , // faut et il suffît que la 
somme des nombres obtenus en partageant le nombre proposé en tranches 
de m chiffres, admette ce diviseur. 

TROISIÈME FORME. Enfin, « , M + i est divisible par tf"-\-i quand x est 
impair ; a"" — ï est divisible par am^- ï quand x est pair [Jlg. élém., 
38, 5°). Donc, pour qu'un nombre soit divisible par un diviseur de la 
m"mepuissance de la base, augmentée de ï, il faut et il suffit, ce nombre 
ayant été partagé, comme nous l'avons dit, en tranches de m chiffres, que 
F excès de la somme des tranches de rang impair sur la somme des 
tranches de rang pair, admette le diviseur considéré. 

M. Pour les nombres premiers avec la base, il faudra chercher quelle 
est la plus petite puissance de cette base qui conduit au reste ï (7) . 

Si l'on opère dans le système décimal, on trouvera, par exemple, que 
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que io', divisé par n , donne pour reste i, et l'on en déduira une nou
velle marche pour arriver au reste d'une division par n . Cette marche 
consistera à partager le nombre donné en tranches de deux chiffres, et à 
voir si la somme de ces tranches (à laquelle on pourra faire subir la 
même décomposition) est divisible par n . 

On pourra employer une méthode analogue relativement aux diviseurs 
7, i3, 3y; mais il n'y a ici dïmportant à remarquer que la loi générale. 

CHAPITRE IL 
PUIS GRAND COMMUN DIVISEUR ALGÉBRIQUE. 

12. Une quantité entière est une quantité qui ne renferme ni dénomi
nateurs, ni radicaux. 

Une quantité première est, en algèbre comme en arithmétique, une 
quantité qui n'est divisible que par elle-même et par l'unité. 

Deux quantités sont premières entre elles, lorsqu'elles n'admettent 
d'autre diviseur commun que l'unité. 

Une quantité entière qui n'est pas première, est un produit de facteurs 
premiers. 

Toute la théorie des quantités premières algébriquement repose sur la 
proposition suivante, qui a été établie pour la première fois par M. Le-
féburc de. Fouir y {voir ses Leçons d'Algèbre ) . 

13. Toute quantité première P qui divise le produit de deux rpiantités 
entières A et B, doit diviser l'une d'elles. 

Nous supposerons d'abord que les quantités données ne contiennent 
pas plus d'une lettre. 

i° A est fonction de la lettre principale x, B et P sont des nombres. 
Je dis que si P qui divise AB ne divise pas B, il divisera A. Soit 

A = axJ" -\-bx" + . . . . a, b,..., sont des nombres entiers positifs ou né
gatifs; m. « , . . . . sont entiers et positifs. On aura 

AB= B «./•'"+ B ta" + 

P devra diviser le second membre de cette égalité et, par suite, tous les 
coefficients B<v, B i , . . . [Alg. élém., 32, Nota). Si P est premier avecB. 
il divisera donc chacun des coefficients a, £ , . . . , c'est-à-dire il di
visera A. 

20 A et B sont fonctions de x, P est un nombre. 
Admettons pour un instant que P divisant AB, ne divise ni A ni B. 

Scient A' l'ensemble des termes de A dont les coefficients sont multiples 
de P. et A" l'ensemble des autres termes. Décomposons de même B en 
deux parties B' et B". On aura 

AB=(A' + A") (B' + B'') = A'B' + A"B' + A'B" + A"B". 

Les trois premières parties du second membre étant divisibles par P, 

la quatrième A"B" doit l'être. Représentons par ax et ta'' les termes de 
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A1' et de B" du degré le plus élevé par rapport à x. Le premier terme du 

produit A"B" sera nécessairement abx h. V devrait donc diviser ttb; 
mais P ne divisant par hypothèse aucun des coefficients des termes qui 
composent A" et B", est premier avec a et avec b et, par suite, avec ab. 
Donc, si P ne divise ni A ni B, il ne peut pas diviser AB. 

3° A et P sont fonctions de x, B est un nombre. 
Si P divise AB, soit Q le quotient entier de cette division. On aura 

AB = PQ. 

Décomposons le nombre B en ses facteurs premiers. Les facteurs pre
miers de B devront diviser le produit PQ. Or P est une quantité pre
mière fonction de .r, c'est-à-dire n'est divisible par aucun nombre. 
Donc (a0) tous les facteurs premiers de B devront diviser successive
ment Q et les quotients trouvés en opérant ses divisions. On finira donc 
par arriver à 

A = Vf/, 

en désignant par q le dernier quotient obtenu ; ce qui prouve que, dans 
le cas considéré, A est un multiple de P. 

4° A, B, P, sont fonctions de x. 
V divisant AB, sans diviser A, je dis qu'il divisera B. Si A est d'un degré 

plus élevé en x, divisons A par P. Dans "le cas contraire, on diviserait P 
par A, la suite des raisonnements resterait la même. Il peut arriver 
qu'avant de parvenir au reste de l'opération, on soit obligé d'employer 
des coefficients fractionnaires. Désignons par M le dénominateur commun 
de tous les termes du quotient Q et du reste R. On pourra écrire 

(i) A = P . ^ + ^ - , d'où MA = PQ + B. 

On peut donc éviter les coefficients fractionnaires, en multipliant d'avance 
le dividende par M. R ne peut pas être nul, car P diviserait alors MA, 
c'est-à-dire A (3°). 

Multiplions les deux membres de l'égalité (i) par B, puis divisons-les 
par P. Il viendra 

„ AB „', RB 
M . - F = B Q + — • 

AB étant divisible par P, RB le serti. Supposons que R ne soit pas un 
nombre et divisons P par R. Soit M' le multiplicateur à employer pour 
éviter les coefficients fractionnaires. Il viendra 

(2) M'P = RQ' + R'. 

Le reste R' ne pourra pas être nul; sans quoi, P divisible par R (3°) ne 
serait plus une quantité première. Multiplions par B les deux membres de 
l'égalité (2), puis divisons-les par P. Il viendra 

RB étant divisible par P, R'B le sera. 
On poursuivra le calcul de la même manière, en divisant P par R'. On 

obtiendra donc une série de restes R, R'. R" dont le degré par rap-
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port à x ira toujours en diminuant et dont aucun ne pourra être nul. On 
parviendra ainsi forcément à un reste numérique r, et le produit ?B, 
comme tous les produits précédents RB, R'B, R ' B , . . . . sera divisible 
par P. Dès lors (3"). B sera multiple de P. 

14. De même que les démonstrations précédentes s'appuient sur le 
théorème d'arithmétique correspondant [Arithm., 107), de même les cas 
où A, B, P, ne renferment qu'une seule lettre, serviront à prouver la 
proposition générale énoncée, lorsque ces quantités pourront contenir 
deux lettres au plus. Du cas de deux lettres on pourra ensuite s'élever 
au cas de trois lettres, etc. On doit donc regarder comme établi le théo
rème fondamental qu'on voulait démontrer. 

Tous les théorèmes qui découlent en arithmétique du théorème corres
pondant (108, 109, 110). sont donc vrais algébriquement. En particulier, 
la. décomposition dune quantité entière en facteurs premiers ne peut avoir 
lieu que d'une seule manière. 

Supposons que les produits de facteurs premiers ABCD... et abed... 
soient identiques. On aura 

ABCD... =abcd... 

a, facteur premier, devra diviser ABCD... Mais A, B , . . . , étant des fac
teurs premiers, si a n'est égal à aucun d'entre eux, la division ne sera 
pas possible. En effet, a ne divisant ni A ni B, ne pourra pas diviser AB ; 
ne divisant ni AB ni C, il ne pourra pas diviser ABC, etc. On voit que la 
démonstration est identique à celle donnée en Arithmétique (113). 

15. Nous avons déjà dit [Alg- clém., 40) que, pour réduire un rap
port algébrique à sa plus simple expression, il fallait rendre ses deux 
termes premiers entre eux. Pour y arriver, lorsque les termes du rapport 
sont des polynômes, il faut exécuter une série d'opérations analogues à 
celles qui conduisent au plus grand commun diviseur de deux nombres. 

Nous considérerons les termes du rapport proposé ^ comme des poly
nômes entiers et rationnels, et nous dirons que le plus grand commun divi
seur des deux polynômes A et B est une expression qui les divise exacte
ment tous les deux, de manière que les quotients obtenus soient premiers 
entre eux; ce qui revient à définir ce plus grand commun diviseur : le 
produit île tous les facteurs premiers communs aux deux polynômes, ces 
facteurs pouvant être numériques, monômes ou polynômes. 

16. .S7 B divise exactement A. B sera le plus grand commun diviseur 
cherche. 

Si B ne divise pas A, le plus grand commun diviseur entre A et B sera 
le même que celui qui existe entre B et R. reste de la division effectuée. 

Soient 
A --•- BQ- r -R . 

cl 1) un diviseur quelconque lie A et de B. On aura 

A M!) ei B--. M). 
il \ iendia donc 
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ogalité qui exige que H soit de la forme PD : d'où 

M = N Q + P . 

Si D est maintenant le plus grand commun diviseur cherché, M et N 
seront premiers entre eux; il faudra donc que les quotientsN et P soient 
aussi premiers entre eux. Et dès lors, le plus grand commun diviseur 
entre A et B sera le même qu'entre B et R (15 ;. 

17. On peut, sans changer le plus grand commun diviseur entre A et B, 
multiplier ou diviser A, par exemple, par une quantité entière quelcon
que, pourvu que celte quantité soit première avec B. En effet, on ne mo
difie pas ainsi les facteurs premiers communs à A et à B, qui seuls com
posent le plus grand commun diviseur cherché. C'est en s'appuyant sur 
cette remarque qu'on pourra éviter, dans le courant des opérations à 
effectuer, les coefficients fractionnaires : condition essentielle pour l'exac
titude du raisonnement présenté au n° 16. 

18. Exposons à présent la recherche pratique du plu6 grand commun 
diviseur. 

Soit à réduire à sa plus simple expression la fraction 

14 x;' — 17 r2 + 8 x -H 4 
i o .rH — 11 ,r ' -i- 2 x' + 7 x — 2 

Nous chercherons d'abord si les polynômes proposés qui ne contien
nent qu'une lettre admettent un plus grand commun diviseur monôme. 
S'il en est ainsi, on les divisera par ce plus grand commun diviseur, et 
l'on mettra à part le facteur supprimé pour le joindre, à la lin de l'opéra
tion, au plus grand commun diviseur polynôme. Dans l'exemple proposé, 
il n'existe pas de plus grand commun diviseur monôme, et nous applique 
rons immédiatement la méthode indiquée (16) en divisant le dénomina
teur de la fraction par son numérateur. 

l'REMIÈRE DIVISION. 

l o r - i u J + •/..r--^~ yx-- :>. j i 4.r5 —- 17.r---i- 8 .* '+J 
'"•'•' — ~~.<" -+- i 4 . r ' J - i - 4 9 - * ' — T 4 ! ">'' •-•-•> 

-T-8j.r' — 4()'7;' — '20.c 

- r 8.'-"' — 26.?;'" -+- 2g x — 14 
*>(>.*' — i S i j r -f- ao3x — 98 

-1- OS.»;2 — 02. x — 16 

— 114 •<-" + 171 x — 114 
— 2.c'"' -+- 3.r — 2 

DEUXIÈME DIVISION. 

14-''* - - 17.'."-!- 8.r-t-4 ' — 'll'~ r J < _ y-
4- 21 .r- — \\x \ — - x — -i 

+ 4-1'" — 6x + 4 
-i- 6, r, — 4 

o 

Le premier terme du dividende n'étant pas divisible par le premier 
ferme du diviseur, on multipliera immédiatement tout le dividende par 7 
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pour éviter les coefficients fractionnaires (17). De môme, le premier reste 
devra aussi être multiplié par 7. Enfin, le dernier reste de la première 
division présente le facteur commun 5y, qu'on aura soin de supprimer. 
La seconde division s'effectue sans l'emploi ou la suppression d'aucun 
facteur, et comme on arrive à un reste nul, — 2,r2 + 3.r— 2 est le plus 
grand commun diviseur cherché. La fraction proposée réduite à sa plus 
simple expression est alors 

7 •* + * _ _ . 
5,r- + 2 1 — 1 

19. Si l'on a plus de deux polynômes contenant une seule lettre, on 
suivra la même marche qu'en arithmétique [Jrithm., 98, Note). 

20. Passons au cas où les deux polynômes considérés.A et B contien
draient deux lettres, x et y par exemple. On les ordonnera par rapport 
aux puissances décroissantes de x. On cherchera le plus grand commun 
diviseur d des coefficients de A, qui seront des polynômes en r, et de 
môme le plus grand commun diviseur dr des coefficients de B; de sorte 
qu'on pourra écrire 

A = d.V, B = ^ B ; . 

On cherchera à part le plus grand commun diviseur S des polynômes 
d et dt qui renferment seulement/ (19) ; puis, le plus grand commun di
viseur D des polynômes A' et B' qui renferment x et y. On pourra évi
demment traiter les coefficients eu y de ces polynômes, toujours ordon
nés par rapport à x, comme on a traité dans l'exemple précédent les 
coefficients numériques; car les polynômes A' et B' ne présentent plus 
aucun facteur commun en y. Le plus grand commun diviseur cherché 
sera égal au produit 0 D. 

21. Soit à réduire à sa plus simple expression la fraction 

4 j / . c 3 -4- 3j'-.r2 — 9y' x -+- 6 > ' 
54„v"̂ 2 — 24,' "' 

Les deux polynômes considérés admettent ici 3 y comme facteur com
mun monôme : on commencera donc par supprimer ce facteur. Il res
tera d'une part 

i 5 r ' + _ w : — 3j ; . r -+-2r et. de l'autre, I8.Ï '2— 8_r\ 

On supprimera le facteur 2 commun aux termes du diviseur qui devien
dra 91'" — 4y2- Dans cet exemple, on a 

d = 3y. <•/, = 6_v, 0 = 3 r. 

li resle à chercher le plus grand commun diviseur des polynômes 

A ' - - 1 5.1 " -f- y.r2 •- )i : .r t-2.' , B — <yr* — 4„>"-

On effectuera les divisions successives en prenant les précautions déjà 
indiquées. 
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I j .A 

45 a; 
+ v 

' + 3 ; 

PREMIERE 

r * _ 3 ^ 2 ^ 

x2 — çj/2 .z 

DIVISION 

+ a y î 
+ 6j3 1 

9 -
5.* 

— 4/ 

+ / 

-+- "iyx2 + i iy 
g/.r2 4- 33/ 

.z 

+ 
18 v3 

4> 
33/2,r + 22/' 

3 a; + 2 / 
DEUXIÈME DIVISION. 

9„e2 —4/ 2 

•6xr 

+4r 

3J; + 2 / 

3„r-

On doit diviser le dernier reste de la première division par 11 / 2 , de 
sorte que le nouveau diviseur à employer est 3 . r + 2 / . Comme ce nou
veau diviseur correspond à un reste nul, le plus grand commun diviseur 
cherché est 3/(3.2; + 2 / ) ou 9/x 4- 6/2 , et la fraction proposée a pour 
plus simple expression 

5x2 — 3 j j : + r 
6x — 4 / 

22. On voit sans peine quelle marche il faudrait suivre dans le cas où 
les polynômes proposés renfermeraient plus de deux lettres. 

CHAPITRE III. 
THÉORIE DES FRACTIONS CONTINUES. 

Définitions. 

2*3. S'il s'agit de trouver une valeur approchée d'un nombre N, le plus 
simple sera d'indiquer sa partie entière a. On pourra alors écrire, en sup
posant y plus grand que 1. 

/ 

On pourra évaluer la partie entière b de / et poser 

,- = £ + 1. 

en supposant z plus grand que 1. On pourra de même, c étant la partie 
entière de z et H étant une quantité plus grande que 1, poser 

<l étant la partie entière de « et r représentant une quantité plus grande 
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que i, on aura 

n = d-\ 
v 

En remplaçant, dans l'expression de N, y. z. u, par leurs valeurs, ii 
viendra 

(i) N = n + ' 
b + 

rf+- ! 

et l'on pourra continuer ainsi jusqu'à ce que l'un des nombres y, z, 
a, c , . . . , se trouve entier. On dira alors qu'on a obtenu le développement 
exact de X en fraction continue. 

Si l'opération indiquée se poursuit sans amener aucun résultat entier, 
l'égalité (i) reste toujours exacte. Mais si l'on néglige l'une des fractions 

successivement obtenues, --, -> -•> -•,•••) cette égalité devient approxi-
r z u v 

mativc, et l'on obtient pour N une série de valeurs approchées qu'on 
appelle des réduites. Les nombres b, c, c/,..., qui sont les parties entières 
des dénominateurs successifs y, z, u,..., sont des quotients incomplets, 
tandis que ces dénominateurs y, z, u:..., sont des quotients complets. On 

dit encore que les fractions ji -•> -,•> • • • •> sont des fractions intégrantes. 

24. Tout nombre commensurable correspond à une fraction continue 
limitée, toute fraction continue limitée représente un nombre commen-
surable. 

Soit un nombre commensurable -̂ r- Je di\ise A par B : soient a le 
ri 

quotient et r le reste. On aura 
A r i 

w 
•le divise B par /• : soient b le quotient et /•' le reste. On aura 

B , , ^ , i 

On sera donc conduit à diviser r par r', et l'on voit sans peine que les 
opérations à effectuer sont précisément celles qu'on doit faire pour cher
cher le plus grand commun diviseur des nombres entiers A et B. Par suite, 
on arrivera à un reste nul, c'est-à-dire que le nombre des termes de la 
fraction continue cherchée est nécessairement limité. 

Les quotients fournis par l'opération du plus grand commun diviseur 
sont les différents quotients incomplets b, c, d,..., et les fractions inté
grantes sont alors les inverses de ces quotients ou T- -•> - , :•••• 

fi c d 

l.a réciproque de celte proposition est cidento. Par conséquent, tout 
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nombre incommensurable donne lieu à une fraction continue indéfiniment 
prolongée. Nous en verrons plus loin un exemple. 

2o. Les réduites sont alternativement plus petites et plus grandes que 
la fraction continue : les réduites de rang impair sont moindres, les ré
duites de rang pair sont plus grandes. 

La première réduite est a et, comme on néglige la partie fraction

naire - i elle est moindre que N. La seconde réduite est a + j , et comme 

l> est moindre que j , j l'emporte sur - , c'est-à-dire que la seconde réduite 

est plus grande que N. La troisième réduite est a -i , et comme-

est plus grand que - , 6 4 - - est plus grand que r, et la troisième réduite 

est moindre que N. Le même raisonnement se poursuit indéfiniment. 
Il en résulte que chaque réduite est comprise entre les deux précédentes. 

En effet, une réduite quelconque représente elle-même une fraction con
tinue dont la valeur, d'après ce qu'on vient de dire, tombe entre deux 
réduites précédentes consécutives. 

Par conséquent, si l'on s'arrête à une réduite de rang pair, comme elle 
est plus grande que la réduite précédente de rang impair, elle est plus 
petite que la réduite précédente de rang pair. Donc, les réduites de rang 
pair vont en diminuant. Si l'on s'arrête à une réduite de rang impair, 
comme elle est plus petite que la réduite précédente de rang pair, elle est 
plus grande que la réduite précédente de rang impair. Donc, les réduites 
de rang impair -vont en augmentant. Et alors, à mesure qu'on avance, 
l'intervalle entre deux réduites consécutives allant se resserrant, on ap
proche de plus en plus de la valeur de la fraction continue. 

26. Soit 

Loi de formation des réduites. 

X = a 4 - -
b 

' rl+.. 

On a, pour les quatre premières réduites, 

î mi — t 

b 

[ 

, i 

b 
abc-t-<•-*-• a 

lie -4- i 

aOva ~r <Y/ - -f- ad -r- ab 
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On voit que, pour ces quatre réduites, la troisième et la quatrième 
s'obtiennent en multipliant les deux termes de la réduite précédente par 
le quotient incomplet auquel on s'arrête, et en ajoutant terme à terme le 
résultat obtenu et la réduite qui précède de deux rangs. Il faut faire voir 
que cette loi est générale. 

Soient trois réduites consécutives ^-i ~ 5 -^ ; pour lesquelles la loi se 

trouve vérifiée. Soit / le dernier quotient incomplet employé. On aura, par 
hvpothèse. 

R _ Q / + P 
R ' _ Q 7 + P ' ' 

Mais si l'on avait voulu passer immédiatement de la réduite -y à la réduite 

S R 
7̂ 7 qui suit la réduite j - , 5 il aurait fallu, m étant le quotient incom-

plet qui vient après /, remplacer dans le calcul qui donne ^7, / par 

/ -i On aura donc 
m 

*' (y(i+±) + v (Q ' '+n«+Q' 
m 

c'est-à-dire 
S _ R m + Q 
S ' ~ R ' m + Q' 

résultat conforme à la loi supposée. 
27. Remarque. On peut remplacer m par le quotient complet corres

pondant que nous désignerons par t; et l'on obtiendra alois cette expres
sion de la valeur de la fraction continue 

Propriétés des réduites. 

28. La différence de deux réduites consécutives est représentée par 
une fraction dont le numérateur est l'unité, et le dénominateur, le pro
duit des dénominateurs des réduites considérées. 

Soient toujours -^i ~, =-;< trois réduites consécutives, et 

On aura 
Q 
Q' 

e temps que 

R Q Q / + P 
K Q'" Q7-I-P-

R 
W """ 

P 
"~ F 

Q 
Q 

Q^ + P 
Q7 + F 

QP ' -PQ 
~ P'Q' 

PQ' - QP' 
y ' (Q7+PM 

PQ ' -QP 
O'H' 
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Au signe près, les deux différences obtenues ont même numérateur; et, 
comme il s'agit de trois réduites consécutives quelconques, on peut dire 
alors que le numérateur de la différence de deux réduites consécutives 
quelconques est constant. Pour trouver la valeur de ce numérateur, on 
considérera les deux premières réduites qui donnent 

ab + i a i 
b l = b' 

Le théorème énoncé est donc démontré. 
On voit par là que, les dénominateurs des réduites formant comme leurs 

numérateurs une suite indéfiniment croissante, et deux réduites consécu
tives comprenant la valeur de la fraction continue, on pourra approcher de 
cette valeur autant qu'on voudra. De plus, l'erreur commise en s1 arrêtant 
a un certain quotient incomplet est toujours moindre que l'unité divisée 
par le produit des dénominateurs des deux dernières réduites considérées. 

29. Remarque. Soit la quantité X exprimée en fraction continue. Re-
' . i - . - . • 'A B C 0 

présentons les réduites successives par j7 ; -r^i ^r, =-;•>— ïsous au-
is(28). 

B A i 
B7 A' - A'B'' 

C 
C " 

B 
B' ~ ' "B^C7 ' 

D 
D' " 

C 
~ C C D " 

U V 
Si nous désignons par -p, la dernière réduite considérée et par ^ la 

précédente, nous aurons de même 

£ _ V_ _ ±2_ 
U' V ~ VU' ' 

Ajoutons membre à membre toutes les égalités posées, et simplifions. Il 
restera évidemment 

E _ A _ , _ r L_ + _ !__ ±L. 
U' "" A' "*- A' B' B ' C ' ^ C ' D ' " " V U' 

Nous aurons ainsi le développement de la valeur exacte de X quand — 

sera la dernière réduite, et une expression approchée de X quand il s'a
gira d'un nombre incommensurable. 

30. Les réduites sont des fractions irréductibles. 
En effet, puisqu'on a d'une manière générale ( 28 ) 

PQ' - Q P ' = ± i , 

il ne peut exister entre P et P' aucun facteur commun, non plus qu'entre 
Q et Q'. Il ne peut même en exister aucun entre P et Q ou entre P' et Q'. 

31. De deux réduites consécutives, la plus avancée est celle qui ap
proche le plus de la valeur de la fraction continue. 

Comparons à chacune des réduites -y- -rn- la valeur X de la fraction 
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continue (27). Xous aurons 

lw + 0 o 
R'< + y u' 
W / -4- Q R 
K7 + Q' R' 

Mais on a (28) 

RO' - QR' = ± i 

d'où 

v 0 _ ± ' 
-' Q' ~~ Q ' ( R 7 - j - Q ' r 

UQ't - QR'"/ 
~ Q'iIlV + Q': 

QR' — RQ' 

R' iH' / 4 - Q ' ; 

, Q R ' - R Q ' = i . 

R ^ . 

R' R ' i ,R/ + Q') 

Les deux résultais obtenus sont de signes contraires, et / étant au 
moins égal à i en même temps que Q' est < R', le premier résultat est 

R O 
le plus grand en valeur absolue. =p approche donc plus de X que ^ . 

32. Il est bon de remarquer que, le quotient complet / étant compris 
entre m et m-r-i, puisque m dernier quotient incomplet considéré, re
présente la partie entière de /; on a en valeur absolue 

X — — i x — — ^ - — 
R' ''"- R'(R',-« + Q') °U " Ï V < R ' S ' 

et 
x R_ ^ i x _ R_ i 

R ' " _R'(R7« + R + Q ' ) °U R' ^ R'(R'-i-S') ' 

ce qui donne deux limites simples de l'erreur commise en remplaçant la 
fraction continue par une de ses réduites. 

n 

33. Un nombre K ne peut approcher plus qu'une réduite —, de la va

leur X de la fraction continue, sans être compris entre cette réduite et 
, . , • '• - , Q 

la réduite précédente ^ ' 

En effet, K devra à plus forte raison approcher plus que ^ (31) de la 

valeur de la fraction, et dès lors, puisque X tombe entre ^, et =p (25), 

il faudra que K tombe entre ces mêmes réduites. 

3i. Une réduite quelconque approche plus de Infraction continue que 
toute autre fraction dont les termes seraient plus simples. 

C ' R 

Soit =: une fraction qui approche plus de X que la réduite =p- 11 fau

dra, d'après ce qu'on vient de dire, que - tombe entre ~ et ^- La dif

férence - - - doit donc être moindre en valeur absolue que la diffé-
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R 
•ence |p • 

Q 
Q: 

C 
D 

Mais on a 

Q CQ' - DQ 
Q' ~ DQ' 

et 
H 
R' " 

Q 
Q' 

± r 
~ ÔTT' 

Et comme la- première différence a un numérateur au moins égal a i, 
elle ne peut être la plus petite que si le dénominateur D l'emporte sur R'. 
li reste à prouver que G doit être aussi plus grand que R. 

Puisque =7 est compris entre ^ et j - r , ^ le sera entre •=- et -=r- On a 

P. _ 9- - DQ - CQ' R' Q' __ =F i 
C Q ~ CQ e R Q " RQ ' 

La première expression ne peut donc être moindre que la seconde, que 
si C est supérieur à R. 

Cette dernière propriété met dans tout son jour l'avantage que pré
sente la réduction des nombres en fraction continue. Des réduites consé
cutives donnent une série de valeurs, de plus en plus approchées, qui, 
eu égard au degré d'approximation obtenu, sont exprimées le plus sim
plement possible. 

Applications. 

35. i° Remplacer par des fractions approchées aussi simples que 

possible. 
En appliquant le procédé indiqué (24), on trouve 

i3g2 i 

3o24 i 

i 

i -+-

Les réduites successives sont 

i 5 6 29 
O, - ) 1 - 7 p 77TJ -

i i i i3 63 

On peut remarquer, et c'est une conséquence de ce qui précède (30). 
que la dernière réduite donne la valeur de la fraction proposée ramenée 

à sa plus simple expression, —ri réduite de rang pair, est plus grande 

que la fraction donnée. L'erreur commise en la prenant à la place de 

cette fraction est moindre nue „ „„ ou que -r— • 1 i3.63 ' 819 
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36. 2° Trouver des valeurs approchées aussi simples que possible de \/y, 
La partie entière de / y est 2. On peut donc poser 

V/7 = 2 + p > 

d'où 

V7 — * 

Multiplions haut et bas par v/y + 2 [Alg. élém., 478), il viendra 

. V/7 + 2 

\fî tombant entre 2 et 3, y tombe entre 1 et 2, et l'on peut écrire 

3 
On en déduit 

= i + - -

3 _ 3 ( v / 7 + 0 _ i / 7 -

-

d 

tombe donc 

'où 

aussi 

v / 7 -

entre 1 

z • 

1 

• 1 

et 2, et 1 

V7 + . 
2 

2(v 

6 2 

l'on peut poser 

• = i + - , 

/7 + 0 v/7 + i 
y/ ; - . 6 3 

« tombe encore entre 1 et 2. Je pose 

\r7 + l • ' 
« = ^ - 5 — = 1 -+- - > 

3 r 

d'où 

( l =_3_ = 3(^/7+2) = , -

y 7 — 2 ^ 

c tombe entre 4 et 5. On peut donc écrire 

'• = \h +2 = 4 -+- 7 > 
d'où 

1 

1 est donc égal à r, et les calculs se reproduiront indéfiniment d'une 
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manière périodique. On aura 

\FJ=i-\ 
i 

i H 
i + 

i 

4 + -
i -+-

i -+-

( + 
i 

Les réduites successives seront 

5 8 3y 45 82 127 590 
2 3 14 17 3i 48 223 

Si l'on remplace \/y par —, l'erreur commise est moindre que 

- — ou que —rzz, et plus grande que ̂  r-——— ou que -—- (32) ; 
3i x 48 M 1488 r B ^ 3 I X ( 3 I + 4 8 ) ^ 2449^ ' ' 

. ,. 82 
c est-a-dire que ^- est une valeur exacte a 0,001 près. 

Nous dirons en terminant cet exemple, mais sans démontrer cette 
proposition, que la racine carrée d'un nombre entier quelconque non 
carré parfait conduit toujours à une fraction continue périodique. Seule
ment la période peut commencer plus ou moins tôt. 

37. 3° Il semble évident que lorsqu'on connaît deux valeurs appro
chées d'un nombre, l'une par défaut, l'autre par excès, si l'on réduit ces 
valeurs en fraction continue, toutes les parties qui leur seront communes 
appartiendront nécessairement à l'expression du nombre considéré en 
fraction continue. Il est facile d'ailleurs de le démontrer comme il suit. 
Supposons que X tombe entre A et B, et qu'on ait 

k = a-\ B = «H I 

b + 

d-i — d + 

A et B ayant même partie entière a, cette partie entière sera celle de X 
qui tombe entre A et B. Posons 

\ = n + -, B = « + ^ . X = a + --
y y x 

Puisque X tombe entre A et B, il faut que x tombe entre y et / ' , et 
comme y et y' ont la même partie entière /;, b sera aussi la partie en-

II. ?.8 
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tière de x. Posons donc 

r=b + -, y'=b + -,, x = b + —r 

z z x 
On prouvera de même que x' a la même partie entière c que z et z', 

et en continuant le même raisonnement, on vérifiera que le développe
ment de X commence comme il suit : 

X = a H -
0 + 

c + 

Nous pouvons faire application de ce qui précède à la recherche de 
fractions exprimant le nombre r. (Géom.,135) aussi simplement que. 
possible, eu égard au degré d'approximation obtenu. 

ir est compris entre les deux expressions 3, i4i5ga6 et 3,1415927. En 
les réduisant en fraction continue, on trouve (35. i°) : 

31415926 1 

i5 

243-

3i4»5937 = 3 + . 

i5-

354 + . 

1 

13 -
1 

Donc, on aura nécessairement 

77 = 3 + -

Les réduites correspondantes 

„ 22 333 355 
3 . ) 771 7J1 

7 106 n 3 
approcheront plus de n que toutes les fractions ayant des termes plus 
«impies-
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CHAPITRE IV. 
ANALYSE INDÉTERMINÉE DU PREMIER DEGRÉ 

38. L'analyse indéterminée du premier degré, qui est une partie im
portante de la Théorie des nombres, a pour but : Etant données m équa
tions dont les coefficients sont des nombres entiers positifs ou négatifs, 
entre m -+- n inconnues x,y, z, . . . , de trouver les solutions entières de 
ces équations, c'est-à-dire les systèmes de valeurs entières, positives ou 
négatives, dex,y, z, ... , qui les vérifient. 

Nous commencerons par considérer une seule équation à deux inconnues. 

Résolution de l'équation ax 4- by = cfai nombres entiers. 

39. Soit ax+by = c. On peut supprimer tout facteur commun aux 
coefficients a, b, c, sans altérer l'équation. Nous admettrons donc que les 
nombres a, b, c, sont premiers entre eux. Kous admettrons de plus qu'il 
en est de même des nombres a et b considérés simultanément. Car, si 
ces nombres admettaient un facteur commun /-, les valeurs entières de .c 
et de y rendraient le premier membre multiple de A, tandis que le second 
membre ne peut l'être d'après notre première hypothèse. 

40. Ceci posé, c'est-à-dire a et b étant premiers entre eux, nous allons 
prouver que Féqiuition ax + by = c admet nécessairement une solution 
entière. 
- Je suppose le coefficient de x positif, ce qui est permis, et je tire de 

l'équation 

On peut toujours effectuer la division de deux nombres entiers, quels que 
soient leurs signes, de façon que le reste de la division soit positif. Rem
plaçons successivement y, dans la relation (i), par les valeurs 

o, 1, a, 3, ...,{a— 1), 

et cherchons Ses quotients correspondante de manière que le reste soit 
toujours positif. Je dis qu'on parviendra ainsi à une valeur entière pour .r, 
et à une seule. En effet, il est impossible que deux valeurs y', y", appar
tenant à la série indiquée, conduisent au même reste /•. On aurait alors 

r — by' = aq' -+- r., c — by" = aq" -+- r. 

et l'on en déduirait 
&(/" — . / ) = aW — ?")• 

a, premier avec />, diviserait alors y" — y' \ ce qui est impossible, puis
qu'on a 

y ~~ y < «• 
Ainsi, tous les restes qu'on obtiendra seront différents. Ils sont entiers, 

nioindres que a, et l'on exécute a divisions : l'un d'eux sera donc ntiL 
28. 
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Soit (3 la valeur correspondante dey. On aura 

x = = x ( nombre entier ), 
a 

d'où 
a a + b p = c, 

et l'équation proposée admet la solution 

x = a, r = S. 

41. Lorsque l'équation ax -f- &)' = c admet une solution entière, elle en 
admet une infinité. 

Puisqu'on a alors 
ao.-\-brÀ = c. 

on peut écrire 
ax 4- by = a y. -\- bft, 

d'où 

x — a. = ^ '—• • 
a 

Si nous désignons par S un entier indéterminé, positif, négatif ou nul, il 
suffira que y satisfasse à l'équation 

y-b = aQ, 

pour que la valeur correspondante de x soit entière comme celle attribuée 
à y. Et, par suite, en posant 

y = ( 3 + «9 et x = a.— bf), 

on aura tous les systèmes de valeurs entières de x et de y qui satisfont 
à l'équation 

ax + by = c, 

en faisant parcourir à 6 toute la série des nombres entiers, positifs ou 
négatifs. 

On voit que les valeurs trouvées jorment deux progressions par diffé
rence illimitées. L'une, celle qui correspond à y, a pour raison le coeffi
cient de x dans l'équation; Vautre a pour raison le second coefficient de 
l'équation ; mais l'un des deux coefficients est changé de signe. 

42. Tout revient donc à trouver une seule solution entière. On peut 
employer, suivant les cas, les trois procédés suivants. 

43. i° Le premier repose sur le mode même de démonstration em
ployé pour prouver l'existence d'une solution entière; mais il n'est con
venable que lorsque l'un des coefficients des inconnues est un petit 
nombre. 

Soit l'équation 
cjx + 4y = 2 7 J ' 

le la résous par rapport à / q u i a le plus petit coefficient. Il vient 

_ 27 ' - 8-r 
4 
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Je n'ai qu'à remplacer x par les valeurs o, 1,2, 3; l'une d'elles conduira 
à une division exacte (40). Pour x = 3, on trouve 

271—27 244 

L'équation admettant la solution 
JC= 3, y = 61, 

toutes les solutions entières sont renfermées (41 ) dans les formules 

x = 3 4- 45, y = 61—90. 

9 désigne toujours un entier indéterminé, positif, négatif ou nul. 

44. 20 Le second procédé est fondé sur cette, remarque très-simple : 
que, si dans l'équation 

ax -\-by = c 

le coefficient b, par exemple, est égal à 1, on a immédiatement une solu
tion entière en posant ,r = o et y = e. 

Admettons que a soit le plus petit coefficient, et tirons de l'équation (1 ) 
ax -+- by = c 

c — br 
x = — • 

a 

Divisons c et b par a, et faisons en sorte, en prenant les quotients par 

défaut ou par excès, d'avoir des restes plus petits que - en valeur abso

lue : nous diminuerons ainsi la longueur des calculs. Si l'on a 

r = « Q ± R et b=c«]±r, 

la valeur de x deviendra 
X = Q — qr-\ • 

*" a 
Par conséquent, t désignant une nouvelle inconnue, la question est ra
menée à trouver une solution entière de l'équation 

c'est-à-dire 

(2) at±ry=:±R. 

Remarquons que dans cette équation les coefficients de^ inconnues sont 
le plus petit coefficient de l'équation primitive et le reste obtenu en di
visant le plus grand coefficient de cette équation par le plus petit. En 
opérant sur l'équation (2) comme nous venons de le faire sur l'équa
tion (1), la même loi se poursuivra. Ce qui montre immédiatement que 
les équations auxiliaires obtenues auront toujours pour coefficients deux 
des restes consécutifs qui correspondent à la recherche du plus grand 
commun diviseur des nombres a et b. Or, ces nombres étant premiers entre 
eux, on parviendra à un dernier reste égal à \. c'est-à-dire à une der-
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nière équation de la forme 
mu + v = p. 

Cette équation aura pour solution entière u = o et <> = p ; et, en remon
tant de proche en proche, il sera facile de trouver une solution entière 
de l'équation (ï). 

Soit l'équation 

(>) 
On en déduit 

81 
(2) x = -

en posant 

(3) 

On en déduit 

(4) y = 

en posant 

(5) 

On en déduit 

(6) / = 

en posant 

(7) 

77-r — i o 4 j r = 8 i5 . 

;5 + i o 4 r 32 — 27 r 

77 77 

32 — 27 r 
— = t ou 27 j + 7 7 ? = 0 2 . 

77 

32 — 77* , , 5 + 4 ' 
27 27 

5 + il , , -——?— = t ou At — iyt= — b. 
27 

lit'— 5 , *' + ! , ,. 
---!— = 7 / ' - i = 7 / ' _ i _ * \ 

4 4 

t'~'r'1=f ou Ï ' 4 f = 1. 
4 

Nous voici arrivé à une équation où t' a pour coefficient l'unité. On 
pourra donc prendre pour solution de cette équation ( " = o e t ( ' = - i . 
Les équations (6), (4), (2), donneront alors 

t = — 8, j r = 2 4 , # = 4 3 , 

et les solutions entières de l'équation (1) seront renfermées dans les for
mules 

. r = 43+1046. 7 = 24 + 776. 

Remarque. —Si, dans les divisions successives, un facteur se présente au 
dividende sans entrer dans le diviseur, il faut le mettre en évidence de 
manière à simplifier les calculs subséquents. Si l'on avait, par exemple. 

une fraction telle que _— 1 on l'écrirait sous la forme —-—-z—- j et 
^ i3 • i3 

t 'on poserait seulement —'—— = /'. 

45. 3° Enfin le troisième procédé est fondé sur les propriétés des frac
tions continues. 

Réduisons la fraction irréductible -, en fraction continue. La réduction 
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conduira à un nombre limité de termes (24). Soil — lavant-dernière 

réduite. Nous aurons alors (28) 

am — bl= ±i, 

et par suite, en multipliant par c, 

a(mc) — b (le) = ± c. 

En comparant ce résultat à l'équation ax + by = c, on voit facilement 
qu'on en aura une solution entière en prenant x = ± me, y = ±lc. 

Reprenons l'équation 77* — i o 4 j = 8 i 5 . Je r édu i s -^ en fraction con

tinue. Je trouve les quotients successifs 

1, 2 , 1. 5 , 1. 3 . 

Les réduites sont donc 
2 3 17 20 

o ; i , 

et l'on a 

7 20 77 

3 4 23 27 i°4 

7 7 . 2 7 — 104 .20 = — 1 , 

d'où, en multipliant par — 8i5. 

77. ( — 27.815) — 104 (—20.815) = 815. 

On peut donc prendre comme solution de l'équation donnée 

x=— 27.815=—22005 et y=—2o.8i5=—i63oo. 

On n'obtient pas ainsi, en général, la même première solution que par 
les autres procédés; mais il est facile de la faire apparaître. En effet, les 
formules générales seront, dans le cas-considéré, 

,r=—22oo5-|-io45, y=—i63oo + 776. 

Divisons i63oo par 77, en rendant toujours le reste trouvé moindre que 
la moitié du diviseur (44). Nous aurons pour quotient 212. Si l'on rem
place alors 6 par 212. il vient, comme au n°44, 

x= 43, y= 24. 

On retombe donc, puisque 5 est tout à fait indéterminé, sur les mêmes 
formules générales, 

x= 43 + 1045, 7 = 2 4 + 775. 

Résolution de l'équation ax + by = c en nombres entiers et 
positifs. 

46. Lorsque a et b sont premiers entre eux, l'équation ax + by= < 
admet une infinité de solutions entières. Cherchons à séparer parmi ces 
solutions celles qui sont positives. 

En mettant en évidence les signes des coefficients o. b, <•. <m aura ? 
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considérer les quatre formes suivantes : 

ax + by = c, 
ax — by = c, 
ax-\-by = — c, 
ax — by = — c. 

La troisième forme exclut évidemment la possibilité des solutions posi
tives, et la quatrième forme rentre dans la seconde; car peu importe que 
ce soit l'un ou l'autre des deux coefficients a et b qui ait le signe moins. 
Il reste donc à considérer les équations 

a x + by = c, 
ax — by = c. 

Commençons par la seconde, et soit x = a, / = (5, une solution quel
conque de cette équation. Toutes ses solutions seront renfermées dans les 
formules 

.r = a + £ 9, jr = (3 + « 9. 

Pour que les solutions soient entières et positives, il suffit de donner 
à 9 les valeurs entières qui satisfont aux inégalités 

a + è 6 > o , (3 + « S > o 
ou 

b a 

On voit donc que la seule condition est de donner à 5 les valeurs en-
a S 

tières qui surpassent la plus grande des deux limites — r ; — - • Ainsi 
Péquation ax — by = c admet une infinité de solutions entières et posi
tives. 

Passons à l'équation ax + by = c. Les formules qui donnent toutes les 
solutions entières sont alors 

x = 3.—b(j, y=$ + a9. 

,er à 9 dans ce cas que les val 

a — 6 6 > o et p - f -«9>o, 

Donc, on ne doit donner à S dans ce cas que les valeurs entières qui satis
font aux inégalités 

c'est-à-dire 
, « , Ë 
0 < 7 et &> — £-. 

h a 
Comme on a 

ax + bp = c, 
a b c 

on peut remplacer 7 par — --+--T) et prendre pour limites 
S ,: , S 

0 < - - + -T et 0 > _ i - . 

Donc, les solutions entières et positives de l'crjuation ax-\-by = c curres-
, i .. , „ . S ft c 

pondent aux valeurs entière* 'le 9 comprises entre — — PI - -—|-—y 
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Par conséquent, l'équation considérée peut n'admettre aucune solution 
entière et positive ; et, dans tous les cas, elle n'en admet qu'un nombre 
limité. 

Il est facile de voir que le nombre de ces solutions est le quotient en

tier qui correspond à - p différence des deux limites, ou ce quotient 

augmenté d'une unité. Ainsi, les deux limites étant 29 -= et 3g -=, leur 

3 
différence sera g -ri et il y a dix nombres entiers entre les deux limites. 

Si les deux limites sont 29 •? et 38 --, leur différence sera égale à 9 -=•> 

et il y a neuf nombres entiers entre les deux limites. 

47. APPLICATION.— Trouver un nombre entier et positif tel, qu'en le divi
sant par 7 il donne pour reste 5, et tel, qu'en le divisant par 12 il donne 
pour reste 11. 

Si nous désignons par x et y les deux nombres entiers et positifs qui 
représentent les quotients du nombre cherché par 7 et par 12, ce nombre 
admettra les deux formes 

" x -\- 5 et i î j -{-11. 

On aura donc à satisfaire, en nombres entiers et positifs, à l'équation 

•jx + 5 = 127+11 ou yx — 1 2 / = 6. 

On en déduit 
1 2 / + 6 _ 6 (2 J + l) 

X — 
7 

Il suffit de trouver pour / une valeur qui rende entière l'expression 

— On y arrivera en remplaçant y par l'une des valeurs 

•r = 6 + i 2 S , 7 = 3 + 76. 

On aura alors pour le nombre cherché les deux expressions 

7(6 + 126)+ 5 = 47 + 845, 
1 2 ( 3 + 78) -+ 11 = 4 7 + 849. 

Ces deux expressions sont égales, comme on devait s'y attendre et 
comme il est nécessaire qu'elles le soient si l'on a bien opéré. Tous les 
nombres demandés sont, en résumé, donnés par la formule 47 + 849, 
et l'on a bien 

4 7 + 8 4 5 = 6 + , 2 9 + ^ 47 + 8 4 5 = 3 + i i . 
7 7 12 12 

Résolution en nombres entiers de m équations contenant m + \ 
inconnues. 

18. Soient deux équations à trois inconnues 

('.! fix 4 - by + cz — d, 
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et 

(2) a'x-f-b'y+c'z = d'. 

Ces équations sont supposées ramenées à leur plus simple expression. 
Pour que le problème soit possible, chaque équation doit admettre sépa
rément des solutions entières. Il faut donc évidemment que les coeffi
cients a, b, c, soient premiers entre eux, ainsi que les coefficients a', b', c'. 

Éliminons z entre les équations (1) et (2). Il vient 

( 3) (ac' — ca!) x -+- (bc' — cb')r = dc' — cd', 

et l'on peut remplacer le système proposé par les équations (1) et (3). 
Cherchons les solutions entières de l'équation (3). Si elle en admet, elles 
seront de la forme 

bc' — cb' , 
x = x -\ ; 6, 

0 
, ac' — ca' , 

Y = 6 5 9. 
0 

S est le plus grand commun diviseur des trois coefficients ac1 — ca'. 
bc' — cb\ dc'—ed'; car, avant de traiter l'équation (3), il faut rendre 
ses coefficients premiers entre eux. S est un entier indéterminé. 

Pour que l'équation (3) admette des solutions entières, il faut que les 
quotients qui multiplient 9 soient premiers entre eux (39). 

Si cette condition est remplie, on substituera les valeurs trouvées 
pour x et pour y dans l'équation (1), et elle ne renfermera plus que les 
deux inconnues z et 9 qu'on pourra, si toutefois l'équation transformée 
comporte des solutions entières, exprimer en fonction d'un nouvel entier 
indéterminé 9'. Il sera facile alors d'obtenir x, y et z en fonction de 9' 
seulement. 

49. Il faut remarquer que, si les coefficients c et c' d'une même in
connue sont premiers entre eux, la seule condition de possibilité du pro
blème est cjue F équation ( 3 ) admette des solutions entières. 

En effet, reprenons dans cette hypothèse les valeurs 

et substituons-les dans l'équation (1). Il viendra, en simplifiant, 

(4) c(ba' — ab')B + c§z = d(d—az — bp). 

D'autre part, puisque l'équation (3) admet la solution x = a, r= 6, on 
doit avoir 

{ac' — ca' ) x - j - ( bc' — cb') S = de' — cd'. 
d'où 

c [d' — a'x — b'p) = c' (cl — ax — bpu 

On voit par là que, c étant premier avec c', il doit diviser d— ax — bo. 
Appelons q le quotient de cette division, et reportons-nous à l'équa
tion (4) : elle deviendra, si l'on divise ses deux membres par r; 

ij'n' 11b') 9 -j- ? - -- ?</. 
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On obtient donc immédiatement, dans le cas de r premier avec c', une 
solution entière de l'équation (4) ou de l'équation(i) transformée, en posant 
9 = o et z = c;. 

Le raisonnemeut précédent prouve, en même temps, qu'on a intérêt à 
éliminer d'abord l'inconnue dont les coefficients sont premiers entre eux, 
puisque la résolution de l'équation en z et 9 est alors immédiate. 

50. La marche que nous venons d'indiquer pour deux équations à trois 
inconnues est générale, et elle s'applique au cas de m équations conte
nant m 4 i inconnues, quelle que soit la valeur de m. 

51. APPLICATION. — Soit h résoudre le système 

3x + 7 J - H 7 z = 77; 
6 x 4 - g y 4 - 8 z = 104. 

Dans la première équation, les trois coefficients 7, 7, 77, sont divisibles 
par 7. Effectuons cette division, il viendra 

3x 

On voit que x doit être un multiple de 7. Nous poserons donc 

x = yx'. 

De même, dans la seconde équation, les trois coefficients 6, 8, 104, 
sont divisibles par 2, et l'on a 

3x4- — 4 - 4 z = 52. 
2 

y est donc forcément un nombre pair, et nous poserons y = %y'. Notre 
système deviendra donc 

3 x' 4- iy' -+-z = 11, 
21 x' 4- gy' 4- 4z = 52. 

Les coefficients de y' étant premiers entre eux, c'est cette inconnue 
que nous devons éliminer (49). Nous trouverons ainsi 

i5x' — z = 5. 

On a une solution immédiate de cette équation en posant 

x' = o et z = — 5 : 

ses solutions entières seront donc renfermées dans les formules 

x ' = 9 et z = — 5 4 - i 5 G. 

Substituons ces valeurs dans l'équation 

3x'4- o.y + Ï = 11. 
îl viendra 

2 y 4- 18 9 = 16 
ou 

y '4-99 = 8. 

On peut donc encore écrire immédiatement (i9 ' 
v' — S Pi fi -- n 
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ce qui conduit aux formules générales 

j ' = 8 —98' et S = 9'. 
On aura donc enfin 

x=-jx''=79', y=-xf = 16— 186', z = — 5 + i 5 9 ' . 

Si l'on ne voulait admettre que des solutions entières et positives, il fau
drait qu'on eût 

6 ' > o , • 16— i 8 S ' > o , —5 + i 5 9 ' > o . 

On déduit des deux dernières inésalités S' < - et 9 ' > - ; ce qui montre 
9 3 ' 

que les équations données n'admettent aucune solution positive. Les va
leurs trouvées pour x, y, z, indiquent d'ailleurs à priori ce résultat. 

Résolution en nombres entiers d'une équation contenant plus de 
deux inconnues. 

52. Soit l'équation générale 

ax -+- by -+- cz -f- du - j - . . . = k. 

On doit toujours la supposer ramenée à sa plus simple expression, de sorte 
que les coefficients a, b, c, .. .,Â-, n'aient plus aucun facteur commun. 
Tous les coefficients du premier membre doivent alors être premiers entre 
eux; car s'ils admettaient un facteur commun, le premier membre serait 
divisible par ce facteur sans que le second ie fût, et l'équation ne com
porterait aucune solution entière. 

Les coefficients a,b,c,..., du premier membre doivent être premiers 
entre eux lorsqu'on les considère simultanément; mais a et b, par exem
ple, peuvent n'être pas premiers entre eux. Désignons par S leur plus 

grand commun diviseur et par a' et b' les quotients •; et »• On pourra 

écrire 
., k — cz — du — . . . 

ax + by = , , 

et la question sera ramenée à trouver une solution entière de l'équation 

k — cz — du — . . . 
—— : = t. 

0 

qui contient une inconnue de moins, puisqu'au lieu des deux inconnues 
x et y, on n'a qu'une nouvelle inconnue t. En opérant ainsi de proche en 
proche, tout dépendra finalement de la résolution d'une équation à deux 
inconnues. Les exemples suivants indiqueront suffisamment la marche à 
suivre dans tous les cas. 

53. i° Soit à résoudre l'équation 

^x — i8y -\- Q.J z = 100. 
On en déduit 

, 2 7 2 
2.T — 9 / + — - = 3 0 . 
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z devant être multiple de 2, posons 

1 = 2 ; ' . 
Il viendra 

%x — gy+nyz' = 5o. 
On en déduit 

(i) 33'— r = — i -• 
" 9 

25— '̂ 
2 et 9 étant premiers entre eux, il suffit de rendre entier le quotient' -• 

Posons 
25 —X 

d'où 
x + 9 ; = 25. 

On aura immédiatement, pour solution de cette équation, 

x = 25 et t = o, 
d'où (ii) 

X = 25 — 9S, ? = 9. 

Revenons à l'équation (1). Nous aurons 

3z' —y = i9. 

z' = o et j = — 26 est une solution de cette équation. On pourra donc 
écrire 

y= — 2 9 + 3 9 ' et z = 9'. 

Toutes les solutions entières de l'équation proposée seront donc renfer
mées dans les formules 

,z = 25— 99, y—— 2 9 + 3 9 ' , z = a S ' , 

où 9 et 9' représentent deux entiers indéterminés, positifs, négatifs ou 
nuls. 

Si l'on ne veut admettre que les solutions entières et positives, il faut 
qu'on ait 

25 — g 9 > o , —29 + 3 5 ' > o . »9 '>o , 

On déduit des deux premières inégalités 

9 < ^ et B>>^-
9 3 

On voit qu'on pourra donner à 9 toutes les valeurs possibles au-dessous 
29 

de 3, et à 9' toutes les valeurs possibles au-dessus de — quand 9 sera po
sitif, et toutes les valeurs positives possibles à partir de o quand 0 sera 
négatif. 

Si. 20 Soit encore l'équation 

Q.X-T- 5r-+- 103 = 187. 

•2 et 5 étant premiers entre eux. j'en déduis 

2 x + 5y = 187 — 1 o z. 
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Posons 
187 — IOZ — t. 

Il viendra 
•x x -+- 5 y = t, 

d'0Ù 
t — 5 y t — 1 

Posons 
t — y 

= t'. 

d'où 

Cette dernière équation admet la solution 

t' = o, y = t. 

Donc, toutes ses solutions seront renfermées dans les formules 

t' — d. r=t—o.G. 
On aura alors 

Remplaçons t par sa valeur 187 — 10z, et il viendra 

x =—374 + 20Z+56, y = 187 — ioz—29. 

Dans ce cas, x et y sont exprimées en fonction de la troisième inconnue z 
et de l'indéterminée 9. On donnera à z et à 8 des valeurs entières quel
conques, et l'on déduira des formules trouvées les valeurs correspondantes 
de x et de y. 

Si l'on ne veut admettre que les solutions positives, il faudra qu'on ait 

— 374 + 2 0 z 4- 5 9 > o et 187 — ioz — 2 8 > o . 

On en déduit 

9 > ^ 4 _ 4 2 et 6<I*Z-5*. 
a 2 

Pour que ces conditions ne soient pas contradictoires, il faudra qu'on ait 

187 . 374 
_ _ _ 3 3 > _ _ _ 4 z , 

c'est-à-dire 

z < ^ -
10 

On pourra donc donner à z toutes les valeurs entières et positives de
puis o jusqu'à 18; et, pour chaque valeur de z, on saura par les deux 
inégalités précédentes quelles valeurs de 9 on peut adopter. 

Supposons z = 10. Nous aurons 

9 > ^ et B<% 
D 2 

ce qui montre qu'en prenant z = io, on pourra donner à 8 les valeurs 
35, 36, 37, 38, 3g, 4o, 4 ' , 4'- 13- A z = 10 correspondront donc neuf 
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solutions entières et positives de l'équation proposée. On calculera de 
même les autres solutions. 

55. 3° Pour ne rien laisser à désirer sur ce sujet qui peut trouver son 
application dans plusieurs problèmes intéressants, nous terminerons ce 
chapitre en traitant le système suivant qui renferme deux équations et 
quatre inconnues : 

,r + / + z + « = ioo, 
ZOX + 1 0 / + iz-j- U = 200. 

Nous éliminerons « par soustraction, et nous obtiendrons 

ic)x + çy + 3 z = 100, 
d'où 

ioo — iq,t* 
g r + 3 z = ioo — igx et iy + z = -—-— 

Posons 
i oo — i q x 

3 = . ' • 
d'où 

igx + 3t = ioo. 

Nous aurons immédiatement une solution entière de cette équation en 
posant 

x = i et t = 27. 

Par suite, toutes les solutions entières de l'équation considérée seront 
renfermées dans les formules x = i — 3 9 et £ = 27 + ig6. 

Revenons à l'équation 3 j + z = t. Elle admet la solution y = o et z =- ;. 
Donc toutes ses solutions entières correspondent aux formules 

y = 9' et z = f— 3 6 ' = 2 7 + 196—36'. 

x, j , z, étant ainsi exprimées en fonction des deux entiers indéterminés 9 
et 9', substituons les valeurs obtenues dans la première équation du 
système donné. Nous en tirerons 

u= 72 — 169 + 2 9' = 2(36 — 89 + 5'). 

Si l'on ne veut admettre que les solutions entières et positives, il faudra 
qu'on ait d'abord 

1 — 39 > o , c'est-à-dire 9 < - > et 9 '> o. 

Ainsi 6 ne peut recevoir que des valeurs négatives, y compris o, et 9' 
que des valeurs positives, y compris o. Il faut de plus satisfaire aux iné
galités 

27 + 199— 39' > o et 36 —89 + 9 ' > o . 

On en déduit 

9 ' < g + ^ et 6 ' > 8 6 - 3 6 . 

Puisque 9' doit être positif et 9 négatif ou nul, la seconde condition 
sera toujours satisfaite, et il ne reste plus à tenir compte que de la pre-
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mière. Or, si l'on suppose S = o, on aura 0' < 9, c'est-à-dire qu'on peut 
supposer en même temps 

0 = o et 9' = o. 1, 2, 3, 4, 5. G, 7, 8. 9. 
Q 

Si l'on suppose 9 = — 1, il vient 6' < - , ce qui montre qu'on peut sup

poser en même temps 
9 = — 1 et 8' = o , 1, 2. 

Enfin, on ne peut pas donner à 9 de valeurs au-dessous de — 1, à 
cause de la condition 9' > o. 

On a donc en tout treize solutions entières et positives dont voici le 
tableau : 

. ' " . . . 1, 1, 1, 1, i , 1. 1, 1, 1, 1, 4 . 4 , 4 . 

v . . . o , 1. 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 . 9 , o , 1, 2 . 

z... 2 7 , 2 4 , 2 1 , 1 8 . i 5 , 12, 9 , 6 , 3 , o , 8 , 5 , 2 . 

u... 7 2 . 7 4 , 7 6 , 7 8 , 8 0 , 82 , 8 4 . 8 0 , 8 8 , 9 0 , 8 8 , 9 0 , 9 2 . 

CHAPITRE V. 
APPLICATIONS DE LA FORMULE DU BINOME. 

Puissances des polynômes. 

36. Soit le trinôme a + b + c. On peut le regarder comme un binôme 
qui a pour premier terme a-\-b, et écrire {Alg. élént.. 237) 

-b)m-'r 
m 

m 

(« 
{m-
1 .2 

[m — 

-\-b + c)m 

-1 ) , 

-i){m — i) 

= [a + b) 

-2 r- + ... 

. . . j m — 

m + m 

P + t) (a-t-b y-P e"+ 
1 . 2 . 3 . . . / ; x 

Il restera donc seulement à développer dans le second membre les diffé
rentes puissances de a + b. On obtiendra ainsi une série de termes dans 
lesquels la somme des exposants des lettres «, /;, c, sera constamment 
égale à m. Par exemple, les termes qui proviennent du terme général 

„ , ( m - l H i » - a ) . . . ( W - / ; + i) h.„,_,r„_ 
1 . 2 . 3 . . . / ; 

contiennent le produit de cp par des puissances de a et de b dont la 
somme des exposants est m—p. Réciproquement, a, S, y, étant trois 
nombres satisfaisant à la condition a 4- (3 4- y = m, il y aura dans le déve
loppement un terme en a " V r / . En effet, ce développement renferme le 
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1 . 2 . 3 . . . 7 

et («4-/-») y contient im terme dans lequel a et 6 figurent avec les 
exposants x et 3, puisqu'on a 

X - j - S = 7?J — y . 

57. Cherchons l'expression du coefficient du terme en «' '' / / c/. Ce 
terme fait partie du développement partiel qui correspond au terme 

r (a+b) ' c'. 
1. 2 . 3 . . . 7 

Or ce dernier terme peut recevoir la forme (Alg. élrm., 232) 

1 . 2 . 3 . . . » ; , " > - • / 7 
1. 2 . 3 . . . 7 . 1. 2 . 3 . . . ( m — 7 ) 

Et, dans le développement de (a+b) "/, le coefficient du terme en 

a b ou en a b ' " peut de même recevoir la forme 

1.2.3. ..(m — 7) 
1.2 .3. . . a.. i . 2 . 3 . . . ( m — 7 — xi 

Le terme cherché est donc 

1 . 1 . 3 . . . m. 1 . 2 . 3 . . . I m — 7 ) 

1 . 2 . 3 . . . 7 . 1 . 2 . 3 . . . (//; — 7 1 . 1 . 2 . 3 . . . x . 1 . 2 . 3 . . . (ut— y — x 

ou en simplifiant et en remarquant que m — 7 — x = 5, 

1 . 2 . 3 . . . ; ? / K , s -, 

/ / w' <• ' 

i . 2 . 3 . . . x . 1 . 2 , 3 . . . S. i . 2 . 3 . . . 7 

08. On trouvera, en suivant une marche identique, que le terme gêné 
rai du développement de (a-\-b + c+ . . . +/')"' a pour expression 

1 . 2 . 3 . . . m et. 3 •/ ; 
a b c .. . t . 1 . 2 . 3 . . . a . 1 . 2 . 3 . . . f i . 1 . 2 . 3 . . . y . . . 1 . 2 . 3 . 

Et pour avoir tous les termes du développement, il suffira de prendre 
toutes les valeurs de a, 8, 7 , . . . , \ qui de o à m satisfont à la relation 
« 4 - ^ 4 - 7 + • • -4->. = ni, avec cette restriction que si l'un des expo
sants, a par exemple, est remplacé par o, la suite correspondante du dé
nominateur ou 1.2.3. . . x, sera remplacée par l'unité. 

Ainsi, le cube de a + b + c s'obtiendra en supposant chacun des expo
sants a, S, 7, égal à 3 et les deux autres nuls ( ce qui donnera les cubes 
des trois termes a, b, c); puis, chacun des exposants a, 6, y, égal à 2, 
avec l'un des deux restants égal à 1 et le troisième nul (ce qui donnera 
trois fois le carré de chacun des termes n, b, c, multiplié par la somme 
des deux autres termes): enfin, on prendra les trois exposants égaux a 

TI, 
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l'unité (et l'on obtiendra ainsi six fois le produit abc). On aura donc 

(« + 6 + c)5 = «3-j-A5 + r' + 3« :(£ + r) 

+ 3b2(a-+c) + ic'2{a+b) +6abc. 

Racines des polynômes. 

39. On suppose qu'un polynôme donné A est la puissance m'""" d'un 
polynôme inconnu a, et il s'agit de déterminer a ou la racine m""" de A. 

Si les deux polynômes sont supposés ordonnés suivant les puissances 
décroissantes d'une même lettre x, la puissance ni"'1' de a. devra repro
duire identiquement A. Or le premier terme de la puissance m""1' de a 
sera la puissance m'eme du premier terme de a {-dlg. élém., 21). Donc 
on obtiendra le premier terme de la racine cherchée en extrayant la 
racine m'eme du premier terme de A. 

Cherchons maintenant comment on peut, connaissant plusieurs termes 
de la racine, trouver le suivant. 

Soient P la somme des termes connus et a la somme des termes qu'il 
faut déterminer. On devra avoir 

A = (p+?r, 
d'où 

A = P™ + m P"'"' o + m ( ' " —') p™-3 0i + _ _ _ + 0„, 
' 1 . 2 ' [ 

c'est-à-dire 

A — P"' = mVm-x o + m(m — l{ pm-2 2 + , . . . ' 
1 . 2 ' 

P étant connu, on aura facilement P'" et, par suite, A — P'". Le premier 
terme de cette différence sera égal au premier terme du second membre, 
en supposant toujours les polynômes considérés ordonnés de la même 
manière. Le premier terme du second membre est d'ailleurs le premier 
terme du développement de m P™-' p ; car a est de degré moins élevé que 

P et, dans tous les autres produits — P7"-2 o2 un facteur 
1 1 . 2 i • • 

P est remplacé par un facteur p. Le premier terme de la différence A — P'" 
sera donc égal au premier terme de mVm~l multiplié par le premier 
terme de p. On obtiendra donc immédiatement par division le premier 
terme de p. 

Comme le premier terme de mP"'_1 est égal à m fois la (m — i)"""! puis
sance du premier terme de P, dans toutes les divisions qui fourniront les 
différents termes de la racine, à partir du second, le diviseur restera le 
même. 

CO. Si A n'est la puissance mu"" d'aucun polynôme, A — P'" ne sera 
jamais nulle, et l'opération se poursuivra indéfiniment. Les exposants 
de la lettre ordonnatrice deviendront négatifs et croîtront sans cesse 
en valeur absolue. On sera averti de ce cas, en voyant apparaître à la 
racine un terme de degré moindre que celui qui devrait être le dernier : 
le dernier terme de la racine, quand elle est exacte, s'obtenant d'ail
leurs nécessairement (59) en extrayant la racine m'""' du dernier terme 
de A. 
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On peut encore indiquer d'autres caractères d'impossibilité; nous n'in
sisterons pas sur ce point (*). 

Triangle arithmétique de Pascal. 

61. D'après ce que nous avons dit [Alg. élém., 234), il est facile de 
voir que le nombre de combinaisons de m lettres prises n h n est égal 
au nombre de combinaisons de m — i lettres prises n à n, augmenté du 
nombre de combinaisons de m — i lettres prises n — i an — i. 

En effet, on peut partager les combinaisons de m lettres n à n en 
deux catégories : celles qui ne contiennent pas une certaine lettre a, et 
celles qui contiennent cette lettre. Celles qui ne contiennent pas a cor
respondent évidemment à m — i lettres combinées « à n ; et pour avoir 
celles qui contiennent «, on n'a qu'à former les combinaisons /; — i à 
n — i des m — i autres lettres, puis à écrire a a la droite de chacune 
d'elles. On démontre ainsi la formule 

c;;' = C;;-' -+- c;»-' • 

On peut aussi l'établir directement à l'aide de la formule du binôme. 
Soit (Alg. élém., 237). 

[x + rr)'"-' = x'"'' + C',"-' axm- ' + C T ' a'!x"'" + . . . 

•+•c;;"'nnxm-"-' + . . . + c™-; «"•-'. 

Multiplions les deux membres de cette égalité par x-\-a. Le premier 
membre deviendra (.r-\-a)'". Le terme général du second membre sera 

c'est-à-dire 

(c;;'-1 + €•;•-?') ""x"-". 

Mais le terme général du développement de (x~{-a)'" a aussi pour ex
pression 

C™ "".*•"'-". 

Donc, etc. 

62. C'est sur cette remarque qu'est basée la formation du triangle de 
Pascal. Écrivons régulièrement, l'une au-dessous de l'autre, des lignes 
horizontales renfermant les coefficients du développement de la première, 
de la seconde, de la troisième,..., de la m""" puissance du binôme 
x-\-a. D'après la seconde démonstration du n° 61, on formera ce tableau, 
dès qu'on en aura écrit les trois premières lignes, en ajoutant deux nom
bres consécutifs de la dernière ligne obtenue et en écrivant le résultat 
trouvé au-dessous du nombre de droite. Toutes les lignes horizontales 
commencent d'ailleurs par l'unité. Dans ce qui va suivre, nous ferons abs-

(*) La formule du binôme permet aussi d'extraire la racine ml<il"e d'un nom
bre entier, en suivant une marche tout à faïl. analogue à celle que nous avons 
indiquée en Arithmétique pour les racines carrée et cubique. 

? 9 
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traction tic la première colonne verticale du tableau, qui ne contient que 
des i, en remarquant que dans le développement du binôme les diffé
rents nombres de combinaisons sont donnés par les coefficients. « partit 
du second. 

i i 

y 

3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 

î 

3 
6 

10 

(5 
2 1 

28 
36 
45 

î c;s c™, c™,..., c ; v . . , c;;;-
Si l'on veut former la septième ligne horizontale, parexemple, on dira 

1 - 1 - 6 = 7 . 13 + 6 = 21 , 2 0 + i 5 = 3 5 , i 5 + 2 o = 3 5 , 6 + i 5 = 2 i , 
1 + 6 = 7, 0 + 1 = 1. 

Cette loi de formation conduit à la propriété suivante : Un nombre si
tué dans une colonne verticale cpwlconcjiie du tableau est la somme de 
tous les nombres supérieurs de la colonne verticale précédente (*). 
Ainsi, 

210 = 8 4 + 1 2 6 , 126 = 56 + 70. 7 0 = 3 5 + 35. 35 = 2 0 + i 5 , 
i 5 = io + 5. 5 = 4 + 1: 

d'où 
210 = 84 + 56 + 35 + 2 0 + 10 + 4 + 1. 

Or la ligne horizontale de rang m renferme les nombres de combinai
sons de m quantités prises 1 à 1, 2 à 2, 3 à 3 , . . . , m à m ; et la ligne verti
cale de rang/? commençant précisément à la ligne horizontale de rang p, 
renferme les nombres de combinaisons de p, de p+ 1, de (p-r-i),...., 
quantités prises p à p [**), D'après cela, le m1'""" nombre de la p""" co
lonne verticale est placé à la rencontre de cette colonne et de la 
[m+p — 1 )'"""' ligne horizontale. Ce nombre représente donc le nombre 
de combinaisons de {m +p — 1) objets pris p à p, c'est-à-dire 

C-+i-< =- ("'-t-p— i)[m+p — 2) ...m 
'" I . • ! . . . . p 

o u 
/ , , r»+*>-' - '»("' + l)('» + 2 ) . . . ( « + ; ; - ! ) 
[I) L " - 1. 2 . 3 . . . . p 

(*) Cette propriété correspond à une formule remarquable relative aux com
binaisons : 

c;;- = c;;̂ 1 -t- c^ + c™-; -+- .. -+- c;'-; -

Cette formule dépend évidemment du théorème démontré au n° 61. 
(**) 11 faut toujours avoir soin de se rappeler que la colonne verticale des 

unités est laissée de roté, et ne coni/nr pas dans le ranr»; p. 

4 I 
1 0 .) I 

20 l 5 I) I 
35 35 2i 7 i 
56 70 56 28 8 1 
84 126 126 84 36 9 1 
120 210 252 210 120 45 10 1 
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03. Voyons maintenant à quels résultats peut conduire la considéra
tion du triangle arithmétique. 

Les termes de la première colonne verticale du triangle [toujours 
abstraction faite de la colonne des unités) sont dits nombres figurés du. 
premier ordre ; les termes delà seconde colonne verticale, nombres figurés 
da second ordre, et ainsi de suite. Nous verrons bientôt la raison de ces 
dénominations, 

Ceci posé, cherchons lu somme des m premiers nombres naturels. Cette 
somme sera celle des m premiers termes de la première colonne verticale 
du triangle : elle sera donc représentée (62) par le second nombre de la 
\m-x-i )"'"'" ligne horizontale ou pur le ni""" nombre figuré du second 
ordre. Il suffira donc de faire p= x dans la formule (i). On trouve ainsi 
pour la somme cherchée 

m [m A- i î 

résultat déjà connu {Alg. elem., Uo). 
Cherchons de même lu somme des carres des m premiers nombres 

naturels. L'identité 

x ( x — i ) 
.{ ' - = X - j - - X I X — I i --. X -+- X . : • 

2 

rapprochée du résultat précédent, prouve que la somme demandée est 
égale à la somme des m premiers nombres naturels, augmentée de x fois 
la somme des ( m — î) premiers nombres figurés du second ordre, c'est-à-
dire du double du (in— jV'"" nombre figuré du troisième ordre. Pour 
avoir ce dernier nombre, on remplacera clans la formule (î) m par [ni — î) 
et l'on y fera p — 3. On trouvera ainsi 

[m — î ') . M . I m - j - i ) 

et ia somme des carrés des m premiers nombres naturels sera 

m ji« + i) ( m — i) m (m 4- 1 ') _ -̂  3 _ . 

c'est-à-dire 
m [ m 4 -1 ) j 2 m -+- 1 ) 

6 

On trouverait de la même manière, s'il était nécessaire, la somme des 
cubes des m premiers nombres naturels, qui est 

//; (111-+- 1 ) 

2 

ce résultat montre que la somme des cubes des m premiers nombres est 
égale au carré de la somme de ces m premiers nombres. 

Nous allons faire application de ce qui précède à la sommation des piles 
de boulets, (elles qu'on les rencontre dans les arsenaux. 

• 

file:///m-x-i
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Sommation des piles de boulets. 

64. Piles triangulaires. Une pile de boulets triangulaire est formée de 
tranches équilatérales dont les côtés contiennent successivement un boulet 

de moins, jusqu'au sommet de la pyramide formé 
par un seul boulet. Si la base est un triangle 
équilatéral dont le côté contienne m boulets, le 
côté delà tranche superposée contiendra (»2 —i) 
boulets, celui de la tranche suivante (m —- 2) 
boulets, et ainsi jusqu'au sommet. 

Or, si l'on considère la base de la pyramide, 
elle sera formée évidemment de m lignes de 
boulets contenant : la première 1 boulet, la se

conde 1 boulets, la troisième 3 boulets, . . . , la mùme m boulets. Donc la 
somme des boulets renfermés dans cette base sera la somme des m pre
miers nombres, c'est-à-dire (63) 

m (m-\- 1) 
a 

ou le nt*™ nombre figuré du second ordre. De même, la somme des bou
lets renfermés dans la tranche superposée sera la somme des (in— 1) 
premiers nombres ou le [m — 1)""" nombre figuré du second ordre, etc. 

On voit par là que le nombre des boulets renfermés dans la pyramide 
totale sera la somme des m premiers nombres figurés du second ordre 
ou le mirme nombre figuré du troisième ordre, c'est-à-dire (63) 

m(m-\-i) [m-r-i) 
6 

A cause de ce qui précède, les nombres figurés du second ordre ont reçu 
le nom de nombres triangulaires, et ceux du troisième ordre celui de 
nombres pyramidaux. 

65. Piles à base carrée. Une pareille pile est formée de tranches car
rées dont les côtés contiennent successivement un boulet de moins, 
jusqu'au sommet de la pyramide formé par un seul boulet. Si le côté de 
la base contient m boulets, la base tout entière contiendra ni1 boulets. Le 
côté de la tranche suivante contiendra (m— 1) boulets, et la tranche en 
contiendra (m— 1)% etc. La question est donc ramenée, en partant du 
sommet, à chercher la somme 

i + 2 2 + 3 2 + . . . + (m— i'f + m'-

des carrés des m premiers nombres, somme qui est égale (63) à 

m [m -+- 1) (2,111+ 1) 

6 

66. Piles à base rectangulaire. La base d'une pile rectangulaire est 
formée de 11 files de m boulets ( m > n ). La tranche superposée contient 
( 11 — 1 ) files de (m — 1 ) boulets, la tranche suivante (n — 2) files de 
(m — 2) boulets, etc., jusqu'au sommet de la pile qui renferme 1 file 
de m — (« — 1) ou de m— « + 1 boulets. 

Pour plus de simplicité, posons m — n =• /;. /> représentant la diffé
rence des nombres de boulets contenus dans les deux côtés de la base. 
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En partant du sommet, on voit que la pyramide sera formée d'une file de 
/ o + i boulets, reposant sur 2 files de p + 'jt boulets, reposant elles-
mêmes sur 3 files de p+ 3 boulets, etc., jusqu'à la base formée de «files 
de (p+n) boulets. Il s'agit donc d'effectuer la somme 

p + i + i(p + z)-{-3{j} + 3)+... +n{p + n), 

c'est-à-dire 

/ ) ( i + 2 + 3 + . . . + « ) + ( ! + 2 ' + ¥+ ...+n2). 

Il faut donc, au produit de p par la somme des n premiers nombres, 
ajouter la somme des carrés de ces n premiers nombres. On aura donc, 
en vertu de ce qui précède (63), 

71 (n + 1) n (n + 1) (in+ 1) _ n ( « + 1) ( 3 / ; + in -f-1) p . _ i _ _ 

67. On calcule par différence le nombre des boulets contenus dans une 
pile tronquée. 

Sommation des puissances Semblables des termes d'une progression 
par différence. 

68. On aurait pu suivre une méthode plus rapide pour trouver la for
mule de la somme des carrés des m premiers nombres, formule qui nous 
était seule nécessaire pour arriver à la sommation des piles de boulets. 
Cette méthode est basée sur la sommation des puissances semblables des 
termes d'une progression par différence. 

Soient a, b, c, d,..,, A, k, Z, les (m 4- 1) premiers termes d'une pro
gression par différence, de raison r. Nous aurons [Mg. élém., 90) : 

b = a + /•, c = b + r , . . . , / = h- -f- r. 

Élevons toutes ces égalités à la ( n + 1 )''""" puissance. Il viendra ( Alg. 
élém., 237) 

/,«+> _ „«+! _j_ f n _|_ ! ) ra« _|_ " \ " ~*~ ï ,.-' a «- i _j_ . . . _ ( _ ( „ _ ( _ 1 j f> a _j_ ,^+1 ) 

/«+• = /-»+' + [n+i)rAJ,+ W l " + ' ^ r ' + . . . + (« + i)'-"^+'-"+ ' . 

Si l'on ajoute toutes ces égalités membre à membre et si l'on supprime 
les termes communs, il vient 

f^=rf-^' + ( w + i ) r S . + " ( " ^ " l ) / • 2S„_,+. . .+ (» + i)/-"S, + / ^ ' + l . 

S , , . . . , S„_,, S„, représentent les sommes des premières,..., [n— \),imes. 
niimes pUigSances ffe.*' ;» premiers termes considérés. 

La relation générale qu'on vient d'obtenir permet de trouver l'une de 
ces sommes en fonction de toutes les auires et des quantités données. 
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Prenons pour progression par différence la suite i, i, 3 , . . . , m. (m 4-1). 
Nous savons qu'on a alors 

m ( m -4- 11 
S, = v • • 

1 2 

Pour avoir S2, il suffira de faire dans la relation générale « = 2, en 
même temps que / = m 4-1 et r = 1. Nous trouverons ainsi 

[m + i)3 = 1 + 3S, 4- 3S, 4- m, 
d'où 

( m 4 - 1 )3 — ( /« 4 - 1 ) — 3 S, m 1 /« + 1 ) ( 2 m 4 - 1} 
C — 2 : ; : - — ~. - • 
& 2 ~ 3 6 

69. Remarque. — Il est bon d'indiquer, à propos des résultats consi
gnés dans ce chapitre, un moyen général usité en algèbre pour vérifier 
l'exactitude d'une formule qu'on donne sans démonstration. 

T „ , m [m 4- 1) (im 4-1) , . . , . . . 
La formule — rr ; par exemple, satisfait au calcul di

rect pour m = 1, m = 2, m = 3. Il suffit alors de vérifier qu'étant exacte 
pour une valeur quelconque de m, elle est«encore exacte pour la valeur 
immédiatement supérieure m 4- 1; c'est-à-dire qu'on doit avoir 

( m 4- 1 ) ( m 4- 2 ) ( 2 m 4- 3 ) 

ou. puisqu'on a par hypothèse 

. < » 2 . • y 

6 

m ( m 4 - 1 ) {2 /;( 4 - 1 ) 

( / « 4 - i j -

6 

(m + i)[(m 4 - 2 ) ( > m 4 - 3 1 — m[-im 4 - 11J 

6 

On transforme facilement cette égalité en identité. 

CHAPITRE VI. 
DES EXPRESSIONS IMAGINAIRES 

"0. Nous avons vu déjà [Alg. étém., 486) que la résolution des équa
tions du second degré conduit à des quantités imaginaires de la forme 
a ± bi, i étant le signe représentatif de y'— 1. On soumet ces expres
sions aux mêmes règles de calcul que les quantités réelles, en convenant 
seulement de remplacer dans les résultats obtenus r par — 1 : c'est 
étendre à \l— 1 la définition ordinaire de la racine carrée d'un nombre. 

L'expression imaginaire a 4- bi est évidemment racine de l'équation 
du second degré x- — iax 4- a2 4- b- = o. La seconde racine de cette 
équation est a — bi. Les expressions imaginaires a 4- bi et a — bi, s'appel
lent imaginaires conjuguées. Elles ont une somme réelle -2/1 et un pro
duit réel n2 4- //-. 
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71. On a, d'après la convention faite, 

' — 1 • = (' = r . r = 1. (V' lr = ' -l = v — Ï = ' ,-
On obtiendra donc périodiquement les mêmes résultats, de sorte qu'on 

>eut écrire, p désignant un entier quelconque, 

( y / ~ ) " ' = [i'f = I, ( /=~T) '^ . = / - P . , = yCT7= /, 

( y 7 - i ) ( " + 2 = iip.P = - 1, ( v / ^ ) " " - 3 = î ' 4 J , . i ' 3 = — y 7 — 1 = - ' • 

72. En combinant les deux expressions a + bi, c -4- di, par voie d'ad
dition, de soustraction, de multiplication et de division, on trouve des 
résultats de même forme que les expressions proposées. 

Ou a, en effet, 

(a + bi)± (c-^di) = (a±c) + {b±-d)i, 
(a + bi) {c + di) = tic + bci + adi -4- bdv = (tic — bd) -+- (ad + bc) i . 

a + bi __ irt + bi ) ( r — A' ) _ tic + £<7 /;<• — w/ 
c + f/(' ~ ( c -h fft ) ( <•' — i-ft ) ~ c2 + <• /-' c2-+-</2 

Tous les résultats trouvés sont bien de la forme A + B i. 

Développement de (u-tb \/— 1)'". 

73. Considérons maintenant l'expression \n-{-bi)"\ où m représente 
un nombre entier positif. Par convention et en appliquant la formule du 
binôme, nous aurons 

, . . , » ! „ , , • ' « i " ' — I '' -, /., ••, 
| fi -+- bi i = a -\ 11 In H : a ' lr i~ 

I 1 . 2 
m | ni — 1 ) ( m — 2 ) , ... ., 

H • i-i — - a'"-' b- i-> + . . . 

Remplaçons les puissances successives de i par les valeurs trouvées au 
n° 71, il viendra 

(tt-i-bi )'" = « ' " H ti'"-' bt a'"-2 lr 
v • ' 1 1 . 2 

w ( / « — i)(m — 2 ) 
- n'"-3 b3i-h 

1 . 2 i 

Les termes du développement sont donc alternativement réels et imagi
naires, et à deux termes positifs succèdent deux termes négatifs. Ou 
pourra donc écrire 

,n '" {"' — ' ) •11-
iii + bi)'" = 

1 . 2 

•11 [ ni — 1 ) ( / « — 2 ) i m — 3 1 m_ , 

b' 

ti'"-'b' — . . . i 
1 . 2 . 0 . 4 

[ ' " m-, /, " • ' ( ' " — i j l ' l - 2 ) , , 
• Il .1' t, Il 

I I I . 2 . 3 

m 1 m — j ){III -- 2 ) ( ni — 3 1 ( m — 4 ! „. 

Dans chaque parenthèse, les signes alterneront. 
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On arrive donc encore à 

(i) (a + bi)m=A + Bi, 

A et B représentant les deux parenthèses. 
On trouverait de même 

(2) (a — bi)m = A — Bi, 

puisque i seul change de signe. 
Nous laissons de côté le cas où m est fractionnaire ou négatif, cas où 

la transformation réussit encore (88). 
Si l'on multiplie membre à membre les égalités (i) et (2), il vient 

[a- + b-)m = A2 + B2; 

ce qui prouve qu'une puissance quelconque entière et positive de la somme 
de deux carrés, représente encore elle-même la somme de deux carrés. 

Par exemple, si l'on supposait m = 2, les formules précédentes don
neraient A = a% — h1 et B = 2 ab. On aurait donc 

(a2 + b2)2 = (a* -b2f + (iab)\ 
égalité facile à vérifier. 

7A. Nous avons déjà montré {Alg. élém., 208) que les expressions de 
5a forme \Ja d= bi peuvent aussi se ramener au type commun indiqué. Il 
en sera de même de l'expression générale ^/a± bi, qui rentre dans le 
cas de m fractionnaire (73), puisqu'on a 

fya ± bi = (a ± bi) ' 

Ou module. 

75. Étant donnée l'expression imaginaire a-\-bi, l'expression réelle et 
positive \/a- + b2 est appelée le module de cette expression. 

Deux expressions imaginaires conjuguées ont môme module, et leur 
produit est égal au carré de ce module (70). 

76. Le produit de deux expressions imaginaires a pour module le pro
duit de leurs modules. 

Soit 
(a + bi) (c-±-di) = (ac — bd)-\-{ad-\-bc)i. 

Le module du produit obtenu est 

\/(ac — bdy+(ad+bc)2 = \] a- c'-\- b'1 d-+ a2 d2-\- b2 c2 = \f[a2-\- b2) (c2+ d1 ). 

Le théorème est donc démontré. On Vétend sans peine à un nombre 
quelconque de facteurs. 

77. Si l'on a a + bi = o, il faut qu'on ait séparément a = o et b = o, 
aucune réduction ne pouvant s'opérer entre a et bi. 

Quand une expression imaginaire est nulle, son module est donc nul. 
Réciproquement, si le module est nul, l'expression correspondante est 

aussi nulle; car la condition \/a'-{~b2 — o entraîne celles-ci : a — o. b = o. 
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Si l'on a 
a + bi = a'+b'i, 

on en déduit 
[a — a') + {b — b')i = o, 

d'où 
a = a' et b = V. 

On vérifie ainsi que toute équation de la forme indiquée se partage 
nécessairement en deux autres équations. 

78. Pour qu'un produit de facteurs imaginaires soit nul, il faut et il 
suffit qu'un des facteurs soit nul. 

En effet, si le produit est nul, son module sera nul. Ce module étant 
le produit des modules des facteurs, il faudra, puisque ces modules sont 
des quantités réelles, que l'un d'eux soit nul. Mais alors le facteur imagi
naire correspondant sera aussi nul (77). De même, si l'un des facteurs 
imaginaires est nul, son module sera nul ; le module du produit sera donc 
nul, ainsi que le produit. 

79. Le module de la somme ou de la différence de deux expressions 
imaginaires est compris entre la somme et la différence de leurs modules. 

Soient a-^-bi et c + di les expressions considérées; désignons par o et 
o' leurs modules, par R le module de leur somme. On aura 

R2 = (a + c)2+(b + d)2 = a2 + c2+b2+d2+o.{ac + bd). 

Mais f1 = a2 + b2, o'2 = c2 + d2 ; donc 

R2= p2 + p , 2 +2(or + M). 

D'ailleurs, on peut écrire 

f-p'2= [ae + bdy+{ad — bc)2. 

Par conséquent, la valeur de pf est plus grande que ac -+- bd. On a donc 
à la fois « 

R2<p2 + p'2+2pp' et R 3 >p 2 +p ' : — ipo', 

c'est-à-dire que R tombe entre la somme p-\-p' et la différence o — p'. 
Même démonstration, si l'on considère la différence des deux expres

sions imaginaires. 

Changement d'ordre des facteurs imaginaires. 

80. Le théorème fondamental sur le changement d'ordre des facteurs 
[Mg. èlém.; 23) s'étend immédiatement au cas d'un produit composé de 
facteurs imaginaires. En effet, si l'on remplace yf^l par la lettre *', et si 
l'on applique les règles ordinaires du calcul algébrique, l'ordre adopté 
dans la multiplication ne modifiera en rien les coefficients des diverses 
puissances de /. On obtiendra donc, dans tous les cas, des polynômes 
identiques, c'est-à-dire que le produit sera toujours composé de la même 
partie réelle et de la même partie imaginaire. De plus, on pourra aussi 
bien remplacer les diverses puissances de / par leurs valeurs, dans le 
courant du calcul qu'à la fin de ce calcul, puisque toutes ces substilu-
lions se résument dans la relation r = — i. 

81. Les quantités imaginaires permettent souvent d'arriver d'une ma-

459 
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nière rapide à des résultats dont la démonstration directe pourrait être 
pénible : nous en avons déjà donné un exemple (73). Ce qui légitime 
l'emploi transitoire de ces symboles, c'est que les relations qui servent 
de point de départ sont basées sur l'idée de l'ordre, c'est-à-dire sur un 
simple fait de combinaison. Nous allons en donner un exemple, en nous 
appuyant sur le théorème précédent (80). 

Soit le produit 

P = (a + bi) ( a — bi) (c + di) ( c — di). 

Si l'on multiplie séparément les deux premiers facteurs et séparément les 
deux derniers, on a 

V=(a' + b')(c2 + lP). 

Si l'on multiplie séparément le premier et le troisième, puis le second et 
le quatrième facteur, il vient 

P = \(ac - bd) + (ad-r-bc)i][(ac - bd) - (ml + bc)i] 

c'est-à-dire 
P = (ac — bd)- 4- ( ad -+• bc ) - . 

Si l'on multiplie enfin séparément le premier et le quatrième facteui', puis 
le second et le troisième, on aura 

P = [(ar + bd) — (ad— bc)i][[ac + bd) + (ad — bc)i], 

c'est-à-dire 
P = (ae + bdy+(ad—bc)\ 

On arrive donc à cette formule remarquable 

( rr + b- ) ( c2 + cP I = ( ac ± bd ) - + i ad =p bc ) •. 

Dans le second membre, les signes supérieurs et inférieurs doivent è t i t 
pris ensemble. 

Il est très-facile de parvenir directement au résultat obtenu; mais cet 
exemple montre néanmoins tout le parti qu'on peut tirer de l'emploi des 
imaginaires. 

Des racines imaginaires de l'unité. 

82. Un radical quelconque admet autant de videurs différentes qu'il \ 
a d'unités dans son indice. 

Considérons, par exemple, le radical y A, et supposons A positif. 
'dTL admet alors une valeur positive a (Alg. élém., 69). Toute quantité 
dont le cube égale A est une racine cubique de A : on cherche donc les 
valeurs de x qui satisfont à l'équation 

(ij ,r3 = A ou .r' — a' = o. 

Le binôme .-é — à est divisible par x—a, de sorte qu'on peut remplacer 
l'équation (i) par la suivante: 

( a ) i x — a ) ( x' -f- ax -\- ce ) — o . 

On est clone ramené à résoudre les équations 

,;- - a _ r> i ' t ,Ï 1 ax [ (C <"» , 
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c'est-à-dire qu'on a 

•r = a et r = —2 - • 

On retrouve donc la racine cubique positive a, mais on en obtient deux 
autres qui sont imaginaires. D'ailleurs, A peut être une quantité quel
conque, et il suftit que a représente une de ses racines cubiques. 

Quel que soit le radical 'v'A qu'on considère, la question proposée re
vient toujours à la résolution d'une équation. Il s'agit de trouver toutes 
les quantités dont la puissance m"""' reproduit A, et dès lors toutes les 
valeurs de x qui satisfont à l'équation 

.x"' — A = o. 

Ainsi, il faut prouver qu'une pareille équation a toujours//; racines. Nous 
reviendrons plus tard sur ce théorème fondamental, base de la théorie 
générale des équations algébriques. 

83. Nous venons de trouver pour v'A les trois valeurs 

.,.(=i±*?), 4=^)-
Si A -- i , on peut prendre a = i. Par conséquent, les trois racines cubi
ques de l'unité sont 

— i - M y/3 — i — /' y'3 
•x A 

En les comparant aux racines cubiques de A, on voit qu'on obtient les 
trois racines cubiques d'une quantité quelconque, en multipliant l'une 
d'elles par les trois racines cubiques de l'unité. 

Cette importante propriété est générale. En effet, si a est une valeur 
quelconque de '(/A et si les m valeurs de v'i s o n t i i , «, p- 7 , - - -, les 
produits a, a?., ai, c / y . . . . . élevés à la puissance m. donneront toujours 
a"' ou A, puisqu'on a par hypothèse 

1 = x"< = S'" = 7"' = 

Ainsi, en multipliant par les m racines de F unité, l'une des valeurs de 

'(!' A, on obtient toutes les valeurs de ce radical. 

8 i . Ce qu'on vient de dire pour A pouvant s'appliquer à l'unité elle-
même, on voit qu'o« ne fait que reproduire les racines de F unité dans 
un autre ordre, lorsqu'on multiplie chacune d'elles par toutes les autres. 

Nous avons trouvé pour racines cubiques de l'unité 

— 1 -+- /' y/3 — t — / y'3 

Multiplions-les toutes les trois par la dernière, il viendra 

_ , ; v/3 ( - i + /y/3 ) ( - i - / y / 3 ) _ ( - i - r y / I ) ' _ - I + M''3 
2 4 4 '2 
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On voit en même temps que chacune des racines imaginaires est le 
carré de Vautre: de sorte que, si l 'une des racines imaginaires de l'unité 
est désignée par a, l 'autre pourra l 'être par a2. 

Transformation trigonométrique des expressions imaginaires . 

85. Soit l 'expression 
a-\~bi. 

On peut toujours poser 

« = p cos» et b = o s in» . 

En effet, quelles que soient les valeurs réelles de a et de b, on déduira 
toujours de ces relations une valeur positive de a qui sera 

p = \fa2 + b', 

et une valeur de » comprise entre o et a i r , qui dépendra de l'équation 

b 
tang !» = - . 

° ' a 

Pour obtenir ces valeurs, il suffit d'ajouter membre à membre les carrés 
des relations posées, et de diviser ces mêmes relations membre à membre. 

Réciproquement, si l'on a 

p = Ja2 + b- et tans; a = -, v • ' a 
on en déduit 

i a a 
cos? = = = —— j 

+ v/i + tang-o +v<V + £2 + P 
tang? fr 6 

sm » = — ? = = = = = = = 
• + \J i + tang2 o + \/a- -\-/r + ? 

Par conséquent, 
<7 = p cos o et /; = p sin u. 

Ces résultats coïncideront avec les relations prises pour point de départ , 

si l'on a soin de choisir pour « celui des deux angles qui, ayant pour tan

gente - j a son sinus de même signe que b. C'est ce qu'on vérifiera faci

lement. 
Il est donc démontré que toute expression imaginaire peut être mise, et 

d'une seule manière, sous la forme 
p (cosa + i sin(f>). 

p = y ti1 + b1 est le module de l'expression imaginaire ainsi transfor
mée ( 7 a ) , o en est l'argument. 

Les quantités réelles rentrent dans cette forme ; car on a 

+ A = A ( cos o + i sin o ) , 
— A = A ( cos - + ;' sin n ). 

86. Pour multiplier deux expressions imaginaires sous forme frigono-
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métrique, il suffit de multiplier leurs modules et Rajouter leurs argu
ments. 

On a, en effet (72) : 

p (cos? +i'sin-f ) xp ' ( coso ' - j - i s ino ' ) = pp'[cos (? + &') -+ /sin ( ? + ' / ) ] . 

Réciproquement, pour diviser deux expressions imaginaires, il suffit de 
diviser leurs modules et de retrancher leurs arguments. 

87. D'après le théorème précédent, le produit d'autant de facteurs 
imaginaires qu'on voudra, s'obtient en multipliant tous les modules et en 
ajoutant tous les arguments. 

Si Poil considère m facteurs et si tous deviennent égaux, il faut élever 
le module à la puissance m et multiplier Vargument par m. 

On a donc 
[p (cos? +i sino)]"' = f ( cos mo + i sin m•-> ) . 

Si, en particulier, on suppose le module égal à i , il vient 

(cos-y 4-isints)"1 = cos/??? + is-mmo. 

Cette égalité constitue la formule de MOIVRE (*). 

88. Celte formule est vraie que m soit entier ou fractionnaire, positif 
ou négatif. Je dis d'abord qu'on a bien 

i 

,p a a 
{cos a» + i sin o ) = cos - + i sin -1 • 

P P 

En effet, élevons les deux membres de cette égalité à la puissance/». Le 
premier membre deviendra cos y - M s ine , et il en sera de même du se
cond en appliquant la formule précédente (87) , ce qu'on a le droit de faire 
puisque p est supposé entier et positif. 

On a aussi 
m 

. . , P mo . . ma 
cos ? H- i sm o ) = cos —'- + i sin —- , 

p p 

puisque, pour élever à la puissance — , il faut par définition élever d'a

bord la quantité considérée à la puissance -i puis le résultat obtenu à la 

puissance m. 
Enfin, 

(cos'J + i s i n o ) " ' " = cos( — / n o ) - M s i n (—mo). 
Car 

(cosy-Msin ?)~'" = -
(cos'f + isins) '" cos/H» + i sin m y 

Or on peut remplacer i par coso + ?'sino, d'où (86) 

, , . . . „ c o s o + i ' s i n o . . . , 
(cosç-f- isino f" = —— = cos (— ma) - r- is in( — ma) 

(*) On remarquera l'analogie frappante des propriétés précédentes aver celle 
des logarithmes. 
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89. Il est essentiel de remarquer que le premier membre de l'égalité 

fcoso -f- j'sini/)'' = eos - -4~ /'sin -
p p 

admet p valeurs différentes (82), puisque ce premier membre revient à 

v coso -j-z'siny, tandis que le second membre n'en admet qu'une seule. 
Pour que la formule soit générale, il faut remplacer o par o + ïk-, 

k étant un entier quelconque. Il viendra alors 

1 

. p ik-k -+-ct . . a/'7r -+-e 
i cos y 4-/sin 9) = eos h/sin ? 

et en remplaçant k par une valeur quelconque, le second membre don
nera l'une des p valeurs du premier. On aura bien, en effet (87), 

/ ' "i.k-r.-\--J 2/!'--|-îA'' 

I eos ;—h /'sin ] = cos( ikr. + 0 ) + /'sin [%kT.-\- o) 
\ P P J ' 

Je dis de plus que, si l'on donne à k les/) valeurs o, 1, 2, 3 , . . . , ( / ; — 1), 

les p valeurs prises par lespression eos -+-/ sin , se

ront différentes. Car les arcs obtenus 

ci. 2.77 -+- y 4 K 4 - ? 2 ( /J I ) 77 - j — -p 

!>' J' ' P ' ' P 

277 

forment alors une progression par différence dont la raison — repré
sente la p'ime partie de la circonférence. Deux quelconques de ces arcs 
diffèrent donc d'une quantité moindre qu'une circonférence et, par con
séquent, ne peuvent avoir à la fois même sinus et même cosinus. On 
trouvera donc toutes les déterminations du premier membre de l'égalité 

1 

.p 2 k 7 7 -f- o . . 2 k 7 7 -f- -j 
1 cos y 4 - / sin-j) = eos ——h / sin 

P P 

en donnant successivement à k les valeurs o, 1, 2, 3,. . . , (p — 1). 

90. De même, lorsqu'on voudra rendre à la formule 

cos? 4- /'smy ) 
m 0 

= cos —- -
p 

m 
f- / sin — 

P 
toute sa généralité, on devra la remplacer par celle-ci : 

, p 2 /^77 - | - TOCS . 2 ^ C 

I coso -4- / sm-i ) = cos •—h ; sin 
P P 

dans laquelle on substituera à k les nombres o, 1,2, 3 , . . . , (p — i ) 
En effet, on a 

f cosep 4- /sino)"' - cos/HO + / sin;//y. 
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Si l'on divise maintenant par p l'exposant m du premier membre, c'est-
à-dire si l'on en extrait la racine p'""% le premier membre admettra p 
valeurs différentes et, pour que le second membre puisse les donner toutes, 
on devra le remplacer, d'après ce qu'on vient de dire (89) , par 

2 #77 + 772 9 . . a / " î ï + 77iO 

cos • + 1 sin P P 

Applications trigonométriques de la formule de Moivre. 

91. On a (87) 

cos 777 9 + i sin 77! «p = ( cos 9 + 2 sin 9 )'", 

m étant entier et positif. 
Développons le second membre par la formule du binôme, comme nous 

avons développé (a + bi)m. Nous aurons (73) 

c o n z o -hi s i n m ç = v 

T _ mtm—1) . . m (m— i)(m — 2 ) ( m — 3 ) , . "Il 
I cos7" a i — i c o s " ' - 2 o s i n ' o -i 5 — -.—- cos ' "— s in 4 o — . . . 11 

i L T i . 2
 T ' 1 . 2 . 3 . 4 J ' ' 

( I m 1 • m (m — i)(m — 2 ) , • , T . 1 

-1-1 m c o s ^ - ' o s i n p — „ — - c o s " ' - 3 » s i n J o - i - . . . l i . ! 
\ ' 1 . 2 . 3 ' " J 

II en résulte immédiatement ( 77 ) 
, Ï ,„ m [m — i) , . , 
(il cos m o = cos 9 ! cos - o sin » 

1 . 2 ' 
777 ( 777 — I ) ( 777 — 2 ) [m -°- 3 ) m , . , 

-i i — — cos 9 sinH 9 — ..., 
1 . 2 . 3 . 4 

, , • ™ , • 777 ( 777 — I ) ( 777 — 2 ) „. , 
( 2 ) Slll 777 o = 777 COSm 1/ S l l l i ! '-1 - • COS cj S l t f o 

• T . 2 . 3 

777 ( 777 — I ) ( 777 2 ) ( 777 — 3 ) ( 777 — /} ) , . » 

H ^ - — - — —-ii cos'"—9 sin5 9 — .... 
1 . 2 . 3 . 4 - 5 

Ces formules donnent le sinus et le cosinus d'un multiple quelconque 
(Fun arc, en fonction du sinus et du cosinus de Parc simple. 

En divisant membre à membre les formules précédentes, on a 

tang 7?2 <p 

„ , . 777 777 — 1 7 7 7 — 2 „ . . , 

777 cos ' a sino i ——^—• cos * o sin' o + . . . 
' 1 . 2 . 3 

777 ( 777 — I ) m , . , 

cos"19 i cosm~2 <? sin2 9 - + - . . . 

Divisons les deux termes du second membre par cos'"» et simplifions, il 
viendra 

m(m—i)(m—2) m(m — i){m—2) (m—3) ( m — 4 ) 
ut n i i i j j y • » ' l r ) 4 " f *"1— 

t a n g m 53= 

m t a n g 9 '-1- - t a n g ' o-\ ., , r — tan.<;s
 e -

r 1 . 2 . 3 1 . 2 . 3 . 4 . 0 u r 

i ( m — 1 ) , m(m — i ) ( m — a ) ( m — 3 ) 
t a n g ' ç n L a . 3 . 4 t a n f J 

II. 3o 
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A l'aide de cette formule, on peut obtenir la tangente d'un multiple 
quelconque d'un arc, en fonction de la tangente de Parc simple. 

92. Reprenons les relations ( i ) et (2) . On peut les écrire comme il 
suit, en mettant dans les seconds membres cos"' 9 en facteur commun : 

coswo = cosm<? 

I 1 • tans?2 ? I 

I m (m — i)(m—2.) (m — 3 ) , , I ' 

L+, . a . 3 : 4
 tang?- J 

r~ , m {m — 1 (m — 2 ) . —1 
m tang y - I ^ — g — 1 tang- 9 I 
m(m-i){m-2)(m-~3)(m-4) ^ ' 

L 1 . 2 . 3 . 4 • 5 ""J 

sin »i'f = cos"' f 

Posons mo = x, d'où m = - • Nos formules deviendront 

x{x — y) tang 

cos.r — cos"© 

F , _ -̂  l -̂  — V > tang2 y -t 

1 . 2 r 
I x(x — <f)(x — Î O ) ( I - 3(p) tang4© I ' 

L+ m ; § ; i ? J 
p t angy x{x—o){x— 2 9 ) tang 3o * i 
I ' ? 1 . 2 . 3 a3 I 
I . r ( . r — o ) ( . z — aœ) (.r — 3s>) ( .?•—4?) tang 1 ? I 

L i . 2 ; 3 ; 4 i 5 "~Ts '"J 4 

Faisons converger 9 vers o ; a: étant supposé rester invariable, m pren-

dra des valeurs de plus en plus grandes fournies par la relation m = - • 

A la limite, o devenant o, on aura ( 7Wg\, 31 ) 

( 0 ^ ^ = 1 et cos",a> = i (*). 

(*) Il est nécessaire de prouver qu'on a rigoureusement cosym = 1, quand 
on suppose y = 0 et, par suite, m = co . Lorsque ç> n'est pas encore o, mais a 
une très-petite valeur, m n'est pas encore infini, mais a une très-grande valeur. 
On a donc à élever à une très-grande puissance une quantité très-peu différente 
de 1, mais qui tombe au-dessous de 1. Le résultat obtenu est donc toujours in
férieur à l'unité. Ainsi, on a toujours cos™p ou, ce qui revient au même, 

x 
t n ç " — < 1. 

m 

D'autre part (Tiig., 1k), on a 

cos — = i — 2 sin* — > 
m im 

• est-à-dire 
X 

• os — > I • ->(.-^V"; 
m \ 2m-/ 
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Par suite, il viendra 

1.2 1.2.3.4 1.2.3.4-5.G 
x xJ x' x~ 

sm.r = -f-I 1.2.3 1.2.3.4-5 1.2.3.4.5.6.7 

On obtient ainsi les développements du sinus et du cosinus d'un arc, en 
fonction des puissances croissantes de cet arc. Ces développements sont 
illimités, puisque, quand on suppose 9 = 0, m atteint une valeur infinie. 

On démontre, comme nous le verrons bientôt (Livre II), que les séries 
ainsi obtenues finissent toujours par devenir convergentes. 

QUESTIONS PROPOSÉES. 

i° Réduire l'expression /«-' 4- 1 en fraction continue. 
20 Prouver que toute fraction continue périodique représente la racine 

d'une équation du second degré. 
3° Trouver un nombre tel, qu'en le divisant par 5, 7, u , on obtienne 

successivement pour restes 3, 5, 8. 
4° Résoudre en nombres entiers et positifs le système 

x 4- y 4- z = 3o, 
20 x 4- 4jr + z = la". 

5° Résoudre l'équation xe — 2 x' cos » + 1 = o. 
6° En appelant a.l'une des racines cubiques imaginaires de l'unité, vé

rifier la formule 

(«4 - b + c) (a 4- bx + c»!) (a + bx2 + cy.) = a? 4-è5 + e' — 3abc. 

mais on a 

( x- \ s x'- x1, / x~ \ 

1m?) 2m~ 4 m \ im- ] 
t x- \' „ x- xi [ x- y 
( 1 i ) > I — 3 ;-h2-y—;, ou ( 1 . ) > I 
\ umrj 2m- If m* \ 2 m- J 

£n continuant ainsi, on arrivera à l'inégalité 
i x-

> I — m 

> I — 2 
2 m~ 

3 r 

\ 2m- ) 2 m' 

H en résulte que cos" •— est à la fois moindre que l 'unité et plus grand que 
m 

t — ni'- = i • ï.a limite de cette dernière quanti té étant l 'unité quand 
2 m- 2 m 

x 
••< devient infini, il en est de même de cos™ — ou de cos>» - . 



468 COMPLÉMENT D'ALGÈBRE. 

LIVRE DEUXIÈME. 
SÉRIES ET FONCTIONS DÉRIVÉES. 

CHAPITRE PREMIER. 
NOTIONS SUR LES SÉRIES. 

Définitions. 

93. Comme nous l'avons déjà dit [Alg.étém., 104), une série est une 
suite indéfinie de termes qui se déduisent les uns des autres d'après une 
loi déterminée. 

Il peut être utile de remplacer par des séries certaines fonctions com
pliquées, soit pour calculer plus simplement leurs valeurs numériques, 
soit pour étudier leurs propriétés. Mais alors il faut que la série employée 
ait réellement pour limite la fonction considérée. 

Les séries les plus simples sont ordonnées suivant les puissances en
tières et croissantes de la variable, et ce sont aussi les premières qu'on 

ait rencontrées, en appliquant la règle de la division à la fonction . 

et celle de l'extraction des racines à l'expression \ja-\-bx. 
Lorsqu'une série a une limite, peu importe le nombre de termes qu'il 

faut y considérer s'il ne s'agit que d'une démonstration indépendante de 
toute valeur numérique. Au contraire, s'il s'agit d'obtenir une valeur 
suffisamment approchée de la fonction, il est nécessaire, pour que les cal
culs ne deviennent pas impraticables, que le dernier terme de la série 
dont on doive tenir compte ne soit pas trop éloigné. 

Nous nous bornerons ici à étudier les séries en elles-mêmes, c'est-
à-dire nous chercherons quelques caractères qui permettent de s'assurer 
de la légitimité de leur emploi. 

94. Une série est convergente, lorsque la somme de ses termes, à me
sure qu'on en considère davantage, converge vers une certaine limite. 
Une progression géométrique décroissante est une série convergente. 

Toute sérié qui n'est pas convergente est dite divergente. L'emploi 
d'une pareille série ne présente, en général, aucune utilité. 

Une série est divergente, soit parce que la somme de ses termes aug
mente indéfiniment, comme cela a lieu dans les progressions géométri
ques croissantes ; soit parce que la somme de ses termes oscille entre 
certaines valeurs sans converger vers une limite fixe, comme cela a lieu 
pour la série -{-i — i + i — i -f-.... 

9o. Dans ce qui suit, la série considérée sera représentée par la 

file:///ja-/-bx
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somme des termes 

it, + u2+u3 + ui + . . . -+- " „ + K „ + I + "«+2+ 

Nous désignerons par U la somme de la série ou sa limite, par U„, U„.M , 
U„_,.,, . . . , les différentes sommes obtenues en considérant les », les 
n+ i, les n + 2 , . . . . premiers termes de la série. La différence U— U„ 
s'appelle reste de la série. 

96. Il est d'abord évident que, lorsqu'une série est convergente, ses 
termes approchent indéfiniment de zéro. Dans ce cas, en effet, pour n 
assez grand, il faut que la différence U —U„ soit moindre qu'une quan
tité a aussi petite qu'on voudra, sans quoi la série ne tendrait pas vers 
une limite fixe. Donc la différence de deux sommes consécutives, à partir 
d'un certain rang, sera moindre que « si elles ne comprennent pas U 
entre elles, et moindre que 2a si elles comprennent U. Or la différence 
de deux sommes consécutives est le dernier terme considéré. Par consé
quent, à partir d'un certain rang, les termes de la série sont inférieurs à 
•iy-. c'est-à-dire convergent vers zéro. 

Mais la condition indiquée peut être remplie sans que la série soit 
convergente. Par exemple, la série 

i i i i 

•2 i 4 S 

n'est pas convergente, et cependant ses termes approchent indéfiniment 
de zéro. Elle n'est pas convergente, car la somme 

i i i 

—; 1 : h . . . H 
n -+- i n -\- 2 2 « 

est, quel que soit n, plus grande que -1 puisqu'elle se compose de n 

termes plus grands que —> sauf le dernier égal à A partir d'un 

terme quelconque, on peut donc prolonger assez la série pour faire croître 

sa somme de - • Et il en résulte que cette somme peut, en considérant un 

nombre suffisant de groupes plus grands que - , surpasser toute limite 

donnée. 

97. I. Pour qu'une série soit convergente, il faut et il suffit qu'en pre
nant n assez grand, la somme d'un nombre quelconque de termes après 
les n premiers, tombe en valeur absolue au-dessous d'une quantité donnée 
aussi petite qu'on voudra. 

En effet, si la série est convergente, les sommes consécutives U„, 
U,i+I, . . . , U„TJJ, différent-toutes de U d'une quantité z aussi petite qu'on 
voudra. Et il en résulte que leurs différences (de la première à la der
nière), exprimées par 

"„„, > n,M + " „ + : , • • •, "„_, - r (/„,, • + - . . . + «„..„, 

sont, en valeur absolue, toutes plus petites que •±y. = a' (96). 
Réciproquement, si U„ et U„_„. /< étant quelconque, diffèrent, en va-
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leur absolue et pour n assez grand, d'une quantité moindre que a', U ne 
peut surpasser U„ + a' ni tomber au-dessous deU„ —a'. Par conséquent, 
U approche autant qu'on veut de U „ ± a ' . . . et, dès lors, a une limite 
déterminée, de sorte que la série est convergente. 

98. II. Il suit de ce théorème que, lorsqu'une série est convergente 
quand on prend tous ses termes avec le même signe, elle Vest encore 
lorsqu'on les multiplie tous par un même nombre ou par des nombres dif
férents, positifs ou ?iégatifs, mais finis. 

En effet, la somme arithmétique des termes de la première série est 
supposée, à partir d'un certain rang, moindre que toute quantité donnée. 
Il en 6era donc de même dans la série transformée ; car la somme de ses 
termes à partir du même rang tombera au-dessous du produit de la 
somme des termes correspondants de la première série, par le plus grand 
des facteurs introduits qui a une valeur déterminée. 

99. On ne peut pas toujours reconnaître que la somme d'Un nombre 
quelconque de termes de la série considérée tombe, à partir d'un certain 
rang, au-dessous de toute quantité donnée. 

Il faut alors, pour se rendre compte de la nature de la série, avoir 
recours à d'autres théorèmes. Nous allons indiquer les plus simples, en 
considérant d'abord les séries dont tous les termes sont positifs. 

Séries dont les termes sont positifs. 

iOÙ. Lorsque les termes d'une série sont tous positifs, la somme des 
termes croît sans cesse : indéfiniment si la série est divergente, en s'ap-
prochant d'une certaine limite si la série est convergente. 

Il suffit donc pour prouver, dans ce cas, la convergence de la série, de 
reconnaître que la somme de ses termes ne croit pas indéfiniment. 

Si la série donnée a ses termes constamment plus petits que les termes 
correspondants d'une autre série convergente à termes positifs, elle sera 
convergente. Si elle a ses termes plus grands que ceux d'une autre série 
divergente à termes positifs, elle sera divergente. 

•101. En s'apuyant sur la remarque précédente,, on démontre immédia
tement le théorème suivant : 

m. Soient deux séries à termes positifs 

"i +", + ",+•••+ o„ + <>a+l -+•••; 

C -LI U 

si l'on a constamment, à partir d'un certain rang, -i-i-1 < - t t 1 , la con-
'•' "", 

vergence de la première série entraînera celle de la seconde série. 
En effet, on a alors 

_ » > -2-1 > SU... , 
l'n ",,-H « » « 

{; 

Si l'on multiplie la première série par —, tous ses termes, a partir du 

( « + i)""", deviendront plus grands que les termes correspondants de la 
seconde série, et elle ne cessera pas d'èlre convergente (98,11), La se 
tonde série sera dont' convergente (100V 
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Si, la première série étant divergente, on a au contraire — < -££!•> la 

seconde série sera divergente. 

102. IV. Une série à termes positifs est convergente si, à partir d'un 
certain rang, le rapport d'un terme au précédent est constamment infé
rieur à une limite fixe moindre que l'unité. Elle est divergente, lorsque 
le rapport considéré est constamment supérieur à Vunité. 

Soit la série 

«, + n, •+- «:l -+-... «„ + un+l -f «„+. + 

Supposons que -2±J ait une limite y. moindre que l'unité, on pourra choi
sir un nombre k compris entre a et l'unité, et prendre n assez grand 
pour écrire 

(i2±!</t 'iï±2</-. '!2±-3<* 

On en déduit : 

",l+1 < «„ k, un+2 < un k
2, uH+. <u,lk

1, 

Par conséquent, tous les termes do la série, à partir du ( « + \)kme, sont 
moindres que ceux de la progression géométrique décroissante 

uJ+unP+unk
3+ 

La série proposée est donc convergente (100). 
On a d'ailleurs, dans ce cas. 

a » + "„+, + "„« + •• • <"« (I + * + A 2+ • • •); 

c'est-à-dire {Alg. élém., 101 i 

lim(« + « , + « + . . . ) < . 
i - Â - ' 

de sorte que l'erreur commise, en s'arrètant dans la sommation de la série 

au terme «„, est moindre que —'—. • 

Si, au contraire, le rapport -2=-1 a une limite a supérieure à l'unité, on 

pourra choisir un nombre k compris entre 1 et «, et prendre n assez 
grand pour écrire 

iîï±!>/t, ^ ± ? > * . l^>k 

Les termes de la série proposée seront alors, à partir du ( n + 1 )''"", plus 
grands que ceux de la progression géométrique croissante 

uJ + unP + uJz+.... 

Cette série sera donc divergente (100). 
Lorsque la limite a est égale à l'unité, on ne peut plus rien affirmer : 

la série peut être convergente ou divergente. 

Il est bon de reniai quoi que le rappoit - ^ ne tend pas toujours veri-
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une limite déterminée. Il suffit que ce rapport finisse par rester toujours 
au-dessous d'un nombre déterminé plus petit que 1 pour que la série soit 
convergente, au-dessus d'un nombre déterminé plus grand que 1 pour que 

«... la série soit divergente. On ne peut rien affirmer si le rapport -2±i est 

tantôt plus petit, tantôt plus grand que 1. 
»,. 

103. Exemples 
i° Soit la série 

x"-

1 1. 2 1.2.3 ' ' ' ' 1.2.3. . . ( n — 1 ) 1.2.3 . . . n 

Le rapport -21-' est ici représenté par - : pour n assez grand et pour une 

valeur déterminée de x, il finira donc toujours par tomber au-dessous 
de 1. Donc, quel que soit ar, la série considérée est convergente. 

2° Soit la série " 

On a ici 

- + — +~ + ... 
1 2 3 

" n - t ' , ' * 

n + i 

Le rapport considéré a donc x pour limite. Si x est moindre que 1,' la 
série est convergente; elle est divergente, si ,z est supérieur à 1. 

Si l'on suppose x == 1, on retombe sur la série 

I I I 1 1 
- - f h ~ + . . . H 1 : r- ••• 
1 2 3 11 n -)- 1 

déjà considérée (96), et nous savons qu'elle est divergente. 
On donne à cette dernière série le nom de série harmonique, parce que 

trois termes consécutifs ou trois termes équidistants quelconques y forment 
une proportion harmonique { Compl. de Géom., 24). On a bien, en effet. 

I 

n 
1 

1 

n-\- 1 
1 

n -+- 1 « + 2 « + 2 

ou, plus généralement. 
I 

n 

1 

1 

n + p 
1 I 

n + p n-\-ip n-T-^p 

3° Soit la série , 

1 1 1 . ' . 
1.2 2.3 3.4 " " {n — 1)11 ' 11111 -+-11 
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On a ici 

« „ . 
un (" + i ) ( " + a ) - n(n+i) w-f-a 2 

n 

La limite a (102) étant égale à l'unité, on ne peut rien affirmer. Mais, en 
remarquant que 

i _ i i 

n(n-{- i ) 72 « + i 

on peut évidemment écrire 

TT i i i i i I I i 

« « -f- i n -f- i 

et cette égalité prouve que la série est convergente et que sa limite est 
l'unité. 

4° Soit la série 

i i .3 „ i .3.5 , 1 .3 .5 . . . ( 2 « — 3) „ , 
I + - X H X' + —~ X3 + ...-\ rr-s " X "-< 

2 2.4 2.4.0 2.4.0 ... (in—2) 
1 .3 .5 . . . ( a / * - 1) xK+ ___ 

2-4-6 . ..in 

On a 

• x. 

La limite du rapport -2±-' est égale à x. La série est donc convergente 

pour x < 1 et divergente pour x > 1. 
Si l'on suppose x == 1, on ne peut prononcer immédiatement. Pour dé

cider, comparons la série proposée avec la série harmonique 

. 1 1 1 1 1 

2 3 4 n n-\-\ 

Les deux premiers termes sont les mêmes; mais on a au delà 

i .3 1 1.3.5 i 1.3.5 . . . (an — 3 ) i 
2T4 > 3 ' 2.4.6 > 4 ' " ' ' 2 . 4 . 6 . . . (272 —2) n ' 

En effet, pour passer dans la série harmonique du terme ——— au terme 

- , il faut multiplier par Dans la série proposée, le multi

plicateur correspondant à employer est ; et, pour qu'on ait 

> ; il suffit que n soit plus grand, que 2, c'est-à-dire il suffit 
•±/i—2 n 

qu'on dépasse les deux premiers termes. Ainsi, les termes de la série con-
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sidérée sont, à partir du troisième, constamment supérieurs aux termes 
correspondants de la série harmonique. La série proposée est donc diver
gente. 

On aurait pu encore s'appuyer sur le théorème III (101 ) pour prouver 

la divergence de la série ; car, en formant les deux rapports — et -LLtl ; 

on a 
i . 3 . 5 . . . (in—3) i . 3 . 5 . . . ( 2 / 2 — i ) 

2 . 4 - 6 . . . (2/2 — 2) , 2 . 4 . 6 . . . in 

n n-\- 1 

En simplifiant, il vient en effet 

(n-\- 1) (in — 1 ) „ , ,. 

n < — • 5 d ou 1 on tire « > 1. 

Donc, à partir des seconds termes, la condition — < - ^ est remplie. 

5° Considérons enfin la série remarquable 

1 1 1 1 1 

H 1 1 f- . . .H 1 h.---
2K 3K 4a «K (« + i) a 

Le rapport -£±i est égal à 

1 : i- = (-?-\ 
tn+i)* nK \» + i / 

Pour « infini, la limite de ce rapport est 1. On ne peut donc pas pro
noncer. 

Mais si l'on suppose « = 1, on retombe sur la série harmonique 

I I I 1 1 

2 3 4 re n-(- 1 

Si a est < 1, les termes de la série proposée surpassent les termes cor
respondants de la série harmonique : la série est donc alors divergente. 

Si Ton a z > 1, on peut grouper les termes de la série comme il suit : 

f-L+±-\ (± + ± 
\ a K 3 * / ' \ 4 K 5* 

i 

6K 

Le second groupe est moindre que 

1 
2 • — ou que — 

2 K 2 a 

Le troisième groupe est moindre que 

1 1 

4" - ' . i - - - 1 
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D'une manière générale, chaque groupe forme une somme moindre que 
la fraction initiale, multipliée par son dénominateur (abstraction faite de 
l'exposant a). Ainsi, le ii'"m groupe 

est moindre que 

2(n—1)« 2 (n—r) (y .—i) 

Les termes de la série considérée groupés de cette manière tombent donc, 
à partir du second groupe, au-dessous des termes correspondants de la 
progression par quotient 

s 2 ( « - i ) ' 2(n— I)(K— 0 

dont la raison est ———. et, comme a est > i, cette progression est dé-

croissante. Donc la série proposée, divergente pour a < i , est conver
gente pour a. > i. 

Séries dont les termes peuvent avoir des signes quelconques. 

104. Lorsqu'en rendant tous les termes d'une série positifs, elle est 
convergente, elle le reste évidemment lorsqu'on restitue aux termes leurs 
différents signes (98, II). Mais on ne peut pas affirmer qu'une série qui 
devient divergente parce qu'on prend tous ses termes positivement, l'est 
en réalité. 

105. V. Lorsque les termes d'une série convergent vers zéro en décrois-
sant d'un terme à Vautre et en étant alternativement positifs et négatifs, 
la série est convergente. 

Prenons un nombre quelconque de termes à partir de un et formons 
leur somme. Comme les signes des termes extrêmes peuvent être positifs 
ou négatifs, nous devrons écrire 

La valeur de la parenthèse ou la valeur absolue de la somme considérée 
est évidemment moindre que un, ce qu'on ajoute tombant toujours au-
dessous de ce qu'on retranche; et comme un tend vers zéro, la série est 
convergente (97, 1). 

De plus, les différentes sommes U„, U„+ , , . . . , U„+J), sont alternative
ment plus grandes et plus petites que la somme de la série ; car, en s'ar-
rètant inclusivement à un terme positif, on a une somme plus grande que 
la limite de la série et, en s'arrêtant à un terme négatif, une somme plus 
petite. On voit, en même temps, que l'erreur commise en prenant /«. 
termes de la série est moindre que le terme auquel on s'arrête, c'est 
à-dire que le {/i •+- i )"'""'. 
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106. Exemples : 
i" Nous avons trouvé (92; : 

X2 Xi 

cos x -- i . 2 . 3 - 4 
~2«-2 

1.2.3.4 • • • • ( 2«—2) 1 . 2 . 3 . 4 . . 

1 1.2.3 1 .2 .3 .4 .5 

,+.. 1.2. 3 . 4 . 5 . . . (in— 1) 1.2.3.4-5 -. . (2« + 1) 

Si l'on suppose qu'on donne le signe + à tous les termes, le rapport 

'^±1 est : 

pour la première série 

et, pour la seconde, 

( 2 n — 1 
x-

2 « ( 2 n -f-1 ) 

La convergence de ces deux séries est donc vérifiée (10-i). 
20 Soit la série 

1 
1.2 1.2.3 1.2.3.4 1.2.3.4-5 

Les termes vont en décroissant d'un terme à l'autre; ils convergent vers 
zéro et sont alternativement positifs et négatifs : la série est convergente. 
Si l'on considère les dix premiers termes de la série, on approche de la 
somme avec une approximation marquée par le onzième terme ou 

1 
0 ,000000002. . . . 1 . 2 . 3 . . . 1 2 

107. Remarques. — I. Quand une série dont les termes ont des signes 
quelconques est convergente, on a le droit, sans changer Pordre des 
termes, de les grouper deux par deux, trois par trois ; et l'on peut arriver 
ainsi à des séries plus rapidement convergentes. Mais si la série était 
divergente, les réductions ainsi opérées pourraient la transformer en série 
convergente. 

II. Quand les termes d'une série ont des signes quelconques, on ne peut 
pas affirmer qu'en les groupant de telle ou telle manière on obtiendra la 
même série,"parce qu'on peut prendre dans un cas plus de termes posi
tifs ou négatifs, que dans l'autre. Ainsi la série, si elle reste convergente, 
peut ne plus avoir la même somme, et elle peut devenir divergente. 

Définition du nombre e. 

108. Soit la série 

1 1 1 1 
H 1 h 1.2 1.2.3 1 . 2 . 3 . . . n 

Nous avons déjà vu (103, i°) que cette série était convergente. Il e.\i 
facile de démontrer que sa somme est comprise entre 2 et 3, et que cette 
somme est un nombre incommensurable. 
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I 
La somme de la série surpasse 2, puisque 2 - représente la somme de 

ses trois premiers termes. De plus, les termes suivants sont inférieurs aux 
termes de la progression par quotient 

qui a pour limite 
a2 + a3 + i" 

1 

La somme de la série tombe donc au-dessous de 3. 
Supposons maintenant que la somme de la série soit une quantité com-

• 1 m /-> 

mensurable — On aurait 
n 

1 1 1 1 

4-n 1 i .a 1.2.3 ' i .2 .3 . . .« i . a . 3 . . .n (n + i) 

ce qu'on peut évidemment écrire 

m 1 — = ! + -• 
n 1 

1 1 r 1 1 1 

1.3.3...» 1.2.3... 72 L«-f-I ( « + l ) ( « + 2 ) J 

Si l'on multiplie les deux membres de cette égalité par 1.3.3.../:, le 
premier membre devient un nombre entier. Il en est de même de toute 
la partie du second qui précède la parenthèse, et cette parenthèse ne se 
trouve plus multipliée que par 1. Or la quantité qu'elle renferme est 
moindre que 1, car elle est inférieure à la somme des termes de la pro
gression 

1 

• i ) 2 + 
c'est-à-dire à 

n -+-1 

n -f- 1 

L'égalité admise est donc impossible, et la somme de la série est bien un 
nombre incommensurable : on le désigne par la lettre e. 

D'après ce qui précède, on peut écrire 

1 1 1 1 „ 

U = iH h — - 1 5-K. .-I 5 1-R, 
1 1.2 1 . 2 . 3 1 . 2 . 3 . . « 

R ayant pour expression 

1 r 1 1 1 
l . î . 3 . . . » L " + ' ( « + l ) ( « + 2) ' " J 
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Mais, puisque la parenthèse est moindre que - ? on aura 

R < — i i -
i . 2 . i... n n 

L'erreur commise en calculant les (n + i) premiers termes de la série est 
donc moindre que la n""" partie du dernier terme considéré. On opérera 
très-rapidement, les termes réduits en décimales se déduisant les uns des 
autres par simple division. En conservant les douze premiers termes de la 
série, on obtient avec sept décimales exactes la valeur 

e = 2,7182818. 

Limite de ( H 
\ m 

109. Considérons l'expression I 1 H 1 • Chacun des facteurs qui la 

composent tend vers l'unité quand m augmente indéfiniment ; mais comme 
leur nombre est alors infini, on ne peut plus admettre que la limite du 
produit est égale au produit des limites des facteurs [Géom., 132), c'est-
à-dire à l'unité. 

Pour trouver la véritable limite, appliquons la formule du binôme, 
m étant supposé entier et positif; il viendra 

1 \ "' m 1 
mj 1 m 

1 

m 1 . 2 m' 
m(m — i)...(m — Ti->ri) 1 

-1 : - + .... 
1 . 2 . . . n irr 

Comme dans chaque terme du second membre l'exposant de m au dé
nominateur est égal au nombre des facteurs du numérateur, on peut 
écrire ee développement de la manière suivante, en effectuant la division : 

= I + ! + _ \—W + . . . + V --v x ^ x + R. 
1 1 . 2 

(n ')" -' ' • ' v "lJ • • '^ "^""\ i l 

R désigne la somme des termes qui viennent après les (» -+-1) premiers. 
On voit immédiatement que les numérateurs des différents termes du 

développement étant, à partir du troisième, moindres que l'unité, les 
termes de ce développement sont, à partir du même rang, inférieurs à 
ceux qui leur correspondent dans la série 

1 1 
I 1.2 ' ' ' 1 . 2 . 3 . . .72 

Ainsi ( i + ) est moindre que c. Mais remarquons que le (émit: 

général 
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j mesure que m augmente indéfiniment, approche autant qu'on veut de 

i 

i . 2 . 3 . . . « 

Par conséquent, en donnant à m une valeur convenable, les (n + i) pre

miers termes du développement de ( i-\ ) donneront une somme qui 

différera aussi peu qu'on voudra de la somme des (n + i) premiers termes 
de la série e; et cela, quelle que soit la valeur finie attribuée à n. Mais 
la différence entre cette somme et e peut devenir aussi petite qu'on 
veut (108). Par conséquent, la différence entre e et la somme des ( n + i ) 

premiers termes de ( H ) peut aussi devenir aussi petite qu'on veut; 

et il en est de même, à plus forte raison, de la différence entre e et le 

développement complet de ( H \ ; de sorte qu'on peut poser 

lim ( i 
m L y 
•ni m étant supposé entier et croissant indéfiniment. 

110. Supposons maintenant m fractionnaire, et admettons qu'on ait, 
p désignant un nombre entier très-grand et >> étant moindre que l'unité, 

m =p-\-~k. 

m sera compris entre p etp + i, et l'expression ( H ) entre les ex

pressions I i + - ) et ( H —— ) . En effet, la première expression 

est plus grande que I i + — ) , puisqu'on a augmenté à la fois la quan
tité élevée à la puissance et l'exposant de la puissance. La seconde ex
pression est au contraire plus petite. On a d'ailleurs 

K-±T)'-K-4 
et 

i 
i -

p étant supposé très-grand, les facteurs l i + - ) et I H ) dif

fèrent de e aussi peu qu'on voudra, tandis que les facteurs i + - et 

convergent vers l'unité. On peut donc encore écrire, dans le 

de m fractionnaire. 

lim (•+£)" 
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Si l'on pose 
i „ , i 

— = a a ou m = - , 
m a 

on a 
i 

lim (i + a)K = e. 

Ainsi a étant une quantité positive quelconque qui tend vers zéro, I'ex-
i 

pression (i +, a)K tend vers e. 

111. Il reste à considérer le cas de — ou de a négatif et tendant vers 

zéro. On pourra alors poser 
i 

l + a = P' 
p étant une quantité positive qui tend vers zéro. On a, d'après l'égalité 
précédente, 

a _ ~P 
et 

!±É H-/3 

( ! + « ) « = ( l - _ Ë _ ) = ( I + P ) ' 3 = ( I + P)^(I + P). 

(3 étant une quantité positive qui tend vers zéro, on voit que ( i + a ) a 

tend encore vers e dans le cas considéré. 
En résumé, de quelque manière que a. tende vers zéro, on peut tou

jours écrire 
i 

lim(l + a ) a = e. 

112. Note. Nous savons (t. I, Note ni) qu'on peut définir un système 
de logarithmes à l'aide des deux progressions 

H . . . : ( i + a ) -» : ( i+<*) - ' : i : (i + a)1 : (i + « ) 2 : . . . 
T . . . —2(3 . — p . o . (3 ' . aS . . . . 

a étant une quantité extrêmement petite qui converge vers zéro. 
On peut établir un certain rapport, d'ailleurs arbitraire, entre les 

accroissements a et p des termes i et o des deux progressions, et poser 

(5= Ma. 

M est ce que Neper appelait le module du système considéré. Si l'on 
suppose M = i, les deux progressions deviennent 

: ( i + « ) - 5 : ( i + a)- ' : i : (i + « ) ' : ( i + « ) 2 : . . 
. — la. . —a . 0 . x . ix . . . 

Admettons que la seconde progression renferme un multiple de a. égal à 
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l'unité et qu'on ait 

ua — 1. 

La base du système sera [Alg. élém., 247) 
s 

( I + «-'f OU ( I + a ) K , 

c'est-à-dire la limite de cette quantité quand a tend vers zéro. On re
trouve ainsi e comme base du système des logarithmes naturels ou népé
riens {Alg. élém., 235). 

CHAPITRE IL 
DES FONCTIONS DERIVEES 

Définitions. 

H3. Soit un polynôme entier par rapport à x ; 

A„ xm + A, x"'-' -+- A2 if-
1 -+-... 4- A„_, x + A,„, 

dans lequel les coefficients A0, A,, A 2 , . . . , sont des quantités constantes 
quelconques, et x la variable dont la valeur du polynôme dépend; de 
sorte que ce polynôme est fonction de x et peut être représenté par 
¥(x) (Alg. élém., 11). Si l'on remplace x par x+h, h représentant 
une variation ou un accroissement quelconque de x, on aura 

F [x + h) = A0 (x + h )"' + A, (x -H h )"-» + A2 [x + A)"-2 + . . . 
+ *„_,(* + * ) + A „ 

ou, en développant chaque terme du second membre suivant la formule 
du binôme et en ordonnant suivant les puissances de l'accroissement h : 

F(*-h i ) = A8x'" 

-HA,*"' 

-1-A.x 

mA„r'" 

-(m— OA,*"1 

-(m— 2)A,xm 

-h m (m—1) Kx"' ' 

-i-{m—i){m—2)h.ix
m^ 

-+-(m—2) (m—3)A,z-m-4 

V 
h . 

1.2 

, + m A j i 

-+-A, 

-2Am 

Les termes indépendants de h forment le polynôme proposé lui-même, 
comme cela doit être. Le coefficient de la première puissance de h est ce 
qu'on appelle le polynôme dérivé ou la dérivée du polynôme proposé. La 
notation de la dérivée est F' (x). 

Le polynôme 

F'(x) = mAùx
m-' + {m ~i^taf-' + (m — 2 ) A2 .r"""

3-f- . . . + Am_, 

se déduit du polynôme F(x) suivant une loi très-simple : il suffit pour 
II. 3i 
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l'obtenir de multiplier cliaque terme de ce polynôme par l'exposant de x 
dans ce terme, et de diminuer en même temps l'exposant de x d'une unité. 

li1 h3 

On voit facilement, en examinant les coefficients de • 
1.2 1 . 2 . 3 

que chacun d'eux se déduit du précédent en appliquant la même règle. 
h1 

Il en résulte que le coefficient de est la dérivée de F'(.r) ou la dé
rivée seconde de ¥(x) : sa notation sera F"(x). De même, le coefficient 

h3 

de - est la dérivée de F"(.r) ou la dérivée seconde de F'(.r) ou la 
1.2.3 

dérivée troisième de F (.r) : sa notation sera ¥'"[x), etc. 
D'après cela, on pourra écrire (*) 

h- ' • • ' 

(î) Fi ' . r + // ) = F î . r ) + F ' ( . r ) . A + F " U ' l r F 
1.2 ' 1 . 2 . 3 

+ + F'mM.r) r 
1 . 2 . 3 . . . / ? / 

Il est facile de reconnaître, en effet, que F1'"" ou la /?/"'"" dérivée de 
F(.r) est égale à i .2.3.. .(/ / / — i) m. A0, de sorte que le dernier terme 
du second membre, écrit comme nous l'avons indiqué, représente bien 
A. A". 

7/ est très-important de remarquer que le degré de chaque dérivée 
diminue d'une unité, c'est-à-dire que le polynôme proposé étant du de
gré ;«, sa dérivée première est du degré m — i, sa dérivée seconde du 
degré m — 2 , . . . , sa m"""e dérivée du degré m — m ou o, de sorte qu'elle 
ne renferme plus x, et que les dérivées suivantes sont nulles ou n'existent 
pas. A chaque nouvelle dérivée, un coefficient de moins, parmi ceux du 
polynôme proposé, entre dans l'expression de la dérivée; et la dernière 
ou m"""e dérivée ne contient que le coefficient A0 du premier terme du 
polynôme. 

Si l'on a 
[A„] 

F ( . r ) = 2 x* — yx3 -f- 5x7 -+- 3x — î, 

(*) Dans la formule générale qu'on vient d'obtenir, permutons x et h, pui 
remplaçons h par a, quant i té donnée. IVous aurons 

X ! X3 ' ' ' " 
F ( * - t - « ) = F ( a ) - H F ' ( a ) r - ! - F " ( f l ) r-F"'(o) - - h . . . 4 - F v " " ( < i ) . 1.2.3 1.2.3.. .m 

Ce nouveau développement permettra de calculer rapidement le résultat de la 
substitution de x •+• a à la place de x dans le polynôme F ( x ) . 

Cherchons ce que devient le polynôme 2 i * — 7 x3 -+- 5 x ! -+- 3 x — 1, quand on 
y remplace x par x -+- 3. 11 suffira de former les différentes dérivées de ce poly
nôme, et d:y faire x = 3. On aura ainsi 

F ' ( î ) = 6o. F " ( 3 ) = i o o . F " ' ( 3 ) = i 0 2 . F " ( 3 ) = ^8 . 

On a d'ailleurs 
F ( 3 ) = 26. 

On pourra donc écrire 

Y ' x • J- 3 ' = 2 6 -1. Go x -1- ."10 x' •+ 1 - r3 -+- 2 r ' . 
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il viendra 

F'(.<•) = 8.r ' — 2 i x 2 -+- î o . r -t- 3, 

F"(.r ' i = 9.4 J:~— i'i.r-h i o , 

F'"( .zM = 48 •« — 4'-*, 

F'5 ( x j = 48 = 1.2.3.4. i 2 ]. 

114. De la relation générale (1), on peut déduire Vaccroissement pris 
par la fonction, lorsque la variable x subit elle-même Y accroissement ou 
la variation positive ou négative h [*). De cette relation (113), on tire 
en effet 

(21 Fix + h\~F{sc) = F'(x)h + F,'(x) — +.... 
' ' ' i . 2 

On peut remarquer que, si l'accroissement h de la variable est très-
petit, l'accroissement {F(x + h) — F(x)] de la fonction sera lui-même 
très-petit, comme somme d'un nombre fini de quantités très-petites ; et si 
ie premier tend vers zéro, le second tendra aussi vers zéro. Ce qui montre 
que lorsque la variable x croît d'une manière continue, toute fonction 
entière de x croît d'une manière continue. 

Ceci posé, prenons le rapport de l'accroissement de la fonction à l'ac
croissement de la variable : il suffit de diviser les deux membres de la 
relation (2) par h, et il viendra 

// 1.2 1 .2 .3 
/*"•-' 

+ F!"')(x) 5 
1 . 2 . 3 . . . m 

x conservant une valeur fixe, faisons tendre h vers zéro. La limite du 
second membre et, par suite, celle du premier sera F' (x). 

Nous pouvons donc écrire 
„., . ,. F(x -L-h) — F(.r\ 
F'(x) = h m • - r — • — — - • 

Ce qui veut dire que la dérivée du polynôme F(x) est ta limite du rap
port de l'accroissement de ce polynôme à l'accroissement de la variable 
dont il dépend, lorsque ce dernier accroissement converge vers zéro. 

Cette nouvelle définition de la dérivée convient à une fonction conti
nue quelconque de x, et nous dirons d'une manière générale que : 

La dérivée d'une fonction est la limite du rapport de Faccroissement 
de la fonction à Faccroissement de la variable correspondante, lorsque 
celui-ci tend vers zéro ou, plus rapidement, la limite du rapport des ac
croissements infiniment petits correspondants de la fonction et de la 
variable. 

La dérivée seconde d'une fonction est la dérivée de sa dérivée, la dé
rivée troisième est la dérivée de la dérivée seconde, et ainsi de suite. 

Ho. Remarques .— I. Lorsque la fonction se réduit à la variable elle-
même, l'accroissement de la fonction est toujours égal à l'accroissement 
de la variable. Donc, la dérivée de la variable indépendante est Vunité. 

(*) il faut bien faire attention ([n'en mathématiques le mot accroissement est 
simplement synonyme du mot variation dans un sens ou dans l 'autre. 

3 l , 
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II. Si la fonction se réduit à une constante, on peut supposer à la va
riable tel accroissement qu'on voudra sans que la fonction en prenne 
aucun. Donc la dérivée d'une constante est nécessairement nulle. 

III. Lorsque deux fonctions sont constamment égales, leurs dérivées 
sont égales. 

Classement des fonctions. 

116. Il y a un nombre illimité de fonctions, puisque le nombre des 
questions qui peuvent leur donner naissance est lui-même illimité. Mais 
si l'on partage les fonctions en fonctions simples et en fonctions com
plexes, on trouve que le nombre des premières est au contraire très-res-
treint. 

Les fonctions simples correspondent à toutes les opérations de calcul 
qui nous sont aujourd'hui connues. 

Elles sont au nombre de dix et se partagent en cinq groupes, comme 
l'indique le tableau suivant ; chaque groupe renferme une opération di
recte et son inverse. Nous désignons par x la variable indépendante, par 
y la fonction, par m une constante quelconque. 

0 \ Somme y = m +• x , 
I Différence y = m — x, 

Produit y — mx , 
m 

3° 

Rapport y 

Puissance y = x'", 

Racine y = y.r, 

\ Fonction exponentielle y = mT, 

\ 

4 

5° 

Fonction logarithmique y = log x , 
Fonction circulaire directe y = sinar, 
Fonction circulaire inverse y = arc (sin : 

On donne aux six premières fonctions le nom de fonctions algébriques, 
et aux quatre dernières le nom de fonctions transcendantes. 

117. Les fonctions complexes sontde deux espèces. Oubien, elles ont été 
obtenues en remplaçant dans les expressions précédentes la seule lettre x 
par une nouvelle fonction simple dépendante de x. On a alors une fonc
tion de fonction. Si, par exemple, dans y = mx, on remplace x par sin x, 
il vient y = m. sin x ; et l'on a une fonction où sont superposées les deux 
fonctions simples : produit et sinus. De même, si dans cette nouvelle 
fonction on remplace encore x par log x, on a 

y = m. sin log x. 

et la fonction de fonctions est formée alors par la superposition des trois 
fonctions simples : produit, sinus, logarithme. 

Il est clair d'ailleurs qu'en effectuant les opérations indiquées, on 
peut souvent convertir une fonction de fonctions en fonction simple. Ainsi 

i'.r'V •-• x'-. \ozax — :i\()Zci. 
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Les fonctions complexes de seconde espèce ou fonctions composées 
proprement dites s'obtiennent en remplaçant, dans les expressions du 
numéro précédent (116), les lettres m et x à la fois, soit par de nou
velles fonctions simples, soit par des fonctions de fonctions toujours fina
lement dépendantes de x. Les fonctions 

y = m sinx + \ogx, y = (a + bx) \"\/x — arcsinx), 

sont des fonctions composées. 
Nous commencerons par chercher les dérivées des dix fonctions sim

ples (116), et nous montrerons ensuite comment la détermination des 
dérivées des fonctions complexes se ramène à celle des dérivées des fonc
tions simples. 

DÉRIVÉES DES FONCTIONS SIMPLES. 

118. Pour trouver les dérivées de ces fonctions, nous suivrons la mar
che générale suivante. Nous ferons varier la variable et par suite la fonc
tion, c'est-à-dire x et y, en mettant en évidence leurs accroissements si
multanés, que nous représenterons par A x et A y. L'équation sur laquelle 

on opère permettra alors d'isoler dans le premier membre le rapport - ^ • 

En faisant converger dans le second membre Aj et A x vers zéro, on ob

tiendra la limite du second membre, qui sera celle du rapport -^- ou la 

dérivée cherchée (114). 

Somme, différence, produit, rapport. 

119. Soit y = m + x. Supposons qu'on donne à x l'accroissement A.r, 
y recevra un accroissement correspondant &y ; et l'on aura en vertu de 
la relation donnée 

r + A/ = m-\-x + A x, 

c'est-à-dire, puisque y = m + x, 
i r 

A y = A x OU .— = I . 

Quel que soit Ax, l'accroissement de la fonction sera égal à l'accroisse
ment de la variable; donc, &x convergeant vers zéro, il en sera de même 

A Y 

de A_r, mais le rapport - ^ restera toujours égal à i. A la limite, / ' étant 

la dérivée de la fonction y, on aura (US) 

/ = !. 
On voit que, pour la fonction somme, la constante disparaît dans la déri
vation. 

120. Soit y = m — x. On aura de même 

y + A y = m — (x •+- 4x) = m — x — \x, 
d'où 

i r 
Ar - - A.r et ~ - i. 

A.r 
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L'accroissement de la fonction est donc alors constamment égal et de 
signe contraire à celui de la variable ; ce qui signifie que la fonction di
minue quand la variable augmente. On a à la limite 

On voit que, pour la fonction différence, la constante disparaît aussi 
dans la dérivation. 

121. Soit_v = mx. On aura 

y -+- A r = m i x -+- A x j = mx + m A x, 
d'où 

A y 
A v = m i x et —^ = m ; 

ce qui montre que l'accroissement de la fonction est constamment égal à 
l'accroissement de la variable, multiplié par m. Ax convergeant vers 
zéro, il en est de même de A j ; mais leur rapport reste constamment 
égal à m ; de sorte qu'à la limite, y' étant la dérivée de / , on a 

y' = m. 

4insi, pour la fonction produit, la constante ne disparait pas. 

122. Soit y — — Si x reçoit l'accroissement A i , y recevra l'accrois-
J x ' J 

sèment correspondant A r, et l'on aura 

ni 
Y -+• A y — 

-hàx 

étant constamment égal à — ; on déduira de cette relation 
x 

m m — m. A x 

- j - A x x x {x -\- A x: i ' 
c'est-à-dire 

A Y — m 
Ix x ! x -+- A,r; 

Si l'on fait converger i x vers zéro, le premier membre convergera vers 

y', et le second membre vers l'expression —— • On aura donc à la limite 
.r-

, — m 
x2 

La dérivée est précédée du signe moins, parce que, pour la fonction 
rapport comme pour la fonction différence, la fonction diminue lorsque 
la variable augmente : c'est là un fait général. 

Puissance e t racine. 

jiKî- i" l-xp.isarU entier et positif. Soit r — )"'. On en déduira 
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d'où 
m ( m — i ) , 

y + A )' — x'" -t- WJ;" ' A .r H : '• x ' A j . - - + - . . . . 
i . 2 

On peut supprimer dans les deux membres y = x"'. et en divisant par 
A_r, il viendra 

A ? ' mi m {m — i) 
—^ — mx H .r A.r + . . . . 
A;r I .2 

Dans le second membre de cette égalité, le premier terme seul ne con
tient pas Ax; tous les autres renferment Ax ou des puissances supérieures 
de A.r. \x convergeant vers zéro, le premier membre convergera vers la 
dérivée y' de la fonction j ; le second membre convergera vers mx™*1, 
puisque tous ses termes, sauf le premier, contiendront, outre des facteurs 
finis, un facteur tendant vers zéro. A la limite, on aura donc 

y1 = mx'"'\ 

Donc la dérivée d'une puissance s'obtient en diminuant l'exposant d'une 
unité et en multipliant par l'exposant de la puissance primitive. 

Il faut prouver que cette règle est générale. 
p 

i° Exposant fractionnaire et positif. S o i t / = x ? . Élevons les deux 
membres de cette égalité à la puissance a. Nous aurons 

y = x". 

Supposons que x reçoive un accroissement \x, r recevra un accroisse
ment correspondant Ar, et il viendra 

(>--f-Aj}»= (.r + àx'f, 

d'où, en supprimant dans les deux membres y = xr. 

» / r ' - M r + ' i ' 1 ' " / " ' ' i - ' - ! A v ' + . . . = A T l ' - l ^ + ; ' ^ ~ ' ' V - ! a r + 
" 1 . 2 " ' 1,2 

On en déduit 

A mesure que tix converge vers zéro, il en est de même de Aj; de sorte 
que. / 'étant la dérivée de la fonction y, le second membre converge vers 
/)xp~' et le premier \er$ y qy~'. A la limite, on aura donc 

P , F 
-c?—') r— 

d'où, en remarquant que y-' -- .r? =- x 1. 

1 r..r '/ 
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Si l'on suppose p = i, on a 

1 - , £ - , - — 
y — x* = dx et y = - ^7 = - x 7 = 

Supposons en particulier q — i. Nous aurons 
i 

y — x = y'.r et j = —— • 

3° Exposant négatif. Soit / = ^r" = — • On en déduit 

_ T — * * — ,3;"— (# + A.r)" 
•̂  + J — (x + Ax)" 6 r ~ | i + 4a:)" ~~ x7' ~ xn(x + àx)" ' 

d'où, en simplifiant et en divisant par Aa-, 

fnin—i) n_t, \ 

A x X"{X-T-\X)" 

Si A# converge vers zéro, le rapport —- converge vers la dérivée y, et 

le second membre de l'égalité vers le rapport ^— A la limite, on 

peut donc écrire 

r = — n —— = — nx . 
J x2" 

Si l'on suppose en particulier n = i, on a 

y = x~' = - et r = — x — ; ? 

comme on l'aurait trouvé, au n° 122, en donnant à la constante m îa 
valeur i. 

Quelle que soit la nature de l'exposant, qu'il soit entier ou fraction
naire, positif ou négatif, la règle pour trouver la dérivée de la puissance-
reste, d'après ce qui précède, toujours la même. 

Fonction exponentielle. 

124. Soit / = mz. On aura 

d'où 

A >- = nr^^x — tir — in' [m1 — î j et -^- : 
A x A x 

Ax étant une quantité très-petite, quelle que soit la quantité positive m, 
mAx différera très-peu de i ( Jlg. clém., 213). On peut alors poser, en 
désignant par v une quantité positive Oti négative qui tend vers zéro 
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en même temps que 4 i , 

En prenant les logarithmes des deux membres de cette dernière égalité, 
on aura 

bxlos,m = \os(i-\-x), d'où Ix = —Sp -• 
3 oV " logm 

Par conséquent, puisque m^x — i = a, il viendra 

i r , « /«xlog/« -
m \x l o g i + a i 

— ^ - l o g (i + sc) 
log »J a D v ' 

A.Ï convergeant vers zéro, le premier membre converge vers la dérivée y' 
delà fonction proposée. Le numérateur du second membre reste invariable. Il 

faut donc chercher vers quelle limite tend le dénominateur -log(i + a), 

quand A;c ou a tend vers zéro. 
i 

Or - log(i + a ) revient à log (i + a)K. Il est évident que la limite de 

ce logarithme est le logarithme de la limite de la quantité ( 1-+- a. ) x , limite 
qui, d'après ce qui précède (111), est le nombre incommensurable e. 
On aura donc 

, _ nf log m 
y ~ log e ~ ' 

Cette expression est tout à fait indépendante du système de loga
rithmes adopté, car nous savons que les logarithmes de deux nombres, 
pris dans deux systèmes différents, forment un rapport constant (T. I, 
Note III). 

Si l'on opère dans le système népérien, on doit remplacer log/rc par 
1. m et log e par i. On a alors 

y' — ni*l.m. 

Si la fonction proposée est en particulier y = e1, on a 

puisqu'on doit remplacer m par e et que l.e est égal à i. Ainsi la dérivét 
de In fonction ex est cette fonction elle-même. 

Fonction logarithmique. 

125. Soit y•— logvf. On aura 

y+^y = \os>^Kx + ^xj, 
d'où 

, , . , , [x + àx\ , / àx\ 
Hy — log ( X 4 A X ) — log x — log ( ; 1 '= 10g I \ + — .1" 
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Il en résulte 
Aj 
Ax 
vy , ï A.r\ 

Ax 

Ax 
x ayant une valeur déterminée, on peut poser •— = a, a étant une quan
tité qui converge vers zéro en même temps que A x. On aura alors 

Ax = S I , 

et l'expression considérée deviendra 

, j_ 
A/ _ log(.i + g) _ â l o g ( ' + g ) _ log(i + g)g _ 
Ax n i x x 

àx convergeant vers zéro, le premier membre converge vers la dérivée r' 
de la fonction y, le dénominateur du second membre demeure invariable, 
tandis que le numérateur tend vers loge, comme nous venons de le 
voir (124). On aura donc à la limite 

, loge 
^ x 

En se rappelant que log e représente le module M du système de loga
rithmes adopté [Alg. élém., 255), on peut encore écrire 

x 

Si l'on opère dans le système népérien, on a simplement 

, ï 
r = — > 

x 

et la dérivée de la fonction est alors l'inverse de la variable. 

Fonction circulaire directe. 

126. Soif/)' = sinx. On aura 

v + i . r = sin( J; + A , r ) , 
d'où 

. . Av sin Lr + AdV— sin.r 
Ar — sml.r -\- A,r I — sm.r et. -~ — ' -' AJ- AX. 

MAIS ( Trig., 2(>) 
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On peut donc écrire 

sm — 
A r 2 
-f- = — COS 
Ù.X ii .C (•+¥)• 

4x 
sin-

Si Ton fait converger A .r vers zéro, le rapport —-r—- converge vers 

2 

l'unité {Trig., 31), et cos la; H—-1 vers cos x. On aura donc à la 

limite 
y' = cos.r. 

La dérivée du sinus est donc le cosinus. 

Fonction circulaire inverse. 

127. Soit y = arc sin x, ce qu'on doit lire : y égale Parc dont le sinus 
est x. À un même sinus, correspondent une infinité d'arcs ( Trig., 7 ) ; 
mais nous n'entendons parler que de l'arc positif et plus petit qu'un qua
drant, qui a x pour sinus. 

Si y est l'arc dont le sinus est x, on peut écrire 

x = sin y. 

Si l'on regarde alors x comme la fonction et-y comme la variable, on 
aura (126) 

,. àx 
lim -— = 

ày 
d'où 

hm -z- = 

Mais puisque x = sin \. on a 

cos y = v' ! — sm 

11 viendra donc enfin 

y -

= cos/, 

I 

COSr 

2y = \/T~-

i 

— .r'"'. 

-+- \/l — X2 

car l'arc y étant moindre que - , son cosinus est positif. 

128. Nous venons de trouver les dérivées des dix fonctions simples-
primitives. Il en est d'autres qu'on peut regarder également comme sim
ples, mais qui rentrent dans les précédentes, comme nous le verrons en 
traitant des dérivées des fonctions complexes. Voici le tableau des résul
tats obtenus jusqu'ici. Nous le reproduirons à la fin de ce chapitre, en le 
complétant par l'indication des dérivées qu'il est essentiel de savoir pat 
•eeur. 
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Dérivées des fonctions simples primitives. 

y = m + x, j ' = i, 
y = m — x, j ' = — i, 
y = mx) y' = m, 

m , m 
x ' " x'1 ' 

, m'iogm x i x 
y = 7?i , y = —r-2— = m'A.m, y = e , r = e \ 

, , loge M , , i 
v = log.r, / = - | - = - , y=\.x, y = - , 

_r = sinx, y' = cosx, 
i 

: arc sm;c, y = + y/i — x2 

Dérivées des fonctions de fonctions. 

129. Soi t j = F{«), H représentant une fonction f(x) de x qui est la 
variable indépendante. On aura 

r = F [ / (*)] , 

les caractéristiques F et /indiquant les opérations superposées (117). Il 
s'agit de trouver la dérivée y' de la fonction y par rapport à x. 

Si l'on donne à x un accroissement à.x, il en résultera pour u=f(x) 
un accroissement AK et. pour y= F (H), un accroissement Ay. Or l'on a 
identiquement 

i j Ay A u 
A,ï AH AX 

La limite d'un produit est le produit des limites des facteurs ( Géom., \ 32 ). 
Quand A.r tend vers zéro, il en est de même de A« et, par suite, de Ar. 

A y 
La limite du rapport ~ ; quand Ax tend vers zéro, est y' ; la limite du 

A r 

rapport —- quand A« tend vers zéro, est F'(«); enfin, la limite du rap

port — quand ^x tend vers zéro, est/ '(a:) ou u'. On aura donc 

r' = F'(")•"'• 
Soit encore 

r = F ( v), <• = / ( " ), « = 'f (> ), 
c'est-à-dire 

r = F;/[v(x)]j . 

À l'accroissement A.»- correspondront les accroissements A». A'1, A>, 
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et Ton aura comme précédemment 

Ax Ae AH i ï 

En passant à la limite, il viendra 

r< = F » , / > ) . « ' . 

On voit donc que la dérivée d'une fonction de fonctions est égale au 
produit des dérivées des fonctions simples qui la composent, chaque dé
rivée devant être prise par rapport à la variable dont la fonction cor
respondante dépend immédiatement. 

Cette règle montre que les dérivées des fonctions simples se superpo
sent pour former la dérivée de la fonction de fonctions, comme ces fonc
tions simples elles-mêmes pour former la fonction considérée. 

130. Exemples : 

i° Soit y = cosx. On peut remplacer cos x par sin ( - — x \ > et re

garder alors y comme une fonction de fonction. Si l'on pose 

on a 

d'où (126) 

X = Il, 

COS II .11 . 

De - — x = u on déduit d'ailleurs «' = — i (120). Par conséquent, 

(M siiw. 

La dérivée du cosinus est donc égale au sinus pris en signe contraire. 

2° Soit y = sécx = Posons cosx = u, il viendra 
cosx 

Ï 

y = - ' 
J u 

et nous pourrons appliquer le théorème des fonctions de fonctions. On 
aura (122) 

' ! 
y = — r • " • 
J u2 

Mais u' — — sinx, d'après ce qu'on vient de voir (i°). Donc 
, sinx 

~~ cos-x 

3° Soit r = cosécx = - Posons sinx = u, il viendra 
smx 

i 
y = - ' « 
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d'où 
, I , 

Mais u' = cos.r. Par suite. 
. cos x 

sin* x 

4° Soit j = logsinx. Posons sm.r = u. Il viendra j — log«, d'où (12o) 

, _ loge , 
u 

On a 
II' = COS X. 

Par suite, 
, loge cos.r 

v = —^ = lo«e . cot.r. 
sm x 

5° De même, pour y = logeosx, on posera cos.r = u. Il viendra 
r = log u, 

d'où 
, _ log e , 

J — u 

On a 
u' = — sinjr, 

et par suite, 
logesinj; 

r = - = — log e . tang x. 
COS.T & ° 

6° Soit j»' = (log-r)'". Posons log.r = u. Nous aurons 

y = «'", 

d'où 

/*f 
et 

Par suite, 

7° Soit encore y = 

il viendra 

Mais 

Par conséquent, 

y' = m.Il .11 , 

, loge 
/ / = • — - — - * 

x 

, /«loge . (log.?:)'""' 
y _ 

x 

sin'x2. Posons 

x' = « et sin « = c, 

r = e", d'où j ' = 4 < ' 3 - ' ' ' -

C'=COSM.«' et u'—nx. 

y ' = Sx sin3 x2 cos .r2. 

A propos de cet exemple, il faut bien remarquer que, comme nous "l'avons 
déjà dit (129), chaque signe d'opération correspond à une fonction parti
culière. L'exposant i de la variable x conduit à une première fonction 
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x'1 = u, le signe sinus à une seconde fonction e, l'exposant 4 superposé 
au signe sinus à une nouvelle et dernière fonction <>s ou y. 

Quand on a pris un peu d'habitude, on opère plus rapidement en dé
composant les fonctions par la pensée, sans employer de lettres auxi
liaires. 

ex 

8° Soit, comme dernier exemple, y = ee . On posera 

e — c et c = u. 
On aura alors 

/ = c'', 

d'où, en opérant dans le système népérien, 

On a d'ailleurs 
v = e", d'où v'=c"u, enfin n' = ex. 

En substituant, il viendra 

y=cveuex = r ^ V V ; 

ce qu'on aurait pu écrire immédiatement, en appliquant la formule géné
rale (129) 

. r = F ' (c) / ' («) "'• 

Dérivées des fonctions inverses. 

131. Nous avons fait au n" 127 usage d'une méthode que nous devons 
généraliser avant d'aller plus loin. 

Supposons qu'on a i t j = ¥(x). En résolvant cette équation par rap
port à x, on en déduira x = w (y), o caractérisant une autre fonction qui 
pourra être plus facile à dériver que la fonction F. Les deux fonctions F 
et a sont dites invei-ses l'une de l'autre. 

Les deux équations considérées n'étant que deux formes différentes 
d'une même relation, si l'on donne à x un accroissement 4 J , J prendra 
dans toutes les deux le même accroissement A r; c'est-à-dire que, de 

A Y 
toutes les deux, on tirera le même -r-- Or on aura 

Ax 
, ,. A r i i i , i 

r = lim —- = — = —- = -77—- ou y = ,_,. v1 • 
Xx iim ^ 5 x ?<•>') ? [ H - r ) 3 -

A} 
Ainsi, au n° 127. nous avions 

r=arcs in . r , d'où x = sinr et x' = v ' O ' ) = cos/. 

Par conséquent, 
_, _ i _ i _ i 

cosj ~ cos !arc sin.rj _i_ , / , _ x-

132. Exemples : 
î" Soit v = arc cos x. Nous aurons 
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Par suite, 

•sin_>- et y' sinj sin (arccosxj 
c'est-à-dire 

y + \U — x-

l'arc y étant toujours compris entre o et - • 

i" Soit y = arc sécx. Nous aurons 

x = séc y. 
Il viendra (130, a0) 

i 

, sinr „ . , cos2 y cos2 (arc séc x) x1 

x ——£• dou Y = —:—-='-.—~ T — — 
cos y a n / sm (arc séc x 

c'est-à-dire 
s/1-^ 

x\/x- — i 

3° Soit y= arc coséc .r, d'où x = cosécj. Nous aurons (130, 3°) 

i 

, cos r L , — sin2 y — sin2 {arc coséc x ) x2 

x = r-~-_ et y'— *- — *— ' sin2 y J cosj cos (arc coséc x 

c'est-à-dire 
\A-5 

, _ — i 

xsjx—1 

Dérivée d'une somme. 

133. Soit u, v, t différentes fonctions continues de la variable x, et 
supposons qu'on ait la fonction continue 

(i) y=u + v — t. 

Je dis que la dérivée y' de la fonction y par rapport à x sera égale à la 
somme algébrique des dérivées u', v', t' des fonctions qui la composent, 
par rapport à x. 

En effet, si x reçoit un accroissement \x, il en résultera pour «, «, 
t, y les accroissements simultanés A«, \v, \t, ^y; on aura évidemment 

y + \y=(u + \u) + {v + \v) — (t + M). 

On en déduit, d'après la relation (i), 

&y=i$.u + \v — M, 
et, par suite, 

àx ~ \x \x àx 

Si l'accroissement A-r tend vers zéro, il en sera de même des accrois-
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sements A», A<\ \t, Av. La limite d'une somme étant la somme des 
limites de ses parties i Groin., 132 u on aura donc 

>•' = iï -\- i-'' — <'. 

Si l'une des parties de la somme est constante, sa dérivée est nulle, ce 
qui conduit a une remarque déjà faite ( M 9 j . 

En se reportant au irM'Jo, on voit que la dérivée d'un polynôme entier 
par rapport à x doit être la somme des dérivées de ses différents termes. 

134. Exemples : 

i° Soit r = a + b\'x Un aura immédiatement (123, 122 J : 

,_ b . v 

•2 \ X X 

•A" Soit r = log V^'-r- v ' 1 + %'• 
Nous appliquerons à la fois le théorème des fonctions de fonctions et 

le théorème relatif à la dérivée d'une somme. 
Nous poserons 

V.r + i/i + . r ?=/ ' ; d'où r = l o i ; ? / et . r ' = -^-—u'. 

Mais si l'on pose 
r -+- v' i + x' = z . 

on aura 
i 

u — \' : et w = —— 3 . 
•>.V' = 

On voit par la que, pour avoir la dérivée d'en radical du second degré, 
il faut prendre la dérivée de la quantité qu'il recouvre, et diviser par 
a fois le radical. C'est là une remarque générale. Toutes 1rs régies trou
vées pour la dérivation des jonctions simples s appliquent aux fonctions 
composées soumises au signe caractéristique d'une fonction simple. Seu
lement, la dériver de la -variable x, qui est i, doit être partout remplacée 
par la dérivée de la fonction composée subordonnée. 

D'après ce qu'on vient de dire, on écrira immédiatement 

•J. v i + . i " 

Si x n'était pas la variable indépendante, il faudrait multiplier — ' 
2 l ' i + r 

par x', et continuer le calcul. Ici, x étant la variable indépendante, x' est 
égale à i . En remplaçant de proche en proche, il viendra 

loge.»,' \oiie.z 
y = —: : 

c'est-à-dire 

I I . 3a 

file:///oiie.z
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Dérivée d'un produit. 

135. Soient d'abord 11 et e deux fonctions de x, et supposons qu'un ai! 

j ' —- uv. 

A un accroissement A.r donné à la varialile correspondront les accroisse
ments simultanés A», i c , \y. On aura donc 

V + i / : - - (H + i ï ( ) ((' + Al'). 

Effectuons la multiplication indiquée dans le second membre, et suppri
mons dans les deux membres v = uv. Il viendra 

i v = u Ae - j - e A» -f- \u Ac 
On en déduit 

A y- A v A u x A u 
A,r A.r A.r A,r 

Quand A.r tend vers zéro, il en est de même des quantités A«, Ac, A i ; 
A» Ac A r , . , 

de sorte que les rapports - — ••— • 7^-1 tendent simultanément vers le-
A . r A,?: A,?: 

dérivées //'. v'. Y', des fonctions u. c. r. A la limite, le terme — Ac de-
' " ' A.r 

vient donc u' x o. c'est-à-dire disparait, et il reste simplement 

y' — w ' - i - vu'. 

La dérivée d'un produit de deux facteurs est donc égale à la somme df. 
produits qu'on obtient en multipliant chaque facteur par la dérivée dr 
l'autre. 

Si l'un des facteurs <• est nul, sa dérivée c est nulle (115, II j , et Ton a 

V ' =r- 17/'. 

ce qui ramène à la remarque du 11° 121. 
La règle donnée est générale. Soit r = uvt. En considérant le produit 

uv comme un seul facteur, on aura 

y ' = i uv \ t' - t - t iuoY. 

D'après ce qui précède, on a 

1 uv ,' = uv' -r- vu'. 

En substituant, on aura donc 

y' = uvt'-r-utv' - j - vtu'. 

Donc la dérivée du produit d'un nombre quelconque de facteurs, est 
égale a la somme des produits qu'on obtient en multipliant la dérivée de 
chaque facteur par le produit de tous les autres. 

130. Exemple : 
Soit 

_) = I () f r — babx-+- ï) b' ,r- j : tt-f- bx j '. 
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On aura 

-,-'= '— 6ab-\- lolfx < : a-*-b.r •'' -r- ~ ,n— b.c'< 3 A>.'\<jtc—6«te—Slf x- . 

11 faut remarquer que le premier facteur est simplement une somme, et 
le second la puissance d'une somme. On peut écrire, en multipliant et en 

divisant par -n + b.r)" . 

( — 6 ab - j - i o b'1 x ) i a - j - bx j -•- ^ // ( g a- — 6 abx - j- 5 If x" ; 

i a - j - bx '•,' 

En effectuant et en simplifiant, on trouve 

4o b~' x'-
y = T • 

3 ! a - j - 6.r ) ' 

Dérivée d'un quotient. 

137. Soient u et v deux fonctions de x. et supposons qu'on ait 

H 

On cherche, comme précédemment, la dérivée/' de y, par rapport à x. 
On déduit de l'équation donnée 

d'où fl3o; 
u: = <;>-' + }-"' 

et 
r/' — ) Ï - ' 

Si l'on remplace au numérateur v par sa valeur - - il vient 

II V — (' Il 

Donc la dérivée d'un quotient est égale a la dérivée du numérateur 
multipliée par le dénominateur, moins la dérivée du dénominateur mul
tipliée par le numérateur, le tout divisé par le carré du dénominateur. 

Si le numérateur u est constant, sa dérivée est nulle. 11 reste 

v' = r- i l 2 2 i -
v2-

138. Exemples : 
i° Soit 

sinx 
r = tanex ou y = • 

D r o s x 
On aura 

, cos.r.cos.r— i — sin.ri sin.r 
cos'v 
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c'est-à-dire 

i ' -•- —'-— -•• i •+- tansj'.i. 

De même 

donne 

c'est-à-dire 

COS.r 
) = eot.»' ou v = —— 

sin .T 

- sin x . sm x — cos x cos •>• 

i 
— •• 1 -4- COt" x , sm- ,r 

Pour compléter ce qui a rapport aux fonctions circulaires (131, 132;. 
cherchons, à l'aide des résultats qu'on vient d'obtenir, les dérivées des 
(onctions 

i - = arc tan».r et r= arc c o t e 
De 

r = arc tans'.r. on déduit ./• == tans;) 
d'où 

i , 
.>: --- —;— et v = c o s - v = cos ( arc tans.', i. 

(•os r ' " ' ' 

c'est-à-dire 

•ar le cosinus de l'arc dont la tangente est .r. est ésal à 

, [Tris.. 13 ) 
\l ï -4- ,r! rt 

De même, pour > -- arc cot.r , on aura 

x == cot 
d'où 

ï 

sin- r 

c'est-à-dire 

et V = — sm- v = — sin- i arc cot.r 

car le sinus de l'arc dont la cotanaente est x. est éaal à / 
V' ï + x-

•i." Soit encore 
a + bx 

v = I02 1— • 
"- a — b.r. 

Nous poserons 
a -j-bx ,, 

;— = II. il OU Y = log « 
« — y.r 
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On aura 
h \ a — bx ) — s — b ) [ a, - j - bx j -i ab 

(a — b.r Y ( <7 — è.r :-

l'ai' conséquent 

. " , -i-nh 
y --= loi? '• • — = 102 e . — TT,—:, • 

it " ir — b x-

Théorème général relatif aux fonctions composées. 

i3ï). Soit une fonction de deux variables F [u. e ). Si regardant v conune 
une constante, on prend la dérivée de la fonction par rapport à u. on 
obtient la dérivée partielle de la fonction par rapport à tt. 

De même, si regardant a comme une constante, on prend la dérivée de 
la fonction par rapport à <>, on obtient la dérivée partielle de la fonction 
par rapport à v. On indiquera ces deux dérivées partielles par les no
tations 

F'n i ti, v ; . F'., [u, v]. 

Ceci posé, admettons que chacune des variables u et v soit une l'on c. 
tion de x. et qu'on ait 

y = F i u. v i. 

v sera une fonction de x, dont on cherche la dérivée, x recevant un 
accroissement A,c, i;, v et > prendront les accroissements simultanés 
A je, Ac i r , et l'on aura 

_>•-!-A_v — F U/ + i « . i ' + i i ' l , 
d'où 

A )' = [u -\- Su, r + i c ] — F i u, v j . 

On peut ajouter au second membre et en retrancher la quantité 

F (u, 1'-+- A») 

obtenue en regardant fictivement u comme une constante dans ia fonc
tion proposée. Il viendra 

A | = [ F ( « + A«, <> + i f ' ) — F[u, l' + Ai»)] + [F (a,v-\-lv) — F ( H , I » ) J . 

A la limite, comme Ac disparait, on peut considérer la première difié 
rence du second membre comme l'accroissement infiniment petit pris par 
la fonction, lorsqu'on y fait varier seulement u; et la seconde différence 
comme l'accroissement infiniment petit reçu par la fonction, quand on y 
fait varier seulement i». On est ainsi conduit à écrire, en introduisant A,r, 

Aj- _ F ( a •+- A tt, v -f- A v ) — F (u, v + A v ) \n 
A.r lit A.r 

V [il, i ' + i i ' j — F [u, v\ Ac 

^ Â~7 ' Â~t' ' 

Si A.C converge vers zéro, il en est de même de A», Ac, A r. Les rap 
lu Ac i r t , ,. .( , , , , 

p o r t s — i — i -r- i ont alors pour limites u . v, i . Le rapport 
' A.r A.» A.» . . . i i 

F ! u - r A// . c -T Ac l -•- F ! //, v -f~ A r _____ 
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a pour limite 

ï"„l ",".).-

puisque c'est comme si l'on faisait seulement varier u dans la fonction 
F ('H, e-f- Ac) qui se réduit en réalité à F( ; / , <>). De même, le rapport 

F ( « , e + A i > ) - F ( « ^ 
A v 

a pour limite 
F',, (u, v). 

On aura donc 

r' = Y'u [u, ci . u' + F',, (u, v) • V. 

ou, plus simplement. 
r ' = F'„ . « ' + F ' r .<>'. 

On arrive donc à ce théorème, qui peut s'appliquer à un nombre quel
conque de variables et qui est fondamental. La dérivée d'une fonction 
composée est éi^ale h la somme de ses dérivées partielles par rapport à 
toutes les variables qui y entrent i'éune manière explicite, chaque dérivée 
partielle devant être multipliée par la dérivée de la variable correspon
dante par rapport à la variable indépendante. 

l iO. Les théorèmes démontrés précédemment (133, 135, 137) relati
vement aux dérivées d'une somme, d'un produit, d'un quotient, sont des 
cas particuliers de ce théorème général. 

Ainsi 
y = u + c — t 

donne immédiatement 

.)-' = F '„ . u' + F',. . <•' + F',.ti = ié + c' — t'. 

parce qu'on a dans ce cas 

F'„ = i , F',. = i • F', = — i . 
De même, 

y = uvl 
donne 

1 — F'„ . u' H- F' r <>'-+-F', . t = u vt + v1 ttt -+- t uv . 

parce que la dérivée partielle par rapport à u est égale au coefficient vt 
regardé comme une constante, etc. 

1-il. Exemples : 
i" Soit la fonction 

y = W. 
On aura 

v' — (• . n'~ 

c'est-a-dire 

• - • ( ; ' 

Si la jonction e>i, par exemple. 

u' . log.» 
lo - r 

log e 
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,. / log.r\ 
IOÏ <"' ,' 

•2" Soil la fonction 

, \f x- — i — i r • log " — 
\*x- - 1 -J- i 

i hi posera 

d'eu 

On aura 

1) ailleurs 

donc 

II :- \' x' — I — I . i' ; - \ ./.- — I -~- 1 

i = l o g - - • lo i ! II — l o 2 ('. 

^ . „• _ !2ii'.,-. 

ÏX 

et 
a v ' " — i > \ •<- •• î 

On peut donc écrire 

y' = loge . H' j | -- \o!>r . 

V" "/ 
ce qui conduit à 

y' = loi; i 

u 
e — u 

y .r- — i 

Dérivées des fonctions implicites. 

142. Supposons une équation entre la fonct ion/ et la variable, x. En 
résolvant l'équation par rapport ky, on obtiendrait dans le second mem
bre une fonction de x, dont on saurait trouver la dérivée d'après les 
règles précédentes. Mais souvent on ne peut résoudre l'équation par rap
port à y. Il est facile alors, en appliquant le théorème général des fonc
tions composées ( 139 ), de trouver la dérivée de la fonction r ; seulement, 
elle est dans ce cas exprimée généralement en x et en y à la fois, ce qui 
n'empêche pas sa connaissance d'être très-utile dans un grand nombre 
de questions. 

Tous les termes étant réunis dans le premier membre, soit donc l'é
quation 

F ( x, y) — o. 

y est alors une fonction implicite de x. Comme les deux membres de 
l'équation donnée doivent être constamment égaux, leurs dérivées doivent 
être égales, c'est-à-dire que la dérivée du premier membre est égale à 
zéro. En appliquant le théorème fondamental, on aura donc, dans cette 
hvpothèsc particulière. 

F , -y-+-Vr .x' :- <>. 

.»• éianl la v.iruili'r indépendante, on a r' --. i. et l'on déduit du ré 
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sultat trouvé 
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Donc la dérivée (l'une jonction implicite est égale au quotient de la dé
rivée partielle par rapport h la variable indépendante, divisée par la 
dérivée partielle par rapport il la jonction, ce quotient étant pris en 
signe cotitraire. 

•143. Exemples : 
i° Soit l'équation générale du second degré 

(lu aura 

d'où 

•i" Soii 

On aura 

d'où 

A) 2 + B;ïr~f-C.r- D>- - F := • 

F' r = ïAj-f- B J -4-1), 

r — — 
B>'- r aC,/' 

F', = 

î A r + B j + n 

-_>"' 4 - ixy = o. 

3.n F',. = 3 j - -

3° Soit encore 

On aura 

F ' , . = > ' * i > v ~ ' — >••* 
l o g j 
logf 

F '. — x-
log^ 
loge 

, _ y l o g ^ r — loge .r . xy ' 

xy log x —• log e XY1^' 

Si l'on prenait les logarithmes dans le système népérien, et si l'on di
visait haut et bas par i J = xr. on obtiendrait l'expression de y sous une 
forme très-simple, savoir 

/ . . 

4° On retrouvera très-rapidement, a l'aide de la méthode indiquée, les 
résultats obtenus précédemment. Soit 

/' 
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On en déduit 
y" = x1' et y — a? = o. 

d où 
P 

1 

p u 

fj .yq .y—p.xv~" = o et y = - x' 

Soit encore 

y = arc tang x. 
On en déduit 

x = tang y, 
d'où 

.f — tang/ = o et i — (1 + tang ' j ) / = o. 
c'est-à-dire 

i + tang2/ i + x-

5° Soit en dernier lieu 

On aura 

d'où 

c'est-à-dire 

y = iogtang x. 

y — logtang.r = o, 

log e i 
tang % cos'x 

loge 

1U r = 

sin^cosa? 

Tableau des dérivées fondamentales. 

y' z=z X ' . 

v = y x. 

c 
r — nv . 

y = tf, 

r = log.i'. 

» = 1. x, 

r = ¥ (x) -f 

>' = <-+/(, 
• • = F ( . . r i . , / 

> • = C . F i . r 

F(.r ' ) 

-/(*) 
, r ) i 

' ' . *«• • ) , 

jr' = mx'"~'. 

i 

2 y'.r 

, ?«•* log m r 

' — loge 

y = e r . 

log e 
x 

r' = F' i x \ -r-f ' [X ';. 

. r W ' U ' ; . 

•/ ,- Vyx'.fiX:^-/ IX 

! ' --- C . F (.<•). 

F ' ;,.f'-.,/';•'•,: — / • •>' 

Ï . F i . r i 

} . ] • > . 
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y -- sm.r. c' -: cos.r. 

y -- eos.-r. >"' — — sin.c. 

= i + tamr./:, 
C.OS.-JC 

sinx 
—7,— = tanirxseor. 
cos'.r 

v — cotj;. r' —• . .. = — : i 4-cot*./11. 
sur x 

cos.r 
y •-- cosec.r. > —. —— =- — cot.rcosec.r. 

y - arcsin.-
V i - x-

- arc cos.'-, 

arc t an ï i ' . 

v -- arceot.r. 
î -V-.r 

i 

X \ X' — ! 

— 1 
y -- arccosec.;'. .v = ;~; -

x \i x~ — i 

On remarquera que les dérivées des fonctions circulaires m\ erses sont 
deux à deux égales et de signes contraires. C'est ce qui doit être ; car, 
lorsque le sinus d'un arc. par exemple, est égal au cosinus d'un autre 
arc, ces deux arcs ont une somme constante, et la somme de leurs déri
vées doit être nulle. 

CHAPITRE III. 
APPLICATIONS DK LA THÉORIE DES DÉRIVÉES. 

Étude des variations des fonctions, maximums et minimums. 

i 15. Soit une fonction continue v = F (.*•.•). D'après ce qui précède (11-ii, 
on peut poser 

^ = F V . . + , 
A x 

/ étant une quantité qui converge \ers zéro en même temps que A.J, de 
^orle qu'à la limite l'équation posée devient l'identité v '=F"(x) . 

On a donc 
A,••• i . , [K' . . . - ^ - , ] . 

>ii|ipO:.ons que i.' '."ai ial'le indépcii'lanle )• allie en cruissaill apai'lil 
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d'une certaine valeur, c'est-à-dire supposons l'accroissement A.r positif. 
A mesure que A.r diminuera, i! en sera de même de a. K'(.r ), qui a une 
valeur déterminée, finira toujours par surpasser a en valeur absolue, 
c'est-à-dire par donner son signe à la parenthèse. A r, ou F aie misse ment de 
la fonction, aura donc le signe de la dérivée de cette jonction. 

Si la dérivée est positive, la fonction est croissante ; si la dérivée es/ 
négative, la fonction est décroissante. 

116. Lorsque la fonction considérée atteint un maximum, elle diminue 
après avoir augmenté : sa dérivée, d'abord positive, devient négative. 
Lorsque la fonction considérée atteint un minimum, elle augmente après 
avoir diminué : sa dérivée, d'abord négative, devient positive [Alg. 
élém., 218). 

Ainsi, aux maximums ou aux minimums de la fonction, correspondent 
les passages de,sa dérivée du positif au négatif ou du négatif au positif; 
mais la dérivée d'une fonction continue étant elle-même en général une 
fonction continue, ne peut changer de signe qu'en passant par zéro, limite 
commune des valeurs positives et négatives. 

Par suite, les valeurs de fa variable indépendante x <[ui rendent la 
jonction correspondante un maximum ou un minimum, sont précisément 
celles qui annulent la fonction dérivée. 

Il y a MAXIMUM pour une certaine valeur de x si. les valeurs plus 
petites rendant là dérivée positive, les valeurs plus grandes rendent la 
dérivée négative. 

Il Y a MINIMUM pour une certaine valeur de x si, les valeurs plus petites 
rendant la dérivée négative, les valeurs plus gi-andes rendent la dérivée 
positive. 

On peut remarquer aussi que, pour le maximum, la dérivée passant du 
positif au négatif décroît, de sorte que la dérivée de la dérivée ou ¥':{x) 
doit être négative. 

Pour le minimum, la dérivée passant du négatif au positif croît, de 
sorte que F" (x) doit être positive. 

Nous laissons de côté les cas particuliers qui peuvent so présenter, et 
nous allons appliquer à quelques exemples les considérations qui pré
cèdent. 

I 47. i" Les variables x et y étant liées par la relation x^-y= a, on 
demande pour quelles valeurs des variables la somme x"'-\- y'" est un 
maximum ou un minimum. 

II faut chercher la<dérivée de la fonction , r ' "+ y"' et l'égaler à zéro (146). 
y étant fonction de'.r. cette dérivée sera ( 1391 : 

mx'"~' -4- my'""' y'. 

(In a d'ailleurs, en vertu de la relation x -+- y = a. y ' =-- — i . Il viendra 
donc 

m.iJ"~' — my"' ' ----- o . 

d ou 

. ( ' " - ' - v';' ' e t r . . y . . - • 

Suivant que x est • "U .- - • F est négai ivo <>u posi t ive. Dune x ----- -
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correspond à un minimum. ( >n suppose ici m — i > o. Si l'on avait m — i<_ o, 
ii , . . 

x - - - correspondrait au contraire a un maximum. 

'148. -i." Les -variables x et y étant liées par ta relation x-\-y = a, mi 
demande pour quelles valeurs des -variables le produit x'"y-" est un maxi-
mum ou un minimum. 

La dérivée de la fonction est ici. en appliquant le théorème des fonc
tions composées et en regardant x comme la variable indépendante, 

mx"'-' r" -r~ iix"' y' ~' Y'. 

On a d'ailleurs_v' = — i, en \ertu de la relation , r - j - v = a. L'équation 
qui donnera ies valeurs de x qu'on cherche sera donc 

mx'"- ' ( a — x )" — nx"' ( a — x)"~' = o : 

ce qu'on peut écrire 

x"'~' (a — x)""'[«(i a — x) — nxJ = i> 
ou 

j - ' " - 1 ( a — x)"'1 [am — [m-\- n) x] = o. 

Cette équation se partage immédiatement en trois autres, qui donnent 

am 
x = o . ./• --- a . .r -..- , 

m -f- /; 
an 

v — a. v •-- o. )" = • 
m —- « 

Considérons la valeur x — Pour des valeurs moindres, la dérivée 
m -1- n 

de la fonction considérée est positive;- pour des valeurs plus grandes, elle 
„ • , , ("ii , , 

est négative. Par conséquent, la valeur x = correspond a un maxi-
m -f- n 

mum qui est m'" n" 

Considérons la valeur x = o. Si m et n sont tous deux pairs; les va
leurs plus petites de x rendent la dérivée négative, les valeurs plus 
grandes la rendent positive. Donc la valeur x = o correspond à un mini
mum. Il en est de même de la valeur x= a. 

Si l'on supoose m = n. le maximum correspond à x= r= -• 
•>. 

1 19. 3° Chercher le nombre x dont la racine x est un maximum. 

La fonction dont il faut chercher le maximum est >'—-\jx. On eu 
déduit 

T 

- . I , 
Y — ,>*' et UYZ Y — — log.r. ./• p 

Lu prenant la dérivée, il vient \ i 'fi > 

loge i loi •'' iog ' 
i r .r r ' 

\m - w ? , ' 

file:///ertu
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c'est-à-dire 
' loue — log.rX 

loge \ .r- / 

Pour q u e T soit nulle, il faut donc qu'on ait 

loge.' — log.r = o ou x = e. 

Pour une valeur plus petite de x. la dérivée est positive: pour une valeur 
plus grande, elle est négative. Le nombre demandé est donc la base des 
logarithmes népériens. 

150. 4° Etudier la marche de la jonction y = x— log x. lorsque x 
varie de o h Vinfini positif. 

Prenons la dérivée de la fonction. 11 viendra 

, loge 
x 

Pour x = o. on a 

lo^e ,. . . . . . ., 
A mesure que x augmente ; —^- diminue, et y' reste négative jiisqu a ce 

qu'on atteigne la valeur de x pour laquelle on a 

102 f 
• - — - - o , 

e'est-a-dire 
x --- iogr. 

Au delà de cette valeur, y' devient positive et croit jusqu'à la valeur 
i pour x = =c . 

La fonction y part donc de -+- » pour x = o ( Alg. élem., 2i~ i, dimi
nue jusqu'à son minimum, qui correspond à x = loge, et augmente en
suite jusqu'à une valeur infinie pour x = ce . un nombre très-grand étant 
beaucoup plus grand que son logarithme (voir 156). 

151. 5° Etant donnés un cercle 0 et une base 13C = a, trouver le 
triangle ABC construit sur cette base et circonscrit au cercle, dont l'aire 

Fig. a. est un minimum. 
Désignons BD par x, le ravon OD par /•, le pé

rimètre du triangle par ip. et sa surface par r. 
Nous aurons f Trig., 58) 

i - -.• p\p — a )[p — h i \ p — r | . 

AE = AF 

•xAE ~- 9.p — a — .;.' — [a — x) = 'ip — %a, 

;'on a évidemment BE — BD -_• ..<-, CD = CE — a — x\\ par conséquent 

On aura i donc 
A G . 

h -J= a — x -| 

C -"= X - 4 - 1> -

~p -

- a. 

--- 0 

- a 
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On peut écrire d'après cela 

)"- • - ji.v : )> — il ! ; a — .v . 

On a d'ailleurs iGéom., 139; 

r >' 
v = pr, d ou ])=--• 

11 viendra donc, en substituant, 

x 

d'où 
r~ y = x f 1' — w'i I a — . r i . 

On en déduit 

— = x [a — ,r :. 
v — tir 

Prenons la dérivée, nous aurons 

/'• r '( v — ar) — r' .>•"' y 
—-— - ^ — = H — .r — x. 

v — tir • 
c'est-à-dire 

— tir'. y' 
'—, = ii — •>_ x . 

y — (ir r 

Pour que } ' soit nulle, il faut qu'on ait 

n — ix — o 
ou 

ri 

' 2 

Dans ce cas. b — c. et le triangle circonscrit est isucélt 
n . . . 

x — - correspond bien a un minimum ; car. pour x 

,, . n 
y est négative, e! elle est positive pour x > - • 

152. 6° Quel est le segment sphérique maximum,parmi tous le< segments 
s plié tiques terminés par des''zones à une seule base de surface constante? 

Désignons par x le rayon de la sphère dont fait partie le segment cher
ché et par y sa hauteur ; comme il est à une seule base, z étant son vo
lume, on aura 1Géom., 28i i • 

z -- - T.y-[pix — y). 

Si la surface constante de ia zone correspondante est représentée par -a\ 
on a en outre 

•i. T. x.. y —.- r. J} OU -xxy = a2. 

On en déduit 

•x y 

— a\\ii — .r 

- • la valeur de 
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H la valeur de :• devient 

lin prenant la dérivée, il viendra 

2 

Pour que la dérivée soit nulle, il faut donc qu'on ail 

, n~ a \j i 

c'est-à-dire 

,r u\Ji 

a \/i 
: la surface de la demi-sphère est 

Le segment considéré est alors une demi-sphère. 
Cette solution est bien un maximum, car la dérivée est positive pour 

des valeurs de y moindres que —5—. et négative pour des valeurs plus 

grandes. 

Le rayon de la sphère étant 

bien -a"-. 

153. 7° Etant donné un tronc d'arbre, on demande de le tailler en 
poutre rectangulaire présentant le maximum de résistance. 

fjp. 3_ Supposons que le cercle O représente la sec
tion de l'arbre. Soient b la base et h la hauteur 
de la section rectangulaire qu'on veut obtenir 
en enlevant les dosses. On démontre en Méca
nique appliquée que la résistance de la poutre 
est proportionnelle au produit blf. C'est donc 
ce produit qu'il s'agit de rendre un maximum. 
Si nous appelons R !e rayon de la section cir
culaire, on aura 

h2^h2^ 4111 
<—,,„ .> d'où 

h2 :-. 4R- - !>-. 
L'expression bh2 deviendra donc 

4R2/;-fr"'. 

La dérivée de cette expression est 4R2— 3/r. Si on l'égale à o. il vient 

4R: „. ,.= ,,,2 4R2 8R: 

• * 

r^**"^ X^V. 

A 
0 

'r 

^ 
D 

b2 = et !r= 4R-3 *" " "*" 3 3 

La valeur trouvée pour b2 correspond bien à un maximum, puisque, pou
les valeurs plus petites, la dérivée est positive, et qu'elle devient néga
tive pour les valeurs plus grandes. 

La solution obtenue correspond au rapport 

lr_ 1 I, 
h2 0)1 y = 

II 
V 2 I ,4 l4 . . 

Ce rapport s'éloigne, comme on voit, très-peu des rapports pratiques 
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- et — j habituellement établis entre la base b et la hauteur h des nou-
7 I O 

très rectangulaires en bois, supposées placées sur champ. 
La construction géométrique qui permet de tracer immédiatement sur 

la section circulaire les traits de scie qui doivent la transformer en sec
tion rectangulaire, est très-simple. On mené le côté AB du carré inscrit, 
on le reporto par un arc de cercle sur la tangente AB', et Ton joint le 
point B' au centre. La perpendiculaire C D. abaissée du point C sur OA. 

h b 
est é»ale à - et OD à - • On a. en eiîet. 

2 U 

OD _ OA __ _ R _ i 
CD - ÂB' ~ R v . ^ = ~2' 

Vraie valeur des expressions qui se présentent sous forme 
indéterminée. 

l o i . Soit l'expression y = - , u et v étant des fonctions de x: suppo

sons qu'elle se présente, pour x = « . sous la forme - • 

Si l'on suppose que x passe d'une valeur déterminée quelconque x à la 
valeur .r-i-A.r. l'expression proposée deviendra 

u - j - Au 

u -|- A// Ax 
- — — - • o u • , • • 

i• - j - A i' c - j - A c 

Mais si la valeur déterminée considérée est précisément la valeur a qui 
annule les deux fonctions u et <>. la limite de l'expression proposée pour 
x = a sera la limite du rapport 

lu 
A,/' 
AT 
AT 

pour x = a, c'est-à-dire la valeur correspondante du quotient 

/ » ' 
en supposant u = Fix) et v = f(x). 

La règle générale sera donc, quand une expression se présentera sous 

la jorme - j de remplacer ses deux termes par leurs dérivées, et de cher

cher la valeur du nouveau rapport obtenu pour la valeur particulière de 

la variable qui a conduit au symbole de l'indétermination. 

Exemples : 

lo,">. i° Soit la progression par quotient 

H i ~. x : x~ \ x3 : 

La somme des n premiers termes est Si l'on suppose x— i, l 'ev 
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o 
pression devient-? et l'indétermination est nécessairement apparente, 

puisque, dans ce cas, la somme des n premiers termes est n. Si l'on prend 
les dérivées des deux termes, il vient 

qui, pour x — \, se réduit bien à «. 
2° Soit l'expression 

nx"- — irtbx -r- rib'1 

cx' — 2 bcx -+- clr 

Pour x — b, elle se présente sous la forme - • Prenons le rapport des 

dérivées, il viendra 
iax — lab 

•2 ex — 2 oc 

Pour x ~ b, ce rapport se présente encore sous la même forme. Il faut 

donc redoubler la dérivation et considérer le rapport — ou - , qui est 

la véritable valeur de l'expression proposée pour x = b. 
3° Soit 

_ _ i — sin x + cos x 
sin x-\- cos.r — i 

Pour x = —, on a y = -• Si l'on prend les dérivées, il vient 

cos x — sin x 

cos x — S I M 

et si l'on fait x — —, ce rapport devient i qui est la vraie valeur cher

chée. 
\(ycf x 

136. 4° Soit l'expression —— • On demande la limite de ce rapport 

quand x croît indéfiniment. Le rapport se présente alors sous la forme 

— C'est un autre svmbole d'indétermination. La règle à appliquer sera 

encore la même. 

En effet, soit d'une manière générale y = - • Si a et c deviennent in

finis pour une certaine valeur de x, pour cette valeur, - et - deviendront 

nuls. Or on a 

Pour la valeur particulière considérée, y mis sous cette forme se confon-
II. 33 
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o dra avec le symbole - • Prenons, suivant la première règle (154), les 
o 

dérivées des deux termes ; nous aurons 

I 

--?• 
I 

~7?' 

I • V 

il 

II2 

v1 

V 

w 

Cette expression représente ce que devient - pour la valeur spéciale con

sidérée. On aura donc, seulement pou?- cette valeur spéciale, 

u u~ v' ., , uv' u u' 
- = —5 • —7 Î d ou i = —, et - = —-• 
V V' U VU V V 

On retombe ainsi sur la règle générale (134). 
Sans qu'il soit besoin d'entrer dans les détails, il sera facile de ramener 

aux cas précédents les symboles o x c© , oc — co (--llg. élèm., 127). 
locr x 

Revenons à l'exemple proposé. L'expression " donne, quand on 

lo0- e 
prend les dérivées de ses deux termes. —~ : de sorte que la vraie valeur 

cherchée est o, pour x = oo . 

CHAPITRE IV. 
RETOUR A LA FONCTION PRIMITIVE — APPLICATIONS. 

157. Il est facile de voir d'abord que deux fonctions qui ont des déri
vées égales ne peuvent différer que par une constante. 

En effet, soit F (x) une fonction dont la dérivée est constamment nulle : 
je dis que cette fonction se réduit à une constante. On a d'une manière 
générale (145) 

F{x + àx) — ¥{x) = H.x[F' (x) + «]. 

Si F' est constamment nulle, il restera 

F(x + Ax) — F{x) = Ax.a. 

Partageons t\x en n parties égales à S; «,, a2, a3,..., étant des quan
tités qui convergent vers zéro en même temps que S, nous pourrons 
écrire la suite d'égalités 

Y(x + S) — F{x) =<?.*,, 
F(x + zS) — F {x+3) = $.a.!, 
F{x + 3§)-F(x + 2§)=$.a:,) 

F {x-\-no | — F[ . r+f« —i) o] —-3ctu, 
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Si on les ajoute membre à membre, il vient : 

F{x + n§) —F [x) = S .(se, + a 2 + a 3 + . . . + «„). 

Soit E la plus grande des quantités a,, a2, «„, . . . ; on aura 

F ( . r + A . r ) —F'(.r:)<«<î.E ou <A.z.E. 

En laissant A ,r constant, si l'on multiplie le nombre n de ses parties, 
S diminuera de plus en plus, ainsi que les quantités a,, «,, a 3 , . . . , et, 
par conséquent, ainsi que la plus grande d'entre elles E. La différence 
F (x -{- i^x) — F(x) est donc moindre qu'un produit qui converge vers 
zéro et qui en approche autant qu'on veut, cette différence est donc né
cessairement nulle; et la fonction proposée conservant toujours la même 
valeur, est une constante. 

D'après cela, deux fonctions ayant des dérivées égales, ont pour dérivée 
de leur différence la différence de leurs dérivées, c'est-à-dire zéro. La 
dérivée de leur différence étant zéro, cette différence est une constante : 
c'est ce que nous voulions établir. 

158. Ceci posé, on appelle fonction primitive d'une fonction donnée, 
toute fonction qui a pour dérivée la fonction proposée. 

Quand on donne une fonction, sa dérivée est complètement déterminée. 
Le problème inverse admet au contraire, d'après ce qu'on vient de dire, 
une infinité de solutions. En effet, si F(x) est l'une des fonctions primi
tives de f(x), toutes les fonctions primitives de f(x) seront renfermées 
dans la formule générale 

F(*) + C, 

C désignant une constante tout à fait arbitraire. 
Le plus souvent, les conditions de la question particulière qu'on aura 

en vue de résoudre, permettront de déterminer la constante. Si l'on sait, 
par exemple, quelle valeur M la fonction primitive générale doit prendre 
pour une certaine valeur m de la variable indépendante x, on aura 

F(m) + C = M , d'où C = M - F ( w ) . 

Si l'on a M = o, par exemple, on a C = — F ( m ), et la fonction primi
tive déterminée est F ( x ) — F ( m ) . 

159, Le tableau général*des dérivées (144) permet de revenir immé
diatement à la fonction primitive, dans les cas simples. 

Soit la fonction xm+l, sa dérivée est (m+ i)xm. Il en résulte que la 

puissance xf a pour fonction primitive ———|- C : ce qu'on reconnaît 

d'ailleurs immédiatement par la dérivation. Donc, pour avoir la fonction 
primitive d'une puissance (sauf la constante), on augmente l'exposant 
d'une unité, et l'on divise par Vexposant ainsi modifié. On trouvera faci
lement, d'après cette règle, la fonction primitive d'un polynôme entier 
tel que 

5x* + ix' — 7x? -+- 5x — 3. 
33 . 
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Cette fonction primitive sera 

x' - x3 5x~' 
x' -i V - - I ^ C-

• l i n 

La même règle s'applique évidemment aux exposants quelconques. 
160. Nous désignerons dans le tableau suivant la fonction proposée par 

/ ( x), et la fonction primitive par F ( x). On a d'après ce qui précède (144 ) : 

f(x) = <fx=x'i F{x) = ^x + C = | x\/x + C. 

f(x)=-L=.r -\ V{x)= - I ^ + C ^ - A + i:. 
x' i ix-

f[x) = o(x) -\--l(x)t ?{x) = <b{x) + ¥(a-) -4-C. 
f(x) = m.o(x), F(.r) = ™<I> (.r) + C. 

f(x) = m\ . F (xi = i 2 i £ , ^ + C. 
log »; 

/ ( ^ ) = f i . F(*) = e* + t:. 

/•(x) = - , F(^i = !£=f + c = /..*•-+ <:. 
.r log'.' 

/ ( # ) = sin.r. F ( .r) = — cos.r -+- C, 
f(x) = cos.r, F (x) = sin.r -+- C. 

f\x) = — — = i +tang:j_-, V(x) = tangx + C. 

/•(x) = —;— = tans.rsécx, F(.r) = sécr + C, 
' COS'X 

/'(.*) = -T-4—= i + COt2,r, F(.r) = —cotx + C. surx i \ i 

,. . cosx , 
/ t ^ l = . , • = cotxcosecr, v (x) = —cosec x 4-1., 

Slll X 

/(*') = -i F(x) = arcsinx + t'., 
/ i — .r2 

/(.r) = ; F(.r) = arccos^ + C, 

sin2x 
i 

y/i — .r2 

y/l — x' 

i 

1 -+- X2 ' 

— 1 

i + r ' 

x \/x2 — i 

/ ( x j = —;—? ; F ( x ) = arc<tang,r + C. 

/'(/r) = —•—; • F (x) = arccotx-+-C, 
• ' i + r ' 

f(x\ = —, i F ( x) = arc séc.r + C. 

f(x) = —• ; ¥{x) = arccosécr-f-C. 
x \/x2 — i 

161.-Le théorème relatif aux fonctions do fonctions (120) permet sou
vent d'obtenir la fonction primitive. 
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Si l'on a f(x) = 7 comme la dérivée d'un logarithme conserve 
x -i- a 

la fonction intacte en dénominateur, et que la dérivée de la variable in
dépendante est l'unité, on peut écrire 

F (x) = l.(x + a) + C 

De même, de 

F U ) = l ° g ( * + " ) + c , 
loi; c 

fW = TÏ+ây = ̂  + ay'-
on déduira 

F(<) = 

Si l'on donne 

on pourra écrire, 

(x 

en 

+ ")^+1 , ,. 
-p-hi 

fix) = 

[p-i 

1 

a1 -+- x2 

divisant haut et bas par 

./V) = ~-
ï 

a 

f x\ 

— ï 

)(x + a)"-' 

a2, 

•+- l'. 

Remarquons alors que si l'on a r = arctang«, u étant une fonction de, 
il vient 

D'après cela, - étant précisément la dérivée de - ; on a pour la fonction 

primitive de f(x) 

¥{x)= i - a r c t a n g ^ j + C . 

162. Souvent aussi, en simplifiant d'abord l'expression proposée ou en 
la transformant, on arrive ensuite immédiatement à la fonction primitive. 

Soit 
X' — 2 X + 5 

En effectuant la division, on trouve 

f (x) = x- 4- ,c — i 4 — • 
x — ï 

Par suite, 
X?' X' , i02 ( X — I) . 
3 2 )0gf 

Si Ton a 
f(x) -.-. sin :t 
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on pourra remplacer sin2.* par • ~ — [Trig,, 23), et l'on aura 

f sin -2 x 
F ,r) = — f-C. 

•J, 4 

Soit encore 
j [x] = cos 3 x . s i n x . 

On remplacera cos Zx par 

cos3x — 3sin ; .r.cos.2: ( Trig., 23), 
et l'on aura 

f(x) = cos3 x sin x — 3 sin3 x cos x, 
d'où 

„ , . cos1*- 3sin*x _, 

4 4 

Séries qui servent au calcul des logarithmes. 

163. Considérons la fonction 

F(x) = \(i + x). 
On en déduira 

F'(x) = 
I + X 

Si Von suppose que x reçoive seulement des valeurs comprises entre o 

et i , on pourra remplacer le quotient ——— par la somme des termes de 

la progression indéfiniment décroissante 

I — X -f- X~ — X3 - j - x'' — . . . ± x"~' + / " + . . . . 

qu'on obtient par division (105). 
On pourra donc écrire, en s'arrêtant au n""" ou au ( n -+-1 )""" terme, 

1=' 
V'{x) 

I = ' 

= I — X + X' — X3 + X\— . . . ± Xn~' 
I + X 

„» + ! 

\ I +X 
Posons 

x' x3 x' : x' x" 

' ' 2 3 4 5 ' ' ' n 

y (a.) n'est autre chose que la fonction primitive de F ' ( . r ) , bornée au 
n""" terme et prise sans constante [on a F (o) = o ] . 

On aura 

o' ( x ) = i — x - j - x'1 — x3 -f- x' — . . . ± ,r"~'. 

Si l'on retranche -j {x) des deux expresions de F'(a-), il vient 

V (•>•) v'( J- ! — — : F' l'.r) - o1 (x) ±.i-" --
' 1 -+- x ' ' | 4- .r 
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Les seconds membres des équations obtenues étant nécessairement de 
signes contraires, les deux fonctions primitives qui correspondent à leurs 
premiers membres, c'est-à-dire 

Y (x) — o{x) et F(x) — o(x)± 
n + i 

sont 1 une croissante et l'autre décroissante, quand x croît de o à i [145]. 
Pour x = o, elles sont nulles toutes les deux. Pour une certaine valeur de 
x comprise entre o et i, elles seront donc de signes contraires. Dès lors 
on aura, par exemple, 

F(x) — <f(x)<Co et Ffjfl — y ( x j ± — • — > o . 

V[x) tombera donc entre f(x) et <f(x)=p On pourra donc 

poser 

n -+- i 
x étant une quantité inférieure à l'unité. Et comme à mesure que n aug-

a. xn+l 

mente, le terme — tend vers zéro (ce qui n'aurait pas lieu si x était 
n - j - i \ -1 i 

plus grand que i), on peut, en se reportant d'ailleurs à ce que nous avons 
dit sur la convergence des séries, poser à la limite 

F [x) =. <î{x), 
c'est-à-dire 

(.) i ( l + * ) = .*_Ç + £_£: + £_.... 

La démonstration précédente prouve qu'on peut admettre pour x la va
leur i ; la série obtenue donnera, dans ce cas, le logarithme népérien de 2. 

164. Si l'on change x en — x dans la relation (1). on a 

X~ X3 X' . X' 

1 3 4 5 ' ' ' r 

(2) - l ( , - a - ) = J:+£ + £ + £. + f+.. . . 

Cette série reste convergente, comme la première, pourvu que x reste 
compris entre o et 1. On ne peut plus ici supposer x= 1 ou, du moins^ 
les deux membres de l'équation deviennent alors infinis : le premier 
membre devenant — 1. o. et le second membre représentant la série har
monique (103, a0). 

16o. Calcul des logarithmes népériens. 
Ajoutons les formules (1) et (2) membre à membre, il viendra 
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Comme est > i, on peut écrire 
i — x 

i + x z N -4- z 
. - * ~ ' + N - N 

N et ; étant deux nombres positifs quelconques. On tire de cette relation 

pr emier 

2N + 3 

membre de la relation ( 3 ) devient 

X + z 
N ~ 

l(X + z ) - l 

ainsi 

!.N, 

et l'on peut écrire 

(4) l(X + z ) = l . X + 2 
L2X + z + 3 ( 2 X + z)3 + 5 ( : iX+z) i ~ r ' ' ' J ' 

La formule ( 4 ) permet de calculer le logarithme népérien de N -4- z 
quand on connaît celui de N. 

Il est facile déjuger du degré d'approximation qu'on a atteint, en s'ar-
rêtant à un certain terme. 

Si l'on néglige dans le développement tous les termes qui suivent le 
terme 

(.2/1 + 1) ( 2 N-+- ; )*- ' 

l'erreur commise sera égale à 

••} 

|_I + U N + z ) 2 + ( 2 X + z ) 4 + - " J 

L ( V + 3 ) ( Î N + Î P ' (2/> + 5)(2N + z)J"+s 

Elle sera donc moindre que 

2Z 2 " + 3 

( 2 / , + 3)(-2N + = ) * -

ou que 

( 2 / , + 3 H 2 x + z r - [ i _ - ^ - I 7 ] , 

en remarquant que la parenthèse forme une progression indéfiniment dé

croissante dont la raison est -—^——-_• On peut donc poser, en appe

lant E l'erreur commise et en simplifiant. 

E < 
•aX (X + z j (2 r>+3 j ( 2 X + z ) * + l 

Si l'on écrit simplement, en ne conservant que le premier terme de la 
série, 

KN + zï = l.X + -x^f-, 
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on aura, en faisant ip -+-1 = i,. 

z3 

E < ; T T T - , 
•6N(N + z) (2N-

et, à plus forte raison, 

E < - ( | 12 \ N 

':• 166. Calcul du module. Pour passer des logarithmes népériens aux 

logarithmes vulgaires, il faut calculer le module M, qui est égal à . 

(Alg. élém., 255). 
Pour calculer l . i o , nous chercherons 1.2 et 1 .5: nous aurons 

ensuite 
1. io = l . 2 + 1.5. 

Pour avoir 1. 2, il suffira de faire dans la formule_( 4 ) 

N = 1 et z = 1. 

Il viendra 

1 . 2 = 2 
3 3 . 3" ' 5 . 35 7 . V 

On calculera rapidement un grand nombre de termes, en réduisant en 
décimales les fractions -ri -^1 -=-51 • • • j ce que l'on fera en divisant suc
cessivement par 9 les différents résultats trouvés à partir du premier ; 
puis, en les divisant de nouveau et dans l'ordre convenable par la suite 
des nombres impairs 1, 3, 5, 7, . . . . 

Si, dans la formule (4), on fait N = 4 et z = 1, il vient 

1.5 = 1 . 4 + a ( r + 5- ir! + 7 - i r E + . . . y 
1 1 

9 3.93 ' 5.95 

On a 1 . 4 en doublant 1. 2, et on calcule la parenthèse en employant le 
procédé indiqué pour 1.2. 

On obtient ainsi : 

et, par suite, 

On a donc 

1.2 = 0,693147180559, 

1 . 5 = i ,609437912434, 

l . i o = 2,3oa585og2gg. 

M = -. = loge = 0,43429448190. 

167. Calcul des logarithmes vulgaires. Pour avoir directement les loga
rithmes vulgaires, il suffira de multiplier par le module M les deux mem
bres de la relation (4). On aura ainsi 

log(N + zj —logN = 2i\l 
Î N + J 3 (aN+z) ' ! SUN' + z)' 
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En supposant z — i, il vient 

(5) l o g ( N + i ) —logN = 2M 2N-+-1 3 ( 2 X + i )" 
1 1 

5 (2N + 

C'est cette dernière formule qui a servi à calculer les tables usuelles. 
L'erreur, en ne conservant dans le second membre que le premier terme, 

sera moindre (165) que — ( =• 

Séries qui conduisent au calcul de r.. 

168. Considérons la fonction F (x) = arc tangx. Nous aurons 

F'(*) = - ' 
x-

Si ton suppose que x reçoive seulement des valeurs comprises entre 

o et 1, on pourra remplacer le quotient 5 par la somme des termes 

de la progression indéfiniment décroissante 

1 — x1 +x> — x6+ ... — x'm~2 + xin — . . . . 

qu'on obtient par division (nous mettons en évidence la divisibilité par 
4 des exposants des termes positifs) (105). On pourra donc écrire 

F ' ( a ' )= 1 — x2 + xA-~ x'' + . . . —x'"' 
1 + .r'-

Posons 

®{x) = x - — + ?--*- + . . . -
An-l 

3 5 7 4 " — ! 

o (x) n'est autre chose que la fonction primitive de F' (x), bornée au 
2 n""" terme et prise sans constante [on a F (o) = o ] . 

On aura 

li en résulte 

F'(.r)— y [xj 
1 -f- a." 

La différence entre ces deux dérivées est donc constamment positive et 
moindre que x*". On peut donc écrire 

F[x) — o ' ( a : ) > o et F'(.r) — <?'(x) — xin <0. 

Si l'on considère la première inégalité, on voit que la fonction primitive 
V (x) — f {x) est croissante à partir de zéro. Si l'on considère la seconde 

inégalité, on voit que la fonction primitive F (x) — y(.r ) — ; est, 
4 n - f-1 

au contraire, décroissante à partir de zéro. Les deux fonctions considé-
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rées sont donc, l'une positive, l'autre négative, pour toute valeur de x 
comprise entre o et i. Par conséquent, F(.r) tombant entre 

r 4»-M 

-Ax) et Ax)+-^—l-
on peut poser 

» + i 
~,4«-rt 

a étant une quantité inférieure à l'unité. Le terme x •—convergeant 
^ « 4 - 1 

vers zéro à mesure que n augmente (ce qui n'aurait pas lieu si x était 
plus grand que i). on pourra poser à la limite 

¥(x) = <f(x), 

c'est-à-dire 

( i ) arc tangx = x — — 4- j - . 
• ° 3 5 7 

Si l'on change x en — x, on a 

arc tang ( — x) = — arc tang [x ) = — x+ — --f + f 
c'est-à-dire qu'on retombe sur la même série (1 ). Cette série subsiste 
donc pour toutes les valeurs de x comprises entre — 1 et 4- 1 et, aussi, ' 
pour les valeurs limites. La série ( 1 ) a été donnée pour la première fois 
par Leibnitz : elle porte souvent son nom. 

Si la tangente x donnée était plus grande que l'unité, la série ( 1 ) qui 
fait connaître l'arc correspondant deviendrait divergente. On chercherait 

dans ce cas l'arc tang - , complémentaire de l'arc demandé, et l'on aurait 

I ÎT I I I I 

arc tang - = arc tang x = x 1 D x 3.x3 5.x' 7 .x1 

La série ainsi trouvée est convergente. 

1G9. Calcul du rapport de la circonférence au diamètre. Si dans la 
formule ( 1 ) on suppose x = 1. on a 

arc tangj; = - ; 
4 

et il vient 

Cette série est convergente (103), mais trop lentement pour qu'on puisse 
l'employer au calcul de TT. 

Posons d'une manière générale 

arc tang x = a, arc tang/ = b. 
Nous aurons 

•r = tans ri. y — langé. 
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Par suite, 
tanga-t- tang b 

tang [a + b ) = 
i — tang» tang6 i —xy 

Ainsi, 
, , , , , x -f- » 
(2) arc (« + 6) = arc tang x 4-arc t a n g / = arc tang — • 

I xy 
Cette formule permet de diviser le calcul en deux parties, et d'employer 
des séries très-convergentes. 

On trouverait de même la formule 
x — y 

arc tans x — arc tang y = arc tana — •> 
& J B i + x) 

qui se déduit d'ailleurs de la précédente en changeant y en — >, 
Nous voulons avoir, par hypothèse, 

77 

arc tang x -+- arc tang/ = — • 

11 faudra donc, d'après la formule (2), que les valeurs choisies dans ce 
cas pour x et pour y, satisfassent à la relation 

d'où x -\-y = 1 — xy. 
1 — xy 

Soit X l'arc dont la tangente est égale à - • Nous aurons 

tang 2 X 

2 

2tangX 5 5 
1 — tang2X 1 12 

1 _ 2 5 

5 

2tangaX 6 120 , 1 
tana 4 X = , & , v- = - = — = 1 H 

1 —tang22X 23 119 119 

' ~ Ï 4 4 

On voit que l'arc 4X doit surpasser -f d'une très-petite quantité. Si l'on 120 

" 9 
remplace x par —- dans la relation 

.<; -\-y = 1 — xy. 
il vient 

120 1201 
119 " " 9 

d'où 
1 

239 

A cette tangente, correspond l'arc — V, et l'on pourra écrire 

71 > ' 
- - i X • - 1 •-- 4 art, laim - - d ie tan: : - r r - « 
4 ' T 2 ^ 9 
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La série (0 donne d'ailleurs 

rc tang - = 4 

i 
arc tana -=- = 

a3g 

i \ ï i i 

^ 5 3 . 5;l 5.5'' 7 . 5 
ï ï ï 

23g 3.23g3 5.23g5 

Les séries obtenues ainsi sont très-convergentes, surtout la seconde. 
Pour avoir 77 avec i5 décimales exactes, il faut prendre onze termes dans 
la première série, et trois seulement dans la seconde, l'erreur commise 
étant plus petite que lo terme auquel on s'arrête (105). On peut aller, en 
opérant de cette manière, jusqu'à la dix-septième décimale; mais comme 
on a deux fois à multiplier par 4, pour avoir d'abord 4X et ensuite T.. 
on ne comptera que sur les i5 premières décimales. On prendra donc 

7 T = 3 , i 4 i 5 g 26535 8g7g3. 

QUESTIONS PROPOSÉES. 

i° Prouver que I 1 4- — I a pour limite ex, quand m augmente indé
finiment, et trouver l'expression du développement de cx en série. 

2° En conclure l'expression du développement de a' en série. 

/ 1 Y" 1 
3° Prouver que la limite de I 1 l est - • lorsque m augmente in

définiment, et former la série correspondante. 

4° La série u{ 4- «,, -4- ?*, - t - . . . 4- «„ + «n+1 + . .. est convergente, si 

la limite de y'«„ est inférieure à l'unité. 
5° Trouver la dérivée de l'expression 

\l 1 4- x 4- y/i — x, 

v̂ y/i -f- x — y ï — x. j 

G" Trouver la dérivée de l'expression 

x y/i — x1 ( ï' - , - - • 

l'expression 

'g x + [x' — a-)- 4- arc séc '- > 

y = arc sm 2 

7° Trouver la dérivée de l'expression 

> — lo: loge (x + n\ '' 

x \x 

8" Trouver la dérivée de l'expression 

a 4-.r 
Y = arc tana 

" 1 — ax 
g° Chercher la dérivée de l'expression 

1 — cos mx 
I02 

1 4- cos mx 
Y = loi.' C —. • 

\' ' sm mx j 
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io° Chercher les dérivées des expressions suivantes ( 112 i : 

arc sina? -+- arc sin y = n ( y' = — i / ^-, I • 

W7T7 = rv/T^ [/=$£±$} 
y. sinnx = aef"+r y' = — — (i — i-olnx) • 

11° Chercher les maximums et les minimums de la fonction 

y = xl — 8 a;3 -+- iix- — 2 4 ^ + 1 2 , 

[x = 1, minimum, x = 2, maximum, .r = 3, minimum). 

i2° Chercher les maximums et les minimums de la fonction 

x 
1 + x' ' 

13° Chercher les maximums et les minimums de la fonction 

x- — x + 1 
y = — a.' = o. ,r = 2 . 

x- -+- x — 1 
14° Un point lumineux, situé sur une verticale donnée, éclaire une sur

face horizontale élémentaire de position connue. A quelle hauteur, par rap
port à la surface horizontale prolongée, doit être situé le point lumineux, 
pour que l'élément considéré reçoive le maximum d'éclairement? 

i5° Étant données les parallèles AC, BD, et la ligne AB, mener par le 
point C la ligne CXY, telle, que la somme des triangles BXY, ACX, soit 
un minimum. 

160 Chercher le rayon du cercle dans lequel, à un arc de longueur don
née, correspond le segment maximum. 

170 Sur la droite qui joint deux lumières, trouver le point le plus éclairé. 
180 Parmi toutes les niches de même surface, quelle est celle de vo

lume maximum? 
190 Parmi tous les cylindres ou tous les cônes de même surface totale, 

quel est celui dont le volume est maximum? 
20° Parmi tous les cylindres ou tous les cônes de même volume, quel 

est celui de surface minimum ( on distinguera le cas où le volume considéré 
est ouvert et celui où il est fermé ) ? 

2i° Maximum de la surface totale d'un cylindre inscrit dans une sphère 
donnée. 

220 Maximum de la surface totale d'un cône inscrit dans une sphère 
donnée. 
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i3° Chercher le maximum de la fonction 

_ \ogx / _ i 
xf1 \ ne 

24° Étudier la marche de la fonction 

x- — 5^ + 6 
y = -> ) 

x- - j - x -4- 1 
lorsque x varie de — œ à + °= • 

25° Étudier, dans les mêmes conditions, la marche de la fonction 

y = (7 + e-'. 

26° Chercher les dérivées successives, c'est-à-dire premières, secondes, 
troisièmes, quatrièmes, , des fonctions 

\.x, é", sin.?, cos.r. 

27° Vraie valeur de l'expression 

a" — x" 
log a" — log x" 

pour x — a 

28" Vraie valeur de l'expression 

x — (n + i)x"+' -+-nx"+2 

pour x — 1 
r«(7z+i)~j 

29° Vraie valeur de l'expression 

xi -j- tang" x 
x5 -f- sin' x 

pour x = o 
(0-

3o° Étant donnée la fonction implicite 

y' — 96 a2/2 -+-100a- x2 — x1 — o, 

trouver la vraie valeur de y' pour x = o 

( ± 1 ) . 
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LIVRE TROISIÈME. 
THÉORIE GÉNÉRALE DES ÉQUATIONS. 

CHAPITRE PREMIER. 
GÉNÉRALITÉS RELATIVES AUX VARIATIONS D'UNE FONCTION ENTIÈRE. 

— COMPOSITION DES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES. 

Définitions. 

170. Lorsqu'une équation renferme seulement des fonctions algébri
ques, elle est dite algébrique ; elle est transcendante dans le cas con
traire (116). 

Toute équation algébrique à une seule inconnue ou à une seule va
riable peut, après la disparition des dénominateurs, celle des radicaux, et 
la transposition des termes, être ramenée à la forme ( * ) 

( A ) A,.%"' + A, xf' + A, x'"-' + . . . + A„,_, x -h A,„ = o. 

x est la variable; m est un nombre entier, degré de Uéquation; 
A0, A,, A 2 . . . , Am_,, Am, sont des coefficients donnés : ces coefficients 
sont ou des quantités réelles ou des quantités imaginaires de la forme a+bi. 

Quand tous les coefficients sont des nombres donnés, l'équation reçoit 
le nom d'équation numérique. 

On peut ramener, quand on le juge convenable, le coefficient du pre
mier terme de l'équation à l'unité (voir 188). 

La résolution, algébrique d'une équation consiste à trouver les expres
sions qui, composées algébriquement avec les coefficients de cette équa
tion et substituées à l'inconnue, rendent les deux membres identiques, 
c'est-à-dire le premier égal à zéro : ces expressions sont les racines de 
l'équation. 

Il a été démontré qu'au delà du quatrième degré, la résolution algé
brique des équations générales était impossible. 

Les efforts infructueux tentés pour parvenir à cette résolution algé
brique ont du moins conduit à la connaissance d'un grand nombre de pro
priétés communes aux équations de tous les degrés. L'ensemble de ces 
propriétés constitue la théorie générale des équations, et cet ensemble 
sert de base aux principes employés pour la résolution des équations nu
mériques. 

171. I. Nous avons déjà démontré que toute fonction entière et ration
nelle de la variable x était une fonction continue. Et la démonstration 

; > ) C'est celte forme que nous sous-entendrons toujours, quand nous n 'ex
primerons pas le contraire. 
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rappelée s'applique évidemment à toute fonction dont la dérivée est finie. 
Car, d'une manière générale, on a (114) 

F(x + A.z) — Vyx) = A.r[F'(.r) + * ] . 

Et le produit qui compose le second membre tendant vers zéro en même 
temps que Ax, puisqu'on suppose que ¥'(x) ne peut prendre aucune va
leur infinie, il en est de même du premier membre. 

On peut donc dire que toute fonction reste continue, tant que sa déri
ver reste finie. 

172. II. Etant donnée une fonction entière et rationnelle 

F (,r ) = A„xm + A,x"'-' + A, x"1-2 + .. . + A,„_, x + A,„, 

on peut toujours substituer à x une valeur assez grande pour que le pre
mier terme l'emporte sur la somme de tous les autres, et impose son signe 
au polynôme. 

Comparons le premier terme A„x'" au terme quelconque A„.r'"~". Nous 
aurons 

A0 x
m — A„ xm-" = .r™-" [A0 x" — A,,]. 

On pourra toujours donner à x une valeur assez grande pour que le pro
duit A0.r" l'emporte sur le coefficient A„, et de telle quantité qu'on vou
dra. Le facteur x"'~u pouvant lui-même croître sans limites, on voit que 
le premier terme kax

in peut surpasser un terme quelconque du polynôme 
d'une quantité aussi grande qu'on voudra, et, par suite, il peut surpasser 
de même la somme de tous les termes du polynôme. 

A partir d'une certaine valeur de .r, le polynôme prendra donc le signe 
de son premier terme et le conservera pour toutes les valeurs supérieures 
de x, en croissant lui-même indéfiniment. 

173. D'après ce théorème, toute fonction de degré pair a le même 
signe que le coefficient A0 de son premier terme pour des valeurs très-
grandes, positives ou négatives, de la variable. Toute fonction de degré 
impair a le même signe que le coefficient A„ de son premier terme pour 
des valeurs très-grandes, mais positives, de la variable : elle a un signe 
contraire à celui de A0 pour des valeurs très-grandes, mais négatives, de 
la variable. 

174. III. Lorsque deux nombres a et b. substitués dans une fonction 
entière F (x), donnent des résultats de signes contraires, on peut affirmer 
que F équation F ( x ) = o a au moins une racine réelle comprise entre 
a et b. 

En effet, si la variable x varie d'une manière continue depuis a jusqu'à 
b,F(x) variera également d'une manière continue depuis F («) jusqu'à 
F(A) (171 ). Et comme F (a) et F(b) ont des signes contraires, F (x) 
entre ces deux valeurs passera nécessairement par zéro, limite commune 
des quantités positives et négatives. Donc, entre a et b, la valeur de x se 
confondra au moins une fois avec l'une des racines de l'équation pro
posée. 

17o. De cet important théorème, résultent les conséquences suivantes : 
î " Toute équation algébrique à coefficients réels et de degré impair a au. 

n:nini une racine réelle de signe contraire à son dernier terme. 
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Soit 
F (.1 ) = A„ .>:'" + A, x"'-' + A, .r'" -2 + . . . + A,„ = o. 

On peut toujours supposer que le coefficient A0 est positif, m étant im
pair, une très-grande valeur positive donnée à x rendra le polynôme po
sitif; une très-grande valeur négative donnée à x le rendra négatif (173). 
Si l'on fait x = o, le polynôme se réduira à son dernier terme Am. Si Am 

est positif, le changement de signe du polynôme aura lieu pour x com
pris entre — œ et o : l'équation aura donc au moins une racice négative. Si 
Am est négatif, le changement de signe du polynôme aura lieu pour x com
pris entre +00 et o : l'équation aura alors au moins une racine positive. 

Le tableau suivant résume ce que nous venons de dire : 

VALEURS DONNÉES A X. SIGNES DE F(X). 
— 00 — 

0 Même signe que Am ( ± ). 
-+-OC - f -

L'équation x1 —^ x2-\-5 x-\-7 = o a au moins une racine négative. 
L'équation xs — yx3 -4- ix'- — 3.r — g = o a au moins une racine posi

tive. 
20 Toute équation algébrique à coefficients réels et de degré pair a au 

inoins deux racines réelles, Pune positive et l'autre négative, lorsque son 
dernier terme est négatif. 

D'après ce qui précède, il suffit de former le tableau suivant : 

VALEURS DONNÉES A X. SIGNES DE F ( X ) . 
— œ 4-

o Même signe que Am ( — ). 
+ œ -4-

11 y a donc changement de signe du polynôme quand x passe de — œ à o 
et quand x passe de 0 à -+- 00 , c'est-à-dire que l'équation admet au 
moins une racine négative et au moins une racine positive. 

L'équation x'— 3x'-\~x2 — 11 ,r — 1 = o a au moins deux raeines 
réelles, l'une positive, l'autre négative. 

176. On voit qu'il y a doute quand le dernier terme du polynôme est 
positif, l'équation étant de degré pair, parce qu'aucun changement de signe 
ne se manifeste dans la fonction, quand x saute de — 00 à + 00 en pas
sant par o. Nous admettrons que, dans ce cas aussi, l'équation F (.r) = o 
a au moins une racine : seulement, cette racine peut être imaginaire. 

Nous énoncerons sous une forme tout à fait générale, mais sans la dé
montrer, la proposition fondamentale suivantes (voir les Exercices de 
Mathématiques de Cauchy) : 

Toute équation algébrique à une inconnue, de la forme définie pré
cédemment (170), admet au moins une racine réelle ou une racine ima
ginaire de la forme a -f- bi. 

Il faut bien comprendre de quelle manière une racine imaginaire a + bi 
peut satisfaire à l'équation F (x) = o. D'après les détails donnés dans le 
Livre Ier sur les expressions imaginaires (ch. VI), on sait que la substi
tution de la quantité imaginaire a 4- bi à la place de x dans le premier 
membre de l'équation, conduira finalement à un résultat de même forme 
\ 4- Bi. Si a + bi est racine, on aura 

A 4- B/ =- o 
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c'est-à-dire que les valeurs de a et de b satisferont aux conditions A = o 
et B = o. 

Composition des équations. 
177. THÉORÈME FONDAMENTAL. — Toute équation du degré m ( 170 ) ad

met exactement m racines réelles ou'imaginaires. 
L'équation F(.r) = o admet en effet au moins une racine (176). Dési

gnons cette racine par a. Puisqu'on a F(«) = o, F (x) est divisible par 
le binôme x— a (Alg. élém., 36). Le premier terme du quotient Q 
sera A0x

m~'. et l'on aura identiquement : 

V(x) = {x — a) . Q. 

Toute équation ayant au moins une racine, l'équation Q = o en admettra 
une b, et l'on aura 

Q = (x-b).Q>. 

Le premier terme du quotient Q' sera évidemment A0.r
ra~\ De même, 

l'équation Q' = o admettra une racine c, et l'on aura 

Q'={x-c). Q". 

Le premier terme du quotient Q" sera A, x"'-T\ 
En continuant toujours de la même manière, on obtiendra chaque fois 

un nouveau facteur binôme ; et le degré des quotients successifs allant 
toujours en diminuant d'une unité, on finira par arriver à un dernier quo
tient indépendant de x qui sera nécessairement A0. En remplaçant alors 
dans l'expression de F (x), Q par sa valeur en fonction de Q', Q' par sa 
valeur en fonction de Q", etc., on arrivera à l'identité 

F {x) = {x - a) (x - b) (x - c) . .. (x - A) [x - l) . A.,,. 

Cette identité prouve que l'équation F_(x) = o est satisfaite pour les va
leurs x = a, x= b, x = c , ..., en nombre m, et qu'elle l'est seulement 
pour ces valeurs ( 78 ) ; car toute autre quantité mise à la place de x 
n'annulant aucun des facteurs du second membre, ne peut non plus annu
ler le premier membre. 

178. Remarques. — I. Larelation obtenue montrecomment on peut for
mer le premier membre d'une équation dont les racines sont données. Le 
seul coefficient A0 restant arbitraire, on voit que deux équations qui ont 
les mêmes racines ne peuvent différer que par un facteur constant. 

IL Deux polynômes en x du degré m étant égaux pour plus de m 
valeurs de la variable, sont identiques.'En effet, l'expression de l'égalité 
de ces deux polynômes X et X' conduit à une équation du degré m de la 
forme X — X' = o, qui admet précisément pour racines les valeurs con
sidérées de la variable, et qui ne peut en admettre un nombre supérieur 
à m, à moins que le premier membre ne se réduise de lui-même à zéro. 

III. La démonstration précédente ne suppose pas que les racines 
a, b, c, ..., k, l, soient différentes. Il peut arriver, par exemple, que l'é
quation admette n racines égales à a. On dit alors que a est une racine 
multiple du n""" ordre. Une racine qui ne se reproduit pas est une racine 
simple ou du premier ordre. 

IV. Les facteurs [x — a), (x — b), (x —c), . . . , sont appelés facteurs 
du premier degré ou facteurs premiers du polynôme F (x) [12]. 

Si on les multiplie deux à deux, trois à trois, . . . , on formera tons les 

3f 
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diviseurs du polynôme F (x). Le nombre des diviseurs du second degré 
. m(m — i ) , . , ,. . , . .. 

est donc —* • ; celui des diviseurs du troisième deare est 
" 1 . 2 

m [m — i ) ( m — 2) 
— — — r — , etc. 

\79. Pour essayer si un nombre a est racine, on divise F (x) par x —11. 
On obtient un quotient de la forme 

A0 .*"•- ' + B, x"1'2 + B 2 .x'"-3 + ...+ Bm_,, 
et un reste R. F(x) étant égal au produit du diviseur par le quotient 
plus le reste, on doit avoir identiquement 

F(.r)=A„.r'" B, 
«A„ 

.r"'-'+ B, 
— «B, 

. r " ' -+ B.t 
- « B , 

xm'3+. • + B„_, 
— «B,„_„ 

. r+ R 
- « B 

c'est-à-dire, en égalant les coefficients des mêmes puissances do x dans 
les deux membres : 

A, = B, — "A„. A, = B, — «B,, A , = B — « B , , . . . . 
- t , = B M - « B w ! A m = R - « B „ , _ , . 

On aura donc 

B, = A,+«A 0 . B„=A, + «B,, B.. = A . + a B , , . . . , 
B„,_, = A,,,., + a B , M , R = A„+ flB„_, • 

Ces égalités permettront de déduire rapidement les différents termes du 
quotient les uns des autres. On voit que chaque coefficient du quotient se 
compose du coefficient du terme de même rang dans F ( x ) , augmente du 
produit de a par le coefficient du terme précédemment écrit au quotient, 

a est un nombre positif ou négatif. Si a = — 2, on a 

x — « = ,z + 2 = .r — (— 2). 

Soit à diviser 4^5 — io^ ' + 6x3 — yx1 + g.r — 11 par x — 2. 
Le premier terme du quotient est ^x'. On obtient alors comme il suit 

les différents coefficients du quotient et le reste de la division. 

— 10 + 2 x 4 = — 2 - -1-6 — 2 x 2 = 2, — 7 + 2 x 2 = — 3, 
9 — 2 X 3 = 3 , — i i + 2 x 3 = — 5. 

On a alors pour quotient 

4 x'' — 2 x~' + 2 x"- — 3 x + 3, 

et le reste est égal à — 5. Ainsi, 2 n'est pas racine et F ( 2 ) = — 5 ( Alg. 
élém., 36). 

Si le polynôme proposé n'est pas complet, il faut supposer les termes 
manquants écrits avec le coefficient o. Soit à essayer si — 2 est racine 
de l'équation 

ixi — 5.r3 + - x — 5 = o. 

Le premier terme du quotient est ixs. On a ensuite 

— 5 — 2 x 2 = — 9 , 0 + 2 x 9 = 18, 
7 — 2 X l 8 — — 29, — 5 + 1 X 29 :-- 53 . 

Le quotient sera donc 
a.i ' ' — g.r2 + 18 <• - >9 
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et le reste de la division étant 53, — 2 ne sera pas racine, et l'on aura 

F ( — 2) = 5 3 . 

180. Si deux nombres a et (3, substitués dans Véquation F (x) = o à 
la place de x, donnent des résultats de signes contraires, ils compren
nent un nombre impair de racines ( une racine multiple ("ordre n compte 
nécessairement n fois ) . 

Soient a, b, c,..., g, les racines comprises entre x et (5; soit Q le 
quotient de F {x) par le produit (x — a)(x — b)(x — c) ... [x — g). 
On aura 

F(J?) = (x — a){x — b)(x — c) .. .(x — g).Q. 

Q représente le produit du coefficient du premier terme de l'équation, 
par les facteurs qui correspondent aux racines réelles non comprises 
entre a et (3 et aux racines imaginaires. 

Substituons successivement dans l'identité obtenue -J. et S à la place 
de x. Il viendra 

F(a) = ( a - « ) ( 2 - 6 ) ( a - r ) . . . ( a - g - ' j Q , , , 

F(P) = ( p - a ) ( [ J - ô ) ( | J - r ) . . . ( P - g ) Q / S . 

V(y.) et F ((3) étant par hypothèse de signes contraires, il doit en être 
de même des seconds membres correspondants. Q et Q sont de même 

signe, sans quoi l'équation Q = o aurait une racine comprise entre a. et (3. 
Les produits 

( a — „ ) ( a — 6 ) ( a — < : ) . . . (a - g , . 

(P-<*)(?-à)(P-<>)•••(?-g), 

doivent donc être de signes contraires ; et comme les facteurs du pre
mier produit sont tous négatifs, tandis que les facteurs du second sont 
tous positifs, il faut que ces facteurs soient en nombre impair, c'est-à-
dire qu'il existe entre a. et [3 un nombre impair de racines réelles. 

Si F{%) et F(S) étaient de même signe, on arriverait à la conclusion 
contraire. Ainsi, deux nombres qui, substitués à x, donnent des résultats 
de même signe, comprennent nécessairement un nombre pair de racines 
réelles (ce qui n'exclut pas zéro) (*). 

(*) Les considérations géométriques suivantes peignent bien aux yeux le 
théorème qu'on vient de démontrer. 

Fig. 5. Choisissons deux axes rectangulaires OX ci 
, , OY. Portons les valeurs de x en abscisses sur 
k. l'axe OX, k part ir de l'origine O, et les valeurs 

A d e F ( : c ) en ordonnées, comme nous l'avons 
/ ,'| déjà expliqué {Trigon., 2) . Les points où la 

^,^~^-C/ T^/ k courbe ainsi obtenue rencontrera l'axe OX , 
/ ~: \___y ~~ ~ v ' correspondront aux valeurs de x qui rendent 

F ( r ) = o, c 'est-à-dire aux racines de cette 
équation. Si deux valeurs i = OA, x n O R , 
correspondent à des valeurs AM et UN de bi 
tonelion, qui soient de signes contraires, pour 
dler du point M :ui yviisi N, lit courbe d e -

file:///___y
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En se reportant au n° 175, on voit que toute équation algébrique de 
degré impair admet un nombre impair de racines réelles, et que toute 
équation île degré pair admet un nombre pair de racines réelles; de sorte 
que les racines imaginaires, quand elles existent, sont toujours en nombre 
pair. 

181. Racines imaginaires conjuguées, — Le nombre toujours pair des 
racines imaginaires se trouve encore établi par le remarquable théorème 
suivant. 

Lorsqu'une équation algébrique à coefficients réels admet une racine 
imaginaire de la forme a + bi, elle admet aussi pour racine l'expression 
conjuguée a — bi. 

En remplaçant x par a+bi, on arrive à l'expression 

A + Bi = o, 

et comme a + bi est racine, on a (176) 

A — o et B = o. 

Si l'on remplace x par a— bi, les coefficients de F(.r) étant supposés 
réels, le résultat obtenu ne différera du précédent que par le change
ment de i en — i. On aura donc pour premier membre A —B;, et ce 
premier membre sera bien égal à zéro, puisqu'on a A = o et B = o, c'est-
à-dire a — bi sera racine. 

Cette proposition ne serait plus vraie, si l'équation avait des coeffi
cients imaginaires, puisque ces coefficients ne changeraient pas quand 
on passerait pour x de la valeur a + bi à la valeur a — bi. On ne pour
rait donc plus répondre d'arriver, par la seconde substitution, à un ré
sultat conjugué du premier. 

Les deux racines a + bi et a — bi correspondent aux facteurs du pre
mier degré (x — a — bi) et (x — a + bi) Le produit de ces deux facteur? 
(x — a)" + b2 est un polynôme du second degré. 

Par suite, on peut dire que le premier membre de toute équation algé
brique à coefficients réels est le produit d'autant de facteurs réels du 
premier degré qu'elle admet de racines réelles, et d'autant de facteur» 
réels du second degré qu'elle admet de couples de racines imaginaires. 

Il est évident que si la racine a + bi est une racine multiple d'ordre n. 
sa conjuguée a—bi sera aussi une racine multiple du même ordre. 

vra nécessairement couper l 'axe OX une fois au point C ou un nomhrc impair 
Fip. 6. de fois aux points D, C, E . 

Si les deux valeurs x — OA, x = Oh. 
correspondent à des valeurs AM et B]N 
de la fonction, qui soient de même 
signe, pour aller du point M au point 
JN, la courbe ne coupera pas l'axe OX 
ou le coupera nécessairement un nom
bre pair de fois, aux points C et D pa] 
exemple. (Voir, pour plus de détails. 
h\ Gccrnétric r.nnh tîijnr, t III ^ 
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Relations qui lient les coefficients et les racines d'une équation 
algébrique. 

182. Supposons, pour plus de simplicité, que l'équation considérée ait 
l'unité pour coefficient de son premier terme. Nous aurons identique
ment (177') 

x"1 4- A,x'"-' 4- A.23f-2 + ... + A„_t x + Am 

= \x — a)(x — b){x — c) ... [x — k) [x — /). 

Si nous nous reportons alors à l'établissement de la formule du bi
nôme (Alg. élém., 236), nous pourrons remplacer le second membre par 

xm — S, xm-1 + S2x"-2 — S.àx
m-3 + ... ± S,„. 

En effet, dans le produit de m binômes (x + a), (x + b) (x + c),..., 
le coefficient de x™-' est la somme des seconds termes a, b, c,... , le 
coefficient de x™-~2 est la somme des mêmes seconds termes pris deux à 
deux ; le coefficient de x™-7' est la somme des seconds termes des binômes 
pris trois à trois ; . . . ; le dernier terme est le produit de tous ces seconds 
termes. Si les seconds termes des binômes considérés changent de signes, 
il suffit de changer les signes des coefficients du développement qui ren
ferment les produits des quantités a, b, c , . . . , assemblées en nombre 
impair. 

De l'identité 

x"' + A, x"1-1 + A.2x"'-2 + ... + V , •* + A„, 
. = xm — S,x"-1 + S,xm~2 — S3x"1-* + . , . ± S,„. 

on déduit 
A, = - S, = - (« 4- 6 + c + . . . + A- + /), 
A.2= S, = \ab + ac + ...-irkl), 

Aj = — S3 = — (abc 4- abd + .. . +a/il + . . .), 

Am=±Sm = ±abcd.../il. 

Donc, dans toute équation algébrique dont le premier terme a pour 
coefficient l'unité : 

Le coefficient du second terme est la somme des racines, prise en signe 
contraire ; 

Le coefficient du troisième terme est la somme des produits des racines 
crises deux à deux; 

Le coefficient du quatrième terme est la somme des produits des racines 
trois à trois, prise en signe contraire, etc. 

Le dernier terme est égal au produit de toutes les racines, pris avec 
son signe si l'équation est de degré pair, pris en signe contraire si Pé-
quation est de degré impair. 

183. Comme l'équation complète du degré m renferme m + i termes, 
le théorème précédent fournit m équations entre les m racines. Ces équa
tions pourront faciliter la résolution de l'équation proposée, lorsqu'on 
fonnaitra quelques autres relations entre ses racines (184); mais, seules. 
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elles ne peuvent pas conduire à cette résolution. Car si l'on voulait ob
tenir la racine a, par exemple, en se servant des m équations du n°182. 
il faudrait éliminer entre ces m équations les m — i autres racines. 
Comme toutes les racines y entrent d'ailleurs d'une manière parfaitemeni 
symétrique, l'équation en a à laquelle on parviendra sera identiquement 
celle qu'on aurait trouvée en cherchant l'une quelconque des autres ra
cines b, c, d,..., c'est-à-dire que l'équation en « a u r a nécessairement 
pour racines, non-seulement a, mais toutes les autres racines b, c. d1... 
L'équation en a ne sera donc autre chose que l'équation proposée elle-
même, sauf la substitution du symbole a au symbole x. 

C'est ce que le calcul vérifie immédiatement. 
Séparons la racine a des autres racines è, c, d,..., et désignons par 

->",, ••<:,, f3, «„,_,, les sommes de produits de ces autres racines prises 
i à i. a à '2, 3 à 3 , . . . , m — i à m — i . On aura alors (61 ) 

A, — — // — s\. 

A„ = sta -+- .v„, 

A3 = — V < - -v., • 

Multiplions la première équation par «"'"', la seconde par a"l~'\ la troi 
sième par a'"~3,..., l'avant-dernière par a, et ajoutons membre à mem
bre tous les résultats obtenus. Il viendra évidemment 

A, <f-1 + A2«"^2 + A, M"'-3 + . . . -h A„,_, a + A,„ = — a'". 

184. Exemple. — Résoudre Véquatinn x"'-\-px + q = o. sachant 
qu'elle a deux racines égales entre elles. 

Le terme en x1 manquant a pour coefficient o, ce qui apprend que la 
somme des racines est nulle. 

Si l'on désigne par x' la racine simple et par x" la racine double, on 
aura donc 

x' -f- ix" = o, d'où x' = — %x". 

P représente la somme des produits des racines prises deux à deux, c'est-
à-dire 

•2.x'x" -+- x"'J — — zj.r"2 + x"2. 

On peut donc écrire 
p = — 3x"2, 

d'où 

Un seul signe convient, et l'on doit prendre ensemble, soit les signes su
périeurs, soit les signes inférieurs. 

Comme une équation de degré impair admet toujours au moins une 
racine réelle (180), dans le cas que nous examinons, p est nécessaire
ment négatif, et l'équation x' +px + q = o a ses trois racines réelles. 

Si l'on demande quelle relation existe alors entre les coefficients/* et q, 
on remarquera que q représentant le produit des trois racines, pris en 
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signe contraire (182), on a 
q =2- ix""% 

d'où 

— < & 

La condition demandée est donc, en vertu de la première valeur 1 / - 4 

trouvée pour .r". 

P __ s/q 
3 

d'où 

(-s)'=(0 
ce qui revient a 

ou à 

Des valeurs p — -

et 

- 3x"2 

(?y-(î)"-
4P3 + V12 = o-

et (7 = 2^"3, on déduit aussi 

x» = - M. 

p On voit que les racines égales entre elles sont de même signe que q, 
puisque p est nécessairement négatif; la racine simple est alors de signe 
contraire à q. 

CHAPITRE II. 
TRANSFORMATION DES ÉQUATIONS. — LIMITES DES RACINES, 

Transformation des équations. 

185. Lajransformation des équations a pour objet général de déduire 
d'une équation donnée une autre équation dont les racines aient avec 
celles de la première une relation déterminée. 

Nou| allons parcourir les transformations les plus simples et les plus 
usitées. . • ^ 

186. T. Changer les signes des racines d'une équation. 
On veut trouver une équation qui ait pour racines les racines de l'équa

tion donnée, changées de signes. Par conséquent, x représentant une racine 
quelconque de l'équation proposée et y la racine correspondante de l'équa
tion cherchée, on devra avoir x = — y. Il suffira donc de substituer à 
•v cette valeur pour résoudre la question. Et comme le symbole qui repré
sente l'inconnue est ici tout à fait indifférent, il sera plus simple de changer 
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x en — x. Les termes qui contiennent x à une puissance impaire changeront 
de signes, et ceux qui contiennent x à une puissance paire garderont les 
leurs. Si l'équation est de degré impair, le premier terme deviendra alors 
négatif. Pour le rendre positif, il faudra changer tous les signes, c'est-
à-dire que les termes qui contiendront x à une puissance impaire conserve
ront leurs signes, tandis que ceux qui contiennent x à une puissance paire 
en changeront, o doit être regardé comme un nombre pair. 

L'équation 
x* — 5 x* + 2 x' — 7 = o 

a pour transformée en — x 

^ ' + 5 r + 2x :— 7 = 0. 
L'équation 

xb — 7 a-3 — 2 x'2 -+- 3 x — i = o 

,a pour transformée en — x 

xh — 7^3+2jr2-)- 3 a: -)- i = o. 

187. II. Multiplier ou diviser par une quantité quelconque l les racines 
d'une équation. 

x représentant une racine quelconque de l'équation proposée, et y la 
racine correspondante de l'équation cherchée, on devra avoir dans le 
premier cas : 

V 

r = lx, d'où x = j -

11 suffira donc pour résoudre la question de substituer à x cette valeur, 

ou, ce qui revient au même, la valeur y II viendra alors (en supposant 

le coefficient du premier terme égal à l'unité) 

jn + A, T^T + A3 '-JS-7+...+ A,„ = o, 

d'où, en multipliant par /"', 

xm + A, lx"'~' -+- A; P xm~2 + • • • + Am lm = o. 

tl faudra donc, pour avoir la transformée en lx, multiplier respective
ment les termes de l'équation proposée par les puissances /°, / ' , P, 
l3,..., /'". Dans chaque terme, la somme des exposants du multiplica
teur l et de l'inconnue x est toujours égale à m. 

Quand on aura trouvé les racines de la transformée, pour avoir celles 
de la proposée, on les divisera par /. 

Si les racines de l'équation donnée devaient être divisées par /, au lieu 
de multiplier les coefficients des différents termes par les puissances suc
cessives t̂e l, on les diviserait par ces mêmes puissances. 

188. III. Chasser les dénominateurs d'une équation, de manière que le 
premier terme ait toujours pour coefficient l'unité. 

Effectuons la transformation du numéro précédent en laissant le multi
plicateur / indéterminé. Une fois cette transformation effectuée, il suffira 
de remplacer / par le plus petit nombre divisible par tous les dénomina
teurs, ou mieux, par un nombre tel. que tous les dénominateurs dis
paraissent. 
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Soit l'équation 
3 7 x~ . 3 x 5 _ 

~â~ 7 ' 4 ~ 

Passons à la transformée en Ix. Nous aurons 

, nlx1 . iPx 5P 
2 7 4 

Le plus petit nombre divisible par tous les dénominateurs est 28 ; mais 
il suffit évidemment de prendre / = 14, puisque P contiendra alors 2*. 
On trouvera ainsi pour transformée 

x3 — 49x14- 84x — 343o = o. 

189. IV. Augmenter ou diminuer les racines d'une équation d'une 
même quantité h. 

Supposons d'abord qu'il s'agisse de diminuer les racines. 
x représentant une racine quelconque de l'équation proposée, y la ra

cine correspondante de l'équation cherchée, on devra avoir 

y=x — h, d'où x=y + h. 

Il faut donc remplacer x par / -+- h. Si l'on représente l'équation donnée 
par F (x) = o, on obtient pour transformée en y (113, en note) : 

F(i) + r W r + a V + ! l / + . . . + ^ l i , = „. 
' 1.2 1.2.3 1 . 2 . 3 . . .m 

Soit l'équation 
•ixi — yx3 — 8 .r2 + 5 x — 1 = 0. 

Supposons qu'on veuille diminuer toutes les racines de 3. On aura 

F = H'1 — yx3 — 8x2 + Sx — 
F '= 8x3 — 21.r2— i 6 x + 5 , 

F"= 24^2 — fyix — 16, 

F '"=48x— 42. 

F , v = 4 8 , 
i .2.3.4 

(Pour calculer F (3), F ' ( 3 ) , . , , . on pourra faire usage de la règle éta
blie au n° 179.) 

La transformée sera donc, en ordonnant suivant les puissances décrois
santes de y, 

V* + ' 7 J 3 + 37r2— i 6 r — 85 = o. 

Si l'on voulait augmenter les racines de la quantité //, on changerait h 
en — h dans tout ce qui précède. 

Si h était une fraction -- on aurait 

F(3) = 
F'(3) = 
F"(3) 

1.2 

F'"(3) 
1 . 2 . 3 

F"(3) 

— 85, 

— iG. 

3 7 , • 

1 7 ; 

2 . 

: - < d'où h - - Ir —. h . 
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On poserait ly = Y, lx = X, et l'on aurait 

Y = X =p k. 

Pour former l'équation en X, il suffirait de chercher la transformée en 
lx de l'équation proposée (187). Puis, on opérerait comme nous venons 
de le dire sur l'équation en X, pour avoir la transformée en Y ; et en 
remplaçant dans cette transformée Y par ly, on trouverait l'équation en y 
qu'on veut obtenir. 

Soit l'équation 
x' -(- 8 x3 — 2 x;' -+- 6 x — 4 = ° • 

Supposons qu'on veuille augmenter toutes les racines de » ou les dimi-

nuer de — - • On formera la transformée en Ix, l étant égal à 3. Il 

viendra 
X4 + 2 4 X 3 - i 8 X : + i 6 2 X - 3a4 = o. 

On changera X en Y 4- k ou en Y + ( — a ). On aura 

F = X* + 24X5 — i8X2+iG-2X— 324, F( —a) = — 896, 

49° > F' = 4X3 + 72X'-'— 36X + 162, 

F " = i 2 X 2 + i 4 4 X - 3 C , 

F ' " = 2 4 X + i 4 4 , 

F , v = 2 4 , 

F ' ( - 2 ) 

F"(-a) 
1.2 

F ' " ( - a ) 
1.2.3 

F " ( - 2 ) 

1.2.3.4 

= - i38, 

= 16, 

= 1 . 

La seconde transformée sera donc 

Y' + 1G Y= — 138 Y2 + 490 Y — 8<)G = o. 

Il viendra ensuite, en remplaçant Y par 3j", 

8 I J 4 + 432J3— 1242 > 2 + 14707— 8gG = o. 

190. V. Faire disparaître un terme quelconque d'une équation. 
On changera x en y + h dans l'équation proposée, en laissant h indé

terminée. Il viendra 

(y+h)'"+kl (y+h)m-' + A20 

d'où, en développant, 

+ / i r ! + . . . + A „ 

mh 

A, 

.1""-' , ' « ( ' " - ' ) / , ! 
' 1 .2 

+ {m — i)A,/« 

+ A„ 

y'" " + • .. + h'" 
4-A1A",-, 

+ A2/r-2 

+ A„,_, /' 
+ A„, 

Si l'on \eut maintenant faire disparaitre le H<.I/I<! terme, il suffira de 
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déterminer h de manière qu'on ait 

mh -+- A, = o . d'où li = ! • 
m 

Il faudra donc changer x en / + ( — —- )• Par suite, la règle sera, 

dans ce cas, de transformer l'équation en diminuant toutes ses racines 
(189) du coefficient du second terme pris en signe contraire et divisé par 
le degré de Péquation. Ce résultat concorde avec ce qu'apprend le n°182, 
relativement à la composition du coefficient du second terme de l'é
quation. 

Si l'on voulait faire disparaître le troisième terme, il faudrait poser 

m(m — i ) , , , , 1 7 i 

—i '-lï>+ (m — i A, A + A, = o. 

On en déduirait, en général, deux valeurs pour //. 
Le dernier terme ne disparaîtrait qu'en égalant à zéro une fonction 

de h identique à la proposée. Et, en effet, la transformée ayant alors une 
racine nulle, h doit être une quelconque des racines de la proposée. 

Lorsqu'on a fait disparaître un terme d'un certain rang, si l'on veut en 
faire disparaître un autre dans la transformée, en suivant la marche indi
quée, le terme de même rang que celui considéré d'abord reparaît. 

Exemple : On veut chasser le second terme de l'équation 

x3 — 5x2 -y "Sx — 7^= o. 

Il faut remplacer x par j + x- Il vient" en opérant directement, 

„ , 2 5 Y 125 „ , 5 o r 125 f + 5f + ^+ — -tf-^>- — + 3,-+5-7 = o, 

d'où l'on déduit facilement 

27JF3 — I 4 4 J — 3o4 = o. 

Si l'on veut que le coefficient du premier terme reste égal à l'unité, il faut 
écrire (187) 

. i44^ j - 3o4/:: _ 
"* 27 27 "" ' 

et prendre / = 3. Il vient 

f — 48 j— 3o4 = o. 

Quand on aura trouvé les racines de cette dernière équation, on les divi-

sera par 3; puis on augmentera les résultats obtenus de la quantité ^ : 

on aura ainsi les racines de l'équation proposée. 

Limites des racines. 

191. Nous nous proposerons d'abord de trouver une limite supérieure 
• les racines positives de l'équation 

F U - ) --• o . 
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Si le polynôme F (x) est positif pour une valeur L donnée à x, et reste 
positif pour toutes les valeurs plus grandes, toutes ses racines positives 
seront inférieures à L : L sera une limite supérieure des racines positives. 

Si le polynôme F(x) a tous ses termes positifs, on pourra prendre 
L = o. 

192. Soit l'équation 

X0x'" + A, af-' + A2i
J"~2 + . . . + A,„ = o. 

Désignons par N le plus grand coefficient négatif, pris en valeur absolue. 
Le premier membre de l'équation sera au moins égal à 

A0.r"" — X(xm^ + xm-2+... 4 - i ) , 

et sera positif si cette expression est positive. Cherchons donc une valeur 
de x qui satisfasse à l'inégalité 

k0x"'~N (x"1-' +•£"'-' + . . . + i ) > o. 

af» i 
La quantité entre parenthèses revient à ' Par suite, on peut écrire 
l'inégalité sous la forme 

N ( xm — i ) 
> M * - i ) 

Et, pour que cette relation soit satisfaite, il suffit qu'on ait 
•» > 

N , _ 
A , L r * - i ) ' - ' ' 

d où 

Il est évident que toute valeur plus grande de x conviendra à plus forte 
raison. Donc on obtient une limite supérieure des racines positives de 
l'équation F(.r) = o, en ajoutant l'unité au plus grand coefficient néga
tif pris positivement (le coefficient du premier terme étant préalablement 
ramené à F unité, en divisant les deux membres de Péquation par A„). 

'193. On peut obtenir une limite moindre que la précédente, en tenant 
compte du rang du premier terme négatif de l'équation. 

Admettons que le coefficient du premier terme soit l'unité. Désignons 
par N le plus grand coefficient négatif pris en valeur absolue, et suppo
sons que le premier terme négatif contienne xm'r. Il suffira de trouver 
pour x une valeur qui satisfasse à l'inégalité 

xm > N (xm-p-f x"1-"-1 + . . . + i) 
ou 

ce qu'on peut écrire 

.r'»-"+' \ { x - i ) . r f - ' — N l + N 
. L_ -1 ^> o . 

X — 1 

Il faut donc trouver pour x une valeur plus grande que i {Àlg. rlém.. 
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1G9, II) qui satisfasse à la condition 

(x — i ) . r ^ ' > X 
ou à la condition 

[x — Ï) (x— i)"-1 = X . 
On doit donc avoir 

(x—iy = K, d'où x = i + ^ N . 

Toutes les valeurs plus grandes de x conviendront à plus forte raison. 
Donc on obtient une limite supérieure des racines positives de r équation 
F (x) = o, en ajoutant Vunité à une racine du plus grand coefficient né-
gatij pris positivement, ayant pour indice V excès du degré de r équation 
sur le degré du premier terme négatif ( le coefficient du premier terme de 
l'équation est supposé égal à l'unité). 

194. Limite de Netvton.—VSne équation dont tousles termes sont posi
tifs ne peut admettre aucune iacine positive, et toutes les valeurs posi
tives croissantes mises à la place de x rendent le premier membre de 
l'équation positif et de plus en plus grand. 

Or, si l'on diminue la variable x d'une quantité A telle que la trans
formée ait tous ses termes positifs, la quantité A surpassera nécessaire
ment la plus grande racine positive de l'équation proposée, et dès lors 
elle sera une limite supérieure des racines positives (191 ). 

Si l'on pose y = x — h, d'où x= r + h, il viendra 

F(,) + F<(A b . + ^ + ™/+... + J^r = 0; 
v 1.2 1 . 2 . 3 1 . 2 . 3 . . . tfZ'' 

et la question sera de déterminer h de manière à satisfaire aux inégalités 

FW(A)>o , F ( - , ) { A ) > o , . . . , F " ( / i ) > o , F ' ( / i )>o , F (A)>o . 

On peut remarquer, à propos de cette solution, qu'une fonction est 
croissante lorsque sa dérivée est positive (145). Donc, si pour une cer
taine valeur de /;, on a F ( A ) > o et si F'(h) reste positive à partir de 
cette valeur, il en sera de même pour F (A). Pour que F'(A) reste sûre
ment positive à partir d'une certaine valeur de A, il faut que cette condi
tion soit remplie pour F" (A), etc. On est ainsi ramené aux mêmes con
clusions. 

F('"'(A) est une constante. F'"1-1' (A) est du premier degré, et il sera 
facile de trouver la valeur de A qui rend F<"'~') (A)> o. On verra si cette 
valeur satisfait à l'inégalité F'"1-2' (A)>o. S'il n'en est pas ainsi, on l'augîi 
mentera d'une, deux, trois, . . . , unités, jusqu'à ce que l'essai réussisse. 
On continuera de la même manière jusqu'à F (A). 

195. Exemple : Soit l'équation 

ix1 -\-4-r4 — Sx3 — yx--f- iix — 4 = °-

Le premier procédé (192) donne 

N . , ,. 7 
L = ï + -r- ï c est-a-dire L= ï -+- - = â. J. 

A0 2 
Le second procédé (193) donne 

W N , . ,- fî 
L-- i + V / T - ' cest-a-dire L -- i 4 i - - 2 , 8 8 , 
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Appliquons maintenant le procédé de Newton, On a 

F 

F' 

F" 
F"' 

F " 
pv 

(x) = 2 . r 5 + /\;rf — 5.r3 — 

( , r ) = io.r ' + iô.r3— i5.v2 — 

(,r) = 4 ° ^ 3 + 4 8 ^ 2 — 3o.r — 
( X ) = 120 X-1 + 96 X — 3o, 

' [x ) = 240,2: + 96, 
(,r ) = 240. 

7 , i î + ' 1 •'' 
14 ,r + 1 1 , 

14. 

La valeur o rend positives Fv(,r) et F " (x); la valeur 1 rend positives 
toutes les autres dérivées et ¥(x). On peut donc prendre L = 1. 

Remarque.— Souvent, en décomposant le premier membre de l'équation 
en différents groupes convenablement choisis, on peut arriver à une 
limite peu différente de celle de Newton. Reprenons la même équation. 
On pourra l'écrire comme il suit, en commençant chaque parenthèse par 
un terme positif : 

9 a - l ^ - ^ ) + 4 ^ ( ^ - Z ) + i , ^ _ i -

11 suffit évidemment de satisfaire aux inégalités 

5 , 7 4 
x- > o, x' > o, x > o. 

2 4 ' i 
La dernière est satisfaite pour . r = i , et les deux premières pour 
x = 1,6. On prendrait donc, en suivant cette marche, 

L = 1,6. 
196. Supposons maintenant qu'on demande une limite inférieure des 

racines positives de l'équation proposée. 

On posera x = - • On cherchera une limite supérieure ). des racines 

positives de la transformée en y. Et comme la plus petite racine positive 
de l'équation en x correspond à la plus grande racine positive de l'équa
tion en y, - sera évidemment une limite inférieure des racines positives 

de l'équation en x. 
. Dans les applications, il faudra chercher pour >. la plus petite valeur 

possible, afin d'avoir pour - la plus grande valeur possible. 

Si l'on veut seulement une limite différente de o, on opérera comme il 
suit. 

Soit l'équation 

A0 x
m + A,.r"^' -+• A,.r™-2 + . . . + A,„ = o. 

. • + A, 

La transformée en - sera 
y 

A„, v " ' + A,„_. ,1 
et l'on aura (192) 

.-"'-' 4- • 

N 

' ; Y 
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en désignant par N la valeur absolue du plus grand coefficient négatif, 
d'où 

i __ A„, 
>T ~ A,„ + N ' 

c'est-à-dire qu'on obtient immédiatement une limite inférieure des ra
cines positives de la proposée, en divisant la valeur absolue du dernier 
coefficient ( le premier terme de la transformée devra être rendu positif, 
s'il ne l'est déjà ), par la somme des valeurs absolues de ce dernier coeffi
cient et du plus grand coefficient de signe contraire. 

197. Si l'on veut enfin marquer aussi pour les racines négatives une 
limite supérieure et une limite inférieure, il suffira de prendre la trans
formée en — x de l'équation proposée, et de chercher des limites des 
racines positives de cette transformée. En les affectant du signe —, on 
aura évidemment des limites entre lesquelles seront comprises les ra
cines négatives de la proposée. 

Lorsqu'une équation a tous ses termes positifs, nous avons déjà dit (191 ) 
que o était la limite supérieure de ses racines positives. 

De même, lorsqu'une équation a tous ses termes de degré impair af
fectés d'un certain signe, tandis que tous ses termes de degré pair sont 
affectés du signe contraire, il est inutile de chercher les limites des ra
cines négatives. Car tout nombre négatif substitué dans l'équation en rendra 
tous les termes de même signe, c'est-à-dire que cette équation ne peut 
admettre aucune racine négative. 

198. Exemple : Soit 

¥(x) = 6 J ; 5 4 - 2 4 X * — xs + Sx2 — \6x — 60 = o. 

En raisonnant comme précédemment (194), on trouvera 

L = 2 , 

Cherchons Sa transformée en - • Il viendra 
y 

60 r5 4- i6_y* — 8v3 -hf1 — 24/ — 6 = o. 

On voit immédiatement que A = 1 est une limite supérieure des racines 

de cette équation. Donc r- = 1 sera une limite inférieure des racines po

sitives de la proposée. La règle indiquée à la fin du n° 196 donnerait 

1 _ 5 

* ~ 7' 

Cherchons la transformée en — x. Nous aurons 

6.r5 — i^x1 — x} — 8,r2 — \§x + 60 = o. 

Les racines positives de cette équation tombent entre 4 et 1. Donc les 
racines négatives de la proposée tomberont entre — 4 et — 1, c'est-à-dire 
que toutes ses racines réelles, si elle en a, sont comprises entre — 4 et 4-2. 

IL 65. 
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f̂e 

CHAPITRE III. 
T H É O R È M E DE D E S C A R T E S 

199. Le théorème de Descartes permet d'assigner, à la seule vue dune 
équation algébrique à coefficients réels, une limite supérieure du nombre 
do racines positives qu'elle peut admettre. 

Lorsqu'on considère une suite de termes réunis par les signes + ou —, 
on dit qu'il y a variation lorsque le signe change en passant d'un terme 
au suivant, et permanence lorsqu'il n'y a pas changement de signe. 

L'équation xi — ix? — 5x': 4 - yx — 1 = 0 présente trois variations et 
une permanence. Quand l'équation est complète, le nombre des varia
tions et des permanences réunies est égal au degré. 

Ceci posé, dans toute équation à coefficients réels, le nombre des ra
cines positives ne peut pas surpasser le nombre des -variations, le nombre 
des racines négatives ne peut pas surpasser le nombre des variations de 
la transformée en — x . 

Voici la démonstration due à Gauss : 
1° Si Pou multiplie par x — a [a étant un nombre positif) un polynôme 

entier et rationnel ordonné suivant les puissances décroissantes de x, le 
produit présente au moins une variation de plus cpie le multiplicande. 

Mettons en évidence les variations du multiplicande. Pour cela, sup
posons-le partagé en groupes de termes de même signe. Le premier 
groupe se compose du premier terme (supposé positif) et des termes 
suivants qui oui le môme signe. Un nouveau groupe commence au premier 
terme négatif, et est formé de ce terme et de tous les termes négatifs qui 
le suivent. Le troisième groupe commence au nouveau terme positif qui 
apparaît, et comprend ce terme et tous les termes positifs qui lui succè
dent. Et ainsi de suite. Chaque groupe peut ne contenir qu'un seul terme. 

D'après cela, on pourra écrire le polynôme considéré, en n'indiquant 
que le premier terme de chaque groupe, sauf pour le dernier groupe dont 
on indiquera le premier et le dernier terme. 

M*™ -i-...—N.r" — • • • -t-Pj-'' -s- . . . —Q.ri — . . . + U 1 8 ± . . . ± v . 
x — 11 

Mx"+l-h...~ N .x"-1— . . . -T-P *>>-' H- . . . - Q ^ 1 1 - . . . ± t i ' + 1 ± . . . ± T i 
—. . .—IN'^ '+ ' - t - . . . - t - P ' ^ H - ' - . . . -Q'xi+'-t. . . . ±V'x»+'zp . . . q=Vrt 

Jl-•"-••'. . . — (A-t-N')*" " ' • • . -KP-4-P')xP - ' . . . _ (Q-(-Q')xV-' . . . ± ; l i - t - U ' ) * * - ' . . .rpVn.-

Multiplions maintenant ce polynôme par le binôme x — a. Le premier 
produit partiel n'exige aucune remarque. Le second produit partiel com
mence à un terme en x7", et ce terme est négatif puisqu'il provient d'un 
terme positif multiplié par — a. Les termes suivants sontnégatifsjusqu'au 
terme en .;;""' inclusivement. Ce dernier terme représente le produit par 
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— a du terme du multiplicande qui précède — Nx" ; V est le produit par a 
du coefficient du terme considéré au multiplicande. Le terme suivant du 
second produit partiel commence une série de termes positifs. En effet, 
on a à considérer au multiplicande un groupe de termes qui sont négatifs 
comme —a. Le dernier terme de cette série est P ' / * ' : c'est le produit 
par —a du terme qui précède +Px" au multiplicande; P' est le produit 
de la valeur absolue du coefficient de ce terme par a. Au delà, les termes 
du multiplicande devenant positifs, c'est-à-dire de signe contraire à — a. 
c'est une série de termes négatifs qu'on doit écrire au second produit 
partiel, etc. On continue ainsi, jusqu'à ce qu'on parvienne au dernier 
groupe du multiplicande. Après avoir formé le terme rfc U'x 0 ' , qui est 
de même signe que le terme ± U J J , + 1 d'après les remarques qui précè
dent, on a à multiplier par — a le terme ± LV et une série de termes 
de même signe : tous les termes correspondants du second produit par
tiel auront donc le signe =p jusqu'au dernier terme =p V a. 

Lorsqu'on ajoutera les deux produits partiels pour avoir le produis 
total, on ne sait pas quels signes les réductions entre termes semblables 
de signes contraires introduiront dans l'intervalle qui sépare les termes 
Mx"'+1 et — ( N + V ) ^ 1 ; mais on est certain qu'il existera au mai us 
une variation entre ces deux termes, comme il en existe une au multi
plicande entre les termes Mx* et — 'Sx". (De plus, s'il y a plus dune 
variation, il y en aura toujours un nombre impair, deux termes de 
signes contraires ne pouvant être réunis que par un nombre impair do 
changements de signes.) De même, entre les deux termes du produit 
— (N-(-N').r"-1 et + (P + P')-cp+l, il y aura au moins une variation, 
comme au multiplicande entre les termes — Sx" et + Px>'. On conti
nuera ainsi jusqu'aux termes ± ( U + U')x"^' et ^rV«du produit : 
entre ces termes, il existe au moins une variation, tandis qu'entre les 
termes correspondants du multiplicande ±XJx" et ± V il n'en existe 
pas. Donc le nombre des variations du produit surpasse au moins dune 
unité le nombre des variations du multiplicande. 

Remarque. — D'ailleurs Y excès du nombre des variations du produit 
sur le nombre des variations du multiplicande, sera toujours un nombre 
impair. En effet, chaque groupe de termes considéré au produit peut, 
d'après la remarque faite plus haut, introduire un nombre impair de va
riations nouvelles, c'est-à-dire un nombre pair de variations en excès, 
par rapport à l'unique variation qui existe au multiplicande; seul, le der
nier groupe de termes du produit introduit un nombre impair de varia
tions en excès, puisqu'il n'en existe plus au multiplicande. L'excès cher
ché, composé de plusieurs nombres pairs et d'un nombre impair, sera 
donc un nombre impair. 

20 Soient a, b, c,..., les racines positives de F (x ) = o ; soit ? [x) le 
produit des facteurs du premier degré qui correspondent aux racines né
gatives ou imaginaires de cette équation. En multipliant a(x) par x — a, 
on obtiendra au moins une variation de plus (i°); de même, 

o ( x) .(x — a). / ,r — b > 

renfermera au moins une variation de plus que o(x).{x — a), etc. Par 
conséquent, le premier membre de l'équation l-'(.r) = o, c'est-à-dire 

F O ) - y[x).(x—a) \x — b) (>:-<:) 
J 5 . 
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renfermera un nombre de variations au moins égal à celui de ses racines 
positives ; et si le nombre des variations l'emporte sur celui des racines 
positives, ce sera d'un nombre pair-; car chaque racine positive introduit, 
d'après ce qui précède (i° , Remarque), un nombre impair de variations, 
c'est-à-dire une variation plus un nombre pair de variations ( qui peut être 
zéro). 

Si l'on forme la transformée en — x de l'équation proposée, les racines 
positives de cette transformée correspondront aux racines négatives de 
l'équation donnée. Donc, en appliquant à la transformée le théorème qu'on 
vient de démontrer, on aura une limite supérieure du nombre dos racines 
négatives de la proposée. 

Remarques. — I. L'excès du nombre des variations sur le nombre des 
racines positives étant nécessairement un nombre pair, si le nombre des 
variations est pair, le nombre des racines positives est pair ; si le nom
bre des variations est impair, le nombre des racines positives est impair. 

II. On peut éviter de considérer la transformée en — x. quand l'équation 
est complète ; car chaque permanence de la proposée correspond à une 
variation de la transformée, et réciproquement. De sorte que, dans ce cas, 
le nombre des permanences de la proposée est une limite supérieure du 
nombre de ses racines négatives. 

200. Exemples : Soit l'équation 

xh — 3.z5 + Hx2 — yx + i = o. 

Son premier membre présentant quatre variations, elle aura quatre ra
cines positives ou deux ou pas du tout. La transformée en — ,r est 

xh — 3.r'' — 5x2 — ~x — i = o. 

Elle présente une variation ; donc la proposée a certainement une ra
cine négative (199. 2°, Remarque I I) ; ce qui concorde avec un théorème 
connu (180). 

Soit l'équation 
x: — 3 x -T-2.X- — x + io = o. 

Elle présente quatre variations, elle aura quatre racines positives ou deux 
ou pas du tout. La transformée en — x est 

x" — 3 x* — ix2 — x — io = o. 

Elle ne présente qu'une variation et admet alors forcément une racine 
positive. Donc la proposée admet certainement une racine négative. Elle 
ne peut, par conséquent, avoir plus de cinq racines réelles, et elle a né
cessairement deux racines imaginaires : elle peut en admettre six. 

De même, l'équation 
3 xe — 7 x'' — i = o 

prosente une variation : elle a donc une racine positive (la différence 
entre le nombre des variations et celui des racines positives devant être 
un nombre pair, ne peut être ici que zéroi. La transformée est 

3 x'' -f 7 xù — i = o. 

Cette transformée présente aussi une variation. L'équation proposée a donc 
une racine positive . une racine négative f 17r>). et quatre racines imagi
naires. 
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Lorsqu'une équation est formée d'une série de termes positifs suivis do 
termes tous négatifs, elle a une racine positive et n'en a qu'une seule. 

201. Si l'équalion donnée est complète et si l'on sait qu'elle a toutes 
ses racines réelles, le nombre des racines positives est égal au nombre des 
variations, et le nombre des racines négatives au nombre des perma
nences. 

En effet, soient m le degré, P le nombre des racines positives, N celui 
des racines négatives, <• le nombre des variations, p celui des perma
nences. On a, à la fois, 

P-4-N = w et v-\-p = m. 
d'où 

v+p = P + N. 

» ne peut pas être inférieur à P et, s'il lui était supérieur, on aurait 

ce qui est impossible (199). On a donc 

et. par suite, 
/, = N. 

Si l'équation donnée est incomplète et si l'on sait qu'elle a toutes ses 
racines réelles, le nombre des racines positives est égal au nombre des 
variations de la proposée, et le nombre des racines négatives à celui des 
variations de la transformée en — x. 

Désignons par v le nombre des variations de la transformée. On aura, 
d'après ce qui précède, 

P < " , •*<.•' . 
Par suite. 

P-4-N = <(• + (•'. 

Comme P + X = m. on aura 
m < c + <•'. 

Mais il est impossible que m soit plus petit que e-+-<•'. En effet, si deux 
termes consécutifs de la proposée sont de parité différente (et, dans ce 
cas, il peut ne manquer aucun terme entre eux), ils ne peuvent don
ner en tout qu'une variation dans la proposée et la transformée. Et si ces 
termes sont de même parité (et, dans ce cas, il manque au moins un 
terme entre eux), ils donneront en tout deux variations dans la proposée 
et la transformée ou ils n'en donneront pas du tout. On a donc encore 
dans ce cas, 

m = l'-f- c ' , 
et l'on en déduit . 

P = <>, N = (>'. 

202. Loisque toutes les racines de la proposée sont réelles, il est facile 
de déterminer combien cette équation a de racines comprises entre deux 
nombres donnés a et b. 

Si l'on change x e n / + «, on diminuera de a toutes les racines de la 
proposée (189). Donc l'équation en r aura autant de racines positives 
que réqi];iiion proposée de racines supérieure:* à <>• 
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Si l'on change x en Y -j - b, on diminuera de b toutes les racines de la 
proposée. Donc la nouvelle transformée en Y aura autant de racines po
sitives que l'équation proposée do racines supérieures à b. 

Si l'on suppose b > a. il suffira donc de retrancher le nombre des va
riations de la transformée en Y du nombre des variations de la transfor
mée en r, pour savoir combien la proposée admet de racines entre a et b. 

Plus généralement, si Ton ne sait rien sur la nature des racines de la 
proposée, on peut néanmoins poser 

y ne sera positif que pour des valeurs de x comprises entre a et b. Donc. 

en formant la transformée en y. c'est-à-dire en changeant x en -
r 4-1 

ïe nombre des variations de cette transformée sera une limite supérieure 
du nombre des racines de la proposée qui sont comprises entre a et b. 

Si toutes les racines de la proposée sont réelles, il en est de môme des 
racines de la transformée, et le nombre de ses variations donne alors 
exactement (201 ) le nombre des racines de la proposée qui tombent entre 
a et b. 

CHAPITRE 1\ , 
KF.CHKRC.IIE DES RACINES COMMENSl'RABLES. 

Recherche des racines entières. 

203. Soit 

F \x\ = A„.r'« -+- A , ^ - ' + A,.rT-' -r... +A,„_,.r4-Am = o, 

l'équation proposée. Les coefficients sont supposés des nombres entiers. 
Nous avons vu f 179] comment on devait opérer pour s'assurer si un 

nombre a était racine. En désignant par 

A, x'"-' + B,x"'-- + h2x"z -r- .. . +B,„_, 

le quotient obtenu et par R le reste de la division de V(x) par x — a, 
nous avons tro.uvé les relations suivantes : 

A ^ B , — « A „ . A„ = B„ —«B,, A, = B,—«B ,A,„_, = B„,_, -rtB,„_,. 
A,':i=R'—rtB„,_,.' 

Si tous les coefficients du dividende sont entiers, si a est un nombre 
entier, positif ou négatif, tous les coefficients du quotient seront aussi des 
nombres entiers. 

Dans le cas où a est racine, on a R = o, et l'on peut alors déduire 
successivement des égalités précédentes : 

KF.CHKRC.IIE
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Ces nouvelles égalités montrent que, si a est racine, a sera un diviseur 
du dernier coefficient de rëquation. Donc les'nombres a essayer seront 
pris seulement parmi les diviseurs de ce coefficient. 

a devra, de plus, diviser la somme du quotient obtenu — Bm_, et de 
l'avant-dernier coefficient Am_, de l'équation. 

De même, a devra diviser/la somme du quotient de cette seconde divi
sion — Bra_2 et du coefficient Am_, de l'équation. 

Et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on arrive à diviser par a la somme du 
quotient — B,, donné par la (m—i)"""° division, et du second coefficient A, 
de l'équation. Si a est racine, on trouve pour quotient de cette m"""e et 
dernière division —A0 , c'est-à-dire le coefficient du 'premier terme 
changé de signe. 

Si ce coefficient est l'unité, on devra donc trouver — i pour dernier 
quotient. 

Il est essentiel de remarquer immédiatement que les différents quo
tients obtenus 

- K - „ - B , „ _ 2 , . - . , - B „ - B ; , - A 0 , 

vont précisément les coefficients du quotient de F ( x ) par le jacteur x— a. 
seulement changés de signes. De sorte que la marche indiquée apprend si 
a est racine, et donne en même temps l'équation débarrassée de la racines 
ou simplifiée pour les calculs ultérieurs. 

Si, dans le courant des essais, un quotient fractionnaire se présente, a 
n'est pas racine, et l'on passe à un autre diviseur de Am. 

Si l'équation proposée n'est pas complète, on doit tenir compte des 
termes manquants, en remplaçant leurs coefficients par zéro. 

Il convient d'essayer toujours directement les diviseurs -+- i et — i , et 
de simplifier avant tout l'équation si elle les admet pour racines. 

On ne doit évidemment soumettre au calcul que les diviseurs du der
nier coefficient Am qui tombent entre les limites supérieure et inférieure 
des racines réelles de l'équation. 

Enfin, le théorème suivant permet d'abréger les essais dans un grand 
nombre de cas. 

Supposons que a soit racine. On aura identiquement 

Y(x)={x-a)Q, d'Où Q = L L £ J . 

Substituons à x un entier quelconque E. Il viendra 

Q = * < S . VE ii-a 

i Q E étant nécessairement entier, il faudra que E — a divise exactement 
T*1 (E) . Ainsi, a étant racine, la différence qui existe entre un entier quel
conque et a, devra diviser exactement le résultat de la substitution de cet 
entier à la place de x dans F (x). 

Comme on doit d'abord essayer les diviseurs + i et — i, les résultats 
de ces substitutions sont connus, et l'on cherchera préalablement si i — a 
ou (ce qui revient au même) a— i ainsi que — i — « o u « + i, divisent 
respectivement F ( t ) et F ( — i ) . 

20 i . Appliquons ces principes à quelques exemples, 
i° Soit l'équation 

'."' -• 5.'. I -1iX - 21 - O. 
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J'essaye d'abord+ 1 et — i. On a 

F(i) = o et F(— 1) = — 4o. 

4- i est donc racine, et il faut commencer par diviser le premier membre 
de l'équation par x — i en suivant la règle connue. On trouve pour quo
tient ( en remarquant que le terme en ,r2 a pour coefficient o dans l'équa
tion proposée) : 

x° — 4 x~ — 4 x + 21 = o. 

Les limites des racines sont ici i + 4 = 5 et — ( i 4- \^H). Parmi le? 
diviseurs du dernier terme 21, on ne doit donc essayer que + 3 et —3. 
On a, dans ce cas, 

F f - 1 ) - 4 0 
et — 5 - — = = 20. 

— 3 -+- j — a 

11 faut donc appliquer la méthode générale. Il vient : 

3 / 5 3 3 

Le coefficient du premier terme étant 1 et la dernière division condui
sant au quotient — 1 , 3 est racine. De plus, le quotient de F(.r)parx— 3 
est immédiatement 

— 3 ne pouvant être racine de l'équation x- — x — 7 = o, l'équation 
proposée n'a pas d'autres racines entières que H- 1 et 4- 3, et l'on peut 
écrire 

Xi — 4 x2 — 4 x + 2 ! = ix — ! ) ( -r — 3 ) ( X1 — X — 7 ). 

La détermination des racines de l'équation donnée se trouve ainsi effec
tuée, x- — x — 7 = 0 donne 

... = ' ± V'29 . 
'A 

•x" La meilleure manière de disposer le calcul, quand on a un certain 
nombre d'essais à faire, est celle-ci : on écrit sur une même ligne hori
zontale les coefficients de l'équation, à partir du second; dans une colonne 
verticale, sur la droite, les diviseurs qui peuvent être racines; puis, au-
dessous de la première ligne horizontale, une seconde ligne formée des 
quotients B,, B2, . . . . Bm_,, calculés comme il a été dit ( 203 ) et changés 
de signes. 

A,-, A.,. A?. . . . , A„,_,, A,„ 
B~, B B„,_,, B,„ , 

b 

Si le calcul amène à poser A„ ou 1 si A„ = 1 (en changeant toujours In
signe du quotient obtenu). au-dessous de A,, le diviseur a est racine. Et 
la seconde ligne horizontale donne précisément les coefficients de l'équa
tion débarrassée de la racine a (203). c'est-à-dire qu'on n'a qu'à opérer 
sur cette seconde ligne de la même manière que MIT la première, poin. 
er-ssver un -MM-OH;] diviseur ^-
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Soit l'équation 

,rc + 3xà — 'S6x' — 4^-ï3 + g3.r- + I3 Î J : + 140 -- o. 

Les limites des racines sont 1 4- \f& < 8 et — 8. On a d'ailleurs 

F(i) = a88 et F(— I) = IO8. 

Les diviseurs de 140 compris entre 8 et — 8 sont : 

2, 4, 5, 7, — 2, — 4, — 5, — 7. 

Ceux qui, diminués de 1, divisent F(i) = 288 et, en même temps, aug
mentés de 1, divisent F(— 1) = 108, c'est-à-dire les seuls qui puissent 
être racines, sont : 2, 5, — 2, — 5, — 7. Le calcul offrira donc la dispo
sition suivante : 

i + 3 —36 — 45 
+ 1 + 5 — 26 

+ 1 + 1 0 

+ 1 

+ 93 
— 97 

» 
+ 24 
+ 8 

+ 1 

+ 
— 

+ 
+ 
+ 

+ 

132 

101 

68 
23 

8 

1 

+ 
— 

+ 
+ 
+ 

+ 

140 

70 

35 

i4 

7 
» 
1 

2 est racine. 
2 n'est plus racine. 
5 est racine. 

— 2 est racine. 
— 5 n'est pas racine. 
— 7 est racine. 

2 est racine. 2 divisant 70, on doit essayer de nouveau.ce diviseur (l'é
quation pouvant admettre deux racines égales à 2). On reconnaît que 2 
n'est racine qu'une seule fois. 5 est racine une seule fois. — 2 est racino 
et ne peut l'être qu'une fois, — 2 ne divisant pas 7. Enfin, — 5 n'est pas 
racine et — 7 est racine. On peut donc écrire 

V (x) = (,r — 2) [x — 5) (,r + 2 ) (,r + 7) [x1 + x + 1). 

La détermination des racines de l'équation proposée est complète, puisque» 

- _, . * 1 1 . . . . — \±i\fl 
< + x + 1 = o donne les deux racines miaamaires x —. :— 

2 
Recherche des racines fractionnaires. 

205. On devra toujours commencer par chercher les racines entières 
de l'équation proposée, pour la simplifier s'il y a lieu. 

Il sera facile ensuite de ramener la recherche des racines fraction
naires à celle des racines entières d'une autre équation. 

Pour cela, il faut démontrer qu'une équation 

x'" + A,•£"•-' + A.,x"'-* + . .. + .\m_,x + A„, = o, 

dora le premier terme a pour coeffieicnt ('unité et dont les autres coeffi
cients sont entiers (203), ne. peut avoir aucune racine cominensurable 
fractionnaire. 

En effet, si la fraction irréductible j était racine de cette équation, OP. 

aurait 



5 5 4 COMPLÉMENT DALCLBUE. 

d'où en multipliant par A'"-1 et en isolant le premier terme, 

j - = — (A,»"^1 -f-A,ta"'--2 + . . . + A,„_1 /<"'--.« + A,„ //"-•'). 

« et 6 étant supposés premiers entre eux, -j- est une fraction irréduc

tible qui ne peut être égale à un nombre entier, j n'est donc pas racine, 

et si l'équation proposée admet des racines commensurables, ces racines 
sont entières. 

206. D'après cela, pour ramener la recherche des racines fraction
naires à celle des racines entières, il suffira de transformer l'équation 
proposée en une autre équation qui ait l'unité pour coefficient de son 
premier terme. 

Soit l'équation 

A0x
m 4- A,a:'"-' + A, J™-'1 4 - . . . 4- A„,_, x + A,„ = o. 

Y 
Formons la transformée en Ix, en posant x = - (187). Il viendra 

\ym + A, If'"' + XJ\y'"-2 + ... + A,,,./"-' .y + K-/m = °-

Et l'on voit que, pour pouvoir diviser les deux membres de l'équation 
par A„, il suffit de prendre / = Aa (dans la pratique, on pourra dans cer
tains cas prendre / < A0). La transformée en y devient alors 

f 4- A,/"- ' 4- A2A0/"-' 4 - . . . 4- k^k^-.y 4- AmA„"- = o. 

A chaque racine commensurable de cette équation [qui ne peut admettre 
que des racines commensurables entières (203)] correspondra une ra-

cine fractionnaire de la proposée, déterminée par la relation .r = ^- • 

207. Soit, par exemple, l'équation 

6x' — -jxz 4- 8 r — 7x 4 -2 = 0. 

Cette équation n'a plus de racines entières, il s'agit de chercher ses ra-
y 

cmes fractionnaires. Nous poserons x = "-? et il viendra 

f — if + 48/2 — 25a/4- 43a = o. 

Remarquons alors que l'équation en x ayant ses termes alternative
ment positifs et négatifs ne peut admettre aucune racine négative (197); 
il en sera donc de même de l'équation en y. De plus, la limite supérieure 
des racines positives de l'équation en x étant 2, comme il est facile de 
s'en assurer, les racines positives de la transformée en /auront 12 pour 
limite supérieure. Parmi les diviseurs de 432, on ne devra donc essayer 
que 2, 4, 8, 3, 9, 6. Les substitutions 4-1 et — 1, dans l'équation trans
formée, donnent d'ailleurs F(i) = 222, F(— 1) = 740. Et il en résulte 
immédiatement (203) que les diviseurs 3 et 4 peuvent seuls être racines, 
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Le calcul présente alors la disposition suivante : 

I - 7 H-48 
+ ' - 4 

» 
-+- i 

— 232 

+ 36 
+ 4 

o 

» 

+ 432 

- i44 
+ 48 
4- 36 

— 9 

3 est racine. 
3 n'est plus racine. 
4 est racine. 
4 n'est plus racine. 

On aura donc 
F ( j ) = U ' - 3 ) ( r - 4 ) ( r + 3G). 

Les racines de cette équation sont : 

3, 4, ± 6 ? . 
En vertu de la relation 

r 
x = *-1 

6 

les racines de l'équation proposée seront : 

CHAPITRE V. 
RECHERCHE DES RACINES COMMUNES A DEUX. ÉQUATIONS. 

THÉORIE DES RACINES ÉGALES. 

Des racines communes à deux équations. 

208. En nous reportant à une théorie exposée dans le Livre I (Ch. II), 
nous savons que le plus grand commun diviseur de deux polynômes est 
le produit de tous leurs facteurs premiers communs. 

Nous avons démontré que le premier membre de toute équation algébrique 
¥ (x) = o pouvait se décomposer en facteurs premiers du premier degré 
de la forme x — a, a représentant une quantité réelle ou imaginaire in
dépendante de x (177). De sorte que (sauf un facteur numérique A0, si 
le coefficient du premier terme n'est pas égal à l'unité) l'on peut écrire 

F (x) = [x — a) {x — b) (x — c).. .{x — h) (x — /). 

Si l'on a deux équations algébriques ¥ (x) = o et f(x) = o, chercher 
les racines communes h ces équations, c'est chercher le produit de tous 
les facteurs du premier degré de la forme x — a, qui sont communs à 
leurs premiers membres ; c'est-à-dire, cest chercher le plus grand cum-
iiiu/i diviseur de ces premiers membres, en faisant abstraction de tout fac
teur commun numérique. 

Rappelons succinctement la marche à suivre. 
Soient F(.r) cif(x) les deux polynômes entiers considérés, ordonnés 

par rapport aux puissances décroissantes de x. Divisons ces deux poly
nômes l'un par l'autre, désignons pur O le quotient, par y(.r) le reste-, 



556 C O M P L E M E N T 1) A L G l l i l l I i . 

Nous aurons 
¥(x) = / ( , r ) .Q + o(,r). 

Soit x — a un facteur commun à F(x) e t à / ( . r ) . Pour x = a, F (.ri 
et f{x) s'annulent, sans que Q puisse prendre une valeur infinie. On a 
donc en même temps <f[x) = o, ce qui prouve que <f{x) est divisible 
par x — a. Réciproquement, si / ( x ) et a ( x ) admettent le diviseur x — a, 
pour x = a, on a ¥[x) = o. c'est-à-dire que F(x) admet ce même di
viseur. 

En résumé, F(x) et f{x) d'une part. f(x) et o{x) d'autre part, ont 
la même série de facteurs premiers communs du premier degré : le plus 
grand commun diviseur de ¥{x) et def(x) est donc le même que celui 
de f{x) et de o [x ). 

On opérera sur f(x) et o{x), comme on vient de le faire sur F(.r) 
eif(x). Le degré des polynômes considérés ira toujours s'abaissant. On 
parviendra donc à une division algébrique exacte ou à un reste numé
rique. 

Dans le premier cas, le dernier diviseur employé sera le plus grand 
commun diviseur cherché. En régalant à zéro et en cherchant les ra
cines de l'équation formée, on obtiendra toutes les racines qui sont com
munes aux deux équations proposées. 

Dans le second cas, il n'y a pas de plus grand commun diviseur en x : 
les équations proposées n'ont aucune racine commune. 

Dans la pratique, on évitera les coefficients fractionnaires comme nous 
l'avons indiqué (Livre I, Ch. II), en multipliant par un facteur convena
blement choisi tous les termes du dividende considéré. On aura soin aussi 
de supprimer dans le courant de l'opération tout facteur numérique qui 
serait commun aux différents termes de l'un des restes. Comme nous 
cherchons le plus grand commun diviseur seulement par rapport à x. 
rien ne sera changé au résultat final qu'on veut trouver. 

Enfin, quand on cherche les racines communes à deux équations, il 
faut avoir soin, en général, de déterminer préalablement leurs racines 
commensurables et n'opérer que sur les équations simplifiées. 

209. Exemple : Résoudre l'équation 

(i) x* - j - <2X3 — 5xr — 8,r + 4 = o, 

sachant qu'elle a deux racines égales et de signes contraires. 
Prenons la transformée en — x : 

( 2 ) xi — 2 x'Ê — 5 x- -f- 8 x - j - 4 = o. 

Si la proposée admet les racines 4- a et — a, la transformée admettra les 
racines — a et +a, c'est-à-dire que les équations (i) et (2) doivent avoir 
deux racines communes ou un plus grand commun diviseur du second 
degré. 

On peut, sans rien changer aux conditions du problème ( Alg. élém., 130), 
remplacer les équations (1) et (2) par leur somme et leur différence. On 
a ainsi à chercher les racines communes aux deux équations plus simples 

x* — 5,r2 + j = 0 et x"' — :\x — o. 

r.fimmc les pqmiUonç (il et !•.»'"• n>' peuvent ailineUn1 la racine rommuiK; 
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x = o, on divisera simplement x* — 5.r: + 4 par x2 — 4 : 

x* — 5 x- + 4 

+ 4* ! 

— 4 
o 

On trouve pour plus grand commun diviseur x- — 4 ; en égalant à zéro 
ce plus grand commun diviseur, on obtient + 2 et —2 pour les racines 
communes demandées. Pour avoir les autres racines de l'équation (1), il 
suffira de l'abaisser au second degré en divisant son premier membre 
par x1 ~ 4. 

Théorie des racines égales. 

210. Il est essentiel, lorsqu'on opère sur des équations numériques, de 
pouvoir reconnaître si l'équation proposée a des racines égales. Et lors
que ce cas a lieu, il faut décomposer l'équation en d'autres de degré 
moindre, qui n'admettent que des racines inégales. 

211. Pour que a soit une racine multiple de Vordre n de Véquation al
gébrique F {x) = 0, il faut et il suffit que a mis à la place de x annule le 
polynôme F [x) et ses n — 1 premières dérivées. 

On peut, en effet, remplacer identiquement x par a+{x — a) et dé
velopper alors F[a+[x — a)~\ ou F(x) suivant la règle connue. C'est 
comme si, développant F(x-j-h), on remplaçait ensuite x par a et h 
par (x — a). Il viendra 

F(x) = Fla) + F'in) (x - a) + F"(a) i l ^ l + . . . 

F!"Mrti-

On voit alors que si «annule F(«), F'(n). F" in).... , jusqu'à F("~'; («), 
les termes qui resteront dans le second membre contiendront tous (x — a)": 
de sorte que F(x) sera divisible par (x — a)", c'est-à-dire admettra a 
comme racine multiple de l'ordre n. La condition énoncée est donc suffi
sante; prouvons qu'elle est nécessaire. 

Je dis qu'il est impossible que a soit racine multiple de Tordre n. si a 
annule seulement F(x) et ses p premières dérivées, p étant moindre que 
n — t. Reprenons, dans cette hypothèse, l'égalité précédente, en n'écri
vant pas dans le second membre les dérivées qui s'annulent pour x = a. 
Nous aurons 

F(x) = ...F^'Ua) - ! ± — -+F"^(a\ -i± - ^ ; •+-... 
' ' I . 2 . . .{p -f- I j 1 .2 . . . ( £> + 2 ) 

»,,,„, , • ( x — a)"' 
.. . + F'"" ( a ) - '- • 

Divisons les deux membres par (x — u)''~r'. il viendra 

[x—af^ " " i . 2 . . . ( p + i) ' K' ' \.%...[p + %) 
,, . . . i'.r — « r - " - 1 

. . . . - j - r : "' • ! 11 1 ; • 
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p étant moindre que n— i, p-+-1 est moindre que n; donc, F(.r) étant 
divisible par hypothèse par (,r —«)", le premier membre de l'égalité 
s'annulera pour x = a. Il n'en sera pas de même du second membre, 
dont tous les termes disparaîtront sauf le premier, puisque la dernière 
dérivée qui s'annule pour x = a est FW [n). On voit par là que la con
dition énoncée est à la fois suffisante et nécessaire. 

Le théorème qu'on vient de démontrer prouve évidemment que, lors
qu'un nombre est racine multiple de l'ordre n de l'équation F( . r ) = o, /'/ 
est racine multiple de l'ordre n — i par rapport h l'équation F'(.r) = o, 
puisqu'il annule V (x) et ses n — 2 premières dérivées. 

D'après cette remarque, si l'on a, en mettant seulement en évidence 
les racines égales, 

F ( x ) = (x — a)"[x — b)"{x — c'f. . . , 

on aura aussi 

F ' ( x ) = ( x — «)"-' (x — b)"-' (x — c)''-' 

Et dès lors le polynôme F ( x ) et sa dérivée F ' ( . r ) admettront les facteurs 
communs (x — «)"" ' , [r — b)p~', (x — <?)' '- ' . . . . D'ailleurs, ils ne pour
ront en admettre d'autres. Car, si le facteur x—/ entrait à la fois dans 
F (x) et F ' (x), il correspondrait à une racine double de l'équation 

F (x) = o. 

Donc, d'une manière générale, le plus grand commun diviseur de F ( x 1 
et de sa dérivée F ' ( x ) est formé de tous les facteurs premiers du pre
mier degré qui correspondent aux racines multiples de l'équation 

F ( x ) = o , 

chaque facteur premier entrant dans le plus grand commun diviseur avec 
un exposant inférieur d'une unité à l'ordre de multiplicité de la racine 
qu'il représente. 

Pour reconnaître si une équation F (x) = o a des racines égales, on 
cherchera le plus grand commun diviseur de F( . r ) et de F' (x). Si ce 
plus grand commun diviseur n'existe pas, l'équation n'admettra pas de 
racines égales. S'il existe. les racines simples de ce plus grand commun 
diviseur égalé à zéro seront racines doubles de l'équation proposée ; ses 
racines doubles seront racines triples de cette même équation; etc. 

212. Voyons maintenant comment il faut opérer pour décomposer alors 
l'équation donnée en équations de degré moindre, n'admettant plus que 
des racines inégales. 

Pour fixer les idées, nous supposerons que l'équation proposée renferme 
des racines simples dont le produit sera représenté par X, ; des racines 
doubles dont le produit sera représenté par X* (X, représentant le pro
duit des facteurs qui correspondent aux racines doubles, pris seulement 
une fois); des racines triples dont le produit sera de même représenté 
parXJ ; enfin, des racines quadruples dont le produit sera représenté par 
X *. On aura 

F ( x ) = X , X ^ X = X ] . 

Le plus grand commun diviseur D entre F(x) et F'(.r) sera (2H) 

l ) : : - X J : X ; , 
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Le plus grand commun diviseur D, entre D et sa dérivée D' sera 

D, = X,X;. 

Enfin, le plus grand commun diviseur D, entre D, et sa dérivée D', 
sera : 

D2 = X,. 

Et D, n'aura plus aucun facteur commun avec sa dérivée. 
En divisant régulièrement et successivement deux à deux les polynômes 

précédents, il viendra : 

^ i = Q = X1X !X,X„ 

^ = Q, = x3x3x4 , 

^ = Q2 = x 3 x „ 

D2 = X4. 

Opérant de même par rapport aux quotients obtenus, en y joignant la 
dernière équation D, = X4, il viendra 

0 x Q, _ x Q2 _ x D _ x 

La résolution de l'équation proposée est ainsi ramenée à celle des équa
tions plus simples et sans racines égales. 

X, = o, X, = o, X3 = o, X, = o. 

La première fait connaître les racines simples, la seconde donne les ra
cines doubles, etc. 

213. Exemple: Soit l'équation : 

F(x) = ar6 + 4.r5 — 3x'— iG.r34- i u 2 + I2,r — 9. 
On a 

F' [x) = Gx' + iox' — n x s - iê.r" + 2i:e+ 12, 

ou, en supprimant le facteur 2, 

F' (x) = oxi-\- io,r4 — 6.r3 — 24.Ï" -4- 11 x -f- 6. 

Cherchons le plus grand commun diviseur D entre F(,r) et F'(x), en 
ayant soin d'appliquer les règles connues. 

#"+ \x*— "ixi—\&x?-\- \IX2+\'ÏX— 9 1 'ixb + iox*—G.r3—i.\x''+\\.x-\-(S 
3.r°-i-i2^'5— gx'—48x3+ 33,z"-j-36.z—27 j x-\-i 

— IOJ-5-I- (j.r4+2ix:i— 11 ,r2— 6.r 

•xx"— 3^"'—24xJ-r-

6x5— 9X4—72a3-!-

—20.ï '+ï2X 3-)-

22x*-l-3o.r—27 

G6.r2-j-gox—81 

48jr—22,r—12 

—29X4—6ox3+i I4X2-Î-G8.T—93 

29.'''-(-Go r"—1 i4-f':—GS.r+gl 
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3x54- IOX 1 — 6x3— 24x ! 4- i i.r-f- (il i i j j U C o r 
Syxh-\- 290X1— 1 7 4 ^ — 6g6x 24- 319x4- 174 | 3 x 4 - 5 5 

•— i8ox '4- 342x3-|- 2o4x2— 279X 
iiox*4- i68x3— 49 2 x 2 4- 4 0 x 4 - 174 

55x s4- 84x3— 246,r2+ 2 0 x 4 - 87 
i595x'4-2436x3—7i34x24- 58ox 4-2523 

—33oox34-627ox24-374ox— 5i i5 
— 864x3— 864x24-4320x—2592 . 

x 3 4- x2— 5 x 4 - 3 

n 4 x 2 — G8x-

a 9 r 4 4 - 6 o x 3 

— 29 x3 

4 - 31 .r 
x' 

— 
+ 
+ 
+ 
— 

n 4 x 2 — 
i45x2 — 
3i x- — 

x2 — 
x2-h 

6 8 * + 9 3 
87.r 

155 # 4 - 9 3 
5 . r 4 - 3 
5x — 3 

• 5 x 4 - 3 

29 .r-

On a donc 

On en déduit 
•3. D = x 3 4 - x 2 — 5.; 

D ' = 3 x 2 4 - 2 x — 5. 

Cherchons le plus grand commun diviseur D, entre D et D'. 

3 x2 4- 2 x — 5 x? 4 - x2 — 5 x 4 - 3 
3x3 4~3x2 — 15 x 4- 9 

—2x 2 4- Sx 
4- x2 — 1 o x — 9 

3 x2—30x4-27 
— 2 1 + 5 
— 32x4-32 

3 x 2 4 - 2 x — 5 
4 - 3 x 3x4-5 

5x — 5 
+ 5 

On trouve 
D, 

D, n'ayant plus aucun facteur commun avec sa dérivée, nous devons 
nous arrêter, et nous pourrons poser 

D, X . 
viendra ensuite 

F ( x ) 
D 
D 
D, 

Par conséquent, 

= Q 

= Q> 

D, 

= X, X X, = x3 4 - : 

= X, X3 = x2 4 - 2 x -

= X., = X - I 
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On arrive donc enfin à 

F{x) = {x + i ) ( . r + 3 ) 2 ( x - i ) 3 , 

et l'équation proposée admet la racine simple — i, la racine double — 3, 
la racine triple -+-1. 

214. Remarque.—Lorsque les coefficients d'une équation sont commen-
surables, les polynômes X,, X2, X,, X4, etc., ne renferment évidemment 
que des coefficients commensurables. Donc, si l'une des racines de l'équation 
proposée est une racine multiple de l'ordre n, et si toutes les autres 
racines appartiennent à des ordres différents, la racine multiple consi
dérée sera commensurable, puisqu'elle sera donnée par une équation du 
premier degré à coefficients commensurables. 

Donc, pour qu'une racine multiple soit incommensurable, il faut qu'elle 
ne soit pas seule de son espère. 

D'après cela, toute équation à coefficients commensurables [jusqu'au 
cinquième degré inclusivement ) qui n'a pas de racines commensurables, 
n'a pas non plus de racines multiples ( sauf un seul cas ). 

En effet, supposons qu'aucun des quotients X,, X2, X3, etc., ne soit 
du premier degré. Le cas le plus simple qui puisse alors se présenter est 
celui où Ton a F (x) = X( X2 , X, et X2 étant du second degré. Mais, 
dans cette hypothèse, F (x) est du sixième degré. Nous laissons de côté 
le cas où l'on a F (x) = X'. L'équation est alors du quatrième degré, 
elle peut avoir des racines multiples incommensurables, mais son premier 
membre est un carré parfait. 

Dans la pratique, comme nous l'avons déjà dit, il faudra toujours com
mencer par la recherche des racines commensurables, et n'appliquer la 
théorie des racines égales qu'au delà du cinquième degré. 

CHAPITRE VI. 
THÉORÈME DE ROLLE. RÉSOLUTION DE L'ÉQUATION DU TROISIÈME 

DEGRÉ. 

Théorème de Rolle. 

215. Le théorème de Rolle consiste dans la remarque suivante : 
Deux racines consécutives de l'équation F ( x ) = o comprennent né

cessairement au moins une racine réelle de l'équation F' ( x ) = o. 
Soient a et b deux racines consécutives de l'équation F (x) = o. Fai

sons varier x d'une manière continue de « à b. F (x) s'annulant pour 
x = a et pour x = b, ne change pas de signe dans l'intervalle de ces 
deux racines, puisqu'elles sont consécutives; mais, partant de zéro pour 
revenir à zéro, croit d'abord en valeur absolue pour décroître ensuite. 
F (x) passe donc par un maximum absolu, c'est-à-dire que la dérivée 
F' [x) passe elle-même par zéro en changeant de signe. Ce fait peut se 
produire plusieurs fois (*), et s'il s'agit d'une équation algébrique, il se 

(*) F (.r) pouvant offrir plusieurs maximums et minimums absolus el succes
sifs, dans l'intervalle des deux racines a et b. 

I I . ?'<•> 
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produit alors un nombre impair de fois. Il en résulte immédiatement que 
la réciproque du théorème de Rolle n'est pas vraie. 

Remarques. — I. Si F' (x) s'annule pour a r = a ou pour x = b, ou pour 
ces deux valeurs à la fois, le théorème sera encore applicable. Car, par 
suite de la marche de F (,r ) , F' (x) présentera toujours des signes con
traires pour une valeur de x un peu plus grande que a et pour une 
valeur de x un peu plus petite que b: de sorte que F'(ar) = o aura 
encore une racine entre a et b. 

II. Le théorème de Rolle s'applique aux équations transcendantes aussi 
bien qu'aux équations algébriques : la seule condition, c'est que la dé
rivée F' {x) reste continue depuis x= a jusqu'à x= b. 

216. Lorsque l'équation F (.r) = o a toutes ses racines réelles, il en 
est de même de l'équation F ' ( . r ) = o, et deux racines consécutives de 
r équation F' ( x ) = o en comprennent une et une seule de F équation 
F ( . r ) = o. 

Considérons une équation de degré m dont les m racines réelles, ran
gées par ordre de grandeur croissante, soient 

a, b, c,<•/,..., h , l e , l. 

Il y a m racines et, par suite, m — i intervalles. Entre chaque groupe 
de deux racines, il tombe une. racine de l'équation dérivée (215) , mais 
une seule, sans quoi cette équation aurait plus de m — î racines. Les 
m — i racines de l'équation F' {x) = o sont donc réelles e t , si on les 
représente par la suite supposée croissante 

a', b', c'. d', ..., h', /-', 

on pourra écrire ainsi les racines de F ( x ) = o e t d e F ' ( . r ) = o, en les 
supposant toujours rangées par ordre de grandeur : 

a. a', b. b'. c, c', d, . . . , / ; , h1, h, k', l. 

Les racines extrêmes a et l peuvent être regardées comme des limites 
inférieure et supérieure des racines de F' ( x ) = o ; et, en écrivant à droite 
et à gauche de cette suite, les limites —L' e t + L des racines de F {x) —o, 
on achèvera la séparation des racines de l'équation proposée, si l'on a 
pu résoudre préalablement l'équation F' (x) = o (c'est ce qu'on pourra 
faire directement pour le troisième et le quatrième degré). 

Caractères auxquels on reconnaît la nature des racines de 
l'équation du troisième degré. 

217. On peut toujours priver l'équation du troisième degré de son se
cond terme, sans changer la nature de ses racines, et la considérer sous 
la forme 

•r + Px + "7 = ° • 

Cherchons la relation qui doit exister entre les coefficients, pour que cette 
équation ait ses trois rt/cincs réelles. 

La dérivée 3x2-t-/> = o devra avoir ses deux racines réelles (216). Le 
coefficient p devra donc cVabord être négatif. Cette condition étant sup-
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posée remplie, si a' et V sont les racines de la dérivée (en les prenant 
toujours par ordre de grandeur croissante), on aura 

V-?' *=V: 
Remarquons maintenant que si a, b, c, désignent les trois racines réelles 

de l'équation F (x) = x3 -\-px + q = o, au delà de la première racine a, 
le polynôme F {x) devra être positif; car pour x = — oo , il est négatif, 
et il le reste jusqu'à ce qu'on arrive à substituer a à la place de x. De a à 
b, F(x) restant positif et «' tombant entre a et b (216), il faut qu'on ait 

F(«')>o, ou -(yJ-P^-psJ-Z + q>0, 
ce qui revient à 

Au delà de b, F (x) devient négatif et ne change de signe qu'en pas
sant par o pour x=c. Au delà , il n'y a plus de racine, et la fonction 
reste positive jusqu'à + oo pour x = -+- oo . b' tombant entre b et c. on 
doit avoir 

F ( i ' ) < o , 

ce qui révient à 

( 2 ) 

ou fy/. 

p i /~7> -
3 V 3 ' 

7. 
a 

Les inégalités (i) et (a) ne diffèrent que par le signe du second mem
bre. Si on les élève au carré, elles conduiront à un résultat identique. 

Si q est positif, l'inégalité (i) est satisfaite d'elle-même, et l'on peut 
élever l'inégalité (2) au carré, puisque/) est négatif. 

Si q est négatif, l'inégalité (a) est satisfaite d'elle-même, et on peut 
élever l'inégalité (i) au carré, puisqu'elle a lieu entre quantités positives. 
Dans l'un et l'autre cas, il vient donc 

?)'>(;)"• « (i)'+(ï. 
ce qu'on peut encore écrire, 

4/73 + 27</2<o. 

D'ailleurs, cette dernière condition ne peut être remplie que si p est 
négatif. Ainsi, pour que F équation xs -\-px~\-q = o ait ses trois racines 
réelles, la seule condition est celle-ci : 

,3,. 
Si l'on a 

P\ ( 7 < n . 

?) + (! 
Péquation n'a qu'une seule racine réelle, de signe contraire h son dernier 
ternie. 

file://-/-px~/-q
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Si l'on a 

(?)'-©'-
féquation a deux racines égales comme nous l'avons vu (184), et la ra
cine b' de F' (x) = o se confond avec la racine double de F (x ) = o 
(si q est positif) (*). 

L'équation 
x3 -+- 8 x — i = o 

n'a qu'une racine réelle positive, parce que le coefficient du second terme 
est positif. 

L'équation 
x1 — 5 x 4- g = o 

n'a qu'une racine réelle négative, parce que la condition 

3 

!MS)">-
est satisfaite. 

L'équation 
xs — 7 1 + 2 = 0 

a ses trois racines réelles, parce que la condition 

?Mî)"<-
est satisfaite : deux des trois racines seront positives (201). 

Résolution algébrique de l'équation du troisième degré. 

218. Reprenons l'équation générale 

(1) x3+px + q = o. 

Posons 
x=y-\-z. 

Il viendra, en substituant, 

r3 + 3 j 2 z + 3jz ! 4- z3 +p [y + z ) + q = ° 
ou 

r ' + z î + ( r + z ) ( 3 / J + j ; ) + y = o. 

Les inconnues auxiliaires y et z n'étant assujetties qu'à la condition 
y+z= x. on peut poser 

(2) Syz+p = o. 

L'équation considérée devient alors 

(3) y* + z3 + q = o. 

Mais l'équation (2) et l'équation (3) font alors connaître le produit 

>••*--£ 
(*) Si q est négatif, c'est la racine a' de F ' ( x ) = 0 qui se confond avec la 

racine double de F ( i - ) = 0. 
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et la somme 

/' et z3 sont donc racines de l'équation 

P3 

ï2 + ûtf — ^— = o 
27 

[qu'on nomme la réduite de l'équation (1)]. 
On a donc 

2 y 4 27 2 Y 4 27 

Par conséquent, 

— V^v/f+ë+V^-v/f (4) x = r + z = \ / - ï + t / f + c - + V - f - Y / f + ^ -
Il est essentiel de remarquer que, puisqu'on doit avoir 

,—f. 
le produit des deux radicaux cubiques dont la somme constitue la valeur 

de x, doit être réel et égal à — '-• 

Ceci posé, nous savons qu'un radical cubique a trois valeurs et que, 
lorsqu'on connaît l'une d'elles, il suffit, pour les obtenir toutes, de la mul
tiplier par les racines cubiques de l'unité (83). 

Désignons par A et B deux valeurs des radicaux cubiques considérés, 
satisfaisant aux conditions imposées. Les valeurs de, y et de z seront [en 
désignant para l'une des racines cubiques imaginaires de l'unité (84)] 

A, B, 
Ai , Ba, 
Aa% Ba2. 

Le produit AB étant réel, les seules combinaisons qui puissent donner 
un produit réel sont 

A.B, Aa.Ba2, Aa2.Ba. 

Et, par suite, les seules valeurs admissibles pour x sont les trois va
leurs 

r = A + B, 
x = Aa + Ba2, 
x = A a2 4- Ba. 

o1 p3 

Lorsque la quantité — -+- — est < o , les radicaux cubiques de la lor-
4 ^7 

mule ( 4 ) n'ont plus de valeurs réelles. Cependant, c'est précisément dans 
ce cas que les trois racines de la proposée sont réelles (217). Ce cas s'ap
pelle le cas irréductible de l'équation du troisième degré. 

Pour débarrasser la formule des imaginaires qu'elle renferme, il faut, 
alors recourir à des séries composées d'un nombre infini de termes; de 
sorte qu'au point de vue du calcul numérique, les expressions générales 
indiquées ne sonl plus d'aucune utilité. 
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Résolution trigonométrique du cas irréductible. 

i l9 . Nous supposons que la condition -y 4- — < o est remplie. La 

quantité placée sous les radicaux du second degré de la formule 

est négative; la valeur de x se présente comme somme de deux quantités 
imaginaires. Posons alors 

11 viendra 

q <1 , P •• • 2 

- = scoss, i- - i -— = — o-sin/o. 
2 ' ' 4 27 

JC = y/p(cos-f + î'sino) + y/p (eus? — i'sin»), 

et, en appliquant la formule de Moivre (88), on pourra écrire 

3 , - / ik-K-\-o . . 2 /7T-
x = y s I COS 

3 3 
2/5 

- y p I COS 

Dans cette formule, on doit donner successivement à /' les valeurs 
o, 1, 2, et k doit recevoir la même valeur dans les deux parenthèses 

pour que le produit yz reste réel et égal à — ^ (218). 

On aura donc simplement 

Des deux 

on déduil 

d où 

Les trois 

relations 

_ 1 
2 

i d'ailleurs 

0 

valeurs de 

= 

4 

X 

x = 2 y 

p COS s , 

= p2COS2 

V-i seront 

pcos -

4 

? 

4-

et 

et 

1/iT, 

EL 
27 

r} 

• 4 - ? 

3 

= — 

: = -

COS s = 

f sin2 -f, 

— y 
2,0 

2 V p COS | ; .Z, = 2 y p COS ( 120° -+- | j , 

X, = 2 y' p COS I 24°° + ïj 

ou plus simplement, en se rappelant que deux arcs ont des cosinus égaux 
et de signes contraires ou égaux et de même signe, suivant que leur 
somme est éaale à 77 ou à 2 T. : 

2 v p cos 77 • ; ( 60" -••£)• .'-, — 2 v'p cos ( 120" — ~ ) • 
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Si la formule cosy = — - donne pour cosy une valeur négative, on 

cherche dans les tables l'arc '/ qui a le même cosinus pris positivement : 
7 est le supplément de <J. 

Quand deux racines sont égales, on trouve y = o°. 

220. Applications. 
i° Soit l'équation 

x3 — y x -f- 7 = o. 
La condition 

'+.(?)'<" 
est satisfaite. L'équation, d'après lrtnéorème de Descartes, a deux racines 
positives et une nésative. 

Nous aurons 

V 27 

CALCUL DE 6. 

log 343 = 2,5352941 

L. 27 = 2 ,568636-2 

1,io3g3o3 

iogo = o,55ig65i 

et COS'f = -
•j.o 

CALCUL 

log7 = 0 

L . 2 = I 

L.p = 7 , 

logcoso' = 1 

DE 0 . 

845og8o 

69897OO 

4480349 

992IO29 

0 ' = io° 53 '36" , 1 

= 1800 — 0 ' = 1690 6 'u3" .9 

2 = 56° 22 ' 7 » , 9 7 

tio» — 1 = 3"37'52",o3 

120° — ^ = 63°37 '52" .o3 

CALCLL DE x\. 

log 2 = o,3oio3oo 
l o g ^ = 0,1839884 

L A L C I L DE X. 

log 2 =^ o,3oio3oo 

log y~P = 0,1839884 

log cos| = 1,74338/3 I log cos ̂ 6o° — | j 1,9991272 

logx , = 0,2'284o57 

x t = 1 ,692021 

log(—x5) = o,484i456 

-r2 = — 3,048917 

CALCUL DE i" , 

log2 = o,3oio3oo 

logy/p =rO,l83g884 

l o g COS ( 120° jr j = I , 6 4 ; Ô 2 8 j 

* log xa = 0,1323467 

x. = 1,356897 

2° Partager un hémisphère en deux parties équivalentes, par un plan 
parallèle à la base. 

Désignons par x la hauteur du segment sphérique supérieur à une 
base. Son volume devra être la moitié de celui de l'hémisphère. On aura 
donc (Géom., 284). R désignant le rajon de la sphère. 
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d'où 
x3'- 31!./:3 + R3 = o. 

Pour plus de simplicité, prenons le rayon de la sphère pour unité. L'é
quation à résoudre sera 

x3 — 3.r= - j - i = o. 

Faisons disparaître le terme en x2 en posant 

d'où 
x = y+ 1. 

11 viendra 
y — 3 j — i = o. 

Cette équation a toutes ses racines réelles, puisqu'on a 

3 

3 

elle a une seule racine positive et deux racines jiégatives, d'après le 
théorème de Descaries. Comme x doit être moindre que le rayon i , 
la relation x=y-\-\ prouve qu'il est inutile de chercher la racine 
positive de l'équation en y. Et comme x ne peut être négatif, il faudra 
rejeter également la racine négative de l'équation en y qui surpassera i 
en valeur absolue. 

On a ici 

V ^ 
27 I 

= i et cos o = -27 

Il en résulte immédiatement 

•b = 6o° et ~ = 20° . 

v, = 2 y o cos -j représente la racine positive de l'équation. Des deux ra

cines négatives 

y., = — 2 y'p cos ( 6o° — 7- ) *et y3 = 2 ij/p c o s ( I 2 0 ° — o ) ' 

la première surpasse évidemment l'unité ; c'est donc la seconde seulement 
que nous chercherons. 

CALCUL DE Y... 
On a 

)-.( = acos 100" ou — y,,— 2 cos 80". 

log 2 = o,3oio3oo 

log cos 80° = 1.239670/ 

log ( — v3 ) — 1:5407002 

y. = — 0.3472963. 
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Par suite, la valeur correspondante de x est 

X ,=J 3 +I=0 ,6027037 . 

NOTA. Si l'on change le signe de yi, on a la distance du plan sécant 
au centre de la sphère. 

Résolution numérique de l'équation du troisième degré, lorsqu'elle 
n'a qu'une seule racine réelle. 

221. Reprenons la formule 

Lorsqu'on a — + ~-~> o, l'équation x3 -+- px + q = o n'admet qu'une 
27 4 

seule racine réelle, de signe contraire à son dernier terme. 
Dans ce cas, chaque radical cubique est susceptible d'une détermina

tion réelle. Soient A et B ces deux déterminations. Nous aurons (218) 
pour les trois valeurs de x 

Mais (84) 

par suite, 

x, = A + B, x, = Ait -t-Bcr, x, = A a 5 + B a . 

x, = A -+- B, x3-

A-

A + B 
2 

. ( A -
- 1 

2 

-B)»/3 

-B)v/3 
2 

On pourrait avoir recours aux transformations trigonométriques pour 
calculer ces valeurs ; mais il est bien préférable et bien plus court d'ex
traire directement les racines à l'aide des tables de logarithmes. Nous en 
donnerons un exemple. 

222. APPLICATION. — Calculer les dimensions d'un cylindre inscrit dans 
une sphère, de manière que sa surface convexe soit équivalente à la 
somme des deux calottes que ses bases déterminent. 

Désignons par R le rayon de la sphère, par x le rayon de la base du 
cylindre, par y sa demi-hauteur ou la distance de sa base au centre de la 
sphère. 

La condition du problème est exprimée par l'équation 

h,r.xy= 4~R(R — y), 
c'est-à-dire 

x r = R ( R - . r ) . 
On a de plus 

x = \/H2—y\ 
Il viendra donc par division 

R ^ - . H 
r = - / = = = - = r , dou i -+-R v' + R-> — R -= o. 

VR-—v-
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Pour plus de simplicité, prenons le rayon de la sphère pour unité. 
L'équation à résoudre sera 

(i) y+f-+y — i = o. 

Chassons le second terme en posant y = z — - , nous aurons 

3 . 'iz 34 

Pour faire disparaître les dénominateurs de cette équation, posons z = - > 

et nous trouverons finalement 

iâ -\- 6 u — 34 = o. 

j = z— - devienty = —-—, et l'on voit qu'il suffisait de poser immé
diatement cette relation pour chasser à la fois le second terme de l'équa
tion (1) et éviter les dénominateurs. 

Le coefficient du second terme de l'équation en u étant positif, cette 
équation n'admet qu'une racine réelle qui est positive. Nous nous borne
rons donc à calculer cette racine. 

On aura 

u = \ / i 7 + v'297 + Vi7— V297-

Les tables de logarithmes ordinaires donnent 

v/297 = 17,23369: 
par suite, 

u = y 34,23369 4- y' — o, 2336g. 

En opérant toujours par logarithmes, on trouve 

u = 3,247018 — o,6i5g52, 
c'est-à-dire 

11 = 2 , 6 3 1 0 6 6 . 

Il en résulte 

1 = — - — = 0,543689. 

Connaissant les valeurs réelles des deux radicaux cubiques, il serait 
facile, si la question l'exigeait, de calculer les racines imaginaires de 
l'équation en u et, par suite, les valeurs imaginaires de y. 
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CHAPITRE VII 
DÉCOMPOSITION DES FRACTIONS RATIONNELLES EN FRACTIONS 

SIMPLES. 

223. Lorsque les deux termes d'une expression fractionnaire sont des 
polynômes entiers par rapport à une même variable x, on peut, en effec
tuant leur division, remplacer l'expression considérée par un polynôme 
entier par rapport à x, augmenté d'une fraction ayant pour dénomina
teur le diviseur, et pour numérateur un polynôme de degré moindre en x 
[Alg. élém., 34). La fraction complémentaire ainsi obtenue peut être 
elle-même décomposée en fractions plus simples, quand on a pu trouver 
toutes les racines de l'équation formée en égalant son dénominateur à 
zéro. C'est ce que nous supposerons dans ce qui va suivre. 

Cas des racines inégales. 

224. Soit la fraction rationnelle 

i') F(^) 

F(x) étant du degré m, f(x) est au plus du degré m — i. La fraction 
/'( x ) 
jjr:—r est irréductible. Supposons que les racines de l'équation F(.r) = o. r (x) 
toutes inégales, soient a, b. c, ..., h. k. I. Je dis qu'on pourra mettre 
l'expression (i) sous la forme 

fix) A B C K L 
( 2 ) • ' F ( x ) x — it x — b x — c ' ' ' x — h x — / 

les numérateurs A, B, C , . . . , K, L étant des quantités constantes. 
De l'égalité supposée, on déduit 

\3) /(•*') 

Cette équation doit être identique, c'est-à-dire satisfaite pour toutes les 
valeurs de x. Remplaçons x par a. Comme onaF(fl) = o , puisque a 
est racine de l'équation F [x) = o, il viendra 

AF(x) 
x — a 

W(x) 
1- , -x — b 

C¥(x) , 
X — C 

KF{x) 
• • • + • — -

X — fi 

, LF(*) 
x — l 

Tous les termes du second membre disparaissent, sauf le premier ou la 

fraction se présente sous la forme - • D'après une règle connue 

( lo i ) , la véritable valeur de cette fraction pour x= a est ——• On 

aura donc 

I (/') — XV I a). d'où A -- :~r ' 
F'(«i 



!3 7 2 COMPLÉMENT D'ALGÈBRE. 

Un raisonnement analogue conduit aux valeurs 

B - F ( T ) ' b - F ' ( c ) ' " - ' K - F r ( I ] ' F 7 ^ ) ' 

Les valeurs obtenues sont évidemment les seules qui puissent convenir 
au développement supposé. De plus, f{x) étant du degré m — i, l'équa
tion admise se trouve par là vérifiée pour m valeurs (puisque ¥(x) = o 
est du degré m et a m racines). Cette condition entraîne l'identité com
plète de f{x) et du second membre de la relation (3) (178, II), c'est-
à-dire prouve l'exactitude de la relation (2). 

Pour calculer les numérateurs A, B, C , . . . , il suffira de former l'ex
pression 

f[x) 
F » ' 

et d'y remplacer successivement x par toutes les racines de F (x) —- o. 

22S. Les raisonnements précédents conviennent également au cas des 
racines imaginaires inégales. On peut seulement éviter les imaginaires 
dans le développement du second membre, en remarquant qu'à une 
racine imaginaire a + bi correspond toujours une racine imaginaire con
juguée a — bi. Soient A et B les numérateurs des fractions simples qui 
correspondent à ces deux racines. On aura 

A f[a+bi) B=f(a~bi)_ 
¥'(a + bi)' V'(a-bi) 

A et B seront donc des imaginaires réductibles à la forme générale 
(Livre I, Chap. vi), et qui ne différeront que par le signe de i, de sorte 
qu'on peut poser 

A = P + Qî et B = P —Qi. 
Les deux fractions 

A t B 
et —r. x — a — bi 

donneront donc en somme 
P + Qt P — Qi _ a P ( . r — a ) - i Q b 

x — a — bi x — a + bi (x — a'f-i-b2 

On voit donc qu'à un couple de racines imaginaires conjuguées du pre
mier ordre, correspond une fraction réelle de la forme 

M.r + N 
-b2 

226. Exemples 
i° Soit 

F(.r) = o donne ici 

d'où les racines 

La dérivée de F (x 1 est 

Ax 

\ .r, =-- 2 \ 

F!(,r' 
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Pour avoir les numérateurs A et B, il faudra remplacer successivement 
x par xx et par x, dans l'expression 

f(x) _ a— /j.r 

Il vient 
2 — 4^ 2 2 

A = — 2, B = — 2, d'où 

2° Soit l'expression 

x (a- — x') 

F ( x ) = o donne pour racines 

o, # = — «, x = a. 
On a 

F'(#) = a2 — x2 — ix1 = a2— 3.r2. 

Pour avoir les trois numérateurs A, B, C, il suffira donc de remplacer 

x par o, — a et +a, dans l'expression —2—^—j- Il viendra donc, 

A = ^ , B = ^ , C = — L 
a- 2a iax 

d'où 

x(a2 — x3) a?x i.a2(x-\-a) iii'{x — a) 

3° Soit encore l'expression 

x- — x-\-i 
(x+i)[x2+i)' 

F(.r) = o donne une racine réelle — i et deux racines imaginaires : 
Nous pourrons donc écrire (225) 

x-—x-\-i A B.r-j-C 
(x+i)(x2+i) x-f-i x'--\-\ 

Le plus simple, pour déterminer les coefBcients A, B, C, est alors 
d'employer la Méthode des coefficients indéterminés. Nous avons dé
montré (224) l'identité des deux membres de la relation posée. Par con
séquent , si l'on chasse les dénominateurs, les mêmes puissances de x de
vront avoir, dans les deux membres, les mêmes coefficients, sans quoi 
l'équation ne serait pas [satisfaite pour toutes les valeurs possibles de .r. 

Il viendra 

i ! - i + i = A ( j ; ! + i ) + ( B ^ + C ) ( . r + 1 ) . 

En faisant d'abord 

x = — i . on trouvera A = - : 
2 

puis. en égalant les coefficients de x2 et de x dans les deux membres, on 
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trouvera 

i = A + B, - i = B + C : d'où B = C = 

Donc 
x'1 — x + i 3 x-\-i 

(x + i) (x'2-j-i) i(x-\-i) I[X- + Ï) 

Cas des racines égales. 

227. Lorsque F [x) = o donne des racines multiples, la décomposition 
indiquée précédemment (224) n'est plus possible. Car a étant une racine 

multiple (211), l'expression A = ~ / , donne pour Aune valeur infinie. 

Admettons que a soit une racine multiple de l'ordre n ( réelle ou ima
ginaire). On pourra poser 

F(x) = (x-af.Fl(x). 

F (x) étant du degré m,F,(x) sera du degré m —«. Remplaçons, dans 
f(x) et dans F, (x), x par«-+-(.r — a). Il viendra, en considérant (x — a) 
comme un accroissement, 

f(x)=f(a)+f(a)(x-a)+£^ (x-ay+ ... , 

Fl(x) = Fl(a) + F\(a)(x-a) + ¥-^ (x-af + . . . . 

Nous pourrons diviser /(,r)par F, (x) en regardant (x—a) comme la quan
tité ordonnatrice. Le premier terme du quotient sera constant et égal à 

ri \ 

•' , • Nous le désignerons par A0. Le reste correspondant à ce premier 

terme ne renfermera plus de terme constant. On poursuivra la division 
jusqu'à ce qu'où arrive au quotient au terme de degré n — i par rapport 
à (x — a). Tous les termes du reste contiendront alors (x — a)"en facteur. 
On pourra donc écrire l'identité suivante qui résulte de toute division : 

0 R 

f\x) = [A0+A,i>—«)+A;(,r- aY+...\ll_l(x—a)"-'] F, (.r) + (x—a)"ft (x). 

Le dividende f(x) est du degré»; —i, le diviseur F, (x) du degré m—n. 
et le quotient du degré n — i. 

Le produit du diviseur par le quotient sera donc du degré m — i. Il en 
résulte que le reste sera au plus du degré m—i. Dès lors le polynôme 
/ , (x) est au plus du degré m — n — i. D'ailleurs, les polynômes/, (x) et 
F, (x) sont premiers entre eux; car s'ils admettaient un facteur commun, 

la fraction ;,-',—', ne serait plus irréductible. 
b (x) 

Ceci posé, divisons par F(.r) ou par (x— «)"F, (x) les deux membres 
de l'égalité précédente. Il viendra 

f(x) __ A„ A, A, _ A„_, / ( . n 
F(x) (x — a)" (,r —/Y)""' (X — a'f~'' r — a F, ( x ) 

Ainsi, la racine multiple de l'ordre « représentée par le facteur ( r —</," 
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donne lieu à n fractions simples dont les dénominateurs sont (x— a)", 
(x—a)"-',..., jusqu'à x — a, et dont les numérateurs sont les coefficients 
du quotient trouvé en divisant f(x) par F, (x), comme on l'a indiqué. 

Il reste à décomposer, en suivant la même marche, une fraction irré-
f (x) 

ductible'TT-î—-•, dont le dénominateur est du degré m — n et le numéra-
¥t(x) 

teur du degré m — n — i . 
Si F, (x) = o renferme encore une racine multiple d'ordre p , et si b 

désigne cette racine, on aura 

/ ,(*)_ B B, B_, y » 
¥,(x) (x—b)'~t~(x — b Y - ' x — b^' F , ( . r ) ' 

f lx) 
k2-4—' représentant une fraction irréductible dont le dénominateur sera 
r 2 ( x ) 
de degré m — n—p, et le numérateur de degré m — n—p — \. 

Supposons que F, ( x ) = o ne renferme plus que des racines simples 
r, d,..., /, on pourra poser (224) 

/ , ( * ) _ C , D + , _ L 
F, (x) x — c x — <l x. — / 

et la décomposition de ~rh4 se trouvera terminée. 
¥ { x ) 

228. Il faut prouver maintenant que cette décomposition n'est possible 
que d'une seule manière. Supposons deux décompositions différentes pos
sibles. Les deux formes obtenues devront donner des résultats égaux, 
quelle que soit la valeur attribuée kx. On aura donc, par exemple, 

A„ . A, . . B„ + B, 
(x — a)" (x—a)"-' '" (x—b)p (x — bf'' 

A'„ A', B'n , B', 
(x — a)" (x — a)"'-' ' ' " (x — b)<" (x — bf-' 

Supposons n différent de «' et plus grand. Si l'on multiplie les deux 
membres de l'égalité par (x — a)", et si l'on fait ensuite x= a. le pre
mier membre se réduit évidemment à A„; le second s'annule, à moins 
qu'un des dénominateurs ne soit égal à (x — «)". Il faut donc que (x—a)"' 
soit égal à (x—a)", c'est-à-dire qu'on ait n'= n. On trouve alors A0=A'0 . 

On pourra supprimer les deux fractions égales , * " .„ dans les deux 

membres et, en répétant le même raisonnement pour les restes corres
pondants, on prouvera que les fractions simples qui composent les deux 
développements sont identiques. 

229. Il nous reste, pour achever le sujet considéré, à examiner spécia
lement le cas des racines imaginaires multiples. 

Si F (x) — o admet une racine imaginaire n - f bi d'ordre «, il admet
tra aussi une racine imaginaire conjuguée a— bi d'ordre n (ou le diviseur 
réel du second degré (x — af-\- P, pris n fois comme facteur). Les deux 
racines conjuguées, si elles étaient simples, conduiraient dans le dévelop-
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pement (225) à une fraction de la forme. 

Mx + N 
(x — a'f+b2' 

Je dis qu'étant de l'ordre n, elles donneront dans le développement n 
fractions de la forme 

M„.r+N0 M, x + N, , , M„_,x + N„_, _ 
î " ' "' 1 \(x — af + Vf lix-a)- + b'y~'^ "•^(x-af + b" 

de sorte que le développement ne sera embarrassé d'aucune expression 
imaginaire. 

Posons 
F(x) = [(x - af •+- b2]" . F,(.r). 

Cherchons à déterminer les constantes M„ et N0 par la condition que le 
polynôme 

/ ( J . ) - ( M i . r + N0)F1(*) 

soit divisible par (x — aY + b2. On pourra alors, en effet, poser 

/ ( * ) - ( M , * + N , ) . F, (*) = [ ( * - « ) ' + i ' ] ? ( * ) , 
d'où 

f(x) M0^ + Ne o{x) 
(î 

F(.r) [{x — a)2 + b2]"^[(x~af + b2f-' .F, (x) 

Pour exprimer la condition de divisibilité indiquée, il suffit d'écrire que 
le polynôme 

/ ( x ) - ( M 0 * + N 0 ) . F , ( x ) 

s'annule pour x= a + bi et pour x = a— bi. Supposons que, pour ces 
deux valeurs, /(x) devienne A + B / et A —Bi; que, de même, F,(.r) 
devienne alors C + D ; et C — Di. Nous aurons les deux équations 

(A + B;) - [M0 [a + bi) + N„] [ C + D i ] = o, 
( A - B O - [ M „ ( « - W ) + N 0 ] [ C - D / ] = o . 

Par suite, en égalant séparément à zéro la partie réelle et le coefficient 
de ;', il viendra (les deux parties réelles étant identiques et les coeffi
cients de i ne différant que par le signe dans les deux équations ) : 

(èD — f l C j M 0 - C N 0 = - A , 
(6C + aD)M0 + DN„=B. 

Ces équations sont du premier degré en M0 et en N0. Le dénominateur 
commun des valeurs des deux inconnues b (C2 + D2) ne peut pas être 
nul: car si b était nul, les racines imaginaires n'existeraient pas; et si la 
somme C24- D2 était nulle, le polynôme F, (x) devenant o pour x—a±bi, 
admettrait encore le diviseur (x — af + b2. Les équations précédentes 
donneront donc toujours des valeurs réelles, finies et déterminées, pour 
les inconnues M0 etN0. 

La possibilité et l'exactitude de la transformation ( î ) étant établie, on 
pourra de même poser l'expression 

y (x) M, x + N, -^[x] 
[( . r-n)2 + è2J"-,.F,{.r) ~ [[.r—nf + h1]'-1 + [(x—nY + ù2]-'. F,(,r) ' 
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et continuer ainsi, jusqu'à ce qu'on ait épuisé tous les facteurs 

[[.x-aY + Pf, [{.r-ay+b*]»-',..., (x-aY + b2. 

Dans la pratique, il sera préférable de calculer les coefficients M0, N0, 
M,. N,, etc., on ayant recours à la Méthode des cnejficients: indéterminés. 

230. En résumé, étant donnée l'expression 

fix) 
F i x ] ' 

si, ayant égard aux racines réelles et aux racines imaginaires deF(.r} = o. 
on a 

F (x) = i.r — a)" (.r — bY . . . [f.r — y. l' + S5]"' [(.r — 7 ' )2-|- S'y. . . . 

on pourra toujours poser : 

/ ( * ) _ . . _ A. 4 A, A„_, 
F (.r) (x—a)" (x—a)" ' " ' ' x — « 

, B. , B, ' ^ _ B , ^ 
' ! i - i | f l " l x — b i''-1 ! .r — b 

M0.r+X„ , M,.r+N, , M„, _,.r+N„, _, 

P„x + Q0 , P ,* + Q, , . P , , _,*+<?.,_, 
[ ( x - 7 ) 2 + o=p' [ ( . r ~ 7 ) 2 + o 3 p ' - ' ' • • (x-yy + S-> 

231. Exemples : 
i° Soit 

f (x) 5x'—13 .r;3 4- 14 x~—5x + 3 
F(.r) ~ (.r— i f ( . r + r | i 

On aura (227) 

f(x) -K A A, t B C 
F' ( x ) ( .r — i )3 ( .r — i y x — i x -\- \ x 

Kn ordonnant par rapport aux puissances croissantes de r, on a ici : 

/ ( x ) = 3 — 5x 4- 14x"- — 13.r3 4- 5x*. 
F, ( x ) = (.?- 4- i ) x = x 4- .r". 

c'est-à-dire 

/ r H - ( . r - ! ) ] = / ( ! ) + / ' ( i ) ( . r - i ) + - - Ç ^ ( . r - ! ) ' + ..... 

F l[i + (.r--i)] = F 1 ( i ) 4 - F ^ ( i ) ( x - i ) 4 - ^ ^ ( . r - i ) \ 

Comme il s'agit d'une racine triple, le quotient def(x) par F, (.r) devra 
être du second degré en [x — i), et il sera inutile dans la division d'écrire 
les termes qui contiennent ( x — i ) à une puissance supérieure à la se
conde. Pour plus de rapidité, nous remplacerons dans le calcul (x — i) 

i l . 3 7 



5 j 8 COMPLÉMENT DALdi.BRE. 

par X. On trouve 

/111 = 4. / i r ) = 4. -—i-L. -• ., 
' " ' ' 1 .2 

F" ( î i 
F,(i) = a, F , ( i ) = 3 , i - i i i i= - : i . 

1.9. 

Par suite, il faudra effectuer cette division: 

2 4- 3X + X ' 4 4 - 4 X 4 - 5 X : ! + . . 
- 6 X - 2 X 2 

" - Î X + 3 X ' . . . 

4 - 3 X 2 . . . 

2 - X 4 - 3 X V 

6 X 2 . . . 

Le quotient étant de la forme A„ 4 - A, X 4- A, X'-'. on aura en identifiant 

A„= a ; A, = - 1, A, = 3 . 

Pour déterminer B et C. nous nous servirons de l'expression =4;—\ (224*. 
r 1 .r ) -

c'est-à-dire 
5 x' — 13 ,r3 4 - 14 x2 — 5 x 4 - 3 

3 ( x — 1 )' ( x 4 -1 ) x + ( x — 1 );l x 4- ( x — i )•' ( ,r 4-1 ) 

En y faisant successivement x = — 1 et x = o, nous, trouverons 

B = , _ = o , L = — = - , . 

Par conséquent 

) x* — 13 ,cJ 4- i$x* — 5 x -+- 3 2 1 
'x— 1 P i x 4 - 1 "l x ' .»•—i):i (.r— ip 

3 5 3 

.c — 1 x - j - 1 ,r 

NOTA. S'il y avait eu une autre racine multiple, on aurait répété un 
calcul analogue, car on peut toujours supposer que la décomposition 
commence au facteur qu'on est amené à considérer. 

2" Soit 

/(•*•) = j 

F( .r i .*•(./.• 4- 1 i ( x~-r- 1 )" 

(in a dans ce cas deux racines réelles simples et deux racines imaginaires 
conjuguées doubles. On posera donc 

1 A , B JM„.r -i-X,, M, . r4 -N , 

.r ( x -+• 1 ) ( •''" 4 - 1 )* x x 4 - 1 ( x- -+- 1 )-

Pour déterminer les six inconnues A, B, M„, X(l, àf,, NL. nous aurons 
recours à la Méthode des coefficients indéterminés. 

Si nous chassons les dénominateurs, nous aurons identiquement 

1 = Ai.r + m , r 4 i f ^ B . r ! 1 - - J - I r-+- ( }Ja-'- -r- N01 xy x 4-1 ! 
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Si l'on suppose successivement x — o et x = — i, il vient 

A = i et B=-.-~ 
4 

Égalons maintenant les coefficients des quatre premières puissances de x 
dans les deux membres (en supposant qu'on ordonne suivant les puis
sances décroissantes de x), puisqu'il ne reste plus que quatre inconnues. 
Nous trouverons 

A-t-B + M, = o, 
aA + ^B + M. + M. + N, = 

On en déduit immédiatement 

„ = -? . .... 
On arrive donc enfin à 

i i 

= 0 , 

i 

" 4 ' 

! 

A + M , + N , = 0, 
2A+N„ + MÙ + M, + N, = . 

M „ = - - , N „ = - - -

[ x + i 3.r + i 
: (x + 1) {x'2 + i\2 x 4 ( . r + i ) '2i.r24-i)'-' 4(,r

2 + i) 

- Retour aux fonctions primitives. 

232. Le but principal qu'on se propose en décomposant les fractions 
rationnelles, c'est de remonter à leurs fonctions primitives (Livre II, 
Chap. rvj. 

Nous ne pouvons que donner quelques exemples. 

i° Soit l'expression — — — Nous avons trouvé (226, i") 
xr — x — 2 ' 

2 — 4 X 2 2 

X~ — X — 2 X 2 X -f- l 

La fonction primitive est évidemment 

•i\os,{x — 2) 2*log(.r+0 

- — r 
log<" loge 

Clogr 
log I ,r- — x -

C'est ce qu'on aurait d'ailleurs trouvé directement, dans ce cas simple, 

en mettant l'expression proposée sous la forme ——: ; et en re

marquant que s x - i représente la dérivée du dénominateur x2 — x~ 1. 

2° Soit, l'expression 

3 x- — - x -j- 6 •>. 1 3 
ix — i<J j x— II'' j ,•/• — i j x — 1 

La fonction primitive sera 1 159,161 ) : 

•2 1 t 31og(.j; — i) 

— 2 Ix — 1)- — (x — 1) ' ioïe 
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c'est-à-dire 
i i 3 log [x — 1) 

(x —i) : x — i log '̂ 

3" Soit enfin l'expression (226, 3°) 

x1 — x + 1 3 x + i 

• ( ' , . 

(,r + i ) ( r + i) 2|.r + i) 2(.ir + i) 

On peut mettre la seconde fraction sous la forme suivante, en laissant 

de côté le facteur : 

2 x1 + 1 , r -+ i 

Il faut alors chercher la fonction primitive de l'expression 

3 i i 2,r I I 

2 X + 1 4 .r" + 1 2 1 + X~ 

On trouve facilement (161 ) 

3 1og(.r + i) i l o g ( . r J + i i i 
° arctang.r + C. 

D'une manière générale, pour avoir la fonction primitive d'une fraction 
simple correspondant à deux racines imaginaires conjuguées, c'est-à-dire 
, ,. • M.r + N ,,, .. ., 

de 1 expression - , on 1 écrit comme il suit : 
1 (x — «)--(- ù-

i 

M %(x — ft) Mtf + N 7> 
•>. ( x — II l •lr^ I, 

et l'on a immédiatement pour fonction primitive 

M , r, ,, , , , , M« + N , [x—a\ 
—, 102 |( .r — a Y + (>' H , — arc tang — ;— + (,. 
•2 loir r ' ' /' \ b ] 

QUESTIONS PROPOSÉES. 

i" Résoudre l'équation du troisième degré, sachant que l'une des racines 
est égale à la somme des deux autres, et trouver la relation qui existe 
alors entre les coefficients de l'équation. 

2° Résoudre l'équation du troisième degré, connaissant la somme ou le 
produit de deux racmes, et trouver la relation qui existe alors entre les 
coefficients de l'équation. 

3° Déterminer la relation qui existe entre les coefficients de l'équation 
du quatrième degré, lorsque ses racines forment une proportion dont la 
raison est donnée, et trouver les expressions des racines. 

4" Déterminer la relation qui existe entre les coefficients de l'équation 
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du troisième degré, lorsqu'une des racines est moyenne proportionnelle 
entre les deux autres. 

5° Résoudre l'équation du quatrième degré, connaissant le produit de 
deux racines. 

6° Chercher un nombre de trois chiffres, sachant que le produit des 
trois chiffres est 54, que le chiffre du milieu est le sixième de la somme 
des deux autres, et qu'en soustrayant 5g4 du nombre demandé, on ob
tient les mêmes chiffres en ordre inverse. — (920.) 

7° Quelle est la base du système de numération dans lequel le nom
bre 538 est exprimé par les caractères 4ia3? — ( 5. ) 

/ 2 \ x*— 5 x" 4-3x^-3 
8° Résoudre l'équation 8 1-1 = 120 (l'unedes racines 

est égale à 2). 
9U Résoudre l'équation 

6x* — ig.r3 + 28a;" — 18 J' + 4 = 0. 

( Deux des racines sont - et 4- I 
V 2 3 7 

io° Partager un triangle par une droite parallèle à sa base., de manière 
que le triangle tournant autour de cette base, le volume engendré par le 
trapèze ainsi déterminé soit la moitié du volume total.— (La distance de 
la parallèle à la base est la moitié de la hauteur du triangle.) 

i i ° Montrer qu'on peut trouver les racines commensurables d'une 

équation, sans les ramener à être entières. Si 7 est une des racines réduite 

à sa plus simple expression, le numérateur a est un diviseur du dernier 
terme, le dénominateur b est un diviseur du coefficient du premier terme. 

ci-
Prouver qu'on peut vérifier que T est racine, par des essais analogues à 

ceux qu'on a appliqués aux racines entières. 

12° Trouver les valeurs entières de x et de y qui vérifient les deux 
équations 

jJ _|_ yl _ ^gg^ xi_J_yJ,= 19932. 

i3° Appliquer la théorie des racines égales aux équations suivantes: 

x' — jx"J-\- i&x— 16= o, [ ( i - f î ) [x— a)3] 
ts — îax" -\- 53.r6 — ga.c5 — gx* -\--IIIX3 •— i53.r- — 108.3: + 108 = o, 

[{x-i)(x-if(x+iY(x^3f}-

Jc' — Qj? — 4-r3 + 9'£2+ I 2 X + 4 = °: [(•£ — 2)" (.l'-i- l)*]. 

i4° Déterminer les dimensions d'un cylindre ou d'un cône circulaire 
droit dont on donne le volume et la surface totale. 

i5° Déterminer les arêtes d'un parallélipipède rectangle, connaissant 
son volume, sa surface et sa diagonale. 

160 Déterminer les côtés d'un triangle rectangle, connaissant la somme 
des côtés de l'angle droit, et le volume engendré par le triangle en tour 
nant autour de son hypoténuse. 
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0 Résoudre l'équation x'1 — 5,r— 3 = <>. 

(xt = -2,490862, . r , = — 1,834245, .''•'., = — o,6566i(>(). 

0 Résoudre l'équation x1 — 4 « e + i = o. 

(,r, = 1,860807. x„ = — 2,114907, ,r, — 0,264101 1. 

0 Décomposer en fractions simples les expressions suivantes 

•:3 -+- x' — 8 x — 4 ' \* > 20 ' 4 

.r6 — 6 . r ' + i u ' ' — 20 ,r' -4- 21 x: — i 3 . r + - 4 
[a? - j - i )'' {.>: — •2)'-. x 

8 . r 5 + idx'' -f- 107 .r; + i43 . / ' -+ 114.r + 7° 
j x + 1 )•' t x - j - 7 ) 

i A „ ^ 5 , A , ^ o , A, - 3 , A, :•--<>, A,-• 1. B - -7 . ' 
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LIVRE QUATRIÈME. 
RÉSOLUTION NUMÉRIQUE DES ÉQUATIONS. 

CHAPITRE PREMIER. 
NOTIONS SUR LA THÉORIE DES DIFFÉRENCES. 

Définitions. 

233. Considérons une suite de nombres 

(') .»o ' . r , , r.,, r : i, .... rra_,, r,„; 

si l'on retranche chacun d'eux de celui qui le suit, on obtiendra une nou
velle suite 

y.— „>o> r 2 — j \ , .>;,—.>•„,-.., „>'„,—/„,-!• 

Les termes de cette nouvelle suite s'appellent les différences des termes 
de la première. r , — j 0 est la différence de r0 ; r ,— y\ est la différence 
de rt ; •••;>"„—/,„_, est la différence de .)„,_,. 

Pour désigner les différences, nous nous servirons du signe A: \r„,^ 
désignera la différence/,,,—_>-,„_,. Par conséquent, les différences des termes 
de la suite (i) formeront la suite (2) : 

( 2 ) A / o i AJ>",, \r2- •••> \r„,-r 

La suite (2) « un terme de moins que la suite (1). 
On peut faire, pour les termes de la suite (2), ce qu'on vient de faire 

pour les termes de la suite (1). On formera ainsi les dijjérenccs des diffé
rences premières ou les différences secondes des termes de la suite (1). 
Les différences secondes seront : 

A r, — Aj u , \r,— \y\,... : A/,„_, — A > „,_,• 

On désigne les différences secondes par le signe A2; ces différences 
forment donc la suite ( 3 ) : 

(3) A- j ; , A2/ , , A2r,„_,. 

La suite (3) contient un ter/ne de moins que la suite (2) . 
En prenant les différences premières des différences secondes, on for

mera les différences troisièmes des termes de la première suite, et ces 
différences auront pour symbole A;i. 

On peut continuer de la même manière, et former les dijjérenccs qua
trièmes, cinquièmes,.. .. dont les symboles seront A*. A ' , . . . J chaque 
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nouvelle suite, le nombre des termes diminue d'une unité ; de sorte ijue, 
si la première suite renferme m 4 - i quantités, la m""" renfermera i seule 
quantité et ne donnera plus lieu à aucune différence. 

234. On peut écrire les suites formées par les quantités proposées et 
leurs différences des divers ordres, en colonnes verticales, comme l'indi
que le tableau suivant : 

_1„ 

.r, 
y., 

.n 
y\ 
?\ 

Ar„ 
An 
A i'„ 

Vu 
A.n 

A'.v, 
A\r, 
AV., 

A=v, 

Aln 
A 3 j , 

V ; 

A\r» 
A 4 r , 

ASr„ 

Pour le former, il faut, par définition, retrancher chaque nombre de 
celui qui le suit, et écrire le résultat obtenu à droite du nombre soustrait. 

Il en résulte que, réciproquement, chaque nombre du tableau est égala 
celui qui le précède verticalement, augmenté du nombre placé à la droite 
de ce précédent. 

D'après cela, supposons qu'on veuille former le tableau des différences 
des sept nombres 

IO, i4, a i , 33, 41 , 5 j . 63; 
On aura : 

As 

3 a 

— 5i 

A" 

— 83 

A 

4 
7 

1 2 

8 

i < > 

G 

A2 

3 

3 

— 4 
8 

— IO 

A3 

a 

- 9 
i a 

—18 

A4 

— 1 1 

•21 

— 3 o 

Si l'on donne, au contraire, le nombre io et ses six premières différen
ces 4, 3. a, — H , 32, — 83 , on opérera par voie d'addition , en disant: 
— 83 + 3'2— — 5 i , 3a — 1 1 = 2 1 , — U + Î ™ — 9, a + 3 = 5. 
3 - 4 - 4 = 7 , 4 + 1 o = i{ et l'on reformera ainsi la seconde ligne 
horizontale du tableau. Pour reformer la troisième ligne horizontale, on 
opérera de la même manière sur la seconde ligne. 

On aura : — 5i-(- ai —00, aj - 9 - 12. - -<vj - 5 - - 4. 5-4 7---12, 
7 4-14 ~ ai ; etc. 
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Formules symboliques. 

235. Supposons d'abord qu'on donne les m -\-1 nombres u^, «,, «,, ui,...,um 

( c'est-à-dire la première colonne verticale du tableau indiqué au n" 231), 
et qu'on demande de trouver Fexpression algébrique du terme général 
A";;0 (c'est-à-dire un terme quelconque de la première colonne horizontale 
du même tableau). 

On a, par définition, 

A«0 = «1 — »0 , A K ^ K , - « n lu.j—u^ — «.,...., 

AJ«0 = AH, — AH, = ;;., — 2«, + H,, AJ«, = A», — Ai/, = u. — •xu.,-i-u , 

A3 u0 = A2
 H, — A3 «„ = us — 3 n., + 3», — a0, 

Dans les seconds membres des égalités obtenues, l'indice de u décroit 
d'une unité d'un terme au suivant. De plus, on reconnaît facilement dans 
ces seconds membres les coefncients du développement de la puissance 
d'un binôme [x — a). Pour A1';/,,, on a les coefficients d'un carré; pour 
A3«0, les coefficients d'un cube. Il faut prouver que la loi est générale. 

Admettons donc qu'elle soit vraie pour A''»0, et prouvons qu'elle l'est 
encore pour Ap~'//0. 

D'après l'hypothèse, on a 

( i) A"«,=ur - c> v > + e s v , - • • •+c£_. v . - ± c * v . • • •± u»• 
Cette relation étant admise pour les p-+-1 nombres quelconques 

u0, «,, « 2 , . . . , up, sera également vraie pour la suite «,, u.it «3 J . . .,«f+1. 
On aura donc, en forçant tous les indices d'une unité : 

{••») *"«, = V . - Cf^ + Cîff,., - . . . ± C f , V l _ „ . . . ± « , . 

Mais, par définition, 
A"-'«0 = A."«,-A"«S. 

En retranchant membre à membre les égalités in et m , il viendra donc 

— i 

•c; V l - . . . ± c ; 
- C M i C ' 

Nous savons d'ailleurs ( 01 ) qu'on a d'une manière générale 

c;;' = c;;'-'4-C;;r,'-
On peut donc écrire 

^' "o=«P+, - cr1 «, -H cr1 « ,_ , - . . . ± t r ' V H - • • • =F «„• 
Ainsi, la loi existant pour Ai'«0, existe, encore nécessairement pour 

A'"'«„; ayant été établie directement pour A-'«0 et AV(I, elle est vraie 
pour A*«0, ASH(I, etc. 

On peut écrire la formule qu'on vient de démontrer, savoir 

n t» " il {il— i l 
i i> • A «„ - «,. » , -f : li ..•-.. .ziz il.. 
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sous la l'orme symbolique 
A" u0 = ; u —• i j " ; 

en convenant de remplacer dans le développement les exposants de u par 
les indices correspondants, et le dernier terme i par uu. 

Si l'on donne comme précédemment (234) les sept nombres 10. 14, 21. 
33, 4 ' , 37 ,63 , on aura directement 

As. 10 —- 37 — 5 . 4 i + 10.33 — 10.21 - i -5 . '.4 — 10 — \>.. 

236. Supposons, au contraire, qu'on donne le nombre uo ainsi que ses ni 
différences successives A u0, A'2 «„, A= it0, . . .. A"' n0 ( c'est-à-dire la première 
ligne horizontale du tableau indiqué au n" 23 i ) , et qu'on demande de 
trouver l'expression du terme général itn 1 c'est-à-dire un ternie quelcon
que de la première ligne verticale du même tableau 1. 

On a, par définition. 

11., = il, -4-AK, =-• i/a -j-2A«0-i-A-«0 , lie. = A«, + A 2 / / , . . . . , 

u. = u., -+- A u., = «„ -f- 3 A ;/0 - j - 3 A'J «u -f- A ; t/a 

Dans les seconds membres des égalités obtenues, l'indice de A croit 
d'une unité d'un terme au suivant. De plus, on reconnaît facilement dans 
ces seconds membres les coefficients du développement de la puissance 
d'un binôme {j: + a). Pour u.,. on a les coefficients d'un carré; pour u,. 
les coefficients d'un cube. Il faut prouver que la loi est générale. 

Admettons qu'elle soit vraie pour u , et prouvons qu'elle l'est encore 

D'après l'hypothèse, on a 

-+- c;;__, A» - ' ,,„ + q; Y » „ + . . . + y •<„. 

Cette relation étant admise pour 11 {> et les p différences successives 
Aa,,, A2«0, A'»u, . . . . Ap«0, sera également vraie pour la suite A;?„, A2«0, 
A'«0, A* «0 -^""''v On aura donc, en forçant d'une unité tous les 
indices du signe A, 

\J A up := A «„ -+- G; A- u,, + G; A3 «„ + ...-+- c;;_, y u„ + . •y^ ' u. 

Mais, par définition. 

«„,. = "/.+ •*«(.• 

En ajoutant membre a membre les égalités (11 et 12), il viendra donc 

l i > 

u, , .- n„ + ci; 1 A^-i-G: • A-//,,—. . . T - C ; A"« + . . .A''---'«„ 

+ ' | + G/j + 0;. 

En renipiaçant alors, d'une manien' générale v t>î i, G -i-G , par l'.j)' 
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il \iendra 

„II+I = «„+ CfH A «0 -f c:+l A2 « u + . . . + c ; ; + ' A" « „ + . . . + A " ; • ^. 

Ainsi, la loi existant pour up. existe encore nécessairement pour up . : 
ayant été établie directement pour u., et u,, elle est vraie pour» , , »,, etc. 

On peut écrire la formule qu'on vient de démontrer, savoir 

n 11 in — 1 '1 ., 
(N'I "„ = »„H i » , + — -A-«„ 4 - . . . + A"«0. 

sous la forme symbolique 

en convenant d'effectuer le développement, comme si le signe A était une 
quantité, et en regardant les exposants trouvés comme les indices de A 
par rapport à «„. 

Supposons, par exemple, qu'on donne (23-i) le nombre 10 et ses si* 
différences successives 4, 3, a, — 11. 32, — 8 3 ; on aura directement 

H 5 =.- i o + 5 . 4 + I 0 . 3 - T - 1 0 . 2 + 3. (— 11 j -f- 3a = 37 . 

Différences des fonctions entières. 

~2'<î~. Etant donne un polynôme de degré m, entier par rapport à .r, si 
/"o/i y substitue une suite de nombres en progression arithmétique, la série 
des différences de Fordre ni des résultats obtenus sera représentée par 
une constante. 

Nous désignerons par v, pour plus de simplicité, le polynôme donne 
F (•'-), et nous aurons 

,r = FU'j = A„,r '"+ A,.i-"'-'4-A,.r'"-L 4 - . . . + A,„_,J ; +A ,„ . 

Substituons à la place de x les valeurs 

•ro 1 •''» -+- h • J'(. H- a A , . . . , .r„ -f- nh. 

h est une constante, raison de la progression dont le point départ .r„ est 
complètement arbitraire. On obtiendra pour .ries valeurs correspondantes 

fii .;>„, .'',, y..,..., yn. 

Ces valeurs sont des polynômes de degré m, entiers par rapport à •>•„, et 
dont les coefficients sont fonction de h (sauf pour r„). 

On aura (113) 

A.v, = r, — yn = Ff.r, 4 - h) — F î,rn 1 

i v - / ..<• h~ . . ,-. / '"' 
-•- F I -r 1 // 4 - F • ( .i- i h • • • + I" 1 •'',, 1 • 

• r . •>. [ . • ! . . .1/1 

F'(.r„i est du degré [m -- 1) en •> (J, F'i.-v; du degré \ut--j.), etc. Cette, 
relation pimue donc que A_r„ est du degré (/// —1) p;ir rapport à .>•„, et 
que ses coefficients dépendent tous de //. Il eu sera de même pour A 1^ 
•i '",, Ai;.. . . . car toutes ses différences premières se déduisent succès-

file:///iendra
file:///ut--j
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sivement les unes des autres par le changement de .*•„ en *r0-t- h {*). de 
sorte que leur degré par rapport à .'•„ ne change pas. Ainsi, en passant 
de la série ( i ) à la série ( 2 ). 

le degré s'abaisse d'une unité. 
Mais la loi qui régit les différences premières par rapport aux quantités 

qui leur ont donné naissance, régit nécessairement les différences secondes 
par rapport aux différences premières. La suite 

sera donc formée de polynômes de degré {m —2) par rapport à xa, et 
dont tous les coefficients dépendront de h, et même de h2. En effet, nous 
venons de voir que, dans la différence première A/0 , on pouvait mettre 
h en facteur commun. Si le polynôme r„ = F(x0) avait lui-même pré
senté cette particularité, h se serait encore retrouvé dans les dérivées 
successives F'(x0), F " ( J 0 ) , . . . , et A ra aurait présenté le facteur com
mun /r. Or la condition indiquée étant précisément remplie par A/0, tous 
les termes de A'2 j 0 , et de même tous ceux de AJ vi: A2r„, etc., contien
dront /r. 

En continuant le même raisonnement, ou plutôt, en appliquant la loi 
trouvée de proche en proche, on voit que, lorsqu'on sera arrivé aux dif
férences m'""", le degré par rapport à x0 se sera abaissé de m unités, c'est-
à-dire sera devenu zéro. Les différences m"'"", ne contenant pas x0, se 
réduisent donc à une quantité constante qui, d'après ce qui précède, ren
ferme nécessairement le facteur h'". 

Le premier terme de Ar0 est le premier terme de F'(.r„). multiplié 
par h. ou 

ni A0.r'u"~' h. 

Le premier terme de A->0 s'obtiendra donc en prenant la dérivée du pre
mier terme de Ar0, et en multipliant le résultat obtenu par //, ce qui 
donnera 

m 1 m — 1 ) A„ .rj'"- li'. 

Le premier terme de i S ; sera de même 

m ( m — 1 ) ( m — 2 ) A0 x™"-5 II1. 

Lntin. le premier terme de A'" r„ on cette différence m""" elle-même, 

[> ) On a, d 'une manière générale, 

r , _ , = F [ > „ - t - ( / > — i ) A l , 
yf = F [ * „ + ; / / ! ] , 

.'",,Ti =Fl> '„ - !" ( /> 4- 1 ) A], 

i i , — V [ x„ -r i p -- 1 ; h ] h -t- V" [ .v - j - ( p — 1 • A : ;• 
* ' " 1 . i 

4.) , , - T'[r„ +-rh\h . j - r : ' [ r„ f ph) -—- • ! • , . . . 
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puisqu'elle se réduit à une constante, mira pour expression 

A"'.)-,,- A'"v, = A'"r,-:- . . . — m [m — \\\m — î ) . . .->.. î A, A™ 
ou 

i . 2 . 3 . . . m A j i " , 

Applications. 
238. î" Carrés des nombres entiers. — La fonction est ici y = x2. On 

doit substituer à la place de x les valeurs î, 2, 3. 4, etc. ; la raison h est 
donc l'unité, et les différences secondes qui sont constantes sont égales 
à 2 (237). Il suffit donc d'écrire dans une première ligne verticale les 
deux premiers carrés 1 et 4, dans une seconde ligne leur différence 3. et 
dans une troisième la différence seconde constante 2. pour prolonger en
suite le tableau autant qu'on voudra (231), en appliquant les formules 

A \ r o + A r „ = A/,, 
* . ' " .+r , = r s . 

CARRÉS. 

1 

4 
9 
i<; 

2.> 

36 

A 

i 
o 

-
9 
11 

A2 

2 

•x 

>. 
2 

20 Cubes des nombres entiers. — La fonction étant y = x". ce sont, les 
différences troisièmes qui sont constantes et égales à 6 (237). 11 suffit 
donc d'écrire dans la première ligne verticale du tableau les trois pre
miers cubes 1, 8, 27 ; dans la seconde ligne, leurs deux différences 7 et 19; 
dans la troisième ligne, la différence seconde correspondante 12 ; et enfin, 
dans la quatrième ligne, la différence troisième constante (î. On peut 
prolonger ensuite le tableau autant qu'on veut ( 23 i ). 

CUBES. 

I 

8 
27 

64 
125 

216 

343 

A 

-

'9 
37 
Ci 

91 

127 

A2 

12 

18 

24 
3o 
36 

A"' 

6 
6 
(i 
6 
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3" Somme des rairés des m premiers nombres. — Prenons la suite 

» 0 = o 2 , r, =-<r- ( - i - , v, -;: o- + i : + t>.2, y, -•- o 2 4 - i2 + -A2 + 3 ' , . . . . 

Les différences premières de cette suite étant les carrés consécutifs 
i\, 22, 3% . . . , il résulte de ce qui précède (i°) que les différences se
condes des différences premières de la suite considérée ou ses différences 
troisièmes, sont constantes et égales à •>., de sorte que les différences 
d'ordre supérieur n'existent pas. 

On aura donc 

A3 v„ = i I > o = ° " 
>-, = o'-'-j-1 -

T., = 0 - ' + I " + 1-

\r*= ' 
V, = 4 

• 

A2.r„ - 3 

Pour résoudre la question proposée, il suffit, de trouver le terme gé
néral ym de la première colonne du tableau, lequel terme est égal à 

Or, étant donnés ya et ses m différences successives {qui se réduisent 
aux trois premières i, on peut poser ( 23fi ) 

m ( m — i î ,., , m ' m — i ) (' m — 2 ) 
---- 1"„ + — A v„ + -A" r„ 

1 . 2 . 3 
y v„ 

i m i m - m {ni — i ; • i W : 

' y. ' 3 6 

comme nous l'avons déjà trouvé (63). 
4" Somme îles carrés des m premiers nombres impairs. — Un nombre 

impair quelconque peut être représenté par i.v + \, x recevant succes
sivement les valeurs o. i, a. 3. etc. Si l'on considère la fonction 
y = ( 2.r-f-1")2 = '\x"--\- 4 ' ' 4 - i . on voit que les différences secondes en 
sont constantes et égales à i .2.A0 le, c'est-à-dire à 8. puisque h est égale 
à l'unité. Ceci posé, prenons la suite 

> 0 = o 2 , r, — o 2 4 - i 2 , >-., =r o 2 4 - i - ' + 3 2 . y3—. o2 4 - 1 2 4 - 32 4 - 52. . . . . 

Les différences premières de cette suite étant les carrés i2. 32, 52, . . . , 
il résulte de ce qui précède que les différences secondes des différences 
premières ou les différences troisièmes de la suite considérée sont con
stantes et égales a 8. de sorte que les différences d'ordre supérieur 
n'existent pas. On aura donc 

7,= °" 
r, = o2 

>•., = o2 

Av., — T 

Ai - = q 

A2v„ y rr 

Pour résoudre la question proposée, il suffit de trouver le terme géné
ral;»',,, de la première colonne du tableau, lequel.terme est égal à 

i " — j - ->- x — . . . 4 - ' 2 ni -
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Or, étant donnés r0 et ses m différences successives [f/tii se réduisent 
ici aux trois premières), on peut poser l'23(ii 

ni . ni \ m — . 
- — An H ; 

I 1 . 2 . 

a ' r i — i){n • a l 

3. 
' AV, 

4 m ( »' — i ) -4 
\m[m —1)| m - m [2.111 — 1 j ( 2 m - j -1 i 

Si Von pose, pour plus de simplicité, 2.111 — 1 = l. on obtient 

/ ( / - M ) ( / + a ) (*) 
y + i>'+- - P = 

6 

3bta . La marche indiquée (3°. 4°) permet de calculer la somme des 
cubes, des quatrièmes puissances, etc., des nombres entiers ou des nom
bres impairs consécutifs. 

5" Considérons une fonction du troisième degré telle que 

y = x3 + 5 x '-' — 2 x -4- 7. 

O/i i'c«« calculer les valeurs de la fonction, pour des valeurs de la va
ria/de en progression arithmétique de raison 1 : 

— 2 . — 1 , 

On remarquera que, puisqu'il s'agit d'une fonction entière, la différence 
troisième est constante et égale à 1.2.3 ou G ( puisque l'on a, dans l'exemple 
proposé, A„ = h = 1). On cherchera directement les valeurs de la fonction 
pour les valeurs de x égales à — 1, o , 1. et l'on formera le tableau sui
vant qu'on prolongera facilement dans les deux sens, en se rappelant ce 
qui a été dit au n" 23i . 

i 

j X 

— 
— 
— 

j 
\ + 
; -f-

! •+-

i - t -

i • 

3 

•1 

1 

0 

i 

•1 

3 

4 

' 

3i 

•23 

13 

! 1 

Si 

7 > 

i43 

A 

- 8 

— 10 

— G 

4 
2 0 

42 

7 0 

A-

— 2 

1 

1 0 

iG 

2 2 

2.S 

A:i 

(i 

(i 

« 
G 

t> 

Ayant p o u r / les valeurs i3 , 7, 11, on en déduira les différences pre
mières — G et 4, la différence seconde 10. On sait que la différence troi-

(*') Los dernières (Wmnles établies {'M'. 4°) zout ist.il es dans la théorie des 
ponts suspendus : elles servent à calculer la n'.'miiH' de?. bm[n;eiu'b de tige? u;ii 
relient les chaîne? au tablier, 

ist.il
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sième est constante et égale à 6. Pour avoir le résultat de la substitution 
de 4- i . on dira donc : 

6 4 - 1 0 = 1 6 , 1 6 4 - 4 = 2 0 , 20 4-11 = 3 r. 

Pour avoir celui de la substitution de 4- 3, on dira de même, en j>m-
cèclant toujours par ligne oblique : 

6 4 - 1 6 , 2 2 ; 2 2 4 - 2 0 , 4 2 : 4 ' -*4-3 i , ;3 . 

Si l'on veut, au contraire, le résultat de la substitution de — •>., il fau
dra dire : 

TO — 6 = 4 , —6 — 4 = —10, i3 — (— 101 = 23 , etc. 

Cet exemple montre que, pour calculer les valeurs d'une fonction en
tière du troisième degré, pour des valeurs entières de la variable en pro
gression arithmétique de raison égale à l'unité, il suffit de chercher direc
tement les valeurs de la fonction qui correspondent aux trois nombres 
entiers consécutifs — 1, o, 4- 1. 

S'il s'agissait d'une fonction entière du quatrième degré, c'est la diffé
rence quatrième qui serait constante, et il faudrait calculer directement 
quatre valeurs consécutives de la fonction. 

En général, pour une fonction entière du degré m, c'est la différence 
mume c^ul s e r a COnstante (23" ). et il faudra calculer directement m valeurs 
consécutives de la fonction, pour pouvoir ensuite calculer très-rapidement 
toutes les autres. 

239. Remarque — Il arrive le plus souvent, lorsqu'on considère des 
nombres dont la succession est assujettie à une loi régulière, et qui sont 
suffisamment rapprochés, que les différences tendent à devenir constantes 
à mesure que leur ordre s'élève. On peut alors, en négligeant les quan
tités qui n'influent pas sur le degré d'approximation imposé, regarder ces 
différences comme invariables, à partir d'un certain ordre et dans un cer
tain intervalle ; ce qui permet de calculer les valeurs correspondantes de 
la fonction, comme si elle était réductible à un polynôme entier. 

CHAPITRE II. 
DE L'INTERPOLATION. 

Définitions. 

240. D'une manière générale, Xinterpolation consiste à insérer entre les 
termes d'une suite donnée, de nouveaux termes soumis à la même loi. 

Quand on insère entre deux termes d'une progression un certain nom
bre de moyens, on résout un problème d'interpolation. 

Dans ce cas, la loi est connue et très-facile à exprimer pour les nombres 
intermédiaires qu'on cherche, mais ordinairement, c'est l'expérience qui 
a fourni des nombres dont la loi de succession reste inaperçue, et ce n'est 
qu'approximativement qu'on peut calculer les termes intermédiaires. On 
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y arrive en s'imposant, par exemple, la condition que les différences d'un 
certain ordre seront constantes, pour la série définitivement obtenue. 

C'est ainsi que, pour les logarithmes, on admet que des accroissements 
égaux des nombres produisent des accroissements égaux des logarithmes. 
Cette convention revient à supposer constantes les différences premières 
des logarithmes, ou nulles leurs différences secondes. L'examen de la 
partie élevée des tables justifie d'ailleurs la proportionnalité adoptée (eu 
égard au degré d'approximation voulu). 

Par sa nature même, le problème de l'interpolation est indéterminé. On 
conçoit, en effet, que, si l'on connaît les m -+-1 valeurs de la fonction qui 
correspondent à m + i valeurs données de la variable, il y a une infinité de 
fonctions qui peuvent, pour les mêmes valeurs de la variable, se confon
dre avec la fonction inconnue, en s'en écartant plus ou moins dans l'inter
valle (*) 

algébriquement, on cherche une fonction du degré m, qui soit satis
faite pour les m + i valeurs de la variable. Cette fonction existe toujours, 
et il n'en existe qu'une; elle fournit le moyen de calculer les valeurs que 
prend la fonction, lorsqu'on fait passer la variable par les valeurs inter
médiaires. Mais ces valeurs doivent toujours être considérées comme 
approximatives ; car rien ne dit que la fonction inconnue soit du degré m, 
et l'on ne sait rien sur la forme qu'elle peut affecter. 

Formule d'interpolation de Lagrange. 

241. Posons 

y = A0x"'^-Alx
a'~' + A,.r '"_ 2 + . . . - | - A m _ , . r + A m . 

Cette fonction doit être satisfaite par les m + i valeurs i , , ! , , ! , . x3, ...,.rm, 
combinées avec les valeurs r„,ft,r2,r3 ,r,„. 

On devra donc avoir : 

/ o = A„x0"' + A , < ' - 1 + A . J < ' ^ + . . . +Ara_1,r0 + A„,. 

r, = A,xl
m + ^r-'+^,""'+- • • +A„,_,.r1 + Am, 

ym= - ' W + A,.*:,;"-' -h A.,x,„"-* + .. . .+km_Lxm+km. 

Pour déterminer les m+i coefficients inconnus A„, A,, A,, . . . , A,„, on a 
donc m-\-\ équations du premier degré. Il suffit de résoudre ces équa-

(*) C'est ce q u ' u n tracé graphique met complètement en évidence. Si l'on 
porte en abscisses les valeurs de la variable et en ordonnées les valeurs corres

pondantes de la fonction, on peut réunir 
les différents points ainsi construits par 
une infinité de courbes qui , toutes, satisfe
ron t aux conditions imposées, c 'est-à-dire 
qu i , toutes , pourraient représenter aussi 
bienla fonction cherchée, si Ton s'en tenait 
aux seules données numériques de la ques
tion. Mais la continuité qu'on observe en 
général dans les lois naturelles, porte à 

choisir, entre ces courbes, celle qui présente le moins do sinuosités ou dont la 
marche intermédiaire présente le plus d'analogie avec la marche générale indi
quée par l 'ensemble des points considérés. 

II. 38 
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tions pour obtenir la formule demandée ; mais la marche suivante c-i 
beaucoup plus rapide. 

Posons 

f = r*o J o + ,ui ,vi + y-> ) 2 + • • • +.",„ ) m •• 

ULC, a,, u.„ . . . , um, étant des fonctions de x qui doivent, d'après le problème 
posé, satisfaire aux conditions que nous allons énoncer : 

Pour x — xQ, il faut qu'on ait v = _v0, c'est-à-dire il faut que y.0 se ré
duise à l'unité, et que y.,, u, , . . . , «„,, deviennent nulles; 

Pour x = xv il faut qu'on ait „ v = r , , c'est-à-dire il faut que u.l se ré
duise à l'unité, et que y.„, u,.,. ... u.m. deviennent nulles; 

Pour x = xm, il faut qu'on ait r=rm, c'est-à-dire il faut que u.m se 
réduise à l'unité, et que f/0, u.r; y.,,..., «,„_,, deviennent nulles. 

On voit immédiatement qu'on peut, d'après cela, écrire 

F.0 = K{x —.?:,) (x — J7 , ) . . . ( ^ - . r j ; 

car pour toutes les valeurs ,r = xr x = , r , . . . . , x =xm, y.0 deviendra bien 
nulle. Maintenant, pour que u.a soit l'unité pour x = ,r0, il suffit qu'on prenne 

K = , 1—~ -
( -Ta — -7\ ) 1 -r„ — ^2 ) • • • l -ro — -r», ) 

Donc 

( x — .r,) ( x — ,r2) . . . ( . Ï — ,rm ) 

' ° " (-ro— - î) ( ^ 0 - - ^ i - • •(.*•„—.r,„) 

On trouvera de la même manière 

__ [x — x„) (x — x„). . .(x — xm) 

La formule cherchée prendra donc la forme 

(x — x ! ) ( x — x., ) . . .(x — xm ) 

- ~ {-r„—.r,) (x„— . r s ) . . .(.*;„ — .r ,J" ° 

( x - . r 0 ) ( . r - . r 2 ) . . . ( . r - . r „ ) ^ 

(,r, — .r„) (.r — x2).. .{x, —xm) ' ' 

| {x — x0)(x — xl)...{x — xm_l) ^ 

K „ - 0 K , - - r , )• • - K , - • * „ , - . )" "'' 

L'équation obtenue est du degré m, et elle est satisfaite par (m+\) 
couples de valeurs. Toute formule trouvée par une autre méthode et 
satisfaisant aux mêmes conditions. devra donc être identique à la pré
cédente. En effet, deux polynômes en x du degré m étant égaux pour plus 
de m valeurs de la variable (pour m+ i dans le cas actuel), coïncident 
entièrement (178). 

2 i2 . Remarque. — La démonstration précédente prouve d'elle-même, que 
!e problème de l'interpolation est complètement indéterminé. Car, si l'on 
n'exige pas que la fonction inconnue soit entière, on pourra soumettre 
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les différences ,r— x0 , x— xt . x— ,r2. etc. , à tels signes convenable
ment choisis qu'on voudra. Par exemple, on peut prendre 

nu bien 
sml.r0 — .r, jsin(a;0-

\'x — x . y ,r — ,r„. . . \ 
\ \r0 — .r,. v •?•„— •'', • • • V -ro—x,„ 

Formule d'interpolation de Newton. 

243. La formule de Lagrange, très-générale, est moins propre aux cal
culs que la formule de Newton; mais cette dernière exige que les /?? —(—i 
valeurs données de la variable soient en progression par différence. 

Soit y la fonction cherchée. Soient 

.r,. ,r0 -+- h, j-„ + 2 / ( . . . . , .r0 + mil. 

les / « + i valeurs de la variable en progression par différence de raison h. 
et 

l e s m + i valeurs correspondantes de la fonction. 
Nous aurons dans tous les cas (236) 

m m (m—il., m [m—ï)...\m—(m— i\] 
• " • • • » i i . 2 T . 2 . . . m • ° 

Remplaçons rm par r et posons 

x = x0~\-mh. 
Nous en déduirons 

Il viendra, par suite, 

,r — x„ /".r — ,r,\ / r — .r. \ A" i 
I . 9. 

+ ( ^ X ' - T 1 - ) - ^ -(--.)) I . 2 . . . 7/? 

.le disque cette fonction, si l'on y considère x comme variable, répond 
aux conditions imposées (240). Elle est évidemment du degré m, le der
nier terme renfermant le produit de m facteurs du premier degré en x. 
De plus, si l'on fait x = x0+nh, c'est-à-dire si l'on remplace x par un 
terme quelconque de la progression arithmétique formée par les valeurs 

X — X 

de la variable, on doit remplacer par n le facteur — - — ° , et l'on obtient 
ainsi dans le second membre la valeur dei;,; de sorte que la fonction r 
prend bien alors la valeur correspondante à ,r0 -+- nh. Il faut remarquer 
que, dans ce cas, les termes du second membre qui suivent le ternie 

n\n—\\{n — -)\...\n — (n—\Y\ ^ } " , 
L 1 . 2 . . . / ? 

disparaissent comme renfermant le l'acteur n — n en numérateur. 
38. 
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L'avantage de la formule de Newton est de renfermer les différences 
successives qu'on déduit des valeurs données de la fonction. Ces diffé
rences diminuant, en général, très-rapidement, on pourra, dans la pra
tique, conserver seulement les premiers termes du second membre, et 
négliger tous les autres. 

2M. Pour simplifier l'écriture, on pose souvent 

Il vient alors 
z [z — 1) , z{z— 1 ) . . . (z— m-\-\\ 

Lorsqu'on ne tient compte que de la différence première, on a la for
mule trèsrsimple 

d'où 
Y — y,, x — je. 

1 » , h ' 

c'est-à-dire que Vaccroissement de la fonction est dans ce cas propor
tionnel à l'accroissement de la variable. C'est ainsi qu'on opère, quand 
on cherche les logarithmes des nombres ou des rapports trigonométriques, 
qui ne sont pas directement inscrits dans les tables. 

La formule d'interpolation, lorsqu'on conserve les deux premières diffé
rences, devient 

z (z — 1 ) 
y = y\ + z • •*/„ + , a ir. • _ 

OC — X 

Quand h — \, z— —j—^ représente directement l'accroissement de x. 

Applications. 

215. i° Proposons-nous d'abord de calculer avec sept décimales le loga
rithme de sin i° 17' 35",7. 

On regardera les logarithmes contenus dans la table comme les valeurs 
de la fonction y, les valeurs de x correspondront aux arcs. Les tables 
donnent 

y\ = logsin i° 17' 3o" = 2,3529910 

et, en même temps, 

A y\ = o, 0009328, A2 r0 = — o, 0000020 , A3 j>-„ = o, 0000001. 
On a 

z _ x ~~ x« — 2liZ = o 5-. 
h 10" ' '' 

Par suite, 
A Y. = o.ooo53i 

— = — o, 12255, — • A2 r„ = o,oooooo3, 
1.2 1.2 J* 

- o,o584i55, ~— —^ • A3 ra = o,oooooooo584i55. 1.2.3 
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On voit que, si l'on veut seulement sept décimales exactes, on peut né
gliger le terme 

z ( s - i ) ( s - a ) A , r 

1.2.3 " " 

qui ne s'élève pas à 6 unités du neuvième ordre décimal. On aura alors 

r = r» + z. iJo + i l i -^- l A2 r0. 

c'est-à-dire 
y— logsin i° 17' 35",7 = 2,353523o : 

résultat qui concorde parfaitement avec celui donné par les tables de 
logarithmes sinus, où les arcs varient de seconde en seconde, placées au 
commencement des Tables trigonométriques de Callet. 

246. 2° Proposons-nous de trouver la fonction entière du quatrième 
degré qui, pour les cinq valeurs — 2, — 1,0, 1, 2, de la variable, prend 
les valeurs 67, 14, 3, 4, n -

On aura 

y> = 6 7, <\r0 = - 5 3 , ^fo = 42, A\r„ = — 3o, A*y, =-- 24. 
Il suffira de substituer ces valeurs dans la formule 

h J<> ' \ h J \ h 1 1 .2 

En remplaçant x0 par — 2 et h par 1, il viendra 

y = 67— 33{x + i) -\-%i[x + i){x+i) — 5(x-\-i)(x+ 
+ (x-{~l) (x-{~ l) X [X— I). 

En effectuant et en ordonnant, on trouve 

y = x* — 3x3 + 5x2— ix-\- 3. 

247. 3° Reprenons la formule générale (243) 

x — x, l x — x, \ [ x — x, \ A2 y. 

+ 
h J° ' \ h ) \ h ) 1.1 

X — X^ \ IX XQ \ IX- J7fi T \ \ J 0 

h J \ A 

Supposons que les quantitésy0, A/0, A 2 j ' 0 , . . . , soient toutes positives. 
X — X 

Le facteur —-,—- — (m— 1) est le plus petit facteur de son espèce dans 
le second membre. S'il est positif, tous les autres le seront. La fonction y 
sera alors positive, comme somme de termes tous positifs. Si le facteur 
considéré devient égal à zéro, la même conclusion subsistera ; le dernier 
terme du second membre disparaîtra, mais tous les autres resteront positifs, 

:r — x. 
• ,—?— (m — i\=o 

donne 
x --- ,r0 -i- ( m — 1 ) h. 

Par conséquent^ r croissant indéfiniment à partir de cette valeur, et 
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les hypothèses indiquées étant réalisées, la fonction restera constamment 
positive sans jamais passer par zéro. Dès lors ( 194 ), r„ + (m — i) h re
présente une limite supérieure des racines positives de l'équation obtenue 
en égalant la fonction à zéro. 

Si l'on reprend l'exemple du n° 238 t 5°) . on voit que la fonction 

y ~ xJ -\- :) x2 — i x ~\- 7 

prend la valeur positive 7 pour x = o et que toutes les différences cor
respondantes 4j 16, 6, sont positives. Dès lors, nous ferons x0 = o, h=i, 
m-— 3, dans la relation x = xa -+- 1 m — 1 ;, h, et nous trouverons 2 pour 
limite supérieure des racines positives de l'équation 

X* -4- 5 X' — 'À.'' -7- 7 --: O. 

CHAPITRE III. 
RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES. 

248. En général, on commence par chercher les racines commensura-
bles de l'équation proposée, et l'on supprime les facteurs correspondants. 

Ensuite, s'il y a lieu, on applique à l'équation simplifiée la méthode 
des racines égales, de manière à pouvoir opérer sur de nouvelles équa
tions n'ayant que des racines inégales. Cette précaution est indispensable 
si l'on veut pouvoir aflirmer qu'entre deux nombres qui, substitués dans 
l'équation, donnent des résultats de signes contraires, il n'existe qu'une 
seule racine (ces deux nombres étant suffisamment rapprochés). 

Le théorème de Descartes fera d'ailleurs préalablement connaître des 
limites supérieures des nombres de racines positives et négatives que 
l'équation considérée peut admettre. 

Il sera encore convenable de déterminer, comme nous l'avons indiqué 
(Livre III, Cliap. n ), des limites aussi resserrées que possible, compre
nant les racines positives d'une part, les racines négatives de l'autre. Dans 
tous les cas, si l'on emploie la méthode des différences, la valeur de x 
pour laque l le / et toutes les différences correspondantes seront positives, 
conduira à une limite supérieure des racines positives facile à former (247). 

Méthode des différences, séparation des racines. 

249. L'équation proposée étant du degré m, la différence m"-"* de son 
premier membre sera constante et égale à i . a . 3 . . . / « A„ (A0 étant le 
coefficient de x"\ et h étant égale à l'unité). Il suffira donc de calculer 
directement les m valeurs de ce premier membre pour les m substitutions 

— 3. — •! , — 1. o , 1. 1, 3 

(tu pourra alors former facilement un tableau semblable à celui établi au 
n" 238 (5"). On aura suin de tenir compte des indications fournies par 
les limites (218), de manière à ne pas prolonger le tableau inutilement 
(ians un sens ou dans l'autre. 

Si les résultats fournis par les Mibstilutions ailiéics ne sont pas ton.-. 
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de même signe, deux résultats consécutifs seront, une ou plusieurs fois, de 
signes contraires; entre les nombres entiers correspondants, il tombera 
nécessairement un nombre impair de racines (180). 

Si les intervalles ainsi marqués répondent au nombre des racines réelles 
possibles d'après le théorème de Descartes, les racines seront séparées, 
c'est-à-dire qu'il existera une racine, et une seule, entre deux substitutions 
entières ayant donné lieu à un changement de signe de la fonction. 

Il n'en sera pas ainsi en général : ou le nombre des intervalles obtenus 
sera inférieur au nombre des racines réelles possibles, ou il n'y aura pas 
de changement de signe. Il faudra alors recourir à d'autres substitutions 
plus resserrées; et pour n'en pas faire de tout à fait inutiles, on s'aidera 
d'un tracé graphique. 

On portera les valeurs équidistantes (— 2, — 1. o , 1, 2 , . . . ) de la va
riable en abscisses, et les valeurs correspondantes de la fonction (inscrites 
au tableau déjà formé) en ordonnées. En joignant par un trait continu les 
points ainsi déterminés, on aura une courbe qui représentera approxima
tivement la marche de la fonction, et les points où cette courbe rencon
trera l'axe des abscisses ayant des ordonnées égales à zéro feront approxi
mativement connaître les valeurs de la variable, qui annulent le premier 
membre de l'équation et sont les racines demandées. Ce n'est donc que 
dans les intervalles qui sembleront comprendre les valeurs correspon
dantes à ces points d'intersection, qu'on devra essayer de nouvelles sub
stitutions. 

Ces substitutions se feront en prenant h = 0,1 pour raison de la nou
velle progression arithmétique formée par les valeurs de x ; et en général, 
elles suffiront pour décider (en reprenant le tracé de la courbe s'il est 
nécessaire dans les intervalles considérés) s'il existe ou non des racines 
dans ces intervalles. 

Pour opérer ces nouvelles substitutions, on pourra suivre une marche 
identique à celle qu'on vient d'indiquer pour les substitutions entières. 

En continuant ainsi, on pourra, non-seulement séparer les racines, mais 
en approcher à moins d'un dixième, d'un centième, d'un millième, etc. 

Application aux équations du troisième degré. 

250. Au lieu de chercher directement les nouvelles différences qui dé
pendent de la raison 0,1, il est préférable de déduire ces différences des 
premières calculées. C'est ce qu'il est facile de faire à l'aide de formules 
générales qui sont d'un usage commode dans le cas du troisième degré, mais 
qui deviennent de plus en plus compliquées à mesure que le degré s'élève. 

Dans le cas où la fonction/ = F ( x ) est du troisième degré, on a (237 ) 

\T(x) = F 'U)A4-F" i . r ï — + F ' " ( ^ ) - ^ — • v ' v ' 1.2 v ' 1 . 2 . 3 

Le second membre est un polynôme du second degré que nous pourrons 
désigner par f(x). On aura alors 

yVix) - \f[.r) - - / ' ( . r) h. -Y-fs {•*) — • 
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De 

/ ( x ) = F ' ( . r ) A + F " i . r ) 1 ^ + F ' " ( . r ) - ^ 3 

on déduit, en remarquant que F'" (x j est une constante, 

f'(x) = V"(x)h + F'"(x) — ,, 

f"(x)=F'"(x)h, 

La valeur de A2F(-c) deviendra donc 

A2 F ( x ) = F" {x ) h' + F'" ( x ) h\ 

Le second membre de cette relation est une fonction du premier degré 
qu'on peut désigner par o ( x ) . On a alors 

A3 F (x) = A? {x) = <f'( x) h = F'" (.r ) A5. 

On a ainsi les relations suivantes : 

AF (x) = VIx) h + V" (x) - + F"'(x) 4 ' , 
2 6 

A-F [x) = F"{x)lr+F'"{x)h\i 

lsF[x) = ¥'"[x)h3. 

Ces formules étant complètement générales, supposons que la raison h 

devienne ro fois plus petite ou égale à —; et désignons les nouvelles dif

férences par S. Nous aurons 

3F(x) = F'(x)- + F"(x)~+F"'(x)7J^, 
' ' 10 ÏOO ' 0 0 0 0 

$2F{x) = F'(x) — +F'"( . r) — . 
IOO IOOO 

v ' v I O O O 

On voit que : 
i° S2 F (x) est la millième partie de A3F [x] ; 
2° S'1 F ( x ) se compose de S3 F ( x ) , plus un terme qui est la centième 

partie de F"(,r)A2 ou de A2F(.r)—A?'F(.r), c'est-à-dire la centième 
partie de la différence qui précède verticalement A2F (a;) dans la série 
de.il' (234, 5°); 

3° SF (x) se compose de trois termes dont les deux derniers seront 

immédiatement connus d'après les calculs précédents I le dernier est le 

h2 1 
sixième de 53F(or), et l'avant-dernier la moitié de F"(x) —• , et dont le 

iooj 
premier est égalait dixième de F'(x)h, c'est-à-dire au dixième de la 
somme des trois quantités connues 

A_, , l'Flx) — l'Y\x\ A'Ff.r 
A F ( . r , >—•— — - • 

de.il'
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en vertu, de la relatio 

HF{x-) = V'(x)h + V"(x) - F" ( 

En résumé, on peut écrire, en désignant par j 0 la valeur de la fonction 
qui sert de point de départ, et par/_, la valeur précédente dans le tableau 
déjà formé qui correspond aux symboles A : 

" / o : 

251. Soit l'équation x3 — 4 x + 1 = 0 . 
Cette équation peut avoir, d'après le théorème de Descartes, deux ra

cines positives et une négative. On voit facilement que 2 est une limite 
supérieure des racines positives et — 3 une limite inférieure des racines 
négatives. Ceci posé, substituons à x les valeurs — 1, o, 4 -1 . Le premier 
membre de l'équation prendra les valeurs 4 , 1 , - 2 - Les deux différences 
premières correspondantes seront — 3 et — 3, la différence seconde sera 
zéro. Quant à la différence troisième, nous savons qu'elle est constante 
et égale à 6 (237). Nous pourrons donc former le tableau suivant : 

4\>„ 
6000 

** J'o = 

200 

IOOO 

*r. A V , 
T0OO 100 

1 / A2r_, 

I O \ "" 1 

AV. 
6 

X 

— 3 
— 2 

— 1 

0 

1 

2 

y 

- 14 
1 

4 
1 

— 2 

1 

A 

i5 

3 
— 3 
- 3 

3 

A2 

— 12 

- 6 
0 

6 

A3 

6 
6 
0 

En examinant la colonne des j , on voit qu'il existe une racine néga
tive entre — 2 et — 3 et, une seule , d'après le théorème de Descartes. 
De même, il existe une seule racine positive entre o et 1, et une seule 
entre 1 et 2. 

Si l'on veut calculer la plus petite racine positive à 0.1 près, il faudra, 
entre o et 1, insérer des valeurs distantes de 0,1. 

Pour x = o, on a 

y=i, A_r= — 3. A : j ' = 6 , A'_r=6. 

Par suite, h devenant 0,1, on aura (leA2> qui correspond a . r = — t 
étant o'i : 

•î 'S' — 0 , 0 0 6 ; ^ 1 : 0 , 0 0 6 ; o'.i - o . 001 4 - 0 , 1 ; o.399, 
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Ces résultats permettront de former le tableau suivant : 

.r 

o 

O, 1 

0.2 

o. 3 

y 

i 

o, 6o i 

o, 208 

— o.173 

A 

— 0.399. 

— o.3g3 

— o,38i 

— 0.3G3 

A2 

0.00G 

0,012 

0.018 

0.024 

A3 

0.006 

0.006 

0.006 

On voit que la racine cherchée est comprise entre 0,2 et o,3. 
Si on veut l'obtenir à o, 01 près, il faut partager l'intervalle qui sépare 

o, 2 et et o, 3 en dix parties égales. La raison de la progression arithmé
tique formée par les valeurs attribuées à la variable, devient 0,01 de 0,1 
qu'elle était, c'est-à-dire 10 fois plus petite que la précédente. On peut 
donc déduire les nouvelles différences des précédentes, au moyen des 
mêmes formules (230). 

Pour x = o, 2 , on a 

r= 0,208; A>'=—o, 381; A2j'= 0,018; A:;_r= 0,006. 

Par suite, on aura (le A2/ qui correspond à x = 0,1 étant 0,012) : 

33y= 0,000006 ; 32y= 0,000116; $J"=—0,038739. 

Ces valeurs nous permettront d'établir le tableau suivant. Pour plus de 
rapidité dans l'écriture, nous écrirons les différences trouvées en négli
geant la virgule. Nous la conserverons seulement dans les valeurs des y. 

: / • 

0.2 

0.21 

O , 22 

0 , 23 

0 , 2 4 
0,23 

0,26 

y 

0,208000 

0.169261 

0.13o648 

0.092167 

o.o5382,4 

O.OI5623 

— 0.022424 

On voit que la racine cherchée est comprise entre o, 25 et 0,26. 
On pourra continuer de la même manière pour en approcher davan

tage. 
Pour trouver la seconde racine positive ou la racine négative, on sui

vra une marche identique. 
Dans le cas qui nous occupe, la résolution directe (Livre III, chap. M 

est d'ailleurs bien préférable. 

2">2. Soit l'équation .r'— 7.7-4-7 .—o, déjà résolu? (220).Cette équation 

38739 

386i3 

3848i 

38343 

38199 

38o4g 

37893 

A3 

126 

i3.) 

i38 

i44 
100 

i56 
162 

A* 

6 

6 

6 

6 

6 

6 
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a deux racines positives et une racine négative. 2 est une limite supérieure 
des racines positives, — 4 u n e limite inférieure de la racine négative. La 
fonction prend les valeurs i3 ,7 , i ,pour les substitutions — 1,0,1. On 
aura donc — 6 , - 6 , pour les deux différences premières correspondantes, 
o pour la différence seconde, 6 pour la différence troisième constante. 
On établira, par conséquent, le tableau suivant pour les substitutions 
entières : 

.1: 

- 4 
— 3 

-— 2 

— 1 

0 

1 

2 

Y 

— '̂ 9 
1 

i 3 

i 3 

1 

1 

A 

3o 
1 2 

0 

— 6 

- 6 

0 

1 2 

A2 

- 18 

— 12 

— 6 
0 

6 
12 

A' 

6 
6 
fi 

0 
G 

On voit qu'il y a une racine négative entre — 3 et — 4- Quant aux 
racines positives, elles ne sont pas encore séparées, de sorte qu'elles 

Fig. 8. tombent toutes les deux entre deux 
nombres entiers consécutifs. 

Pour déterminer l'intervalle cor
respondant, on a deux moyens à sa 
disposition. 

A l'aide du tableau formé, traçons 
la courbe qui représente la marche 
de la fonction entre x = — 4 et 
x = 2, en prenant pour échelle des 
longueurs le demi-centimètre. 

La forme de la courbe obtenue 
indique immédiatement que les deux 
racines positives sont comprises entre 
1 et 2. Si l'on ne savait pas d'avance 
que ces racines existent, la conclu
sion serait la même ; car une droite 
parallèle à l'axe des abscisses ne pou
vant pas couper la courbe en plus 
de trois points ( * ), la forme générale 
indiquée est bien approximativement 
celle de la courbe représentative de 
la fonction. Et dès lors, si la courbe 
rencontre l'axe des abscisses à droite 
du point o, ce ne peut être qu'entre 
les points 1 et 2. 

, * ) En effet, soit d la distance de la droite parallèle à l'axe des abscisses; si 
rette droite coupait la courheen plus de trois points, l 'équation x' ~- v 4-7 ~d 
aurait plus de trois racines. 
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On peut encore consulter la dérivée de l'équation proposée. Cette 

dérivée est 3 a;2 —7 = 0. Si l'équation donnée a. en effet, deux racines 

positives, l'équation dérivée en aura une comprise entre elles (213). La ra

cine positive de l'équation dérivée est t / é » c e t t e racine tombe entre 

1 et 2. Donc, si les racines positives de la proposée existent, comme elles 

doivent comprendre i / ^ et tomber entre deux nombres entiers consé

cutifs, il faut qu'elles soient elles-mêmes comprises entre 1 et 2. 
Il ne restera plus qu'à partager l'intervalle de 1 à 2 en dix parties égales, 

pour avoir les deux racines à o, 1 près. 
Pour x = 1, on a 

/ = 1, A / = o , A2_> = 12, A 3 j = 6 . 

Le \2y qui correspond à x = o étant 6, on aura : 

S3x= 0,006; o 2 / = 0,066; Sy=— 0,369. 

Nous formerons donc le tableau suivant, en négligeant la virgule des 
différences pour simplifier l'écriture : 

X 

I 

1 , 1 

I , 2 

1,3 

' , 4 
1,5 

1,6 

' . 7 

r 

1 
j 1,000 

o , 6 3 i 

0 , 3 2 8 

i 0 , 0 9 7 

! — o,o56 
i — 0,123 

— 0 , 1 0 4 

+ o ,o i3 
i 

A 

— 369 
— 3o3 
— 231 

- i53 

- 6 9 

2 1 

117 

219 

A2 

66 

72 

78 
84 

9<> 
96 

1 0 2 

108 

A3 

6 
6 
6 
6 
6 
6 
6 

On voit que l'une des racines cherchées est comprise entre i,3 et 1,4 
et que l'autre tombe entre 1,6 et 1,7. 

On pourra approcher davantage des deux racines, en suivant le même 
procédé. 

Équations de degré supérieur. 

253. Pour montrer comment la méthode des différences peut s'appli
quer aux équations de degré supérieur, nous choisirons l'équation du 
quatrième degré. 

Nous indiquerons d'abord une manière expéditive de déduire alors 
dans chaque cas particulier, des premières différences obtenues, celles 
qui correspondent h une raison dix fois plus petite. 

Nous savons (237) que 

i r n -'.>', ^ 0̂ : r *"' (- ' 'n ' h •+• F " ( . r „ ) f , . . 
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Dans le cas du quatrième degrés A_r0 est une fonction du quatrième 
degré en A, sans terme constant. On peut donc poser 

J, = Xo-+- AA + BA2 + CA3 + DA\ 

D est connu: ce n'est autre chose (113) que le coefficient de x* dans 
l'équation proposée. 

Pour passer de rt à r , ou à rs (c'est-à-dire du résultat qui correspond 
à .r„ + A à celui qui correspond à x0 4- 2 A ou à .r, + 3A), il suffit de 
remplacer h par 2 h ou par 3 A. Il viendra donc : 

j , = r0 4- 2 AA+ 4BA2 4- 8CA3 4- 16DA4, 
fl = 7o •+" 3 A A 4- 9 B A2 + 27 C A3+ 81 D Je. 

On en déduit ( 235 ) : 

à r , = AA+ BA24-CA3 4-DA\ 
^X« = ï, - V , + Jo = 2 B A2 + 6 C A3 + 14 D A', 
A3ro = J3 — 3>, + 3 r, — r0 = 6 C A3 + 36 D A4. 

On a d'ailleurs (237) 

A4 j0= [.2.3.4. DA4 = 24DA4. 

Connaissant Aj0, A2/0, A3 r0, on aura donc trois équations du premier 
degré pour déterminer les trois inconnues A, B, C. 

Les formules trouvées étant complètement générales, permettront en
suite de passer aux nouvelles différences S qu'on obtient, quand la rai
son A devient dix fois plus petite. Posons — = A', nous aurons : 

0 y„ = A A' 4- B A'2 4- C A'3 4- D A \ 
S\r0 = aBA'1 + 6CA'3+ i4DA\ 
<?Jjr0 = 6CA'34-36DA'\ 
^ r 0 = a4DA". 

234. Appliquons ce qui précède à l'équation 

8x" — 4° ^ + 57 .£2 — 40 .£ + 49 = ° • 

Cette équation peut avoir, d'après le théorème de Descartes, quatre ou 
deux racines positives, ou pas du tout. La transformée en —x ne présen
tant aucune variation, il n'y a pas de racine négative. On voit facilement 
que 5 est une limite supérieure des racines positives, si elles existent. 

Formons le tableau des substitutions entières. 

X 

0 

I 

2 

3 
4 
5 

r 

49 
34 
5 

10 

289 

1276 

A 

— i5 

— '*9 
5 

279 

987 
2319 

A2 

'• - 1 4 

34 
274 
708 

i332 

2148 

AJ 

48 
240 

432 

624 
8Î6 

1008 

A! 

[92 

192 

192 

192 

192 
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Il n'y a pas de changement de signe. Donc, si les racines positives 
existent, elles tombent entre deux nombres entiers consécutifs. 

Si l'on construit la courbe des valeurs obtenues, on voit que c'est pro
bablement entre a et, 3. C'est donc cet intervalle qu'on partagera en dix 
parties égales. 

On a ici 

A}„ A2r„ 
274 , A"' )-„ = 432, A1 j„ = 192. 

Les équations à résoudre seront, par conséquent (253), 

5 = A + B+-CH-8, 
2-4 = 2B + 6 C + n a . 
43a = 6C+288. 

On en tire immédiatement 

C = a4, B = 9. A = — 36. 
Par suite,-

ojo = — 3,4852; "To = 0,335a, ; - i " r „ = 0,172b d \ r „ = 0 ,0192 . 

Ces résultats permettent d'écrire le tableau ci-dessous. Nous néglige
rons, pour plus de rapidité, la virgule des différences. 

2 

2.1 

2.2 

2.3 

2.4 

2.5 

2.6 

2,7 

2.8 

2.9 

3 

:>. 0000 

1,5148 

- 1,6302 

- 4,2772 

- G.2192 

- 7.2J00 

- 7-T3ga 

- 5.6372 

- 2.4732 

- 2,6348 

1o.0000 

34852 

315oo 

26420 

19420 

io3o8 

1108 

|5020 

31620 

5i 108 

7365a 

A2 

3352 

5o8o 

7000 

911a 

11416 

i3gia 

16600 

19480 
22.502 

248l6 

A3 

I728 

I92O . 

21 12 

23o4 
2.Î96 

2688 

2880 

3072 

3264 
3456 

A' 

192 

192 

192 

192 

192 

192 

192 

192 

19a 

Il y a changement de signe, quand on passe de 2,1 à 2,2 et de 2,8 à 
2,9. L'équation proposée a donc deux racines positives, l'une comprise 
entre 2,1 et 2,2, l'autre entre 2,8 et 2.9. 

Rigoureusement, le tracé de la courbe ne permet pas d'affirmer qu'il 
n'y a pas de racines entre o et 1 ou entre 1 et 2. Pour lever cette diffi
culté, prenons l'équation dérivée 

3 a x% 1 ao -r2 -4- 114 r-

Cette équation revient à 

i6,r3 — 60.2/' -f- 57 .r— 20 = o. 
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Je fais disparaître le coefficient du premier terme en posant 

> = I 6 J \ 

11 vient 
i J — Go_r2 + 9i2_r— 5i2o = o. 

Pour faire disparaître le second terme, je pose 

r= z + 20. 
Il vient 

s" — 288,3 — 2280 = o . 

Cette équation a une seule racine réelle positive, comme il est facile de 
s'en assurer en appliquant la règle connue ( 217). Donc, l'équation dérivée 
n'ayant qu'une racine réelle positive, l'équation proposée ne peut pas en 
admettre quatre (216), et elle n'a bien que les deux racines positives 
que nous avons déterminées à 0,1 près. 

On peut remarquer que la racine positive de l'équation en z est com
prise entre 20 et 21 ; donc, celle de l'équation en y est comprise entre 

40 e t i t , et celle de l'équation en x entre —; et ~ ou entre les nom-
16 ib 

bres entiers 2 et 3. Par suite, les deux racines positives de l'équation pro
posée devant comprendre la racine positive de l'équation dérivée et tomber 
entre deux entiers consécutifs, seront elles-mêmes comprises entre 2 et 3. 
La courbe nous avait indiqué ce résultat d'une manière douteuse, l'é
quation dérivée nous y conduit d'une manière certaine. Mais il est beau
coup plus rapide d'esquisser la courbe, que d'étudier l'équation dérivée. 

255. L'exemple que nous venons de traiter suffit pour indiquer com
ment on peut appliquer la méthode des différences aux équations du qua
trième degré. 

Si l'on a à calculer les racines incommensurables d'une équation du 
cinquième degré (il est rare que les applications conduisent au delà), il 
faudra commencer par chercher les formules qui permettent de passer 
des différences A aux différences 0. en suivant la marche indiquée 
au n° 253. On n'aura plus ensuite qu'à former les tableaux des diffé
rences, en s'aidant de l'examen de la courbe qui représente la marche de 
la fonction et en consultant au besoin l'équation dérivée. 

Application de la méthode des différences aux équations 
transcendantes. 

256. On peut traiter les équations algébriques qui ne sont pas des fonc
tions entières et les équations transcendantes, comme les équations algé
briques entières. 

Lorsqu'on a substitué dans l'équation considérée des nombres équidis-
tants. si deux substitutions donnent des résultats de signes contraires, il 
existe une racine entre les valeurs correspondantes de la variable. On 
insère dans l'intervalle trouvé des nombres variant par degrés plus rap
prochés, de manière à obtenir la racine avec une plus grande approxima
tion. Si le tableau des différences prouve alors que les différences d'un 
certain ordre peuvent être regardées comme nulles, on assimile (seule
ment dans l'intervalle déterminé) la fonction considérée à une fonction 

607 
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algébrique, et l'on ramène la question à la résolution d'une équation 
algébrique. 

C'est la marche qu'on suivra, lorsque les différences du troisième ordre 
ou celles du second ordre seront négligeables : on n'aura qu'à résoudre 
une équation du second ou du premier degré (244, 24S). 

Dans les autres cas, on séparera d'abord la racine à l'aide d'un petit 
nombre de substitutions convenablement choisies; puis, on pourra en 
approcher après autant qu'on voudra, en appliquant la méthode de 
Newton, comme nous l'indiquerons. 

257. Par un point A pris sur la circonférence d'un cercle, mener une 
corde AB qui détermine un segment AwB équivalent au quart de l'aire 
du cercle (Euler). 

Soit R le rayon du cercle, soit z l'arc correspondant à l'angle AOB 
dans le cercle de rayon 1. On aura 

B - —3 — R2 s i n " - -R2 

2 2 4 
d'où 

z — sin z = - • 
2 

Pour simplifier, 'posons z — — = x, d'où sinz = cos.*-. Nous aurons à 

résoudre l'équation 

x — cos x = o, 

de sorte que le problème proposé revient à trou-
B ver un arc égal à son cosinus. 

La fonction x — cos x est évidemment crois
sante , comme l'indique d'ailleurs la dérivée 

i + s i n x . Quand x croît de o à —•> la fonction 
2 

passe de la valeur — r â l a valeur -+-' — • Donc 
l'équation donnée a une racine réelle et une seule, comprise entre les li
mites o et —• 

2 
La Table (voir à la fin du volume) qui donne les arcs et leurs rapports 

trigonométriques exprimés en parties décimales du rayon pris pour unité, 
montre immédiatement que l'arc cherché est nécessairement compris 
entre 4^° et 43°. On a. en effet, 

arc 420 = o,733c et cos 42° = 0,7431 . 
arc 43° = o,75o5 et cos 43° = 0,7314. 

C'est, par conséquent, dans cet intervalle que la fonction change de signe 
en passant par zéro. 

Désignons par y la fonction x — cosx, et cherchons les valeurs de la 
fonction pour les arcs 410, 4^°, 43°, 44°- Nous aurons : 

arc 4i° = 0.7136 et cos 4*° = 0,7547, 
arc 44° =-0.7679 et cos 44° = 0.7193. 
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On pourra alors former le tableau suivant : 

609 

X 

41° 
4?.° 

43° 
44" 

y 

— 0,0391 

— 0,0101 

+ 0,0191 

0.0486 

A 

0,0290 

0,0292 

o.o?g5 

Les différences du premier ordre sont, d'après ce tableau, très-peu 
différentes ; de sorte que, dans l'intervalle de 4^° à 43°, on peut regarder 
la fonction y comme une fonction algébrique du premier degré et em
ployer la formule d'interpolation 

.r = /o + z-A7o-

y„ est la valeur de la fonction pour x„ = 4a°-
z désignant ce qu'il faut ajouter à 42° pour que y devienne nulle , on aura 

:Jo d'où - p - = 0.346. 
A.r„ 

L'unité étant ici le degré, z sera égal à 

20' 45",6 

et la valeur de x demandée sera 

42° 20' 45",6. 

Cette valeur est exacte à moins de i",6 par défaut, approximation très-
grande, si l'on a égard à la rapidité des calculs qui nous y ont conduit. 

En revenant au problème proposé, on a pour l'arc cherché 

z = h x = i3a° 20'45",6; 

et la corde qui sous-tendra ce dernier arc, retranchera du cercle ( sauf 
l'erreur indiquée ) un segment équivalent au quart de sa surface. 

238. Mener dans un cercle donné une corde qui le partage en deux 
segments, dont le plus grand soit une moyenne proportionnelle entre 

Fig- io- Paire du cercle et l'autre segment (Concours de 
l'École Polytechnique, 1859). 

Cherchons l'arc qui correspond au plus petit 
segment. 

Lorsqu'on divise une quantité quelconque en 
moyenne et extrême raison, la plus petite partie 
de cette quantité en est une fraction marquée 

3 1/5 
par — • En désignant le rayon du cercle par 

II. 3 9 
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R, on aura donc 
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segment A raB = 
1: 

•V5 •TTR3. 

Désignons par x l'arc qui, dans le cercle de rayon i, corresponde l'an
gle AOB. On aura 

R'.r R2sin.j-
segment A m B = 

° 2 2 
Par suite, l'équation du problème sera 

R2.r R2sinx __ 3 — \fl 
Î IR ! 

x — sinx = (3 — \J5) w. 

En effectuant le calcul indiqué dans le second membre, il viendra 

x — sin.r — 2,3999632 = o. 

Pour x — 90°, !e premier membre se réduit à —1,8296669; pour 
x = i8o°, il devient +0,7416294. La racine cherchée tombera donc 
entre 900 et 180°, mais beaucoup plus près de 180°. 

Il faudra donc partir de 1800, et faire varier d'abord x de io° en io° en 
remontant. Si l'on se sert de la table déjà indiquée (257), on trouvera les 
valeurs suivantes [y représente toujours la fonction ) : 

.£• = 170°. r = o,3g35, 
, r= i6o° , r = o.o5o5, 
x— i5o°, r= — 0,2820. 

La racine demandée tombe donc entre x= 1600 et x = i5o°, et est 
beaucoup plus près de 160°. 

Nous allons donc faire varier x de degré en degré, toujours en remon
tant. Il vient 

x = i 5 9 ° , j ' = o , o i 6 7 , 
x = i 5 8 ° , r=—0,0170 . 

La racine cherchée tombe donc entre i58 et i5g", à peu près à égale 
distance de ces deux limites. 

Nous sommes ainsi conduit à former le tableau suivant : 

x 

i58° 
i58° i5 ' 
i58°3o' 

i58°45' 

i59° 
I 5 9 ° I 5 ' 

r 

— 0,0169494 
— 0,0085371 
— 0,0001177 
+ o,oo83o88 

0,0167422 

0,0251824 

A 

0,0084123 

0,0084ig4 
0,0084260 

o,oo84334 
0,0084402 

A2 

0,0000071 

0,0000071 
0,0000069 
0,0000068 

Ce tableau prouve que la racine cherchée est comprise entre i5Su3o'et 
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I 58° 45' et que, dans cet intervalle, on peut regarder la différence seconde 
comme constante, c'est-à-dire remplacer la fonction proposée par une 
fonction algébrique du second degré. 

z étant ce qu'il faut ajouter à i58°3o' pour avoir la racine demandée 
ou pour que y soit nulle, on aura (244) 

o =.r„ + z .A; 0 + Z ( 2 ~ l ) A2/0. 

j„est la valeur de la fonction pour^ 0 = i58°3o'. On déduit de la rela
tion posée 

z = _ 1*. — Z ( Z ~ I ) A2To 
Aj„ 2 A j 0 

La racine, d'après une remarque précédente, doit peu s'écarter de 
i58° 3o'. On commencera donc par négliger le second terme du second 
membre, et l'on prendra d'abord 

y, 0,0001177 
Z = — f-2- = — KT-kï =0,0139678. 

A/„ 0,00084265 u 

Remplaçant alors z par cette valeur dans le second membre de l'équation 
complète, on a plus exactement 

z = 0,0139734. 

x variant dans le tableau formé de i5' en i5', cette valeur dez 

h 
équivaut à 

0,0139734 x 1 a ' ou à ia",576. 

Par suite, l'arc demandé est égal à 

i5803o'ia",576, 

valeur qu'il est facile de vérifier. 
La dérivée de la fonction 

x— sin,r — 2,3ggg632 est 1 — cosx. 

Cette dérivée étant toujours positive, quel que soit x, la fonction pro
posée est constamment croissante et n'admet pas d'autre racine que la 
racine trouvée. 

2S9. Soit l'équation 
x" — 100 = o ( Euler ). 

Il sera plus commode de la mettre d'abord sous la forme suivante, en 
prenant les logarithmes : 

xXa^x — log 100 = o, 
o'est-à-dire 

x\ç>%x — 2 = 0 . 

La dérivée du premier membre est 

x lo^ c 
log^H — = losx + logc. 

D x '-
3o. 
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x croissant de o à » , la fonction dérivée est constamment croissante. 

Elle n'admet donc qu'une seule racine -• Pour cette valeur et les valeurs 
^ e 

plus petites, la fonction proposée est nécessairement négative. Puisqu'elle 
n'admet aucune racine réelle inférieure à l'unique racine réelle de l'équa
tion dérivée, elle ne peut admettre, elle aussi, qu'une seule racine réelle 
(215) que nous allons chercher. 

En désignant parjrla fonction considérée, on a (en reprenant l'équation 
xz — 1 0 0 = o) : 

pour , £ = 3 , j = — 7 3 , 
p o u r x = 4 - / = + i56. 

La racine cherchée tombe donc entre 3 et 4- Substituons 3,5, l'équation 
étant ramenée à la forme x\os.x— 2 = 0 , il vient 

J = —0,09576. 

Ce résultat étant encore négatif, mais très-petit, la racine doit être plus 
grande que 3,5, mais très-proche de cette valeur. Substituons 3.6. On 
trouve 

/=+0,00268900. 

Ainsi, la racine tombe entre 3,5 et 3,6, beaucoup plus près de 3,6, 
Substituons 3,5g. Il viendra 

y= — 0,0072269. 

La racine tombe donc entre 3,5g et 3,60, et il sera facile en continuant 
de l'obtenir avec une plus grande approximation. 

260. Soit l'équation 
x— tang.r = o. 

* 
Cette équation ne change pas, lorsqu'on y remplace x par — x\ à chaque 
racine, correspond donc une autre racine égale et de signe contraire. On 
peut donc ne considérer que les racines positives. 

Lorsque x est positif, il faut que tang.z le soit aussi, pour que l'équation 
puisse être satisfaite. Les arcs x ont donc leurs extrémités dans les qua
drants de rang impair, puisque la tangente n'est positive que dans ces 
quadrants (voir la Trig., 9); et leurs valeurs sont comprises entre mz 

et ( n + - \T. , n étant un nombre quelconque entier et positif. 

Dans chacun des quadrants ainsi limités, l'arc et la tangente vont en

semble en croissant, l'arc de n T. à ( n + - J 77, la tangente de o à « ; donc. 

h chaque quadrant, correspond une racine réelle et une seule. 
L'équation proposée admet, par conséquent, une infinité de racines 

réelles. 
La première racine (celle qui correspond au premier quadrant) est 

évidemment x = o. A mesure que le rang du quadrant considéré s'éloigne, 
l'extrémité de l'arc x correspondant s'éloigne aussi de l'origine du qua
drant.Soient, en effet. n--\-v. la «"'"c racine et (« + /?)77+Sla (n-\-p)ùme 
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racine, a et (3 étant inférieurs à -• On aura, d'après l'équation donnée, 

tang [nv + a.) = « r + c<, 
tang [(«+/>) 77+ £]== («+ / , ) 7 T + [5. 

Mais 
tang(«77-f-a) = tanga. 

tang [ ( * -j-/7 ) - + S ] = tang p. 

Or ( n +p ) 7v + S l'emporte nécessairement sur « rr -|- a : donc on a 

tang S > tang a ou [3>x. 
Enfin, si l'arc considéré est trop grand, la tangente correspondante 

l'emporte sur lui; s'il est trop petit, c'est l'inverse. Car la fonction com
mence toujours par être positive dans chaque quadrant, puisque la tangente 
part de la valeur zéro. 

Proposons-nous maintenant de calculer la seconde racine, celle qui cor
respond au second quadrant de rang impair, c'est-à-dire au troisième 
quadrant du cercle. 

La table placée à la fin du volume montre qu'on a 

arc 2570 = 4,4855, tang257° = 4,33i5 , 
arc 258°= 4,5o3o, tang 258°= 4,7046, 

c'est-à-dire que la racine cherchée est comprise entre 2570 et 258°. 
Cela posé, nous allons faire croître x de 10' en 10'. Il viendra 

x = 2570 , y— o, i54o2i, 
x = ii-j° 10', ^ = 0 . 0 9 8 7 1 2 , 
^=257°2o' , „r = o, 041898, 
x = 257°3o', j= — 0,016486. 

L'arc cherché tombe donc entre 207° 20' et 257°3o', plus près de cette 
dernière valeur. 

D'après le calcul effectué, on a 

arc 2570 20' = 4,49i • • • 1 ar° a57°3o' = 4, 4g4 

On peut donc prendre pour valeur approchée de x à 0,01 près, 
x = 4,49; puis, achever le calcul par la méthode de Newton (263). 

Méthode d'approximation de Newton. 

261. Soit d'abord F (x) = o une équation algébrique entière. Désignons 
par a la valeur approchée d'une racine réelle, et par a+ h la valeur 
exacte de cette même racine. Nous aurons en même temps (113) 

F(« + A) = o 
et 

la f,m 

F (a + h) = F (a) + ¥' (a) h + ¥" (a) h . . . + F " " ' ( « ) • • = o. 
v ' x v 1.2 1 .'i...m 

On en déduit 
. F (a) , , r F " M , F " » . , 1 

' ' F '(a) l_2F'(rt) 2.3.F (a) J 

Les termes de la parenthèse sont multipliés par h et par des puissances 
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supérieures de /*., à partir du second; la parenthèse elle-même est multi
pliée par li*. Si l'on néglige cette parenthèse, on aura donc, avec une 
approximation d'autant plus grande que h sera plus petit, 

i » > ,l = -wj7ry 
et la valeur approchée de la racine deviendra 

F(«) 
F » 

Si l'on désigne par al cette nouvelle valeur, on pourra s'en servir pour 
trouver une seconde valeur plus approchée, 

F(«.) 
' F'(«,;) 

Et, en répétant plusieurs fois la même opération, on obtiendra rapide
ment une très-grande approximation. 

On peut se faire une idée de la manière dont les approximations obte
nues croîtront, à l'aide de la remarque suivante. 

Si l'on néglige les termes de la parenthèse qui, dans la formule (i), 
contiennent h, on pourra regarder l'erreur commise comme à peu près 
égale à 

F"( 
aF'(o h-

Si _,, . est inférieur à l'unité, l'erreur sera donc moindre que le. 
l¥'[a) J M 

c'est-à-dire que chaque application de la formule ( 2 ) doublera le nombre 
des chiffres décimaux exacts. Si la racine est connue à 0,01 près, c'est-à-
dire si h est moindre que 0,01, l'erreur commise en se servant une pre
mière fois de la formule (2) sera le plus souvent moindre que 0,0001, es 
si l'on s'en sert une seconde fois, on aura la racine à 0,00000001 près. 

D'ailleurs, il sera facile dans chaque, cas particulier de s'assurer, à chaque 
correction, de la véritable approximation qu'on aura atteinte. 

La méthode de Newton est également applicable aux équations trans
cendantes. 

En effet, on a dans ce cas (114) 
F(a + h)-¥[a) r, , 
• 'h - i — =F ' (« ) + a, 

•J. étant une quantité très-petite qui s'annulerait avec //. On en dédiu!. 
puisqu'on doit avoir F ( a + h ) = o, 

h: Y(a) 

¥'(a) + x 
cl. approximativement. 

/, = - * > ! . 
F'(«'s 

262. Reprenons l'équation 
xi — 4 A' -(- 1 = o, 

•iéja considérée 2."31 ;. Nous n.< on- iroir'é que lune de? r?rine? poïitne; 
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de cette équation avait o, 25 pour valeur approchée à moins d'un cen
tième. Si nous représentons cette racine par o.25 + k, h sera moindre 
que 0,01, et l'on aura exactement 

_ ¥(x) _ Ir_ ¥"(x) _ Il ¥"'{x) 
' ~ ¥' (x) 2 l'"'t-r) •> F'(.r) 

On a d'ailleurs 

F'(.r) = "ix' — 4, F"(,r j = 6x, F'"(x) = 6. 

Pour x = o,25- le coefficient de A2 est moindre que - et celui de //3 est 
4 

moindre que ^ • Par suite, le second terme du second membre est moindre 

que o, 000025 et le troisième terme est moindre que o, oooooo3. On aura 
donc, à o,oooi près. 

. Fix-, 
/l = 'Wïx-i 

P'après le tableau formé (231) et le calcul préparatoire effectué, on a 
pour x = o, 25 

¥{x) = o,oi56a5 et ¥'{x) = - 3, 8i25. 
Donc 

, O .OI5623 
II = ' „ — = O . OOil . 

3,8i25 ' 4 

et la racine à o,oooi près sera 0,2541. 
Si nous représentons maintenant la racine par o,254i+A,, hK sera 

moindre que o,oooi, et l'on aura exactement 

_ _ F(.r) _ li\ ¥"(x) _ A? F'"(x) 
l'~ ~ Yl^) ~~ -i ¥'{x\ 6 ¥'{x)' 

Pour x = o,254i, le coefficient de h\ est moindre que - et celui de h\ 
4 

est moindre que -x\ par suite, le second terme du second membre est 

moindre que 0.0000000025 et le troisième que o.oooooooooooo3. On aura 
donc, à o.00000001 près, 

, ¥(x) 0,000006426421 
"1= — vrr1* = —-> o c ? = 0,00000169; 

1 V'(x) 3,80629957 J 

et la racine cherchée sera, avec la même approximation. 
o,25410169. 

263. Pour l'équation transcendante x — tang x =•- o, nous avons trouvé 
(260.) que la seconde racine à 0,01 près était x— 4. 49. 

Appliquons la méthode de Newton. On a ici 

¥' (x) = 1 — (1 + tang2.r) = — tang2.r. 

Par suite, la première correction sera 

F(x) x — tang.t 
F' '-''! tane7 r 
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Pour convertir l'arc x en degrés, nous nous servirons des tables de ré
duction qui font partie de celles de Callet. Nous aurons 

x~ 4, 49 
3 , 49o6585o = 2000 

o,999 3 4i5o 
o, 99483768 = 37" 

o, oo45o382 
o, oo436332 = i5 ' 

o, oooi4o5o 
o,oooi3575 = 28" 

o, 00000475 = o", 98, 
c'est-à-dire 

x = 207° i5 '28", 98, 
d'où 

log tangx = o, 6456433 
et 

tangx = 4 , 42225. 
Il en résulte 

x — tangue = o, 06773. 
On a ensuite 

log (x — imxgx) = 2,8309093 
logtang2x = 1,2912866 

log A = 3 , 5396227 
h = o ,oo34-

La valeur de x était donnée à o, oi près : nous pourrons regarder h 
comme exact à 0,0001 près. 

Appliquons une seconde fois la méthode. 
Nous aurons 

x = 4, 4934 
3,4go6585o = 2000 

1, 00274i5o 

0 ,99483768= 57° 

o,00790382 

o, 00785398 = 27' 

0,00004986 

o, 00004848 = 10" 

o,oooooi38 = o", 28, 
c'est-à-dire 

x = 257°27' 10", 28 , 
d'où 

log tang# = o, 6525566 
et 

tangx = 4 ! 49^208. 
Il en résulte 

•r — tang.r - 0.000197-
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Ou a ensuite 
log(x — tangx) = 4,2833oi2 

log tang2 x = i , 3o5i i3a 

log A, = 6,9781880 
A, = o,00000931. 

La nouvelle valeur de x était exacte à 0,0001 près : nous pourrons re
garder ht comme exact à 0,00000001 près, et prendre 

x = 4 , 4 9 3 4 0 9 3 1 ; 
ce qui revient à 

x = '237° 27 ' 12", 24. 

Cette valeur est exacte à o",oi près par défaut, comme il est facile de 
s'en assurer. 

Interprétation géométrique de la méthode de Newton (*). 

264. La recherche des racines réelles de l'équation F (x) = o revient 
à la détermination des points où la courbe qui a pour équation y = F (x) 
coupe l'axe des x. 

Soit a une valeur approchée de l'une des racines de l'équation F ( x) = o; 
pour cette valeur a substituée à la place de x, on aura j = F (a). L'é
quation de la tangente à la courbe/ = F(x) , au point dont les coordon
nées sont x = a et y = F (a), est 

7 - F ( « ) = F ' ( « ) ( x - a ) . 

Le point où cette tangente coupe l'axe des x a pour abscisse la valeur 

¥{a) 

¥ (a) 

et cette valeur est précisément celle que fournit une première applica
tion de la méthode de Newton. Ainsi, OP représentant la valeur appro

chée a de la racine cherché OC, si l'on 
mène au point M de la courbe, qui corres
pond à l'abscisse OP, une tangente MT, le 
point T sera, en général, beaucoup plus 
près du point C que le point P, c'est-à-dire 
que OT sera une valeur plus approchée de 
la racine OC que OP = a. En remplaçant 
alors OP par OT et en menant par le 

—^ i' î ï point M' de la courbe, qui a pour abscisse 
OT, une nouvelle tangente, on obtiendra 

une valeur OT' encore plus approchée, et. ainsi de suite. 
Cette interprétation montre en même temps qu'il faut, pour que la mé

thode soit applicable, que le point T soit en réalité plus près du point C 
que le point P. 

Fig. 11. 

(*) Ce paragraphe suppose des Notions de Géométrie analytique (Voir t, III). 
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C'est ce qui pourrait ne pas arriver si la valeur approchée x — a cor
respondait, par exemple, sur la courbe, à un point voisin d'un point 
maximum. Dans ce cas, la valeur absolue de F' («) pourrait être très-petite 

et le terme de correction — =j~- extrêmement grand, c'est-à-dire com-
r [a j ° 

platement illusoire. 
Ainsi, a et b étant les deux nombres qui, comprenant la racine, ont 

servi à la séparer, il faut, pour le succès certain de la méthode, qu'il n'y 
ait entre les points de la courbe qui correspondent aux abscisses x = a, 
x = b, aucun point maximum ou minimum, non plus qu'aucun point 
d'inflexion ( * ) ; en d'autres termes, il faut qu'il n'y ait entre a et b au
cune racine des équations 

F' (x) = o, F"(x) = o. 

265. L'interprétation géométrique de la méthode de Newton permet de 
procéder souvent avec plus de sécurité, en conduisant à une interpréta
tion analogue de la méthode d'interpolation bornée à l'emploi des parties 
proportionnelles (24-i). 

Soient, en effet, OQ et OP les deux abscisses x0 et x0 -+- h qui com
prennent la racine OC = x. Menons la corde MN qui joint sur la courbe 

les points correspondants à ces ab-
Fig • >2 • scisses. Cette corde coupera l'axe des 

abscisses au point S, tandis que la 
tangente MT le coupera au point T. 
Le point C tombera nécessairement 
entre les points S et T (si l'arc de 
courbe ne présente aucune inflexion 
entre les points M et N) : la racine 
cherchée sera donc comprise entre 
les valeurs OS etOT, et l'erreur com
mise en la remplaçant par l'une 
d'elles sera moindre que leur diffé
rence. 

Ceci posé, menons par le point N la parallèle ND à l'axe des x, jus
qu'à la rencontre de MP. Les triangles semblables NQS, NMD, donneront 

QS_ _ NQ 
ND ~ MD ' 

ND représente l'intervalle h des substitutions; NQ représente — jr0 (ou 
l'ordonnée qui correspond à x0 prise en signe contraire, c'est-à-dire 

( * ) Un point d'inflexion est, comme on le sait, caractérisé par le changement 
J e courbure de la courbe ( Tare devenant concave après avoir été convexe, ou 
réciproquement) . 11 en résulte qu 'en un point d'inflexion, F ' (x ) change d'allure, 
c 'est-à-dire diminue après avoir augmenté jusqu'à ce point, ou augmente après 
avoir diminué. F " ( x ) passe donc alors du positif au négatif ou du négatif au 
positif (145) : ce qui montre que les abscisses des points d'inflexion sont d o n 
nées par F ' ' ' O r=--o rompit celles <lç^ points mn^iyiinms ou minimum? p^r 
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en valeur absolue), et MD la différence j , — ya ou \y\. On a donc 

OS 
~- est donc précisément ce que nous avons désigné précédemment par z 
(244,237), et 

OS = x0 + zh 

est la valeur approchée fournie par la méthode des parties proportion
nelles. 

OT et OS donnant ainsi deux valeurs approchées de la racine OC, l'une 
OT -t- OS 

par excès, l'autre par défaut, si l'on prend leur moyenne pour 

valeur de la racine, l'erreur sera moindre que la demi-différence 

O T - O S 

En effet, désignons par x la valeur exacte de la racine, par e l'erreur 
de OT, par e' l'erreur de OS. On aura 

x = OT — e , x = OS + e', 
d'où 

OT + OS e — e' , O T - O S e + e' 
— x -\ et 

2 a a a 
ce qui démontre la remarque énoncée, d'ailleurs évidente. 

266. Comme application, reprenons l'exemple du n° 259. 
Nous avons trouvé que l'équation 

x? — ioo = o ou .rlog.r — 2 = 0 

avait pour racine x = 3 , 5g à 0,01 près. 
Appliquons la méthode de Newton ; nous aurons pour correction 

F (x) _ 2 — x\o%x _ 0,0072269 _ 
iï'(x) ~~ log^ + loge ~~ 0.989,388g — ' J ' 

ou. pour valeur approchée de la racine, 

.z = 3, 5g7o. 

Appliquons la méthode des parties proportionnelles: nous aurons 

y\ o,007226g 

Vo °'°°99 l59 o. 72. 

L'intervalle considéré étant 0,01, la correction sera 0.0072. On aura 
donc, pour valeur approchée de la racine, 

x = 3 , 5g72. 

Prenons la moyenne des deux valeurs obtenues ; nous aurons 

= 3. %725, 
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valeur exacte à moins de o, oooo5. On pourra donc prendre 

x — 3, 5g7'2, 

et tous les chiffres conservés seront exacts. 
Euler trouve 

x = 3,5gy28à. 

CHAPITRE IV. 
MÉTHODE DES APPROXIMATIONS SUCCESSIVES. 

267. La méthode la plus simple qu'on puisse appliquer à la résolution 
des équations numériques est la méthode connue sous le nom de méthode 
des approximations successives par substitution. Et dans certains cas, 
c'est la seule méthode qu'on puisse réellement employer. 

D'une manière générale, elle consiste à mettre l'équation proposée sous 
la forme particulière 

c'est-à-dire à isoler l'inconnue dans le premier membre, sans se préoccu
per de laisser cette même inconnue engagée dans certains termes du se
cond membre. En négligeant alors ces mêmes termes, on obtient pour x 
une première valeur approchée. En substituant cette valeur dans le second 
membre de la relation 

x = f(x), 

sans négliger cette fois aucun de ses termes, on obtient une seconde va
leur plus approchée, qu'on substitue à son tour. Et l'on continue, jusqu'à 
ce qu'on parvienne au degré d'approximation voulu. 

Il arrivera souvent que les valeurs ainsi obtenues convergeront très-
rapidement vers la valeur exacte de la racine. 

Soit a une quelconque des valeurs approchées (à partir de la seconde) 
et a + k la valeur exacte de la racine. Nous aurons 

a + h =f(a + h). 
Mais (114) 

/ ( « - t - / i ) - / ( « ) = A [ / » + * l -
Par suite, 

(a + h) - / ( « ) = A [ / » + a]. 

L'erreur commise en prenant / ( « ) pour racine est donc, à très-peu près, 
égale à h.f'(a); ce qui montre que la méthode n'est applicable qu'au
tant que f'(a) est moindre que 1. Lorsque la méthode peut être em
ployée, les chiffres communs à deux valeurs approchées consécutives ap
partiennent à la valeur exacte. 
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Application aux équations du second degré. 

268. Dans le cas où le coefficient a de l'équation générale 

ax' + bx + c = o 

est très-petit, la formule 
_ — b ± \Jbl — 4 oc 

n'est pas propre aux calculs numériques. En effet, après avoir obtenu 
approximativement la valeur du numérateur, il faut la diviser par 1 a ; 
on divisera donc en même temps l'erreur commise par une quantité très-
petite, c'est-à-dire qu'on l'augmentera dans une très-grande proportion. 
La difficulté est immédiatement levée par la méthode des approximations 
successives. 

Cherchons d'abord la racine qui diffère peu de —- j \ on obtiendra en

suite la seconde racine immédiatement, puisque la somme des deux ra-
, , , b 

cines est connue et égale a 
a 

Mettons l'équation donnée sous la forme 
c ax'1 

On a ici (267) 

d'où 

„, . c ax 

,. iax 

a étant très-petit par hypothèse, f'(x) sera inférieur à l'unité, et l'on 
peut appliquer la méthode. 

La première valeur approchée est 

ç 

La seconde valeur approchée s'obtiendra en substituant — j à la place 

de x' dans le second membre de l'équation (1). Il viendra 
c ac1 

x = ~b~TF' 

Cette valeur sera, en général, suffisamment approchée au point de vue 
pratique. On pourra d'ailleurs obtenir une troisième valeur plus appro-

c ac2 

chée encore, en substituant — T JT à la place de x, dans le second 

membre de l'équation (1). Il viendra 
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2(TC5 

On doit d'ailleurs s'arrêter au troisième terme du second membre — : 

et prendre pour formules d'approximation successives : 

c c ar2 c ac2
 OM'C 

c ac2 ia2c3 5(73 c' 

c 
b 

ac 
!>• 

~ b b3 bb //' 

On voit que chaque valeur se déduit de la précédente par l'addition d'un 
terme de correction, et que les erreurs qui subsistent après cette addi
tion sont toujours très-petites par rapportai/ terme ajouté; ce qui, dans 
toute question d'approximation, est une condition essentielle. Ainsi, 

c 
quand on prend x — —ji l'erreur commise contenant a comme facteur, 

c c ac2 

est très-petite par rapport à — y Quand on prend x = — j -rr-, 

l'erreur commise contenant a2 comme facteur, est très-petite par rapport à 
ac2 

• 7j-; etc. D'après cela, en s'arrètant à u n certain terme, on saura tou
jours si la valeur adoptée est approchée par excès ou par défaut : il suf
fira de consulter le signe du premier terme de correction négligé. 

269. Reprenons le problème du puits (Jlg. èlcm., 198). Nous avons 
trouvé pour équation 

' I + i U + T ! = o. 
\" SI 

Le coefficient -y de x2 est égal à ^j—2 • Nous pouvons donc appliquer la 

formule 
c ac2 

puisque c'est la plus petite racine qui répond seule au problème. 
Si l'on suppose T = io", par exemple, on aura 

n — Try-,1 b = — 2 I — - + - , r = i o o . 
3402 \ 3 4 o gj 

En adoptant pour g-la valeur 9 , 8og44 et en effectuant les calculs, on 
trouve 

h = — o, 26278. 
On a alors 

/ c\ , 100 .„ , 
I02 — r = log 5—5 = 2 , 5804077. 

°\ bj 0,26278 
d'où, pour première valeur approchée, 

x = — j = 38o" , 55. 

ac2 __ 
Calculons la correction — -p- • Nous aurons 

b 
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On en déduit 

et, par conséquent, on obtient pour seconde valeur approchée 

r = — - — — — 385M 31 
/; b3 ' 

Comme il est facile de s'en assurer, cette valeur est exacte à moins 
de i mètre, approximalion bien suffisante au point de vue pratique (eu 
égard à la question posée). 

270. Remarque. — Lorsque c est très-petit dans l'équation 

ax2 -4- bx -+- c = o, 
c 

sans que a et b remplissent la même condition, le produit - des racines 

est très-petit, sans que leur somme le soit. Une des racines est donc 

très-petite, et l'on peut, pour la calculer, employer encore les formules 
précédentes. En effet, on peut toujours écrire 

c ax' 
b b 

et le terme j - est très-petit par rapport à x. puisqu'il contient x au 

carré. La première valeur approchée est donc .r — — - , la seconde sera 

c ne1 

X = — y j - : e t C 
/; b' 

271. Si l'on voulait appliquer la méthode de Newton à l'équation 

ax2 - j - bx -\- c — o, 

en partant de la première valeur approchée — T-I on aurait pour la pre

mière correction h 
c \ ac'1 

. , , , . . , , , , , , • "i.ac 
et si 1 on néglige devant b au dénominateur le terme très-petit j - , 

ac1 

on trouve h= -pr- • 
b' 
Équations de degré supérieur. 

272. On peut se servir des considérations qui précèdent pour résoudre 
l'équation du troisième degré nx?' -+- bx -+- c = o, quand le coefficient a 
est très-petit. Nous ne nous y arrêterons pas. L'exemple suivant suffira 
pour montrer la marche à suivre dans le cas des équations algébriques de 
degré quelconque, lorsqu'elles se prêtent à l'application de la méthode, 
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Quand on cherche le diamètre qu'on doit donner à un tuyau de distri
bution d'eau pour que la dépense (volume d'eau fourni par seconde) et 
la charge par mètre courant ( c'est-à-dire le quotient de la hauteur d'eau 
nécessaire pour produire l'écoulement malgré la résistance du tuyau, par 
la longueur du tuyau) aient des valeurs déterminées,. on est conduit à 
une équation de la forme 

^ . 0,000007 Q2 „ 0.00001294 Q2 

D • — D : — — = o. 
o , i542 i3 J o , i542 i3 J 

D est le diamètre cherché, Q la dépense et J la charge imposées ; les 
nombres qui entrent dans l'équation ont été déduits de l'expérience. 

Supposons qu'on donne 

Q = oMc,006283 et J = o»,01649. 

L'équation proposée n'a qu'une seule racine positive (199) : c'est cette 
racine que nous cherchons. 

A cause de la petitesse du coefficient 0,00001294, on commencera par 
négliger le terme constant de l'équation. Il vient alors, en divisant par D , 

D 5 _ 0,000307 Qj_ 
0,154213 J 

Première valeur approchée de D. 

Iogo,ooo5o7 = 4,7060080 

logQ'2 = 5,5963342 log 0,006283 = 3,7981671 

Lo , i 542 i3 = 0,8118870 Iogo , i542i3 = 7.1881198 

1 .1=1,7827793 logo,0l649 =2 ,2172207 

log D5 = 6,8960090 

logD = 2,9792018 

Pour calculer la seconde valeur approchée de D, il faudra calculer le 
terme constant de l'équation et le terme qui contient D à la première 
puissance (ce qu'on fera très-simplement en ajoutant le logarithme de la 
première valeur de D au logarithme de D' qui a servi à l'obtenir, et qui 

représente le logarithme de ' . ,— ' - ^-
o, 104213 .1 

Seconde valeur approchée de D. 

0,000007 Q2 -
logoTT542T3T = M 9 6 o o 9 ° 

logD = 2,9792018 

7,8752108 0,000000700243 
og0,00001294 = 5.1119343 

logQ2 = 5,5963342 
L o , i 5 4 2 i 3 = 0,8118875 

L.T = 1,7827793 

7,3o2g353 0,000000200879 

D 6 = 0,000000951122 

logD6 = 7,9782362 

logD = 2,9963727 
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On opérera d'une manière analogue pour trouver la troisième valeur 
approchée de D, en se servant des résultats déjà obtenus. 

Troisième valeur approchée de D. 

logD = 2,9963727 

7,8g238l7 0,000000780016 

( T e r m e c o n s t a n t ) 0 ,000000200879 

D6 = o ,000000981395 

logD" =7,99i8438 

logD = 2,9986406 

Au point de vue pratique, on peut s'arrêter, car les logarithmes des 
deux dernières valeurs de D ne diffèrent pas de o,oo3. Ces deux der
nières valeurs sont, d'après les logarithmes obtenus, 

0,099168 et 0,099687. 

On adoptera donc pour le diamètre du tuyau la valeur oM, 099 ou mieux 
la valeur oM,ioo. 

Pour la valeur D = 0,099, ' e premier membre de l'équation se ré
duit à — o,ooooooo38o88; pour la valeur D = 0,100, il se réduit à 
+ 0,000000012009. La racine demandée tombe donc entre 0,099 e t 

0,100, et.plus près de ce dernier nombre. 

273. A l'aide d'une annuité a = 11986 francs, on a pu éteindre une 
dette de 200000 francs en 5o ans : on demande le taux de l'intérêt. 

On a dans ce cas (A/g. élém., 274) 

1 \ a n 
' i l r=-r A A(i + /-)"' 

et, à cause de la petitesse du second terme du second membre, on peut 
employer la méthode des approximations successives. La première valeur 

de r sera donc r = T • 
A 

Première valeur approchée de r. 

loga = 4 j 07868 

logA = 5,3oio3 

logr = 2,77765 

r = 0 ,009931 

Cette valeur est approchée par excès. 

IL 4° 
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Seconde valeur approchée de r. 

loga = 4,07868 ^ = O , O 5 9 O 3 J 

L A = 6,69897 
L(i-|-r)50 = 2,736i2 log(i + r) = 0,02527760 • 

log Airbr = 3>377 ÂTTTTT=°'003264 

r = 0,066667 
Cette seconde valeur est encore approchée par excès, puisque la valeur 

de r substituée dans le second terme du second membre de l'équation (1) 
était elle-même approchée par excès. 

Troisième valeur approchée de r. 

log« = 4i°7868 — = o,o5gg3i 

L A = 6,69897 

Lfi + r)50 = 2,80309 log(i + r) = o,023938i5 

log ÂïrTrf' =3" 58°74 î i ï f e r = °'oo38°8 

r = o,o56i23 

Cette dernière valeur est encore approchée par excès. On est conduit 
à prendre r = o, o56, en conservant les chiffres communs aux deux der
nières valeurs. Le second membre de l'équation (1) devient alors o.o56 
comme le premier. 

log a = 4 j 07868 j = o, 059931 

LA = 6,69897 
L(i + r)» = 2,81680 

^ 1 7 7 ^ 7 , » = 3>59445 I T T ^ _ F , =.0,00393, 

o,o56ooo 

Équations transcendantes. 

274. Reprenons, pour terminer, l'équation 

( 1 ) x — tang x = o, 

déjà considérée au n° 260. 
Nous avons vu que cette équation avait une infinité de racines réelles, 

et nous avons déterminé la plus petite des racines positives ( zéro excepté). 
Cherchons une formule qui permette d'obtenir facilement une racine de 
rang quelconque. 

Nous avons remarqué que l'extrémité de chaque arc racine tombait 
dans un quadrant de rang impair, de sorte que la (/z+i)"'"' racine était 

moindre que (in-\-\)~-

En désignant par a la distance de l'extrémité de la racine cherchée à 
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l'extrémité du quadrant correspondant, on peut donc écrire 

(2) {in 4 - l ) - = x 4- a. 

On en déduit 

tangx = tang (2/2 + 1) - — a = cota = .. 
L 2 J tanga 

Mais l'équation ( i ) donne tanga; = x. Par suite, 

1 , 1 

x = ou tang a = - • 
tang a ° x 

Revenant à l'équation ( 2 ), on aura donc 

(2/? 4-1) - = x 4- arc tang--
2 n oc 

On peut développer en série arc tang - d'après une formule connue (168 ). 

Il viendra donc 

(in + ï)'^=x-\ -L-|-_L L+ . . . ; 

2 x ix^ 5,r6 yx1 ' 

et si l'on désigne par a la quantité constante (2/24-1)—) on pourra isoler 

x dans un membre et poser 

1 1 1 1 
; 3 ) x = a \-3.x3 5.x5 7.x1 

Cette équation se prête immédiatement au calcul par approximations 
successives. 

La première valeur approchée de x sera x = a, la seconde x = a • 

La troisième s'obtiendra en remplaçant x par a dans le second et le 

troisième terme du second membre de l'équation (3), et en négligeant 
tous les autres termes ; cette troisième valeur sera donc 

x = a — 
1 ? l 

a \ n 

Si l'on effectue les divisions, en négligeant tous les termes qui renfer
ment A5, iî viendra 

/ 1 1 \ 1 i 2 

\a a J 3rt n in 

Pour avoir une quatrième valeur approchée de x, on substituera la va
leur précédente dans le second membre de l'équation (3). On négligera 
tous les termes du second membre qui contiennent x\ et l'on effectuera 
les divisions indiquées dans les autres termes, en négligeant aussi tous 

4o. 
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les termes des différents quotients obtenus, qui renferment a\ Il viendra 

_ i i i 

a —5 3 ( fl - -5 ) 5 ( « —— ) 
a Sa \ a sa J \ a Sa J 

(\ 1 5 \ , 1 / 1 3 \ 1 
= a - _ + _ + —- + - ( _ + _ 

\a a 5a / S \a aj 3a 
1 a i3 
a 3 a? 15 a' 

On pourra calculer de même le cinquième, le sixième terme de la 
série, etc. 

Pour avoir alors les différentes racines, à partir de la seconde, il suf

fira de remplacer a par sa valeur (an -f-1) — et de substituer les nom

bres 1, a, 3, etc., à la place de n. 
275. En résumé, pour résoudre une équation numérique, on commen

cera par séparer ies racines, eu procédant par substitutions régulièrement 
espacées. 

La racine cherchée étant ainsi obtenue à 0,1 ou à 0,01 près, on en 
approchera davantage par interpolation ou en appliquant la méthode de 
Newton. 

Quand la forme de l'équation le permettra, il sera souvent avantageux 
d'employer directement et isolément la méthode des approximations suc
cessives. 

Dans tous les cas, le degré d'approximation atteint, devra être soigneu
sement vérifié. 

QUESTIONS PROPOSÉES. 

i° Résoudre l'équation 

70 x* — 140 x3 + 90 x' — aox + 1 = 0 . 

(.*', = o,o6g432, x.2 = 0,330009, xz = 0.669991, .r,, = o,93o568. ) 

a" Résoudre l'équation 

(4 — 3x2) sin.r— 4'^cos.r = o. 

(Cette équation a une infinité de racines réelles , la plus petite racine 
positive est o, la seconde est 2,563434-) 

3° Partager un demi-cercle en deux parties équivalentes, par une corde 
menée de l'extrémité du diamètre qui lui sert de base. 

4° Partager l'aire d'un cercle en trois parties équivalentes, par deux 
cordes menées d'un même point de sa circonférence. 

5° Résoudre l'équation x sin - x = 1. 

(x = 1,481682.) 
3 -

6° Résoudre l'équation x' —c ''• 
{ r — 3,644174.} 
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7° Résoudre l'équation x — e sin x = m. 
(e= O,2453I6I5 , m = 3290 44' 27",66. 

On doit trouver x = 320° 02' i5",5a). 
x —j— I 

8° Résoudre l'équation e21 = • 
x — i 

(x= 1,19967867.) 
90 Déterminer la plus petite valeur qu'on puisse donner à a, pour que 

l'équation 
e1 + e~x — ax = o 

soit possible. 
(a = 3,01776, ) 
io° Trouver le nombre des racines réelles qu'admet l'équation 

x = A sin.r + B, 
pour chaque système de valeurs des coefficients A et B. et effectuer la 
séparation de toutes ces racines. Application à l'équation 

x = 3142 sinx-f- i5y (*). 
(Concours de l'École Polytechnique, 1857.) 

(*) On pourra consulter sur cette dernière question un article publié par 
M. Ch. Bourgeois, dans le tome XIX des Nouvelles Annales, p. i3o. 
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NOTES. 

NOTE I. 
EXPRESSION DU COTÉ DU PENTÉDÉCAGONE RÉGULIER. 

Cherchons l'expression du côté du polygone régulier de quinze côtés, 
inscrit dans le cercle dont le rayon est l'unité. 

L'arc sous-tendu par le côté du pentédécagone régulier est la différence 
des arcs sous-tendus par les côtés de l'hexagone et du décagone régu
liers {Géom., 129), et l'on a 

27T 277 277 77 77 77 

i5 6 io i 5 — 6 IO 

Si x représente le côté cherché, on pourra donc écrire ( Trig., 4) 

77 . / T T 77 \ f . 77 77 77 . 77 \ 
X z= 2Sin - ? = 2 S i n l - : = 2 3111 -, C0S COS r S l I l — -

i5 \ b ioy \ 6 io 6 \oj 
Mais on a trouvé (Trig., 7) 

. 77 1 7? v/3 . 77 — 1+V'5 - ^'0 + 24/5 
sin-; = - ) cos-? = — 1 sin — = ——, cos — = - -—— • 

b 2 b 2 10 4 10 4 

11 viendra, par suite, 

.r = i [y/io + a v / S - v ' M - > +v/5)] . 

NOTE II. 

TRISECTION DE L'ANGLE. 

Nous avons trouvé ( TV/g., 23 ) 

cos 3 a = 4 cos5 « — 3 COS a. 

Cette relation, qui exprime la liaison qui existe entre le cosinus de l'arc 

simple et celui de l'arc triple, peut s'écrire, en remplaçant a par ; » , 

COS a — 4 cos' - a — i COS 77 rt • 
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Si l'on donne cos a = b et si l'on demande cos =a = x, la question sera 

ramenée à la résolution de l'équation 

, 3 b 
x' x 7 = 0 . 

Cette équation a ses trois racines réelles {Complément d'Jlg.. 217), 

la condition ( ̂  ) 4- (?)'<• 
+ 

revenant ici a 

< o ou à b- • 

On peut obtenir ces trois racines comme il suit. Tous les arcs qui ont 
un cosinus donné sont compris dans la formule ( Trig., 8 ) 

ÎKTT ± a, 

« étant l'arc qui. dans les deux premiers quadrants, a pour cosinus la 
valeur proposée. Les valeurs de x seront donc toutes les valeurs diffé
rentes renfermées dans l'expression 

cos (^V 
K représentant un entier quelconque, positif ou négatif. Mais n étant aussi 
un entier quelconque, K ne peut affecter que les trois formes 

3 «, 3n -4- 1, 'in-T-%. 

On aura donc pour racines : 

( ^ ± - j = c o s ± 3 = c o S 3 , 

/ 2 77 a \ fil! , O. 

/ An , a\ /iJT! , a\ fin a 

Les six valeurs obtenues, deux à deux égales, se réduisent ainsi aux 
trois suivantes : 

F i g . i 3 . 
277 a \ / l i t a. 

cos ^ > cos ( — + - 1> cos ( -^- + 3 

D'après cela, prenons AM = ^ et formons le 

triangle équilatéral MNP. On aura 

AN 
2 7T a. AT: a. 

T+3'
 AP = T+r 

Les perpendiculairesMm,N», P/>, abaissées 
des sommets du triangle équilatéral sur le 
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diamètre BB' perpendiculaire à AA', représenteront, prises avec les signes 
convenables, les racines de l'équation 

» 3 b 
X • x = o . 

4 4 
Comme la somme de ces racines est nécessairement nulle ( Complé

ment cPJlg., 182), on en déduit ce théorème de géométrie : Si des trois 
sommets d'un triangle équilatéral, on abaisse des perpendiculaires sur 
un diamètre quelconque du cercle circonscrit, la somme des deux perpen
diculaires situées d'un même côté de ce diamètre sera égale a la troi
sième perpendiculaire située de l'autre côté. 

On voit sur la figure qu'il y aura deux racines positives et une négative 

si •= est > -r ou a > --i et deux racines négatives et une positive si -r 

77 77 

est < -r; ou a < - : ce qui concorde avec le signe que prend alors le 
terme constant de l'équation [Complément d'Alg,, 182). 

Les valeurs absolues des racines de même signe sont l'une plus petite, 

l'autre plus grande que - • En effet, Mm et Vp représentent les sinus de 

7T 77 

deux arcs dont la somme est - • L'un de ces arcs étant plus grand que ^ j 

l'autre sera plus petit. Par conséquent, si Mm surpasse sin-7 ou - , 

Vp tombera au-dessous. La troisième racine N«, étant en valeur absolue 

égale à la somme des deux autres, sera plus grande que - • 

D'après cela, b désignant le cosinus d'un arc donné A, on saura immé

diatement quelle est la racine qui représente cos^-

En suivant une marche analogue à celle qu'on vient d'indiquer, étant 

donné sin a, on pourra trouver sin 77 a. La formule 

sin 3(7 = 3sin« — 4 sin3 a 

devient, lorsqu'on remplace a par -a, 

smn = 3sin 7j « — 4 sin 77 a : 

d'où, en posant sin« = b et sin -^a = ,r, 

, 3 b 
x' x -\-- = o, 

4 4 
équation qui ne diffère de la précédente que par le signe de b, et qu on 
traitera de la même manière. 

La question examinée fournit une méthode pour la résolution du cas 
irréductible de l'équation du troisième degré i Complément d'J/g,, 210)-
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Toute équation du troisième degré peut se ramener à la forme 

([) z' + /)z + </ = o. 

Les coefficients p et <y sont supposés réels. 
Nous venons de voir que l'équation 

, . , 3 cos 2 
12 1 x' X = I) 

4 4 
avait pour racines 

a / ITZ cz , 
cos ^ ) cos I -^- + ^ ), cos •(¥+;)• 

Si l'on arrive à pouvoir identifier les deux équations considérées, le 
problème sera résolu. 

Je pose z = px. L'équation (i) peut alors s'écrire 

x, + K,x + %= o. 

Il y aura donc coïncidence si l'on détermine p d'une part, l'arc a de 
l'autre, de manière à avoir 

p_ _ 3 i/ _ cos y-

c'est-à-dire 

et cos2 V~? V 
Pour que ces valeurs soient admissibles, il faut que p soit négatif, et 
que la valeur de cosa ou de cos2a tombe au-dessous de i, ce qui fournit 
la condition 

' • Ï ) " > ( ; ) " - ( Î ) ' + ( Ï 
Cette condition ne peut d'ailleurs être satisfaite que si p est < o. Si elle 
est remplie, les équations (i) et (2) se confondent, et la relation z = px 
conduit aux trois valeurs 

déjà trouvées {Complément d'Alg., 219). 

•f cos ( •>.'\o"4-j' 

NOTE III. 
DES KQUATIOXS RÉCIPROQUES 

On appelle équations réciproques celles dont on reproduit toutes les 
racines dans un ordre différent, en divisant successivemenl l'unité par 
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chacune d'elles ; c'est-à-dire que si a est une racine quelconque de l'équa

tion considérée, cette équation admettra aussi la racine - • 

Cherchons à quels signes on peut reconnaître les équations réciproques. 
Considérons d'abord une équation de degré impair telle que 

x 5 + A.r4-+-Bx3 + C,r2 + D.r + E = o. 

Changeons x en - • La transformée sera 
x 

, D , C , B . A i 

Si l'équation proposée est réciproque, la transformée en - doit la repro

duire identiquement, ce qui entraîne les relations 

5 _ A Ç B A i__ 
£ - A , E - t f , E - L , E - U , E - U . 

On en déduit 
E 3=i ou E = ± i, 

et, par suite, 
D = ± A , C = ± B . 

Donc, pour qu'une équation de degré impair soit réciproque, il faut et il 
suffit que les coefficients des termes à égale distance des extrêmes soient 
égaux et de même signe ou égaux et de signes contraires. 

Considérons maintenant une équation de degré pair telle que 

Si l'on change x en —, on a pour transformée 

t , C , , B , , A i 
r + D ^ + D X + D ' r + D = 0-

En identifiant les deux équations, on obtient les relations 

S = A, g - B , g - L , g - D . 

On en déduit 
D J = i ou D = ± i . 

Si l'on prend D = + 1 , il vient 

C = A , B = B; 

si l'on prend D = — i, il vient 

C = - A, B = —B ou B = o. 

Ainsi, pour qu'une équation de degré pair soit réciproque, il faut et il 
suffit que les coefficients à égale distance des extrêmes soient égaux et 
de même signe, ou bien, le terme du milieu manquant, égaux et de signes 
contraires. 
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Étant donnée une équation réciproque de la forme 

X S + . U , + B X 3 + B J ! + A ^ + I = o, 

on peut l'écrire comme il suit : 

(xb + i) + Ax (x3 + i) + Bx2 (x + i) = o. 

En supprimant le facteur x + i correspondant à la racine 
équation devient 

x + i = o; 

6 3 5 

i, cette 

X*— 1 

+ A 
X3 + I 

- A 
+ B 

X2 I 

-t-A 

c'est-à-dire qu'elle est encore réciproque. 
Si l'on a l'équation réciproque 

.r' + A.-^ + B.z3 — ftx2 — Ax — i = o, 

on peut l'écrire 

(xb — i) + A ^ ( ^ 3 — i) + Bx2(x — i) = o. 

En supprimant le facteur x — i correspondant à la racine i, on trouve 

x* + i 

+ A 

x7+i 

+A 

+ B 

x + [ o, 

+ A 

équation réciproque. 
Enfin, si l'équation réciproque proposée est 

x* + Ax3 — A x — i = c, 

on peut l'écrire sous la forme 

{x* — i ) -}- Ax[x7 — i) = o . 

Supprimant les facteurs x — i et x+\, dont le produit x7 — i correspond 
aux racines i et — i , il viendra 

x" + A x + i = o. 
équation réciproque. 

Ainsi, par la suppression des racines égales à l'unité, on peut ramener 
toutes les équations réciproques à la même forme : sous cette forme, elles 
sont de degré pair et ont leurs coefficients à égale distance des extrêmes 
égaux et de même signe. 

Prenons donc l'équation générale 

^ 2 "4-A^ 2 "- , + B ^ " - 3 + . . . + Bx2 + A.r + i = o. 

Cette équation étant réciproque, ses racines se distribueront par couples, 

tels que a e t - i ; et r i 7 et - > • • • • On pourra donc, ramener sa résolu-
^ a p [3 ' 7 

tiori à celle d'une équation de degré deux fois moindre, en posant 

1 

x - z\ 
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car une seule valeur de z correspondra évidemment aux deux racines 
réciproques qui composent chaque couple. 

Il s'agit maintenant d'éliminer x entre l'équation proposée et la relation 
auxiliaire qu'on vient d'écrire. Pour le faire simplement, on remarque 
que cette équation peut se mettre sous la forme 

x" \ x J \ x'~ 

en divisant par x" et en rapprochant les termes également distants des 
extrêmes. La question est ainsi ramenée à exprimer en fonction de z cha
cun des binômes 

Or on a 

(*+£) ('+;) = (^' + ^ 
On en déduit, en remplaçant le facteur x -\— par z. 

xe+< -f- —î- = ( x "+ — | z — ( xP-< + — 
.rP+l \ *"/ \ x<-

Cette formule résout la question, puisqu'elle permet d'exprimer la valeur 
de chaque binôme à l'aide des valeurs des deux précédents. On a succes
sivement, en faisant/>= i , 2 , 3 , 4 ; - - - -

x-\— = z, x- + — = z2 — 2, xs H—î = z3 — 3 z , 

X* -\ T = Z* — 4 Z' H - 2 
X' 

Une fois les racines de l'équation en z déterminées, les valeurs de x se
ront données par la relation 

ou par la formule 

i 

X 

V a ' - 4 

NOTE IV. 

EMPLOI DE LA RÈGLE A CALCUL EN GEOMETRIE ET EN TRIGONOMÉTRIE, 

Nous avons donné {1.1, Note IV) la théorie générale de la règle à 
calcul. Il nous reste à montrer l'usage qu'on en peut faire pour abréger, 
au point de vue pratique et lorsqu'une très-grande approximation n'est 
pas nécessaire, les calculs géométriques ou trignnnmétriques. 
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APPLICATIONS GEOMETRIQUES. 

Si l'on désigne par a, b, c, les dimensions d'un parallélipipède rectan
gle et par D la densité de la substance, le poids du corps considéré sera 
représenté par le produit 

abc 
abcu ou 

I 
"D 

Les tables inscrites au revers de la règle font connaître D et =• pour les 
matières les plus usuelles. Ces valeurs sont inscrites dans les deux colonnes 
qui suivent la désignation des substances. 

S'il s'agit d'un cylindre ayant d pour diamètre de sa base et h pour 
hauteur, son poids sera exprimé par la formule 

1 <Ph 
-•ncPhu ou —— 
4 _4_ 

TTD 

La colonne intitulée Cyl. fait connaître les valeurs de —=? pour les sub
stances considérées. 

Enfin, pour une sphère ayant d pour diamètre, le poids sera 

Tzd3
 n d3 

i r D ou _r 

La colonne intitulée Sph. fait connaître les valeurs de—=r-

rcP 
La surface d'un cercle est —r- en fonction de son diamètre ou 

4 
d- d-

. 4 1,273 

Le volume d'un cylindre sera alors exprimé par 

d-h 
1,273 

r.d3 

De même, le volume d une sphère égal a —7- sera égal a 

c!l- JL. 
6 ~ 1,91 

Si l'on connaît la circonférence C d'un grand cercle, on a pour le volume 
de la sphère 

C v / _ C _ C3 

6-77 GTT2 5g , 11 

Les nombres indiqués, nombres inscrits sur la règle, permettent d'ar
river aux résultats cherchés à l'aide d'un seul mouvement de la réglette. 
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Supposons, par exemple, qu'on veuille calculer le volume d'un cvlindre 

en employant la formule -• On n'aura qu'à amener le diviseur i , 273 
1,273 

lu sur la réglette au-dessus du nombre d lu sur l'échelle inférieure de la 
règle, et il est évident que le volume correspondra, sur l'échelle supérieure, 
au nombre /; lu sur la réglette. 

S'il s'agit d'un poids, c'est le diviseur 1,273 qui variera. 
Pour une sphère, le procédé sera le même, en remplaçant le facteur h 

par un facteur d. 

APPLICATIONS TMGONOMÉTRIQUES. 

Le revers de la réglette présente, outre l'échelle des logarithmes, deux 
échelles, l'une au milieu, l'autre qui correspond au bord supérieur de la 
réglette. Ces échelles peuvent remplacer une table de sinus naturels s'é-
tendant de 3o' à 900 et une table de tangentes naturelles s'étendant de 
3o' à 45°. 

L'échelle des sinus est Féchelle supérieure du revers de la réglette. 
Cette échelle est divisée en parties proportionnelles aux logarithmes des 
sinus, de sorte qu'elle est identique en longueur à l'échelle supérieure de 
la règle. Quant à la graduation, elle donne les arcs 

de 10' en 10', depuis l'arc de 4o' jusqu'à celui de io°; 
de 20' en 20', » io° » 20"; 
de 3o' en 3o', » 200 » 3o°; 
de degré en degré, » 3o" » 6o°; 
de 20 en 20, » 6o° » 700. 

Les trois dernières divisions correspondent aux arcs de 750, 8o°, 900. 
L'échelle supérieure de la règle donne les logarithmes des nombres de 1 

à 100 ou de o, 01 à 1. L'arc qui a pour sinus naturel 0,01 est l'arc de 34' 
environ. Cet arc qui a o pour partie décimale de son logsin, répond au 
commencement de l'échelle. 

Supposons qu'on demande le sinus de 12°. On fera concorder toutes 
les extrémités de droite des échelles de la règle et de la réglette retournée. 
A partir de la division marquée 10 sur l'échelle supérieure de la réglette, 
on comptera six divisions (6 x 20' = 20), et on lira au-dessus de la der
nière, sur l'échelle supérieure de la règle, o, 208, en remarquant que, lors
que le sinus demandé tombe dans la seconde partie de l'échelle supérieure 
de la règle, le premier chiffre significatif exprime des dixièmes. Ce pre
mier chiffre est un chiffre de centièmes, lorsque le sinus tombe dans la 
première partie de l'échelle. On trouve dans la table des sinus naturels 
sin 12° = 0,207g. 

Si l'on demande l'arc correspondant à un sinus donné, on lit le sinus sur 
l'échelle supérieure de la règle, et le nombre de degrés cherché lui cor
respond sur l'échelle supérieure de la réglette. 

On peut, si cela semble plus commode, ne pas retourner la réglette, la 
laisser dans sa rainure. On fait alors coïncider l'extrémité de l'arc lu au re
vers de la réglette avec l'extrémité de droite de la règle, et, au-dessous de la 
dernière division de la règle, on lit sur la face de la réglette le sinus 
cherché. 

Si l'on demande, au contraire, l'arc correspondant à un sinus donné, il 
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faut amener l'extrémité de ce sinus lu sur la face de la réglette au-dessous 
de la dernière division de la règle; l'arc, exprimé en degrés, se lira alors 
sur le revers de la réglette et au-dessous de l'extrémité de droite de la 
règle. 

L'échelle des tangentes est l'échelle placée au milieu du revers de la 
réglette. Cette échelle est divisée en parties proportionnelles aux loga
rithmes des tangentes, et les procédés à appliquer pour s'en servir sont 
identiques à ceux qu'on vient d'indiquer relativement aux sinus. 

Supposons qu'on demande Parc dont la tangente est o , 6249- La règle, 
comme les tables, donne 3a°. -

La tangente d'un angle exprime aussi la pente par mètre d'une certaine 
ligne droite par rapport à l'horizon. L'échelle des tangentes permet donc 
de réduire immédiatement les pentes par mètre en degrés, et récipro
quement. 

Les ingénieurs évaluent les inclinaisons par rapport à l'horizon en de
grés ou en centimètres par mètre. Dans le génie, la pente est indiquée par 
une fraction dont le numérateur est 1, et le dénominateur la base du talus 
pour une hauteur égale à 1. La tangente égale à o, 1 correspond à un 
angle de 5° 42' environ sur l'horizon, ou à une pente de 10 centimètres 

par mètre, ou à une pente de -— ; c'est-à-dire que, pour s'élever sur le 
M M 

talus d'une hauteur égale a 1 , il faut parcourir 10 en projection ho
rizontale. 



et de leurs rapports trigonométriques, exprimés 
en parties décimales du rayon 1. 

0 
0,0175 
o,o349 
0,0D24 
0,0698 
0,0873 

0,1920 
0,2094 
0,2269 
0,2443 
0,26l8 

0,2793 
0,2967 
0,3ï42 
o,33i6 
0,3491 

o,3665 
o,384o 
0,4014 
0,4189 
0,4363 

0,4538 
0,4712 
0,4887 
o,5o6i 
o,5236 

0 , 0 4 1 1 
0.5585 
0,5760 
0,5934 
0 , 6 1 0 9 

0,6283 
0,6458 
o,6632 
0,6807 
0,6981 

0,7156 
o,733o 
o,75ob 
0,7679 
0,7834 

26 

28 

S i n u s . Cosinus. T a n g . iCotang 

0,0170 
o,o34g 
o,o5?3 
0,0698 
0,0872 

0,1045 
0,1219 
0,1392 
0,1564 
0,1736 

0,1908 
0,2079 
0,225o 
0,24lQ 
o,2588 

0,2756 
0,2924 
o,3ogo 
0,3256 
0,3420 

0,3584 
o,3746 
0,3907 
0,4067 
0,4226 

0,4384 
o,43.'|0 
0,4695 
0,4848 
o,5ooo 

o,5i5o 
0,5299 
0,5446 
0,5592 
0,5736 

0,5878 
0,6018 
0,6157 
0,6293 
0,6428 

o,656i 
0,6691 
0,6820 
0,6947 

Cosinus 

1,0000 
° ,999 8 

0.9994 
0,9986 

o,9976 

0,9962 

o,99o3 
°>9877 
0,9848 

0,9816 
0,9781 
o,9744 
0,9703 
0,9609 

0,g6i3 
0,9563 
o , g 5 n 
0,9455 
o,9397 

o,g336 
0,9272 
0,9205 
o,gi35 
o,go63 

o,8g88 
o,8gio 
0.8829 
0,8746 
0,8660 

0,8572 
0,8480 
o,838; 
0,8290 
0,8192 

0,8090 
0,7986 
0,7880 

°)777' 
0,7660 

°)7547 
0,7431 
0,7314 
0,7193 
0,7071 

Sinus . 

0 
0,0175 
o,o34g 
0,0524 
o,o6g9 
0,0875 

0,1001 
0,1228 
0,i4o5 
o,i584 
0,1763 

o,>944 
0,2126 
0,2309 
0,2493 
0,2679 

o,3o57 
0,3249 
o,3443 
o,364o 

o,3839 
0,4040 
0,4245 
o,4452 
o,/)663 

0,4877 
o,5og5 
0,5317 
o,5543 
0,5774 

0,6009 
0,62/ig 
0,6'194 
0,6745 
0 , 7 0 0 2 

0,7265 
o,7536 
0,7813 
o,8og8 
0,8391 

0,8693 
o,goo4 
o,g325 
0,9607 
1,0000 

C o t a n g . 

ce 

07,2900 
28,6363 
19,0811 
i4,3oo7 
11,43oi 

9,5i44 
8,.443 
7,1154 
6,3i38 
5,6713 

5,.446 
4,7046 
4,33i5 
4,0108 
3,7321 

3,4874 
3,2709 
3>°777 
2,9042 
2,7475 

2,6o51 
2,47-5i 
2,3309 
2,2460 
2,1445 

2,o5o3 
1,9626 
1,8807 
1,8040 
1,7321 

1,6643 
1,6oo3 
1,53 9 9 

1,4826 
1,4281 

.,3764 
1,0270 
i ,2799 
1,2049 
1,1918 

1,15o4 
1,1106 
1,0724 
1,o355 
1,0000 

Tang. 

90 
89 
88 
87 
86 
85 

84 
83 
82 
81 
80 

79 
78 
77 
76 
75 

74 
73 
72 

71 

7° 

69 
68 
67 
66 
65 

64 
63 
62 
61 
60 

~5g 
58 
5* 
56 
55 

54 
53 
52 
5i 

5o 

49 
48-
47 
46 
45° 

Begrés. 
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